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Vorwort zum Gesamtwerk

Die Natur auf Erden ist in ihrer Vielfalt und Schonheit ein groes Wunder, wer wird
es leugnen? Erweitert man die Sicht auf den planetarischen, auf den galaktischen
und auf den ganzen kosmischen Raum, dringt sich der Begriff eines iiberwilti-
genden und gleichzeitig geheimnisvollen Faszinosums auf. Wie konnte das Alles
nur werden, wer hat das Werden veranlasst? — Es ist eine grofle geistige Leistung
des Menschen, wie er die Natur im Kleinen und Grofen in ihren vielen Einzel-
heiten inzwischen erforschen konnte. Dabei stofit er zunehmend an Grenzen des
Erkennbaren/Erklarbaren. —

Es lohnt sich, in die Naturwissenschaften mit ihren Leitdisziplinen, Physik,
Chemie und Biologie, einschlieBlich ihrer Anwendungsdisziplinen, einzudringen,
in der Absicht, die Naturgesetze zu verstehen, die dem Werden und Wandel zu-
grunde lagen bzw. liegen: Wie ist die Materie aufgebaut, was ist Strahlung, woher
bezieht die Sonne ihre Energie, wie ist die Formel £ = m -¢2 zu verstehen, welche
Aussagen erschliefen sich aus der Relativitits- und Quantentheorie, wie funktio-
niert der genetische Code, wann und wie entwickelte sich der Mensch bis heute als
letztes Glied der Homininen? Ist der Mensch, biologisch gesehen, eine mit Geist
und Seele ausgestattete Sonderform im Tierreich oder doch mehr? Von gottlicher
Einzigartigkeit? Hiermit sto3t man die Tiir auf, zur Seins- und Gottesfrage.

Fiir mich war das Motivation genug. Indem ich mich um eine Gesamtschau
der Naturwissenschaften miihte, ging es mir um Erkenntnis, um Tiefe. Aber auch
iiber die Dinge, die eher zum Alltag der heutigen Zivilisation gehoren, wollte ich
besser Bescheid wissen: Was versteht man eigentlich unter Energie, wie funktio-
niert eine Windkraftanlage, warum kann der Wirkungsgrad eines auf chemischer
Verbrennung beruhenden Motors nicht viel mehr als 50 % erreichen, wie entsteht
elektrischer Strom, wie ldsst er sich speichern, wie sendet das Smart-Phone ei-
ne Mail, was ist ein Halbleiter, woraus bestehen Kunststoffe, was passiert beim
Klonen, ist Gentechnik wirklich gefdhrlich? Wodurch entsteht eigentlich die CO,-
Emission, wie viel hat sich davon inzwischen in der Atmosphire angereichert,
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Vi Vorwort zum Gesamtwerk

wieso verursacht CO, den Klimawandel, wie sieht es mit der Verfiigbarkeit der
noch vorhandenen Ressourcen aus, bei jenen der Energie und jenen der Indus-
trierohstoffe? Wird alles reichen, wenn die Weltbevolkerung von zurzeit 7,5 Milli-
arden Bewohnern am Ende des Jahrhunderts auf 11 Milliarden angewachsen sein
wird? Wird dann noch geniigend Wasser und Nahrung zur Verfiigung? Viele Fra-
gen, ernste Fragen, Fragen ethischer Dimension.

Kurzum: Es waren zwei dominante Motive, warum ich mich dem Thema Natur-
wissenschaften griindlicher zugewandt habe, griindlicher als ich darin viele Jahr-
zehnte zuvor in der Schule unterwiesen worden war:

e Zum einen hoffte ich die in der Natur waltenden Zusammenhinge besser ver-
stehen zu konnen und wagte den Versuch, von den Quarks und Leptonen iiber
die ritselhafte, alles dominierende Dunkle Materie (von der man nicht weif3,
was sie ist), zur Letztbegriindung allen Seins vorzustof3en und

e zum anderen wollte ich die stark technologisch gepriagten Entwicklungen in der
heutigen Zeit sowie den zivilisatorischen Umgang mit ,meinem‘ Heimatplane-
ten und die Folgen daraus besser beurteilen konnen.

Es liegt auf der Hand: Will man tiefer in die Geheimnisse der Natur, in ihre Ge-
setze, vordringen, ist es erforderlich, sich in die experimentellen Befunde und
hypothetischen Modelle hinein zu denken. So gewinnt man die erforderlichen na-
turwissenschaftlichen Kenntnisse und Erkenntnisse fiir ein vertieftes Weltverstind-
nis. Dieses Ziel auf einer vergleichsweise einfachen theoretischen Grundlage zu
erreichen, ist durchaus moglich. Mit dem vorliegenden Werk habe ich versucht,
dazu den Weg zu ebnen. Man sollte sich darauf einlassen, man sollte es wagen!
Wo der Text dem Leser (zunédchst) zu schwierig ist, lese er tiber die Passage hinweg
und studiere nur die Folgerungen. Wo es im Text tatséchlich spezieller wird, ha-
be ich eine etwas geringere Schriftgrofle gewéhlt, auch bei diversen Anmerkungen
und Beispielen. Vielleicht sind es andererseits gerade diese Teile, die interessierte
Schiiler und Laien suchen. — Zentral sind die Abbildungen fiir die Vermittlung des
Stoffes, sie wurden von mir tiberwiegend entworfen und gezeichnet. Sie sollten ge-
meinsam mit dem Text ,gelesen‘ werden, sie tragen keine Unterschrift. — Die am
Ende pro Kapitel aufgelistete Literatur verweist auf spezielle Quellen. Sie dient
iiberwiegend dazu, auf weiterfithrendes Schrifttum hinzuweisen, zunichst meist
auf Literatur allgemeinerer populdrwissenschaftlicher Art, fortschreitend zu aus-
gewiesenen Lehr- und Fachbiichern. — Es ist bereichernd und spannend, neben viel
Neuem in den Kiinsten und Geisteswissenschaften, an den Fortschritten auf dem
dritten Areal menschlicher Kultur, den Naturwissenschaften, teilhaben zu konnen,
wie sie in den Feuilletons der Zeitungen, in den Artikeln der Wissenszeitschrif-
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ten und in Sachbiichern regelmifig publiziert werden. So wird der Blick auf das
Ganze erst vollstiandig.

Das Werk ist in fiinf Bénde gegliedert, die Zahl der Kapitel in diesen ist unter-
schiedlich:

BandI:  Geschichtliche Entwicklung, Grundbegriffe, Mathematik
1. Naturwissenschaft — Von der Antike bis ins Anthropozén
2. Grundbegriffe und Grundfakten
3. Mathematik — Elementare Einfiihrung
Band II: Grundlagen der Mechanik einschl. solarer Astronomie und Ther-
modynamik
1. Mechanik I: Grundlagen
2. Mechanik II: Anwendungen einschl. Astronomie I
3. Thermodynamik
Band III: Grundlagen der Elektrizitit, Strahlung und relativistischen Mechanik,
einschlieBlich stellarer Astronomie und Kosmologie
1. Elektrizitdt und Magnetismus — Elektromagnetische Wellen
2. Strahlung I: Grundlagen
3. Strahlung II: Anwendungen, einschl. Astronomie II
4. Relativistische Mechanik, einschl. Kosmologie
Band IV: Grundlagen der Atomistik, Quantenmechanik und Chemie
1. Atomistik — Quantenmechanik — Elementarteilchenphysik
2. Chemie
Band V:  Grundlagen der Biologie im Kontext mit Evolution und Religion
1. Biologie
2. Religion und Naturwissenschaft

AbschlieB3end sei noch angemerkt: Wihrend sich der Inhalt des Bandes II, der mit
Mechanik und Thermodynamik (Wérmelehre) fiir die Grundlagen der klassischen
Technik steht und sich dem interessierten Leser eher erschlief3t, ist das beim Stoff
der Binde III und IV nur noch bedingt der Fall. Das liegt nicht am Leser. Die In-
varianz der Lichtgeschwindigkeit etwa und die hiermit verbundenen Folgerungen
in der Relativititstheorie, sind vom menschlichen Verstand nicht verstehbar, etwa
die daraus folgende Konsequenz, dass die rdaumliche Ausdehnung, auch Zeit und
Masse, von der relativen Geschwindigkeit zwischen den Bezugssystemen abhén-
gig ist. Ahnlich schwierig ist die Massenanziehung und das hiermit verbundene
gravitative Feld zu verstehen. Die Gravitation wird auf eine gekriimmte Raumzeit
zuriickgefiihrt. Der Feldbegriff ist insgesamt ein schwieriges Konzept. Dennoch,
es muss alles seine Richtigkeit haben: Der Mond hilt seinen Abstand zur Erde
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und stiirzt nicht auf sie ab, der drahtlose Anruf nach Australien gelingt, die Da-
ten des GPS-Systems und die Anweisungen des Navigators sind exakt. Analog
verhilt es sich mit den Konzepten der Quantentheorie. Sie sind ebenfalls prinzi-
piell nicht verstehbar, etwa die Dualitit der Strahlung, gar der Ansatz, dass auch
alle Materie aus Teilchen besteht und zugleich als Welle gesehen werden kann.
Genau betrachtet, ist sie weder Teilchen noch Welle, sie ist schlicht etwas ande-
res. Wie man sich die Elektronen im Umfeld des Atomkerns als Ladungsorbitale
vorstellen soll, ist wiederum nicht moglich, weil unanschaulich und demgemél
unbegreiflich. Man hat es im Makro- und Mikrokosmos mit Dingen zu tun, die
aus der vertrauten Welt heraus fallen, sie sind ginzlich verschieden von den Din-
gen der gingigen Erfahrung. Im Kleinen werden sie gar unbestimmt, fiir ihren
jeweiligen Zustand ldsst sich nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen. Fiir al-
le diese Verhaltensweisen ist unser Denk- und Sprachvermogen nicht konzipiert:
In der Evolution haben sich Denken und Sprechen zur Bewiltigung der téglichen
Aufgaben entwickelt, fiir das vor Ort Erfahr- und Denkbare. Nur mit den Mitteln ei-
ner abgehobenen Kunstsprache, der Mathematik, sind die Konzepte der modernen
Physik in Form abstrakter Modelle darstellbar. Unanschaulich bleiben sie dennoch,
auch fiir jene Forscher, die mit ihnen arbeiten, in der Abstraktion werden sie ih-
nen vertraut. Damit stellt sich die Frage: Wie soll es moglich sein, solche Dinge
dennoch verstéindlich (populidrwissenschaftlich) darzustellen? Die Erfahrung zeigt,
dass es moglich ist, auch ohne hohere Mathematik. Man muss mit modellmafi-
gen Anndherungen arbeiten. Dabei gelingt es, eine Ahnung davon zu entwickeln,
wie alles im GroBen und Kleinen funktioniert, nicht nur qualitativ, auch quanti-
tativ. Man sollte vielleicht gelegentlich versuchen, die eine und andere Ableitung
mit Stift und Papier nachzuvollziehen und mit Hilfe eines Taschenrechners das ei-
ne und andere Zahlenbeispiel nachzurechnen. — Themen, die noch ungeldst sind,
wie etwa der Versuch, Relativitits- und Quantentheorie in der Theorie der Quan-
tengravitation zu vereinen, bleiben aulen vor: Das Graviton wurde bislang nicht
entdeckt, eine quantisierte Raum-Zeit ist ein inkonsistenter Ansatz. Nur was durch
messende Beobachtung und Experiment verifiziert werden kann, hat Anspruch, als
naturwissenschaftlich gesichert angesehen zu werden. — Der Inhalt des Bandes V
ist dem Leser leichter zugénglich. Als erstes geht es um das Gebiet der Biologie.
Thre Fortschritte sind faszinierend und in Verbindung mit Genetik und Biomedi-
zin fiir die Zukunft von groBer Bedeutung — Die Evolutionstheorie ist inzwischen
zweifelsfrei fundiert. Thre Aussagen beriihren das Selbstverstindnis des Menschen,
die Frage nach seiner Herkunft und seiner Bestimmung. Das befordert unvermeid-
lich einen Konflikt mit den Glaubenswirklichkeiten der Religionen. Denken und
Glauben sind zwei unterschiedliche Kategorien des menschlichen Geistes. Indem
dieser grundsitzliche Unterschied anerkannt wird, sollten sich alle Partner bei der
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Suche nach der Wahrheit mit Respekt begegnen. Was ist wahr? Die Frage bleibt
letztlich unbeantwortbar. Das ist des Menschen Los. Jedem stehen das Recht und
die Freiheit zu, auf die Frage seine eigene Antwort zu finden.

Der Verfasser dankt dem Verlag Springer-Vieweg und allen Mitarbeitern im
Lektorat, in der Setzerei, Druckerei und Binderei fiir ihr Engagement, insbesondere
seinem Lektor Herrn Ralf Harms fiir seine Unterstiitzung.

Ottobrunn (Miinchen), Februar 2017 Christian Petersen



Vorwort zum vorliegenden Band Il

In Kap. 1 werden die Grundlagen der Mechanik behandelt. Die Mechanik ist die
ilteste Disziplin der Physik und kann als abgeschlossen gelten. Begriffe wie Kraft,
Impuls, Arbeit und Leistung sowie Energie und Energiezerstreuung, werden er-
klért. Unter letzterer versteht man Reibung und Dampfung, man spricht auch von
(Energie-)Dissipation. Das fiihrt auf den Begriff Wirkungsgrad. Anhand eines Bei-
spiels wird die ,Gewinnung‘ von Energie in einer Wasserkraftanlage gezeigt, ge-
nauer, die Wandlung von potentieller in kinetische und letztlich in elektrische
Energie. —

Kap. 2 ist umfangreicher. Statik und Festigkeit der Teile von Bauwerken ste-
hen am Anfang. Dann werden Bewegungszustinde studiert. Es folgt Statik und
Dynamik der Fluide. Hierunter werden Fliissigkeiten und Gase zusammen gefasst.
Als Beispiel wird die Erzeugung von Energie mit Hilfe einer Windkraftanlage be-
handelt. Hierbei geht es um die Wandlung der Stromungsenergie des Windes in
elektrische Energie. Es folgen die Themen: Schwingungen und Wellen mit di-
versen Anwendungen, u. a. mit Akustik. SchlieBlich wird die Himmelsmechanik
anhand der Planeten-, Mond- und Kometenbewegung aufbereitet und das Sonnen-
system beschrieben (solare Astronomie). —

Nicht minder interessant und wichtig ist die Thermodynamik. Sie ist Gegen-
stand des Kap. 3. Es wird untersucht, wie sich Festkorper, Fliissigkeiten und Gase
bei Wirmeeinwirkung verhalten. Das fiihrt auf die Gasgesetze und Hauptsitze
der Wirmelehre und auf die hierauf aufbauenden Wirmevorgéinge und -prozesse,
wie sie in Verbrennungsmotoren ablaufen. Das macht es notwendig, sich mit der
Energieversorgung hierzulande und weltweit zu befassen, mit den fossilen und
nicht-fossilen (erneuerbaren) Energiequellen. Gerade Letztgenannten wie Wind,
Sonne, Geothermie und Biomasse, wird in Zukunft eine immer grof3ere Bedeu-
tung zukommen. Dabei stellen sich Fragen: Wie hoch ist ihr Beitrag heute schon?
Werden sie die fossilen Energiequellen eines fernen Tages ersetzen konnen?

Xl
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Mechanik I: Grundlagen

1.1 Modellannahmen - Bewegung auf einer geraden Bahn

Um in die Wissenschaft der Mechanik, der iltesten Disziplin der Physik, mog-
lichst einfach einfiihren zu konnen, werden ihre Grundgroflen und Grundgesetze
im Folgenden auf der Basis nachstehender Annahmen erlédutert:

1. Alle auftretenden Geschwindigkeiten sind gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit
sehr gering (v K c¢); relativistische Effekte existieren nicht.

2. Die Masse der Korper wird in deren Schwerpunkt vereinigt gedacht. Derartige
Punktmassen sind drallfrei. Kréfte greifen im Schwerpunkt an.

3. Alle Punktmassen bewegen sich auf einer Geradenbahn.

Durch diese Annahmen kann auf eine vektorielle Darstellung verzichtet werden.
In Kap. 2 wird die Darstellung auf gekriimmte Bahnen erweitert, im Wesentlichen
bei Aufrechterhaltung der 1. und 2. Annahme. Um eine beliebige krummlinige
Bewegung darstellen zu konnen, bedarf es des Vektorkalkiils.

1.2 Weg(s)

Abb. 1.1a zeigt, wie sich eine Punktmasse m in einem dreidimensionalen Raum,
in dem ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z aufgespannt ist, auf einer
geraden Bahn bewegt, Formelkiirzel fiir den Weg ist s.

Bei der Masse m moge es sich um eine Trigerrakete, die einen Satelliten in
den Weltraum befordert, handeln: Der Startpunkt falle mit dem Nullpunkt des
Koordinatensystems zusammen, im Augenblick des Starts werde die Zeit ¢ zu
t = 0 angenommen. In Teilabbildung b ist der Weg s tiber der Zeit ¢ aufgetragen,

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017 1
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Abb. 1.1 a j? b}s Weg sals Funktion der Zeit t
(Rakete)
z Weg-Zeit-Diagramm
s e S —
— S=slt)
Weg-Zeit-Funktion
e ’ 0 .|

N t ot

(Ziindung des Raketenmotors)

Wegverlauf im Raum

man spricht von einem Weg-Zeit-Diagramm. Wie erkennbar, ist die Weg-Zeit-
Funktion nicht geradlinig: Im Startzeitpunkt ist die Beschleunigung ¢ und damit
die auf m ausgeiibte Kraft durch den Raketenmotor am gréBten, m bewegt sich
von Null aus zundchst langsam, dann immer schneller. Der Raketenmotor muss
gegen die Erdanziehung an arbeiten. Aus der Beschreibung wird deutlich: Weg s,
Geschwindigkeit v und Beschleunigung @ sind Funktionen der Zeit ¢; s, v und a
sind kinematische GroBen, sie kennzeichnen den Bewegungsablauf.

1.3 Geschwindigkeit (v)

Unter Geschwindigkeit versteht man die Anderung des Weges in der Zeiteinheit,
also die in der Zeiteinheit d¢ zuriick gelegte Wegstrecke ds:

U_E_S
_dl_

Zeitableitungen d(-)/dt und (- )/dt werden hier und im Folgenden durch einen
hochgestellten Punkt gekennzeichnet. Die Einheit der Geschwindigkeit folgt aus
[ds] m 1
= — = — =mS
=1 = 5

(Eine Einheit fiir die Geschwindigkeit v in der Seefahrt (aulerhalb des SI) ist der
Knoten kn: 1 kn = 0,5144m/s = 1,852km/h.)

Abb. 1.2a zeigt drei unterschiedliche Weg-Zeit-Kurven. Im Falle der Kurve @
verlauft die Bewegung iiber der Zeit linear, d. h. die Geschwindigkeit ist konstant
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]

Abb.1.2

Weg (s)

Geschwindigkeit (v) &

Beschleunigung (a) @

(= gleichférmige Bewegung). Die Kurven @ und ® zeigen ungleichformige Be-
wegungen, @ verlduft progressiv (,immer schneller), ® verlduft degressiv (,immer
langsamer*). Teilabbildung b zeigt die zugehorigen Geschwindigkeiten als Funk-
tion der Zeit, @: v = konst. @: v steigt an, @: v sinkt. Teilabbildung ¢ zeigt, wie
sich die Beschleunigung in den drei Fillen mit der Zeit éndert.

1. Anmerkung

Die Anderung einer Funktion, z. B. der Funktion y = y(x), kann geometrisch als deren
Steigung (+) oder Neigung (—) gedeutet werden. Wie Abb. 1.3 zu entnehmen ist, ist die
Steigung an der Stelle x der Quotient Ay/Ax, was gleichbedeutend mit der Steigung der
Tangente an die Kurve an der Stelle x ist, man spricht daher auch vom Tangens. Lasst man
At immer kleiner werden, geht man also von einer finiten Lange Ax zu einer infinitesima-
len (unendlich kurzen) Linge dx iiber, erhilt man die lokale Steigung der Kurve im Punkt
x, das ist die lokale Anderung von y = y(x). Der Differenzenquotient wird bei diesem
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Abb. 1.3 y[::l _
Ay
Ax
7y
f—x —] E

Grenziibergang zu einem Differentialquotienten:

dy . Ay
— = lim —
dx  Ax—0 Ax

In diesem Sinne ist die obige Definition der Geschwindigkeit zu begreifen. — Ist s als Funk-
tion von ¢ gegeben, muss s = s(¢) nach ¢ differenziert werden, um v, also die Geschwindig-
keit, zu erhalten, v ist i. Allg. selbst wieder eine Funktion der Zeit ¢.

Beispiel

s =c; -t +c3- 1 (diese Funktion entspricht der Kurve @ in Abb. 1.2a). Die Ableitung nach
t lautet in diesem Falle: § = ¢; + 3 ¢3 - 12 = v(¢), man vgl. mit dem Verlauf der Kurve @ in
Abb. 1.2b.

2. Anmerkung
Die Umrechnung der Einheit m/s in km/h (Kilometer durch Stunde, umgangssprachlich:
Stundenkilometer) lautet mit

1 1 1 1
m=——km=10"km; 1Is= =——h=—.10"h:
1000 60 - 60 3600 3,6
m 103 km km km I m m
1—=1 T = 3,6 —; Kehrwert: 1 — = — — =0,2778—
S 36" 103 h h h 3,6 s S

1.4 Beschleunigung (a)

Unter der Beschleunigung a versteht man die zeitliche Anderung der Geschwin-
digkeit. Nimmt sie zu, spricht man von Beschleunigung, nimmt sie ab von Verzo-
gerung (Bremsung). Im Falle einer gleichférmigen Bewegung (v = konst., Kur-
ve @ in Abb. 1.2) ist die Beschleunigung Null, im Falle einer ungleichférmigen
Bewegung ist die Beschleunigung verschieden von Null (Kurve @: a: positiv und
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Kurve ®: a: negativ). Mathematisch formuliert gilt:

Av  dv .
a=Ilm —=—=0v=37§
At—0 At dt
d
Einheit: [a] = % = mT/S = g :m.572

Anmerkungen

Die Einfiihrung der physikalischen Grofie ,Beschleunigung* geht auf G. GALILEI (1564—
1642) zuriick. Bei Rollversuchen auf geneigten Bahnen, auch solchen in Kreisform, hatte er
das Gesetz fiir die Bahnkurve des fallenden Korpers zu s = s(t) = (1/2) - g - t> erkannt,
zudem, dass die Erdbeschleunigung g eine stoffunabhingige Konstante ist. Durch Differen-
zieren von s = s(¢) nach ¢ folgt: v = g -¢ und @ = g. Hiermit waren erstmals Begriffe
wie Schwere und Trigheit eingefiihrt, was den Begrift der Kraft bereits beinhaltete. Die Ur-
sache fiir die Wechselbeziehung zwischen Beschleunigung und Kraft wurde erst 50 Jahre
spater von I. NEWTON (1643-1727) zutreffend erkannt und in seinem Werk ,Mathema-
tische Prinzipien der Naturphilosophie‘ im Jahre 1686 veroffentlicht. Da G. GALILEI das
Prinzip des systematisch angelegten Experiments mit Variation der Versuchsparameter und
die Erfassung und Beschreibung des experimentellen Ergebnisses mit den Mitteln der Ma-
thematik in die Naturforschung einfiihrte, steht sein Tun fiir den Anfang der Mechanik und
damit der Physik tiberhaupt, auch gehen noch weitere Erkenntnisse und Erfindungen auf ihn
zuriick. Sein Konflikt mit der katholischen Amtskirche ist bekannt, siche Bd. I, Abschn. 1.4
und [1].

Zur historischen Entwicklung der mechanischen Prinzipien mit umfangreichem
Schrifttum wird auf [1] verwiesen. Die Klassische Mechanik wird in vielen Werken
abgehandelt, vgl. z. B. [2-5], anschauliche Darstellung in [6, 7].

1.5 Kraftaxiome nachl. NEWTON - Kraft (F = m - a)

Die von I. NEWTON (1642—-1727) formulierten Grundgesetze lauten:

Lex I Ohne Krafteinwirkung tritt keine Anderung des Zustandes eines Korpers
mit der Masse m ein, weder im Zustand der Ruhe, noch im Zustand der Bewegung.
In heutiger Ausdeutung: Eine Punktmasse m verharrt im Zustand der Ruhe oder
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit auf einer geradlinigen Bahn, wenn
keine duflere Kraft auf sie einwirkt. Dieses Trigheitsgesetz geht im Kern auf GA-
LILEI zuriick (s. 0.). In einer noch weitergehenden Auslegung kann man folgern:
v = konst. bedeutet ¢ = 0, somit gilt: F = 0. F ist das Kiirzel fiir die Kraft.
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Lex I Die Anderung des Impulses ist der von auBen einwirkenden Kraft pro-
portional und gleichgerichtet. Der Impuls (auch Bewegungsgrofie genannt) ist das
Produkt aus Masse und Geschwindigkeit (und insofern, wie die Kraft, eine vekto-
rielle GroBe): p = m - v. p ist das Kiirzel fiir den Impuls.

In heutiger Ausdeutung lautet das Bewegungsgesetz:

d d
dp=dm-v)y=F-dt — F:E(m.u)zap:p‘

Ist m konstant, also zeitinvariant, gilt:

In Worten: Kraft und Beschleunigung sind gleichgerichtet und zueinander propor-
tional. (In dieser Form geht das Gesetz nicht auf NEWTON sondern auf L. EULER
(1707-1783) zuriick). Mit dem obigen Kraftgesetz findet man die Definition fiir die
Krafteinheit zu:

[F] =[m]-[a] = kg - SEZ =kg-m-s2 =N (gesprochen: Newton)

Ist FF = 0, folgt Lex I aus Lex II.

Lex III Die Krifte, die zwei Korper aufeinander ausiiben, sind ihrer Grofe nach
gleich und einander entgegen gerichtet: Wechselwirkungsgesetz (auch als Gegen-
wirkungsgesetz oder als Gesetz von actio et reactio bezeichnet).

Das Bewegungsgesetz lésst sich quasi-statisch anschreiben:

F4+(m-a)=0

Der Term (—m - a) wird Trigheitskraft genannt. Der Term beschreibt den ,Wi-
derstand‘ der Masse m gegen eine sie beschleunigende Kraft F. Die in dieser
(kinetischen) ,Gleichgewichtsgleichung® zum Ausdruck kommende Schreibwei-
se des Newton’schen Bewegungsgesetzes wird als d’ Alembert’sches Prinzip nach
J.R. ’ALEMBERT (1717-1783) bezeichnet. Das Prinzip, im Jahre 1743 verof-
fentlicht, erweist sich bei vielen dynamischen Untersuchungen als sehr hilfreich. —

Wird das Gleichgewicht aus dem Prinzip der virtuellen Verriickung (wonach
die Arbeit der Krifte bei einer virtuellen Verriickung Null ist) entwickelt, kommt
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man zur Fassung des d‘Alembert’schen Prinzips nach J.L. LAGRANGE (1736—
1813) [1].

Anmerkung

Mit der Postulierung des Trigheitssatzes gilt . NEWTON als Begriinder der modernen Me-
chanik. R. DESCARTES (1596-1650) hatte die ,bewegende Kraft® noch als Produkt aus
Masse und Geschwindigkeit angesetzt gehabt und G.W. LEIBNIZ (1646-1716) als Produkt
aus Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit. I. KANT (1724-1804) glaubte, von bei-
den Ansitzen sei mal der eine, mal der andere richtig (da war er noch 22 Jahre jung).

1.6 Das gravitative Kraftgesetz nach . NEWTON

Das erstmals von NEWTON im Jahre 1666 formulierte Massenanziehungsgesetz
lautet:

mip-mjp

F=G- -
G: Gravitationskonstante: G = 6,6742- 107" m? - kg™ - s72.
Die Anziehungskraft zwischen zwei Massen, die auf der Erdoberfldche ruhen,
ist von sehr geringer GroBe und kann bei technischen Fragestellungen i. Allg. ver-
nachléssigt werden.

Hierzu ein Beispiel: Fiir zwei sich gegenseitig beriihrende Stahlkugeln mit je 1 Meter Durch-
messer, berechnet sich die gegenseitige Massenanziehungskraft wie folgt (Abb. 1.4):

4
Psanl = 7850kg - m™; Viygel = 37 0,5 =0,5236m™; Mgy = 4110kg

4110-4110
F=66742-10""" - ———— = 0,0011N
1,02 -
Das entspricht dem Gewicht (der Gewichtskraft) eines kugelformigen Wassertropfens von
ca. 3 mm!
Abb. 1.4 1,

1
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1.7 Erdschwere - Gewicht - Fallbeschleunigung -
Gravimetrie

In einem Gravitationsfeld (Schwerefeld) wirkt auf einen Korper der Masse m eine
Kraft ein. Im Schwerefeld der Erde nennt man diese Gewichtskraft das Gewicht
des Korpers:

Fo=m-g inN.
g ist die Erdbeschleunigung, Ndherungswert in europdischen Breiten:
g=98Im-s2 (x10m-s?)
Die abgeleitete Einheit fiir die Kraft ist N (Newton):
[F]=[m]-[a] =kg-m-s2,

gesprochen ,Newton‘. — Mit g = 10m - s~2 kann gerechnet werden, wenn eine
Genauigkeit von 2 % ausreicht.

Der exakte Wert fiir g in m/s?, der die Erdrotation und Erdabplattung beriick-
sichtigt, betrigt fiir einen Ort mit der geografischen Breite ¢ und der Hohe H {iiber
dem Meeresspiegel (NN):

g =9.780327-[1 4+ 0,0053024 - sin® ¢ — 0,00000558 - sin*(2¢)] — 3.086-10°- H

Anstelle des additiven Terms wird auch mit —3,088-107°- (1-0,00138- sin® 0)-H
gerechnet. Bei H = 300 m macht diese Anderung nur 1 %o aus.

Wendet man das Gravitationsgesetz auf einen Korper mit der Masse m an, der
auf der Erdoberfliche ruht (Abb. 1.5), folgt aus der Gleichsetzung der Gewichts-
kraft F mit der auf die Masse m ausgeiibten Anziehungskraft durch die Masse
der Erde (als Kugel):

g = G- MErde

(RErge = Erdradius)

Abb.1.5
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Abb. 1.6

Insofern sind g und G miteinander verkniipft. Mit
MErge = 5,976 - 10%* kg,  Rpge = 6,371-10°m

folgt g zu 9,826 m - s~2. Dieser Wert gilt fiir die Erde als Kugel. Bedingt durch die
Geoidform der Erde und ihrer ungleichformigen Massenverteilung einerseits und
die Erdrotation andererseits, erfihrt der berechnete Wert eine Andemng. Die oben
angegebene Gleichung fiir g gilt als beste Annidherung.

Interessehalber sei in dem Zusammenhang erwéhnt, dass tdglich, verursacht
durch die Gezeitenwirkung des Mondes, zwei Niveaudnderungen der Erdkruste als
Folge der elastischen Nachgiebigkeit des Erdballs auftreten. Die Doppelamplitu-
den der in Abb. 1.6 gezeigten Schwankungen von ca. 25- 1072 cm-s~2 entsprechen
etwa 30cm. Die Erde ist somit keinesfalls ein starrer statischer Korper [8]. Fiir
die tiberwiegende Zahl der erdgebundenen Probleme sind die Schwankungen ohne
Belang.

Anmerkung 1

Landldufige Bezeichnungen wie ,Mein Gewicht betrédgt 75 kg‘ oder ,Das Bruttogewicht des
Warenpakets betrégt 5,4 kg* sind streng genommen falsch. Wenn es das Gewicht ist, gemes-
sen mit einer Federwaage (Abb. 1.7a), miisste es eigentlich heiflen: ,Mein Gewicht betrigt
750 N und, wenn es sich tatsdchlich um die Masse des Pakets handelt (gemessen mit einer
Balkenwaage, Abb. 1.7b), miisste es heifien: ,Die Bruttomasse des Pakets betrdagt 5,4 kg*.
Auf eine solche wiinschenswerte sprachliche Einheitenbereinigung wird man wohl noch lan-
ge warten miissen.

Anmerkung 2
Die Bestimmung der Masse eines Korpers erfolgt gdngiger Weise (mit einer zumindest fiir
technische Zwecke ausreichenden Genauigkeit) aus dem Gewicht:

F F N kg-m-s2
m=-9. [m]zﬁz _fgm:-s =kg
g lg] m-s2 m-s2
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Abb. 1.7 a P Feder-
waage
=
£
o
m £
w
b
Balkenwaage {U riilogramm

[m]  k _
%; [p]=[m7]=m—%=kg-m3

Die Wichte y (auch spezifisches Gewicht genannt) ist der Quotient aus Gewicht F; und
Volumen V:

Fo [Fs] _ kg-m-s—?
y=20 pr=lel o N o TS

2 -2
vl - m :

:kgm_

(In DIN 1306 wird empfohlen, die Wichte nicht mehr zu verwenden.)
Ist y in N/m? angegeben, folgt hieraus p zu:

y v . .
:—:—%0,1~ k
P=¢ = 981 yomiem

Ist das Gewicht F in N angegeben, folgt hieraus die Masse m zu:

~0,1-F; inkg
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1.8 Spannung (o) und Druck (p)
1.8.1 Spannung (o) = Kraft je Flacheneinheit

Die Spannung o ist als die auf den Querschnitt A bezogene Kraft definiert (das
bedeutet: 0 = Kraft durch Flidche):
F N

Z’ [O’]:E:N.m

o= -2

A ist die Querschnittsfliche normal (senkrecht) zur Kraftrichtung.

Abb. 1.8a zeigt eine Tragstruktur in seitlicher Ansicht. Die Struktur stehe stell-
vertretend fiir ein turmartiges Bauwerk. In den Schwerpunkten der drei aufeinander
stehenden Teile wirken die lotrechten (Gewichts-) Krifte F, F», F3.

Die Querschnittsflichen in den Schnitten I (durch die Sdule unten) und II (un-
terhalb der Fundamentplatte) seien Ay und Ay;.

Die (Normal-)Spannungen in diesen Schnitten betragen:

F1+F2 F1+F2+F3
o1 = A ; UII:A—H

Es handelt sich um Druckspannungen. In Teilabbildung b sind Hohe und Vertei-
lung der Spannungen angedeutet. Tatsidchlich biegt sich die Fundamentplatte etwas
durch. Dadurch stellt sich keine konstante Spannung (= Druckpressung) unter der

Abb. 1.8

=i T
F:Kraftin N L ]

A: Flache in m?
o: Spannung in N/m?
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Fundamentplatte ein, sondern eine ungleichférmige, mit einer hoherer Pressung
zur Mitte hin, insofern hat oy hier die Bedeutung eines Mittelwertes.

1.8.2 Wasserdruck

Infolge der Wasserauflast stellt sich im Wasser ein Druck ein. In der Tiefe / ruht auf
der Fliche A eine Wassersiule. Die aufliegende Masse und die auf die Bodenfldche
der Wassersiule einwirkende Gewichtskraft betragen (Abb. 1.9):

m=p-V=p-A-h Fog=g-m=g-p-A-h

Mit der Dichte des Wassers p = 1000kg/m? und der Erdbeschleunigung g =
9,81 m/s? folgt fiir F:

Fg=981-1000-4-h =9810-A4-h

Der Druck p (Pressung, pressure) auf die Fliche A, betrigt:

p= fo =g-p-h=9810-h
A
p ist der hydrostatische Druck, hier in der Tiefe i, er wichst linear mit der Tie-
fe. Der Druck wirkt allseitig auf das lokale Volumenelement und damit senkrecht
(normal) auf eine das Wasser begrenzende Wand.
Die Druckeinheit (allgemein Spannungseinheit) N/m? heift im SI: ,Pascal,
abgekiirzt:

N
IPa=1— =IN-m”’
m

Abb.1.9 Wasserspiegel
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Anmerkung

Die bislang tiefste Tauchfahrt gelang am 23.01.1960 J. PICCARD (1922-2008) und
D. WALSH mit dem von ihnen und Vater A. PICCARD (1884-1962) konstruierten, 14t
wiegenden Tieftauchgerit ,Trieste‘. Sie erreichten im Marianengraben (Challenger Tief),
der tiefsten Stelle aller Weltmeere, eine Tiefe von 10.916 m. Sie safen in einer Stahlkugel.
Als Auftriebskorper waren am Tauchgerit zylindrische Tanks mit einer ca. 110t fassenden
Benzinfiillung untergebracht (o ~ 670kg/m*). Der aus Stahlkérpern bestehende Ballast
(ebenfalls ca. 14t wiegend) wurde durch Elektromagnete gehalten. Bei einem Ausfall der
Stromversorgung wiren die Ballastkorper abgefallen und das Boot wire sofort selbsttitig
aufgestiegen (so erfolgte auch der planméBige Aufstieg). — Eine Tauchfahrt auf 10.916 m
Tiefe bedeutet ein Druck von:

p =9810-10.916 = 107.085.960 Pa = 107 MPa.

Das entspricht einer Pressung pro Quadratmeter durch einen 10.916/7,87 = 1387 m hohen
Turm aus massivem Eisen oder einem 10.916/2,4 = 4548 m hohen Turm aus massivem Be-
ton. Die Tauchkugel hatte eine Wanddicke von 120 mm, im Bereich der beiden Fenster von
180 mm, und einen Durchmesser von ca. 2m. Sie bestand aus hochfestem Chrom-Nickel-
Molybdin-Stahl. — Am 26.03.2012 wiederholte J. CAMERON (*1955) die Tauchfahrt im
Alleingang mit seinem ca. 8 m lagen U-BOOT ,Deepsea Challenger‘. Es gelang ihm, mit
einem Greifarm Proben vom Tiefseeboden zu nehmen und Filmaufnahmen zu machen (Tem-
peratur hier etwa 2 °C).

1.8.3 Luftdruck

Durch das Gewicht der Lufthiille herrscht auf dem Erdboden und oberhalb davon
ein Luftdruck. Der Verlauf ist nicht geradlinig (wie beim weitgehend inkompres-
siblen Wasser), sondern ungleichformig, wie in Abb. 1.10 dargestellt. Luft ist ein
kompressibles Gas. Die Dichte der Luft ist vom Druck abhéngig, auerdem von

Abb. 1.10 a

(nicht maNstdblich)

Druckverlouf :

Luftdruck

—w—r—w—w

Erdoberfldche

Py
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der Temperatur (Bd. I, Abschn. 2.7.3). Die exponentielle Abnahme des Luftdrucks
mit der Hohe gehorcht der sogenannten barometrischen Hohenformel (vgl. Ab-

schn. 2.4.1.2):

LPo
8

p(h) = po-e¢ ¥n"; [p] =Pa

po ist der Luftdruck und py die Luftdichte in Hohe der Erdoberfliche:
po=1013-10°Pa; py = 1,225kg-m™>

Die vorstehende Formel ist eine Niherung, sie unterstellt eine isotherme Atmo-
sphire, d. h. eine konstante Temperatur iiber die Hohe 4. & ist die Hohe iiber dem
Meeresspiegel, also iiber N.N. (Normal Null). Fiir diese Hohe gelten die ange-
schriebenen Werte po und pg als Standard, man spricht bei dem Standard auch von
Normal- oder Normbedingung, vgl. folgenden Abschnitt.

Beispiel

Befindet sich ein Bergsteiger im Gebirge auf 1000 m Hohe (Zustand @) und steigt er von
hier aus auf einen Gipfel mit 2500 m Hohe (Zustand @), betragen die Druckverhiltnisse auf
diesen Hohen mit:

1,225
= 9g1

e M =-11,863-107 m™!
Do 1,013 - 105

Zustand @, A = 1000 m:

—g- L] -h=-0,11863 —  p(1000) = 1,013-10° -0,8881 = 0,900 - 10° Pa
Po

Zustand @, & = 2500 m:

—g- L] -h=-02980 — p(2500) = 1,013-10° -0,7434 = 0,753 - 10° Pa
Po

Bezogen auf den Ausgangszustand @ betriigt die Abnahme des Drucks: 0,147 - 10° Pa:
14,5 %.

1.8.4 Druckeinheiten
Neben der SI-Einheit Pascal sind folgende Druckeinheiten im Gebrauch:

e Bar: 1bar = 10°Pa = 100kPa (1 bar = atmosphérischer Druck auf der Erd-
oberflache),

e Physikalische Atmosphire: 1atm = 1,01325 - 10° Pa;
Technische Atmosphire: 1 at = 0,98066 - 10° Pa;
Torr: 1 Torr = 1,33322 - 10% Pa.
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Pa bar mbar at atm Torr mm W5
1Pa 1 10% 10¢ 1,0197-10° |0,9869-10°5 |7,5006-102 |0,1020
1 bar 108 1 108 1,0197 0,9869 750,06 10,20-10°
1 mbar 102 103 1 1,0197-10° |0,9869-10 |0,7506 10,20
1at 9,807-10% 0,%807 980,7 1 09678 735,56 104
1 atm 1,0133-10° | 1,0133 1013,3 1,0333 1 760,06 1,0332-10¢
1 Torr 133,32 1,3332.10° [1,3332 1,3595-10° [1,3157-10% |1 13,595
1 mm WS 9,807 9,807-10° |9,807-102 |10 0,9678-10* |7,3556-102 |1
Von links nach rechts ablesen!

Abb. 1.1

Mittels der Tabellenwerte in Abb. 1.11 kénnen die unterschiedlichen Druckeinhei-
ten (einschl. WS = Wasserséule) untereinander umgerechnet werden. Niherung:
1bar & 1at ~ atm. atii steht fiir Uberdruck, z.B. 3atii = 1 + 3 = 4at. 1psi =
6895 Pa.

1.9 Kraftmoment (M)

In einem engen Zusammenhang mit der Kraft steht der Begriff des (Kraft-)Mo-
mentes: Betrachtet man einen festen Bezugspunkt auflerhalb des momentanen Wir-
kungsortes der Kraft F und ist / der senkrechte Abstand zur Wirkungslinie von F,
ist das Moment von F zu

M=F.l [M]=N-m

definiert (vgl. Abb. 1.12): (,Moment = Kraft mal Hebelarm®). Der positive Dreh-
sinn von M ist frei vereinbar.

ADbDb. 1.13a zeigt als Beispiel einen mittig gelagerten Balken. Die Lingen betragen zu beiden
Seiten /; und /,. Bezogen auf den mittigen Stiitzpunkt betragen die gegenldufigen Momente

Abb. 1.12 Kroft
i
' l

| M. J M: Moment
\

Bezugspunkt

Y



16 1 Mechanik I: Grundlagen

Rundschnitt

Abb.1.13

der an den Enden des Balkens wirkenden Krifte F; und Fo: M| = Fy-lyund M, = F, - [.
Der Balken verbleibt im Falle /; = [, = [ nur dann im Gleichgewicht, also in einer hori-
zontalen Gleichgewichtslage, wenn die Gleichung M} — M, =0 — F, -l — F, -1 =0
erfiillt ist. Die Losung ist: F; = F;, das ist plausibel. — Im Falle des in Teilabbildung b
dargestellten Balkens mit unterschiedlich langen iiberkragenden Langen lautet die Gleich-
gewichtsgleichung:

-1
15

Man spricht vom Hebelgesetz. Es geht, wie andere einfache mechanische Werkmittel (Fla-
schenzug, Keil) auf ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287-212 v. Chr.) zuriick [3].

Ml—M2=O — Fl-ll—F2-12=0 — F2:

ADDb. 1.13c zeigt als weiteres Beispiel einen im FufSpunkt (in der Fundamentplatte) einge-
spannten Biegestab. Am freien Ende wirke die Kraft F'. Das System steht stellvertretend fiir
ein turmartiges Bauwerk, belastet durch Wind. Um die Beanspruchung im Fupunkt berech-
nen zu konnen, wird durch den Balken im Ubergang zum Fundament ein Rundschnitt gelegt.
An der Schnittstelle werden die (Quer-)Kraft Q und das (Biege-)Moment M definiert. Der
Schnitt ist eine Fiktion, eine Hilfsvorstellung, um die Beanspruchung im Inneren des Stab-
querschnittes berechnen bzw. beurteilen zu konnen. Die Gleichgewichtsgleichungen fiir den
oberhalb des gedachten Schnittes liegenden Stabbereich liefern:
Summe aller Krifte in horizontaler Richtung gleich Null:

> H=0. Q-F=0 — Q=F
Summe aller Momente gleich Null:
Y M=0 Fl-M=0 — M=F-I

(3 ist das Summenzeichen.) Ausgehend von den Schnittgrofen Q und M kann die Be-
anspruchung an der Schnittstelle im Querschnitt berechnet und anschlieend der Stabquer-
schnitt dimensioniert werden. Derartige Aufgaben fallen in das Gebiet der Statik und Fes-
tigkeitslehre, vgl. Abschn. 2.1.5.
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110 Impuls (p)
1.10.1 Impulssatz - Impulserhaltungsgesetz

Der Impulsbegriff wurde bereits in Abschn. 1.5 mit

p=m-v [pl=[m-P] =ke:~ =kg-m-s"

eingefiihrt.

Anmerkung

Fiir den Impuls gibt es im SI keinen eigenstindigen Einheitennamen und auch kein eigen-
standiges Einheitenkiirzel. Hier wird p gewihlt, wie in der Physik iiblich. Eine Verwechs-
lung mit p fiir Druck (= Kraft bezogen auf die Flidcheneinheit, vgl. Abschn. 1.8) ist eher
nicht zu befiirchten.

Eine zeitliche Anderung des Impulses kann durch eine Anderung der Masse m1,
der Geschwindigkeit v oder beider zustande kommen ( p ist, wie v, eine vektorielle
GroBe). Wie ebenfalls ausgefiihrt, geht die zeitliche Anderung des Impulses mit der
Wirkung einer Kraft einher, oder anders formuliert: Kraft ist gleich der zeitlichen
Anderung des Impulses (Lex II):

dp . dm-v) dm

T p —a dt‘v—l—m‘%:m‘v—i—m‘i):rh'v—i-m'a
Der Sonderfall m = konstant, d. h. m = 0, liegt am hdufigsten vor, in diesem Falle
gilt: F' = m - a (,Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung®).

Das Impulserhaltungsgesetz besagt, dass in einem abgeschlossenen System der
Impuls der sich bewegenden Massen konstant bleibt oder anders formuliert: Ein
abgeschlossenes System ist u.a. ein solches, in das keine Impulsidnderung von
auBen (in Form von Kriften) eingeprigt wird. Wirken duBere Kriifte, ist die An-
derung des Gesamtimpulses proportional zur Resultierenden dieser Krifte, das
System ist dann nicht abgeschlossen. Der Impulssatz hat in der Theorie stolender
Korper groe Bedeutung, vgl. den folgenden Abschnitt. Innerhalb der Kontakt-
phase werden Krifte an den Kontaktstellen der beteiligten Korper bei gleichzei-
tiger Anderung ihrer Geschwindigkeit und damit des ihnen innewohnenden Im-
pulses geweckt. Wird die obige Definitionsgleichung fiir den Impuls fiir den Fall
m =konstant umgestellt, gilt:

dp=F-dt — p:/F(t)-dl+C

ip
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Abb.114 3
@-—h -F
unmittelbar V1o V70 |
vor dem Sto %e‘_" ffi
e (R L t
StoRes
L=l 2
V'III w V]Q
[ v v Vi Vie
unmittelbar 1 e
nach dem Stoft e’ fo— Ty —e]

StoRdauer

o

F(t) = Fy(t) = - Byt

max F

Kraftverlauf

Die angeschriebene Grofle p ist hier jene Impulsidnderung, die auf der Wirkung
der Kraft F' = F(¢) innerhalb der Impulsdauer #, beruht; der Freiwert C dient zur
Einrechnung der Anfangsbedingung.

1.10.2 Prallstof3 (KorperstoB)

1.10.2.1 Zentrischer Pralisto3

Von den verschiedenen Aufprallstof3en hat der gerade zentrische Stof} zweier Kor-
per die grofite Bedeutung. Bei diesem Stof treffen zwei drallfreie Korper zu-
sammen. Liegen deren Geschwindigkeitsvektoren auf der Verbindungsgeraden der
beiden Korperschwerpunkte, kommt es zu einem zentralen Stof}. Die Wirkungs-
linie der StoBkrifte fallt mit dieser Geraden zusammen, wie z. B. bei zwei zen-
trisch aufeinander treffenden Kugeln, Abb. 1.14a. Auf das System sollen wihrend
des Stofles keine weiteren Krifte einwirken, es handelt sich dann um ein abge-
schlossenes System. Fiir ein solches System bleibt der Gesamtimpuls konstant, s. 0.
Der Gesamtimpuls ist gleich der (Vektor-)Summe der Einzelimpulse. Die Stofizeit
(Kontaktzeit wihrend des Stofes) ist i. Allg. sehr kurz. Innerhalb dieser Kontakt-
zeit werden in den Kontaktzonen der beiden Korper Kriifte induziert. Sie bauen
sich von Null aus auf, erreichen einen Grofitwert und bauen sich bei der Trennung
der Korper wieder auf Null ab, sie sind demnach zeitverdnderlich, Funktionen der
Zeit: Fy = Fi(t) und F, = F5(t). Sie bilden wihrend der gesamten Kontaktpha-
se ein Gleichgewichtspaar, sie sind gegengleich. Uber deren zeitlichen Verlauf und



110 Impuls (p) 19

iiber die Hohe des Kraftmaximums kann zunichst keine Aussage gemacht werden,
sie gilt es im Folgenden zu bestimmen.

Die betrachteten Korper haben eine unterschiedliche Masse: m; und m;. Sie
bewegen sich gleichgerichtet mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Unmittel-
bar vor dem Zusammentreffen, also unmittelbar vor dem Kontakt, betragen die
Geschwindigkeiten: vj, und vy, und unmittelbar nach der Trennung: v, und v,,
(Annahme: v, > vy,), vgl. Abb. 1.14b. Der Index a steht fiir Anfang, der Index
e fiir Ende der Kontaktphase. Die sich wihrend des Stofles einstellenden De-
formationen an den Kontaktstellen der beiden Korper seien so gering, dass sich
deren Masseverteilung und Schwerpunktlage nicht dndert; eine Zertrimmerung
der Korper finde nicht statt, die Grole der Massen bleibe konstant. Unbekannte
des Problems sind die Geschwindigkeiten vy, und v, sowie F(¢), also der Verlauf
der Kontaktkraft als Funktion der Zeit. Das Impulserhaltungsgesetz verlangt, dass
der Impuls am Ende der Kontaktphase gleich jenem am Anfang ist:

my - Vig + My Vg = My - Vie + My Vae

Der StoB3 zerfillt in zwei Phasen (Abb. 1.14b): I: Zusammendriickung (Kompressi-
on) und II: Entspannung (Restitution). Wihrend dieser Phasen sind die Geschwin-
digkeiten von m; und m, unterschiedlich. Es gibt einen Augenblick, in welchem
die Geschwindigkeiten gleich grof sind. Diese gemeinsame Geschwindigkeit wird
mit w abgekiirzt. Die Relativgeschwindigkeit zwischen den Korpern ist in diesem
Augenblick Null; der Schwerpunktabstand zwischen den Korpern erreicht ein Mi-
nimum und die inneren, gegengleichen Kontaktkrifte ein Maximum:

max F; = —max F5.
Weiter gilt:
Vig > W > Vy, und v, < w < Vy,.

Im Augenblick des Ubergangs von Phase I auf II verlangt das Impulserhaltungsge-
setz:

My - Vig + My vy = (Mg +my) - W = my - Ve + My - Vg
my - Vig +my -V my - Ve + My - V2
- w= =
my + my my + my

Abb. 1.14b zeigt einen moglichen Verlauf der Kontaktkraft. Die Zeitdauer der
Kompressionsphase betrage #; und jene der Restitutionsphase #;. Indem einmal
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iiber F(¢) wihrend der Zeitdauer # und einmal iiber F(¢) wihrend der Zeitdau-
er fy integriert wird, ldsst sich jeweils die der Masse m; bzw. die der Masse m;
zugeordnete Impulsinderung zwischen Kontaktbeginn und Ubergangzeitpunkt I/IT
bzw. zwischen diesem Zeitpunkt und dem Kontaktende anschreiben:

At = =y - (= V1) = 43 - (w — v3g) = / F(t) di

n

Apy = —my - (Ve — w) = +my - (Ve — W) = / F(t)dt

mn

Bildet man die Summe, bestétigt man:

Ap = Api+ Apy = / F(t)di

fh+m

Nach wie vor steht nur eine Gleichung fiir zwei Unbekannte (vj,, v2,) zur Ver-
fiigung. Da iiber den Verlauf von F(z) keine Aussage gemacht werden kann,
lasst sich die Aufgabe mittels obiger Gleichungen allein nicht 16sen. Allenfalls
kann man schlielen, dass die Beziehung zwischen vy, und v, einerseits und v,
und v, andererseits vom Verhiltnis der Restitutions-Impulsidnderung Ap; zur
Kompressions-Impulsédnderung Apy abhingig sein wird. Dieser Quotient werde
mit ¢ abgekiirzt:

e = Apn _ fz” F(t)dt Vie — W Ve — W

N [, F@)dt T w—v, W — Vg

In Verbindung mit der obigen Gleichung fiir w ist der Quotient gleichwertig mit

V2e — Vle
&= —"
Vig — V2q
wie man durch Einsetzen bestitigt. Im Zihler steht die Relativgeschwindigkeit
von m und m, am Ende des Sto3es, im Nenner jene zu Beginn des Stofles. Beide
lassen sich messen, damit wiire auch & bekannt. & nennt man Stofizahl, auch Re-
stitutionszahl; ihre Einfiihrung geht auf I. NEWTON zuriick. Damit ergeben sich
die Geschwindigkeiten der beiden Massen am Ende des Stof3es zu:

(V1a _U2u)’(1 +8) Vo = Uy + (V14 _U2u)‘(1 +8)
L+m/my =~ 1+ my/my

Vle = Via —
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Abb. 1.15 voll-elastisch

StoRzahl

voll-plastisch

Geschwindigkeit

Uberpriift man hiermit, ob die Energie nach dem StoB erhalten geblieben ist, ver-
bleibt eine Differenz (die kinetische Energie wird in Abschn. 1.12.3 erklart):

1 2 1 5 1 , 1 )
AE:E-ml-vla+5-m2-v2u—5-m1-vle—E-mz-vze
1 mi - my
=—-(1-¢g)—= — Vyy)?
2( € )ml +m2(vla V24)

Offensichtlich wird ein Teil der Energie wihrend des Sto3es zustreut (dissipiert).
Das beruht darauf, dass infolge der StoBkrifte plastische Stauchungen an den Kon-
taktstellen der beiden Korper auftreten. Auch wandern Druckwellen durch die
Korper hindurch und werden Eigenschwingungen angeregt; sie klingen infolge in-
nerer Ddmpfung ab. Die Einzelimpulse der beiden Korper erfahren dadurch eine
Anderung. Diese Anderung ist dem Betrage nach in beiden Korpern gleichgro
(sonst wire das Impulserhaltungsgesetz verletzt). Ap folgt zu:

Ap = 11 - (01, = V1) = =y (03— v2p) = DI

my + my
Bei einem vollelastischen Stof} ist ¢ = 1, d.h. AE = 0 (es tritt keine Ener-
giezerstreuung ein), bei einem vollplastischen Stof ist ¢ = 0, AE nimmt den
groBtmoglichen Wert an. Groflen Einfluss auf ¢ hat die Oberflichenbeschaften-
heit der lokalen Kontaktbereiche. Die Vorstellung, dass & eine Werkstoffgrofle
der beteiligten StoBpartner ist, konnte durch sorgfiltige Messungen nicht bestitigt
werden, das gilt allenfalls in Annéherung oberhalb einer gewissen Sto3geschwin-
digkeit, vgl. Abb. 1.15. Insofern vermag die klassische StoBtheorie das Stof3pro-
blem nur phidnomenologisch zu umschreiben. Gleichwohl, wenn sich ¢ fiir eine
bestimmte Problemklasse zuverlidssig bestimmen oder abschitzen ldsst, steht mit
der StoBtheorie eine mit den Grundprinzipien der Mechanik im Einklang stehen-
de Berechnungsmethodik zur Verfiigung, das gilt in jedem Falle fiir Stoprobleme
rein elastisch reagierender Partner.
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1. Anmerkung

Von C. HUYGENS (1629-1695) wurden die StoBgesetze 1669 formuliert, . NEWTON
(1642-1727) erginzte sie 1687 durch Einfiihrung der StoBzahl ¢. Erst sehr viel spiter gelang
es H. HERTZ (1857-1894) im Jahre 1881 unter einer Reihe idealisierender Voraussetzungen,
den zeitlichen Stolvorgang zu analysieren, die Stodauer zu berechnen und die lokale Pres-
sungsverteilung und -verformung zu bestimmen. Die von HERTZ hergeleiteten Formeln fiir
die Berechnung der lokalen Pressungsverteilung zwischen elastischen Korpern finden noch
heute im Maschinenbau (z. B. beim Bau von Briickenlagern) breite Anwendung.

2. Anmerkung
Anstelle der Benennungen vollelastischer bzw. vollplastischer Stofl sind Begriffe wie ideal-
elastischer Sto3 (¢ = 1), idealplastischer Stofl (¢ = 0) bzw. elastisch-plastischer Stof3
(0 < & < 1) tiblich. Anstelle zentrischer Stof} sagt man auch zentraler Stof3.

Auch der exzentrische Stof} ldsst sich analysieren, worauf hier verzichtet wird.

1.10.2.2 Erganzungen und Beispiele zum zentrischen Prallsto3

Zur Veranschaulichung der im vorangegangenen Abschnitt behandelten Theorie
des zentrischen Stofles werden im Folgenden einige Beispiele behandelt. Sie bilden
die Grundlage fiir weitergehende Analysen bei technischen Fragestellungen.

1. Beispiel (Abb. 1.16)

Zusammenprall zweier Korper mit unterschiedlicher Masse, die mit unterschiedlichen Ge-
schwindigkeiten auf einander treffen (Abb. 1.16), es gelte im Beispiel: m/m, = 1/4,
Vig/V2q = =2, ¢ = 0,5. Demgemil betrigt m; nur ein Viertel von m;, und bewegt sich
aber doppelt so schnell wie m;. Die Auswertung obiger Formeln liefert:

Ve = =08 vy, v3, = —0,05- vy,

Abb. 1.16 zeigt (ausgehend von einem frei gewihlten Zeitpunkt) das Weg-Zeit-Diagramm
vor und nach dem Stof} (Zeitachse nach unten). Durch die gegeniiber m; viermal so grofe

Abb. 1.16 m m;
o— 4,

- +‘|'1 -+ \f2
LT Weg
e
m1 |/ m;
Sto

|Tl1 'mz

Zeit
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Masse von m, erfihrt m; einen Riickprall. — Die wihrend des Stofes dissipierte Energie
betrigt:
AE = Lo Mt 05 1) = 0.675my - v
2 ) m; + 4. m la 5 la ) 1 la
Vor dem Stof3 betrug die Gesamtenergie (= Summe aus der kinetischen Energie beider Kor-
per):

1 1
E = Eml«vlza-i- 3 my V3, =m v,
Nach dem Stof betrigt die verbleibende Gesamtenergie (= Differenz vor und nach dem
StoB):

(1-0,675) -m; - vi, = 0,325-m; - v},

2. Beispiel (Abb.1.17)
Riickprallversuch zur Bestimmung der Stofizahl . Von der Hohe h; aus wird ein Korper
mit der Massem (= m) auf eine feste Unterlage fallen gelassen. Fiir diese Unterlage kann
gesetzt werden: m, = oo und vy, = 0. Der Korper schnellt auf die Hohe Ay (kleiner /;)
zuriick. Das ist ein Hinweis, dass der Korper wihrend des StoBvorganges Energie ,verloren®
hat, oder, anders formuliert: Wihrend der StoSphase wurde Energie dissipiert, iiberwiegend
in Wirme innerhalb der plastisch deformierten Kontaktbereiche. Die plastischen Deforma-
tionen sind in Form kleiner lokaler Abplattungen erkennbar.

Die Auftreffgeschwindigkeit ldsst sich mittels der nachstehender Formel berechnen (Ab-
schn. 1.12.3):

Vg = 2 g ]’lI
Die Formel gilt, wenn die bremsende Wirkung durch die Luft vernachléssigt wird; g ist die
Erdbeschleunigung. — Die Riickprallgeschwindigkeit v;, folgt aus der obigen Gleichung fiir

Vie ZU:

Vie = =€ Vla

Abb. 1.17 m: Masse
.m

B
h1 (fl—"l T
| h

b



24 1 Mechanik I: Grundlagen

Die Gleichsetzung mit der Geschwindigkeit, mit der die Hohe Ay erreicht wird,

Vie = —v/2g I,

liefert die gesuchte Formel:

_ [
Iy
Im Falle von Hartkugeln gilt:
Stahl/Stahl: e =0,6 bis0,8;

Hartholz/Hartholz: ¢ = 0,45 bis 0,55.

3. Beispiel
Vollelastischer Stof} (¢ = 1): Die Berechnungsformeln findet man aus den im vorangegan-
genen Abschnitt hergeleiteten, indem hierin ¢ = 1 gesetzt wird:

. mp - Vig +my- Vg
Ve =2W — Vg, Ve =2W—Vpy Mitw = ———:

my + my
my - Vg +my- (2024 — V14) my - Vg +my- (201 — V2q)
Vie = s V2e =
miy + mo my + my

AE=0; Ap= ZM(UUJ — V2q)
my +mj

Der Verlauf der StoSkraft F(¢) ist symmetrisch: Kompression- und Restitutionsphase sind
gleichlang. Die Stoldauer ist insgesamt kurz, es wird eine hohe Kraftspitze induziert, vgl.
Abb. 1.18.

Abb.1.18 hF (t)
max F
B
5
=
@
"4
Zeit
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Abb.1.19 F(t)
k| max F
g
E
=
Zeit
4, Beispiel

Vollplastischer Stofl (¢ = 0): Die Berechnungsformeln findet man wiederum aus den im
vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Formeln, indem hierin ¢ = 0 gesetzt wird:

my - Vig + My - Uy

my + my

Vie = V2¢ = W =

Die Korper nehmen beide dieselbe Geschwindigkeit an. Die Energiedissipation erreicht den
groBtmoglichen Wert:

1 my-m,y 5 m 2
AE = - ——— = . — = - . —
2 m+my (Vg — V24) ) 1+m1/m2 (Vg — V24)
Fiir Ap folgt:
nmiy-mp nm;
Ap= ———= . (vy, — v = (v, —v
P my + my ( la Za) l—‘,—m]/mz ( la Za)

Es existiert nur eine Kompressionsphase. Einen moglichen Verlauf der StoBkraft zeigt
Abb. 1.19. Der Sto3 dauert im Vergleich zum Fall ¢ = 1 linger, die maximale StoB3kraft fallt
geringer aus.

Sonderfall: Aufprall auf eine feste Unterlage:
my; =00, Uy =0 w=0 —> v,=0
Energiedissipation:

1 2
AE = PREART
Dieser Wert entspricht dem im Korper der Masse m vorhandenen Arbeitsvermdgen beim
Aufschlag auf die Unterlage, also seiner kinetischen Energie beim Aufschlag, sie wird voll-
stindig zerstreut.
Fiir Ap folgt:

Ap =mp - Via

Dieser Wert ist halb so grof} wie beim vollelastischen Stof3.
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Abb.1.20 a by ¥ >
m ! 2 m,
b -J—-— V'l
1 e el
-

5. Beispiel

Abpufferung von Fahrzeugen: Zwei Fahrzeuge mit den Massen m; und m; stoflen mit
den Geschwindigkeiten v;, = v; und v, = —v, frontal zusammen (Abb. 1.20a). Die

Fahrzeuge sollen so abgepuffert werden, dass Schidden vermieden werden. Eine analoge
Aufgabenstellung liegt vor, wenn ein Fahrzeug gegen einen Endanschlag (Prellbock) auf-
fahrt (Abb. 1.20b). Die Puffer sollen so ausgelegt werden, dass es zu keiner Riickfederung
kommt, der Sto kann dann der Kategorie vollplastisch (¢ = 0) zugeordnet werden. Fiir die
Dimensionierung der beiden Puffer werde folgender Ansatz vereinbart: Die Puffer sollen so
hart sein, dass die Sto3dauer als kurz eingestuft werden kann; in den Fahrzeugen selbst soll
die Beanspruchung elastisch bleiben.

Fall I: Zwei Fahrzeuge stofen frontal mit den Geschwindigkeiten v; und v, zusammen.
In den Puffern der beiden Fahrzeuge ist gemeinsam die Energie

1 my-my

AE (01 + vp)?

_E.ml—i—mz

aufzunehmen (vgl. 4. Beispiel). Im Falle m| = m, = m und v; = v, = v ergibt sich.
1 2
AE=2-—-m-v

Die kinetischen Energien der beiden Fahrzeuge addieren sich in voller Hohe, das ist plausi-
bel.

Fall II: Ein Fahrzeug fihrt gegen einen starren Prellbock; das bedeutet m, = 0o, v, = 0.
Hierfiir folgt:

Die im Puffer geweckte Kraft ist von der Bauart des Puffers abhéngig. Eine mogliche Cha-
rakteristik zeigt Abb. 1.21: Der Puffer reagiert mit einer konstanten Widerstandskraft F;.
Dieser iiberlagert sich eine linear mit der Verschiebung s anwachsende Widerstandskraft,
wobei k die (Feder-)Rate dieses Widerstandes ist:

F(s)=Fy+k-s.
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Abb.1.21 i F(s)
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Funktion des Weges s

Wird der Puffer um das Mal A eingedriickt, wird jene Energie im Puffer zerstreut, die der
schraffierten Fldche unter der Kraftverschiebungslinie in Abb. 1.21 entspricht:

1 1
AE:FO-A+§-A-k-A=F0-A+E-k-A2

Wird die eingeprigte Energie mit der dissipierten Energie gleichgesetzt, lésst sich die Ein-
driickung des Puffers berechnen:

1 ) 1 m-v2-k F,
Cmt=Fy- A4 = k- A? A= 12k g 20
p M=l dats - {\/ TR } k

max F = /F} +v2-m-k

Besteht der Puffer nur aus einer Feder mit der Federkonstanten &, das bedeutet Fy = 0, folgt
aus den vorstehenden Formeln:

m - v?
A= T max F =v-~vm-k

1.10.3 Kraftsto3

Wird der Impulsansatz F = dp/dt (Kraft = zeitliche Anderung des Impulses),
umgestellt, nennt man

F(t)-dt =dp
den KraftstoB3 von F(¢). Hierbei denkt man an eine kurzzeitig wirkende Kraft auf

einen Korper mit der Masse m = konstant, der sich zum Beispiel mit der Ge-
schwindigkeit v; bewegt. Die Kraft innerhalb der Zeitspanne At = #, — t; in



28 1 Mechanik I: Grundlagen

Abb. 1.22 a
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Richtung der Bewegung sei konstant und gleich ' = max F (Abb. 1.22a):
max F-At =Ap=Am-v)=m-Av=m- (v —v;)

Der Korper erfihrt einen Geschwindigkeitszuwachs innerhalb der Zeitspanne At
um

max F

Av =vy—v = - At

Handelt es sich um einen veridnderlichen Kraftverlauf, wie in Abb. 1.22b darge-
stellt, berechnet sich die Geschwindigkeit v (wieder fiir m = konstant) aus:

d F(t
F(t):m-a:m-—v - dv=—= ()

dt
— v:/md_—/th

At

Der zeitliche Verlauf von F(¢) muss gegeben sein, um den Geschwindigkeitszu-
wachs nach Ende des Kraftstoes, also nach Ablauf von At, berechnen zu konnen.
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Ist der Kraftverlauf iiber der Zeitspanne At parabelformig verteilt, ist das Inte-
gral iiber F(z) gleich dem Produkt aus 2/3 = 0,6667 mal max F - A¢, denn 2/3
mal Hohe mal Basislédnge ist der Flaicheninhalt unter einer Parabel:

max F

-At-max F = At

W N
[SSIN S

5]
1 1
Av = vy — vy :—/Fdz:_.
m m m
4]
Soll der Bewegungsablauf im Einzelnen innerhalb der Zeitspanne At berechnet
werden, muss iiber F(¢) von ¢ = f, bis t integriert werden.
Im Falle F(¢) = max F = konst. ist das einfach (Abb. 1.22a). In Erweiterung
der obigen Gleichung fiir die Geschwindigkeit gilt (mit ¢ als Integrationsvariable):

1

v(t) = %/F(r)dr:

I

), =

“(t—1)

t
max F max F max F
dt =
m
|

Das bedeutet: v(z) wichst geradlinig an.
Fiir die Beschleunigung folgt: ¢ = dv/dt = max F/m, wie es sein muss.
Wird im Falle des parabelformigen Kraftverlaufes (Abb. 1.22b) dessen Beginn
mit ¢ = 0 gleichgesetzt, gilt fiir einen solchen Verlauf:

t Y\’
F()=4 -maxF - |:——(—) i|
Tr Tr

Die Dauer ist gleich 7. Setzt man diesen Ausdruck in obige Gleichung, also in

Tr

v(t) = %/F(t)dr

0

ein, folgt nach kurzer Rechnung fiir v(¢) und anschlieBend fiir a(t):

(1) =4 max F 12 t3
’U e . . p— ;
m 2T 3 T,E

a(t)—@—4 max F o Lz
T dr m Tr Tr

Die Verldufe von v(¢) und a(¢) sind in Abb. 1.23b, ¢ skizziert.
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1.10.4 Riickstof3 - Raketengleichung

Die Bewegung einer Rakete kommt durch den Riicksto3 des aus der Diise aus-
stromenden Verbrennungsgases zustande. AuBere Krifte sind nicht beteiligt(wenn
man vom Luftwiderstand absieht). Der Impulssatz liefert die Bewegungslosung:
In der Startphase hat die Rakete die Masse m, einschl. der Masse des Treibstoffes
(Abb. 1.24a). Dieser moge geregelt verbrennen. Dadurch stellt sich eine bestimmte
Ausstromgeschwindigkeit v4 des Gases ein.

Der Verlust an Treibstoffmasse in der Zeiteinheit und die Ausstromgeschwin-
digkeit stehen vermittelst des in der Rakete installierten Regelsystems in einer
funktionalen Beziehung zueinander. Diese muss bekannt sein. Zum Startzeitpunkt
1o sind alle Bewegungsgrolen Null, im Zustand der Bewegung zum Zeitpunkt ¢
betragen sie:

s=us(), v=v({) und a=al(t)

Die Masse der Rakete hat sich im Zeitpunkt ¢ von mg auf m = m(t) verringert
(Abb. 1.24b). Die Ausstromgeschwindigkeit des Gases sei v4(¢). In dem besagten
Zeitpunkt ¢ der Bewegung betridgt der momentane Impuls der Rakete:

p(t) =m()-v(r)
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Abb.1.24 a b c F————— -
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In dem um dt fortgeschrittenen Zeitpunkt ¢ + d¢ haben sich die Bewegungsgrofien
verdndert: Die Masse der Rakete dndert sich um dm (Treibstoffverlust, d.h. real
erfihrt sie eine Verringerung), die Geschwindigkeit dndert sich um dv (real erfihrt
sie eine Steigerung). Somit betrigt der Impuls der Rakete im Zeitpunkt # + d¢:

pt +dt)y =[m@t) +dm]-[v(t) + dv] +dm - {va(t) — [(v(t) + dv]}

Der zweite Term rechterseits ist wie folgt zu deuten: Die aus der Diise stromenden
Partikel dm haben die Geschwindigkeit v4(¢) — [v(¢) + dv], relativ zur Bewegung
der Rakete. Die Rakete erfiahrt dadurch in Bewegungsrichtung (gemif Lex II) den
Impuls dm-{v(¢) —[(v(z) + dv]}. Der Impulssatz fordert, dass fiir das abgeschlos-
sene System der Rakete p(z) = p(t + dt) gilt. Die Gleichsetzung der Impulse in
den Zeitpunkten 7 und ¢ + dt ergibt nach Umformung:

m(t)-dv+dm-vs(t) =0 <« dv:—vA(t)-%

Dividiert durch dt, ergibt sich eine Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit
v(2). Thre Losung gelingt nur, wenn v4(¢) als Funktion von m(t) bekannt ist (vice
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versa). — Nimmt man an, dass die Verbrennung des Treibstoffs kontinuierlich, quasi
linear, erfolgt, gilt:
dm
m(t)
Es sei die Losung innerhalb der Brenndauer ¢ gesucht. Die Anfangsmasse verrin-

gert sich in dieser Zeit auf mp. Uber die vorstehende Gleichung wird integriert,
vont =ty bist = tg d.h. von m = mg bism = mp bzw. von v = vy bis v = vp:

vgy = konst. d.h.:dv =—vy -

d
/dv = —Uy - m — [v]zoB = —vy - [Inm]"®

mo

— v —v9 = —vy - (Inmp — Inmy)
Die Auflosung nach vg am Ende der Brenndauer liefert:

Vg = Uy - Iln —— — vy
( )
Fiir einen Zeitpunkt zwischen #, und #p gilt, wenn noch beriicksichtigt wird, dass
die Bewegung gegen die Erdbeschleunigung g erfolgt und dass zum Startzeitpunkt
die Geschwindigkeit null ist (vy = 0):

mpg ¢
my ¢

Die Gleichung gilt in Erdnéhe, wo g = konst. gesetzt werden kann. Strenger gilt:

v(t) = vq-1In

1

v(t) sz'ln%—/g(r)dr

0

T: Integrationsvariable.

In der vorstehenden (klassischen) Raketengleichung ist der bremsende Einfluss
der Luft nicht beriicksichtigt, insofern gilt sie streng nur im Vakuum. Die Glei-
chung geht auf K.R. ZIOLKOWSKI (1857-1935) zuriick.

In der Technik arbeiten viele Antriebe nach dem RiickstoBprinzip. Stets gilt es
einen Kompromiss zu finden zwischen einer moglichst geringer Startmasse (11¢)
und einer moglichst hoher Strahlgeschwindigkeit v4 (z.B. v4 = 5000m/s). Ra-
keten tragen nicht nur den Treibstoff mit sich, sondern auch die zur Verbrennung
erforderlichen Substanzen. Bei Flugzeugen mit Strahlantrieb wird der angesaugte
Sauerstoff verbrannt, dieser geht als Masse in den Riickstofl mit ein; hierfiir gilt
die obige Herleitung nicht; auf [9] wird verwiesen.
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111  Arbeit (W) - Leistung (P)
Die von der Kraft F(¢) auf der infinitesimalen Wegstrecke ds verrichtete Arbeit
(W) ist (siehe Abb. 1.25):

dW = F(t)-ds

Die Einheit der Arbeit ldsst sich daraus ableiten:

kg-m
)

W] =[F]-[s] =N-m =1 (J:N-m: .m:kg.mz.sfz)

Fiir I Nm (Newtonmeter) wird im SI die Einheit J gesetzt (Joule, gesprochen
,Dschul‘ nach J.P. JOULE (1818-1889)).

Andert sich die Kraft F(¢) auf dem Weg s(¢), berechnet sich die Arbeit, die die
Kraft auf dem Weg von s (f = t;) bis s, (t = t,) verrichtet, zu:

52 52
W:/dW:/F(t)ds
51 51

Das ist der Fldcheninhalt iiber der F-s-Kurve, wie in Abb. 1.25 dargestellt.
Andert sich F auf dem Weg nicht, ist also konstant, gilt:

52
W= F'/ds= F-(s2—s51) (F = konst.)
S1

In diesem Falle berechnet sich die von der Kraft F verrichtete Arbeit zu , Arbeit ist
gleich Kraft mal Weg*.

Abb.1.25 Fq = Flty) Fit) Fy= Flty)
__.._-.r_. —y s s — e —
$14 —
ty! S| o
bl' ‘mit| /SE i
von s; bis s, verrichtete Fit)ds 12
Arbeit — :
. [l 1
= F(t)-ds|||||
< RSN

7.____-'1-\%_ —-Wegs
slt) ds
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Abb.1.26

Das Vorhergesagte gilt nur dann, wenn die Richtung des Kraftvektors durch-
gingig mit der Richtung des Wegvektors tibereinstimmt, im anderen Falle ist das
Produkt aus deren gleichgerichteten Komponenten entlang des Weges die von F
geleistete Arbeit!

Bewegt sich ein Bergsteiger mit der Masse m im erdnahen Schwerefeld (g =
konst.), ist seine Gewichtskraft gleich Fg = m-g. Erklimmt er die Hohe &, betragt
die von ihm geleistete Arbeit (Steigarbeit, Hubarbeit) gegen die Anziehungskraft
der Erde: W = Fg -h = m - g - h. Die Steigkraft Fg ist der Schwerkraft entge-
gen gerichtet (Abb. 1.26). Die Arbeit ist bis zur Hohe /4 unabhingig vom Verlauf
des Weges, denn die Gewichtskraft Fg wirkt durchgéngig gleichgerichtet lotrecht
und ist konstant, es zihlen nur die lotrechten Wegkomponenten. Bewegt sich der
Bergsteiger in der Ebene, verrichtet er (physikalisch gesehen) keine Arbeit.

Andert sich die Kraft F mit dem Weg s, ist von der obigen Definitionsgleichung
fiir W auszugehen. Ist s beispielsweise die Verschiebung einer Spiralfeder, ist die
Kraft, die diese Federldngung bewirkt, verdnderlich. Bei einer Linearfeder langt sich
die Feder proportional zur Federkraft. Ist & die Federkonstante, gilt (Abb. 1.27):

[

F=k-s.
Abb. 1.27 a y —a= §
b%\/\/V\/‘———---
F
c F Feks
t /;—F-s

¢
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Abb.1.28

Demgemif betrdgt die von F verrichtete Arbeit:

1 1 1
W==-F-s==(k-s)-s=-k-s?
2 2 2

Das ist die Flidche des in Abb. 1.27b schraffierten Dreiecks.

Abb. 1.28 zeigt unterschiedliche Kraft-Verschiebungsdiagramme und deren Ar-
beitsflichen. Die verrichtete Arbeit muss in solchen Fillen durch Integration der
Flache (ggf. numerisch) berechnet werden.

Unter der Leistung (P) versteht man die in der Zeiteinheit verrichtete Arbeit,
geschrieben: Ableitung der Arbeit W nach der Zeit ¢:

dw(t
dt

Dieser Ausdruck kennzeichnet die Momentanleistung. Vielfach versteht man un-
ter Leistung die Durchschnittsleistung, also die in der Zeitspanne At verrichtete
Arbeit im Sinne eines Mittelwertes. Dann schreibt man:

AW

At
Ein Bergsteiger mit der Masse m = 85 kg (einschlieBlich Gepick) verrichtet mit

diesem Gewicht (Fg = m - g = 859,81 = 839N) beim Durchsteigen der Hohe
h = 300 m die Steigarbeit:

Per =

W = Fg-h = 839-300 = 250.155J = 2,502 - 10°J = 250,2kJ.

Wird das Ziel in 1 Stunde (= 3600s) erreicht, bedeutet das eine mittlere Leistung
von:

250.155
3600

Das entspricht der Leistungsabstrahlung einer 70 Watt-Birne.

J
=695-=69,5)Js' =695W
S
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W (Watt nach J. WATT (1736-1819)) ist die Leistungseinheit im SI:

_wl_T_ _ 1 _Nm_kgm
[P]_W_s_w (w_s_ s 02

Die Leistungseinheit PS = Pferdestirke ist im SI nicht mehr vorgesehen:

=
w3
Il
!
[4)°]
BI\)
a
N——

1PS =736 W = 0,736kW bzw.: 1kW = 1,36PS.

Setzt man in die obige Gleichung fiir die Momentanleistung den Ausdruck fiir die
innerhalb der infinitesimalen Zeitspanne d¢ verrichtete Arbeit ein, folgt:

dW(t) _ F(1)-ds

dW@)=F@{t)-dt — P(= Puom) = T o

=F(@)-v()

Hierin ist v = v(#) die Momentangeschwindigkeit. F ist z. B. die vom Motor
eines Fahrzeugs ausgeiibte Kraft, um das Fahrzeug mit der Geschwindigkeit v zu
bewegen; das bedeutet umgekehrt: F = P /v, wenn F und v konstant sind.

112 Energie (E)
1.12.1 Energieformen - Energieerhaltungsgesetz

Energie ist das einem Korper oder einem System innewohnende Vermogen,
Arbeit zu leisten. Man unterscheidet unterschiedliche Energieformen: Potentiel-
le Energie, kinetische Energie, kalorische Energie, chemische Energie, elektrische
Energie, magnetische Energie u. a. Eine begriffliche Vorstellung von Energie ge-
winnt man am ehesten, wenn Energiesinderungen, d. h. die Uberginge der Energie-
formen ineinander, betrachtet werden. — Nach A. EINSTEIN (1879-1955) besteht
zwischen Ruhemasse und Energie das Masse-Energie-Aquivalent-Gesetz (Bd. IV,
Abschn. 4.1.5.3):

E=m-c?

Hierin ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum (¢ ~ 3 - 108 ms™"). Die Einheit
der Energie ist demnach:

F1=tm) 2=k (T) =hem’ s =



112  Energie (E) 37

J kWh eV kcal Erganzungen (veraltete Einheiten):
1J 1 2,78-107 |6,24-10%]2,33-104 | 1erg =107
1kWh |3,6-108 |1 2,25-10% | 860 1erga’s=10'FW
1eV  ]1,6-101°|4,45.10%| 1 3,83.10%
1keal |4,19-10%(1,16-102 |2,61-1022|1
on links nach rechts ablesen!

Abb.1.29

Energie wird (wie die Arbeit) in der Einheit J gemessen. Daneben sind die Ein-
heiten kW h und eV zugelassen. Die Einheit kcal (Kilokalorie) soll nicht mehr
verwendet werden. In der Tabelle in Abb. 1.29 bedeuten: kW h: Kilowattstunde,
eV: Elektronenvolt.

Die Einheit kW h kann man sich wie folgt klar machen: 1 Watt (1 W) ist eine
Leistung, bei welcher wihrend einer Sekunde eine Energie von 1J umgesetzt wird,
1kW ist eine Leistung bei welcher eine Energie von 1000J (= 1000N m) pro
Sekunde umgesetzt wird. Wird diese mit 3600s (= 1 h = 1 Stunde) multipliziert,
ergibt sich die (,gewonnene oder verbrauchte‘) Energie von 1 kW h in einer Stunde
zu:

J
1kWh = 1000 = - 3600s = 3,6 - 10°J = 3,6 MJ
s

Von zentraler Bedeutung in der Physik ist das Energieerhaltungsgesetz. Es be-
sagt: In einem abgeschlossenen System bleibt die dem System innewohnende
Energie erhalten. Es kommt weder Energie hinzu, noch kann Energie verloren
gehen, wohl konnen unterschiedliche Energieformen ineinander tibergehen.

Anmerkung

Die Begriindung des Energieerhaltungsgesetzes geht auf Versuche und theoretische Uber-
legungen von R. MAYER (1814-1878), J.P. JOULE (1818-1889), H. v. HELMHOLTZ
(1821-1894) und R. CLAUSIUS (1822-1888) zuriick, erstere bewiesen das Aquivalent von
mechanischer Arbeit und Warme durch Versuche, letzterer formulierte die beiden Hauptsiit-
ze der Thermodynamik (vgl. Abschn. 3.3)

1.12.2 Potentielle Energie (Lageenergie)

Ein Bergwanderer mit der Masse m (einschlie3lich Gepick) steige um die Hohe
h; gegen die Erdgravitation an (Abb. 1.30). Die ihm innewohnende potentielle
Energie wichst dabei an. Mit Erreichen des Gipfelpunktes (1) ist die Energie um
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Abb.1.30

Epoty = F -hy = m - g - h; gegeniiber dem Ausgangsniveau (0) angewachsen.
Durchgingig war die Steigkraft F = m - g gegen die Erdanziehung aufzubringen.
Auf dem Niveau (2), einem gegeniiber dem Ausgangsniveau (0) tiefer gelege-
nen Tal, liegt die potentielle Energie um den Betrag Ey, = m - g - hy niedriger.
Als weiteres Beispiel sei die in Abb. 1.27 skizzierte Feder betrachtet, ihre Fe-
derkonstante sei k. Bei einer Lingung um s gegeniiber dem spannungslosen Aus-
gangszustand, ist die in der Feder gespeicherte potentielle Energie gleich der von
der linear anwachsenden Federkraft F' = k - s auf dem Wege s verrichtete Form-
dnderungsarbeit:
s 52

Epot:F'E:k'2§ [Epot] = m>=Nm=]J

Blz

1.12.3 Kinetische Energie (Bewegungsenergie)

Wird ein Korper mit der Masse m aus dem Ruhezustand reibungsfrei vom Zeit-
punkt ¢ = 0 zum Zeitpunkt # um den Weg s von der Kraft F = konst. weiter
bewegt (verschoben), wird er dabei durchgehend mit a = F/m = konst. be-
schleunigt (Abb. 1.31). Fiir diesen Bewegungsverlauf lassen sich Geschwindigkeit
v = v(t) und Weg s = s(¢) im Zeitpunkt  vom Ruhezustand aus berechnen
(7 dient als Integrationsvariable):

t t

a = konst.: v(t)z/adrza/dr=a~t — ot
0 0
t t t

s(t):/v(r)dt:/a-rdt:a/tdr

0 0 0

t? 1 v2(r) 2@
— a . — . =
2 2 a? 2a

0

a

I
2
Il
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Abb. 1.31 PR 1
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Die von der Kraft F = m -a = konst. von s = 0 aus auf der Wegstrecke s
geleistete Arbeit betrdgt damit im Zeitpunkt ¢:

2 U2

W(z):F.(s(z)—O)zma-zv—a:m7

Die bis zum Zeitpunkt 1 dem bewegten Korper mit der Masse m ,zugefiihrte®

Arbeit ist gleich der im Korper vorhandenen Bewegungsenergie (kinetischen Ener-
gie), wobei v = v(¢) die momentane Geschwindigkeit des Korpers ist:

U2

Egin =m 7; [Exin] = [m] - [v’] = kg~ (

m ) 2 kg-m

S

Ein instruktives Beispiel fiir den kontinuierlichen Austausch von potentieller und
kinetischer Energie ist das reibungsfrei aufgehingte Pendel (Abb. 1.32): In der
Hochlage hat der Pendelkorper mit der Masse m gegeniiber der Tieflage die Hohe

h. Die dem Korper innewohnende Lageenergie betrigt in der Hochlage gegentiber
der Tieflage:

Epot =m-g-h;
in der Tieflage ist:
EpOt = 0.

In der Hochlage ist die kinetische Energie Null, denn die Geschwindigkeit ist im
Moment der Bewegungsumkehr Null. Beim Schwingen durch die Tieflage ist die
Geschwindigkeit am hochsten: v = maxv. Die Bewegungsenergie ist daher in
diesem Moment am hochsten:

Exin = (1/2) - m - (max v)?.
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Abb. 1.32

Der Energieinhalt im System bleibt konstant: Die Gleichsetzung der potentiellen
Energie im Hochpunkt mit der kinetischen Energie im Tiefpunkt, ergibt:

Epotp=maxy = Eking=0: m-g-h = %m -(maxv)? — maxv=+2gh
Nach dem Zuriickschwingen aus der Tieflage erreicht der Korper wieder die ge-
geniiberliegende Hochlage, usf.

Das vorangegangene Beispiel des reibungsfrei gelagerten Pendels (streng ge-
nommen bei einer Bewegung im Vakuum) unterstellt die Giiltigkeit des Energie-
erhaltungsgesetzes. Dieses lautet, wie bereits ausgefiihrt: Die Summe aus potenti-
eller und kinetischer Energie ist in einem abgeschlossenen mechanischen System
konstant, jegliche Anderung in der Zeiteinheit ist Null. Man spricht in diesem Fal-
le von einem konservativen System. Mathematisch gesprochen lautet das Gesetz:
Die Ableitung der Summe aus potentieller und kinetischer Energie nach der Zeit
ist Null:

d
E(Epot + Exin) =0

Sind energiezerstreuende (dissipative) Mechanismen wirksam, wird die mechani-
sche Energie kontinuierlich in Warme iiberfiihrt, die sich dann verfliichtigt. Dissi-
pation ist nicht reversibel: Die Wirmeenergie wird an die Umgebung abgegeben.
Die Bewegung (hier die Pendelschwingung) kommt, sofern kein neuer Energieein-
trag erfolgt, zum Erliegen.

Da in einem abgeschlossenen System keine Energie ,verschwindet‘, noch ,aus
sich selbst heraus entstehen kann‘, mussten alle Versuche scheitern, ein sogen.
Perpetuum Mobile (PM), also eine Maschine, zu erfinden, die selbsttitig ohne
Energiezufuhr funktioniert oder gar Energie erzeugt.

An dieser Aufgabe haben sich viele Gelehrte versucht, so auch LEONARDO
DA VINCI (1452-1519). Der in Abb. 1.33 abgebildete Apparat zeigt seinen Vor-
schlag.
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Abb.1.33

Neben dem Perpetuum Mobile 1. Art (wie beschrieben) versteht man unter
einem PM 2. Art eine Maschine, die mittels der aus dem Betrieb der Maschine
gewonnenen Wirme(-energie) wiederum sich selbst antreibt. Das ist wegen der
diversen Energieverluste unmoglich. Ein PM 3. Art ist schlieBlich ein solches, das
trotz Bewegung keine Arbeit leistet, auch keine (dissipative) Verlustarbeit.

Von den Elektronen wird angenommen, dass sie sich in der Atombhiille dissipa-
tionsfrei bewegen (erstaunlich!). — Bei der Bahnbewegung der Himmelskorper um
ein Massezentrum (Muttergestirn), wie im Falle Mond/Erde, Planet/Sonne oder
Sonnensystem/Galaktisches Zentrum wird dagegen permanent Energie zerstreut.
Das hat verschiedene Ursachen und fiihrt zu einer Verringerung ihrer Umlauf-
und Rotationsgeschwindigkeit: Das , Vakuum* ist mit interstellarem Staub und mit
mehr oder minder gro3en Korpern angereichert, es kommt zu StoBprozessen. Au-
Berdem wird den Objekten infolge der gegenseitigen Gezeitenwirkung Energie
entzogen, auch dadurch, dass sie Energie abstrahlen. Im jeweils geschlossenen
System geht an Energie nichts verloren und wird auch nichts hinzugewonnen.

1.13 Dissipation - Reibung und Dampfung
1.13.1 Reibung: Einfiihrung

Wie im vorangegangenen Abschnitt ausgefiihrt, werden bei sich beriihrenden und
sich relativ zueinander bewegenden festen Korpern gegenseitig wirkende Rei-
bungskrifte in deren Grenzflachen geweckt. Bei Fluiden (also in Fliissigkeiten und
Gasen) werden zusitzlich Reibungskrifte innerhalb der Fluidschichten induziert.
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Abb. 1.34 Reib-
pariner fest flussig gasform.
fest ‘\ Y [ ]
flissig [ ] L]
gosform, ™ '

. obnehmende Reibung

Abb. 1.35 R: Kraft (konstant)
Weg@ A
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Das gilt fiir alle Stoffformen, also Aggregatzustinde der Partner, wie im Sche-
ma der Abb. 1.34 angedeutet, wobei die ursdchlichen Mechanismen der hierbei
ausgelosten Krifte im Einzelnen sehr unterschiedlich sind.

Reibung geht mit einer Verhakung/Verklammerung in den sich relativ zuein-
ander verschiebenden Schichten und einer Molekiilbewegung in diesen einher.
Hierdurch entsteht Wirme. Dieser Vorgang ist irreversibel, d. h. er ist nicht um-
kehrbar. Die Wirme verfliichtigt sich: Es wird Energie dissipiert = zerstreut.

Die verrichtete Arbeit ist umso grofler, je linger die Strecke ist, entlang der die
Reibungskraft (i. Allg. als konstant unterstellt) wirkt. So ist z. B. die Reibungsar-
beit einer Kraft R, die entlang des ldngeren Weges @ von Punkt 1 nach Punkt 2
geleistet wird, groBer als jene entlang des kiirzeren Weges @ von Punkt 1 nach
Punkt 2, weil eben Weg @ kiirzer ist (vgl. Abb. 1.35). Das bedeutet: Das Arbeits-
integral ist wegabhingig. Reibungskrifte nennt man daher nichtkonservativ. Ist
die Arbeit einer Kraft vom Weg unabhingig, heifit sie konservativ; Krifte im Gra-
vitationsfeld sind konservativ.

1.13.2 Korperreibung

Das auf C.A. de COULOMB (1736-1806) zuriickgehende Reibungsgesetz zwi-
schen Festkorpern lautet (Abb. 1.36):

FR:,LL'FN.

Fp ist die Reibungskraft in Richtung der Relativverschiebung. Man spricht von
Festkorperreibung. — Fy ist die senkrecht (normal) zur Gleitfliche wirkende re-
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Abb.1.36 u [Reibungsheiwert)

Pl
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sultierende Kraft, auf horizontaler Ebene ist es die Auflast, also das Gewicht, des
Korpers. p ist der Reibbeiwert (Reibkoeffizient).

Es wird zwischen pg (Gleitreibung) und vy (Haftreibung) unterschieden.
Stets gilt ug < pg, vgl. Abb. 1.36.

Bei der Anwendung des Reibungsgesetzes wird angenommen, dass it von der
Hohe der Relativgeschwindigkeit unabhiéngig ist. Auch wird unterstellt, dass der
Beiwert 11 unabhingig von der GroBe der Kontaktfliche ist. Beide Annahmen
treffen nur in Anndherung zu! In erster Linie sind ug und py von der Rauig-
keit der Beriihrungsfliche der beiden Reibpartner abhingig. Je besser die Flachen
aufeinander passen (z. B. geschliffene Fliachen), umso stirker wirkt sich die natiir-
liche Haftkraft (Adhésion) aus. Es gibt auch Fille, in denen p stirker vom Druck
beeinflusst wird, z. B. beim Gleitwerkstoff PTFE (Polytetrafluorethylen).

Da Reibung mit Abrieb verbunden ist und mit Verschleif3 einhergeht, kann sich
der Reibbeiwert im Laufe der Zeit dndern. Zusammengefasst bleibt festzuhalten:
Stoffart, Rauigkeit, Zustand (trocken, nass, geschmiert), fallweise Walz- und Fa-
serstruktur und deren Lage zur Bewegungsrichtung, sie alle zusammen, bestimmen
die Grofle des Reibungsbeiwertes. Die in Abb. 1.37 angegebenen Reibbeiwerte
sind als Anhalt zu begreifen; die Streuung der Werte ist z. T. betrdchtlich.

Reibbeiwerte werden im Versuch ermittelt. Abb. 1.38a zeigt das Vorgehen auf
einer Horizontalebene, Fy ist gleich der vertikalen Auflast Q: s und gy lassen
sich im Versuch bestimmen, indem die Kraft Fz mit einer Federwaage gemessen
wird: @ = Fg/ Fy. Die Oberfliche der Unterlage und jene des gleitenden Korpers
haben bei dem Versuch eine definierte Beschaffenheit. — Eine weitere Moglichkeit
bietet ein Rutschversuch auf einer schiefen Ebene. Sie sei gegeniiber der Hori-
zontalen unter dem Winkel p geneigt (Abb. 1.38b). Bei einem bestimmten Winkel
beginnt der Korper zu gleiten, zu rutschen. Das Gewicht des Korpers sei Q. Die
normal zur schiefen Ebene wirkende Kraft betrigt: Fy = Q - cos p und die in
Richtung der schiefen Ebene wirkende (Abtriebs-)Kraft: Q -sin p. Der Korper setzt
sich bei jenem Winkel py in Bewegung, bei welchem die (Hang-)Abtriebskraft die
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Festkorper - Haftreibung Gleitreibung
Paarung trocken ]geschmiert| trocken | geschmiert Bemerkung
tahl - Stahl 0.L5 0.10 0..0 [ 0.05 Stahl rauh
Stahl - Stahl 0.1 0.10 0,10 0,05 Stahl glatt
Stahl - Gufleisen | 0.2 0.10 0.15 0.05 Stahl v. Gufeisen glait
Stahl - Bremsbelag 0.60 = 0,55 - Stahl glatt
Stahl - Teflon 0,04 - 0,04 3 Stahl glatt
Stahl - Beton 0,30- 0,50 - |0,20-0,L0 = _
| Stahl - Holz ~ J0,50-0,60 % 0,30-0,5 = -1
Holz - Holz 0,L0-0,70 = 0,20-0,4 = -1
Beton - Holz 0,50-0,70 - 0,30-0,L0 - Il =5l
Gummi - Asphalt 0.70-0,80 L0 J050-0,60f 0.3 _geschmiert = nafl |
Gummi - Beton J0.60-0,80 .k 0.50-0.70 3 geschmiert = nafl
Gummi_- Eis 0,20 0, 15 0 geschmiert = nafl
Abb. 1.37
a
FR —-
FN :n
Abb. 1.38

Haftreibungskraft erreicht bzw. tiberschreitet:
Q-sinpy = Fr=pup-Fy =pug-Q-cospy — Uy =tanpy

Der Haftreibungskoeffizient ist somit gleich dem Tangens jenes Winkels, bei wel-
chem der Korper zu rutschen beginnt.

GroBen Einfluss auf den Reibungsbeiwert hat einsichtiger Weise der Schmier-
zustand. Bei der Schmierung ist ein Medium in Form eines Schmierstoffes, z. B.
Ol, am Reibungsvorgang beteiligt. Die Schmierung dient bei Maschinenelemen-
ten dazu, Reibung und Verschlei3 herab zu setzen. Das Fachgebiet nennt man im
Maschinenwesen , Tribologie*.
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Wie bekannt, gibt es Fille, in denen eine Schmierung unerwiinscht ist, z. B.
beim Bremsvorgang auf feuchter/vereister Fahrbahn oder beim Gehen auf vereis-
ten FuBBwegen, wenn diese nicht gestreut sind.

Reibungsarbeit Wk und Reibungsleistung Pg (Verlustleistung) folgen aus:

14 s
Wr=Fgr-s=pu-0-s: PRZTRZM'Q-;ZM-Q'UZFR-U

s ist der Verschiebungsweg. Die Formel fiir Pr unterstellt eine konstante (ggf.

gemittelte) Geschwindigkeit v und eine konstante Auflast Q. 7 ist hier jene Zeit, in

der die Strecke s durchmessen/durchfahren wird.

Rollreibung Ein technisch wichtiger Fall ist die Rollreibung (Abb. 1.39a). Beim
Eindriicken eines Rades (oder einer Rolle) in die Unterlage, stellt sich ein Ver-
satz zwischen der Auflast Q und der Gegenkraft ein. Diesen Versatz nennt man
,Hebelarm der rollenden Reibung‘. Er wird mit f abgekiirzt. Damit eine Rollbe-
wegung zustande kommt, muss das Drehmoment Q - f aufgebracht werden. Dem
entspricht das dquivalente Ersatzproblem einer Abrollung auf einer ebenen Fliche
(ohne Eindriickung), bei welcher die Reibungskraft Fz am Hebelarm R wirkt. R
ist der sogenannte ,Hebelarm der Drehung®, also der Radius des Rades oder der
Rolle, vgl. Abb. 1.39a. Aus der Gleichsetzung von Fg - R mit Q - f folgt:

Fr=0- %; f: Hebelarm der Rollreibung

f ist abhingig von der Beschaffenheit der Partner, also vom Zustand der Fahrbahn
und des Rades. Beim Rad mit Reifen beeinflusst unter anderem der Luftdruck im
Reifen und damit dessen ,Latsch‘ die Hohe des Rollwiderstandes. Die Zahl f kann
nur mittels Versuchen bestimmt werden. Hierzu seien einige Anhaltswerte ver-
merkt: Eisenbahnrad auf Schiene: f = 0,05 cm; Kranrad aus Stahl mit Spurkranz:

Abb.1.39 a Q: Auflast (Kraft) b
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f = 0,05-0,07cm, Kranrad aus Kunststoff mit Spurkranz: f = 0,10-0,15cm.
Dem Rollvorgang iiberlagert sich eine gewisse Schlupfbewegung (Gleitreibungs-
anteil), der Einfluss ist iiber den Versuch in f enthalten. — Reibungsarbeit und
-leistung berechnen sich nach obigen Gleichungen (vgl. auch unten).

Wiilzreibung Das Problem der Wilzreibung (Abb. 1.39b) ist mit dem Problem
der Rollreibung verwandt, gleichwohl gibt es einen entscheidenden Unterschied:
Die Achse rollt nicht auf einer Ebene ab, sondern gleitet auf einer gekriimmten
Flache und bewegt sich dabei nicht vorwirts. Der Gleitkomponente iiberlagert sich
ein Schlupf. Um die im Lager sich ausbildenden Widerstinde unterschiedlichen
Ursprungs zu iiberwinden, muss das Reibungsmoment Mg = Fr-r = pu-Q -r
aufgebracht werden. p ist hier die Wélzreibungszahl, man spricht auch von der
Zapf- oder Lagerreibungszahl. Stoffart der Partner und Schmierung des Lagers
haben groflen Einfluss auf p.

Der Wilzreibungsbeiwert ist theoretisch etwas kleiner als der Reibungsbei-
wert derselben Partner bei einer Gleitreibung auf ebener Flache, zwéangungsfreies
Lagerspiel vorausgesetzt. Real sind i. Allg. Zwéngungen vorhanden, dann ist p
hoher als bei einer ebenen Gleitung. Der Erhohungsfaktor ist u.a. vom Lager-
spiel, der spezifischen Lagerbelastung und der hiermit verbundenen Lagerverfor-
mung sowie von der Temperatur abhiingig, letzteres wegen der temperaturabhin-
gigen Anderung des Lagerspiels. Hierzu einige Angaben: Wiilzlager als Kugel-
lager: © = 0,001-0,004; Wilzlager als Gleitlager: Abhidngig von der Paarung
gelten folgende Anhalte (erste Zahl trocken, zweite Zahl geschmiert): Stahl/Stahl:
0,10/0,05; Stahl/Gusseisen: 0,15/0,05; Stahl-Bronze/Stahl-Gusseisen: 0,10/0,07:
Stahl-Hartchrom/Gusseisen-Hartchrom: 0,15/0,03.

Fiir eine volle Umdrehung folgen Reibungsarbeit und Reibungsleistung aus:

Wr=Fgr-s=Fr-2m-r=2m-Mpg
Wg 2 2 T
K= t TR T e0/m TR T 30 K
n ist die Drehzahl pro Minute. — Handelt es sich um das Lager eines Laufrades mit
dem Radradius R, kann der Wilzreibungseinfluss durch eine Reibungskraft in der
Abrollfliche dquivalent ersetzt werden:

F N M R N Q r
R=TR “H¥R
Fahrwiderstand eines Rades Der Fahrwiderstand eines Rades setzt sich aus dem

Widerstand beim Abrollen des Rades auf der Fahrbahn und dem Wilzwiderstand
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am Achszapfen zusammen, vgl. oben:

r .

g bezeichnet man als Fahrwiderstandszahl. In ihr ist der Rollwiderstand auf der
Fahrbahn und der Wilzwiderstand auf der Achse zusammengefasst: f ist der He-
belarm der Rollreibung und p die Wilzreibungszahl. (Bei einem Fahrzeug tritt
noch der Luftwiderstand hinzu.)

Durch die Verformung des Reifens im Bereich der Seitenwand und des Um-
laufbandes innerhalb des Latsch und durch die hierbei entstehende innere Mate-
rialreibung einerseits und das Einsinken des Reifens in die Fahrbahn andererseits
kommt der Fahrwiderstand zustande; der Beitrag der Wilzreibung des Rades auf
der Achse ist gegeniiber diesem Einfluss gering. Richtiger Reifendruck vorausge-
setzt, gilt fiir PKW-Reifen auf Asphaltstraen bis 100km/h: g = 0,010; von
hier aus ansteigend auf 0,015 bis 0,020 bei ca. 200 km/h, teilweise noch hoher; auf
Kopfsteinpflaster und Schotterwegen liegen die Werte doppelt so hoch.

Fiir LKW-Reifen betridgt g bei Asphaltstralen ca. 0,020, bei festem Erdweg
ca. 0,050 und bei aufgeweichtem Boden ca. 0,200 bis 0,400, ggf. liegt ug noch
hoher.

1.13.3 Erganzungen und Beispiele zum Thema Reibung

1. Beispiel

Ein PKW mit der Masse m = 1200kg, zusitzlich 3 Personen a 75 kg und Gepick 75 kg
durchfihrt auf einer Asphaltstrafle eine Strecke von 50 km = 50.000 m Liange mit der mitt-
leren Geschwindigkeit 100 km/h. Der Rollwiderstand sei pg = 0,0175. Wie groB sind Fg,
WR und P, R7

Fr = pug-Q =0,0175- (1200 4 3-75 + 75) - 9,81 = 0,0175 - 14.715 = 257,5N
Wg = Fg-s = 257,5-50.000 = 12,9-10°J = 12,9- 10°kJ

Fahrzeit:
s 50km
t=-=_———— =05h=1800s
v 100km/h
Wr _ 12,9-10° J
Pr=—2 =" =715~ = 7153W = 7,153kW (= 9,73PS)
t 1800 s

In der Realitit tritt noch der Stromungswiderstand und fallweise der Steigungswiderstand
bei hiigeliger Strafe hinzu. Der Luftwiderstand berechnet sich zu (vgl. Abschn. 2.4.2.3):
p

FWZE’CUJ’A'UQ
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Leistungsberechnung: Leistung P als Funktion der Geschwindigkeit v

i 4
v v Hr Fr _i 2 ! Fw Fa+ F'.n.'! P P BI]-—Pln 5 e HEV:
50 [ 139 [0014 [ 210 [ 1932 | 69 | 279 | 3878 [ 39| |- — 7
100 | 278 | 0018 | 270 | 7728 | 276 | 545 | 15151 [ 15250 e~ T
150 | 427 | 0,022 | 330 | 1823,3 | 660 A 980 | 41846 | 419
200 | 556 | 0,026 | 390 | 30914 | 1101 | 1491 | 82900 [829| |— e
kmin | mis - | N [(msg| N N [ W W] 8> -

0 50 1iIJ!] 150 200 km/h

Abb. 1.40

p ist die Dichte der Luft, sie betriigt etwa 1,25kg/m?. c,, ist der Luftwiderstandsbeiwert; fiir
PKW gilt etwa 0,25 bis 0,35, A ist die verdringte Frontflache und v die Fahrgeschwindigkeit.
Fiir Sportwagen kann c,, zu 0,25 bis 0,35 angesetzt werden, fiir Mehrzweck-PKW und offene
Kabrioletts zu 0,5 bis 0,7, fiir Omnibusse zu 0,6 bis 0,7 und fiir LKW zu 0,7 bis 1,4, vgl. hier
den genannten Abschnitt.

2. Beispiel
Die Aufgabe des vorangegangenen Beispiels wird auf vier Geschwindigkeiten erweitert. Der
Fahrwiderstandsbeiwert wird dabei der Geschwindigkeit angepasst. Gesucht ist die Fahrleis-
tung fiir Q = 15.000N (~ 14.715 N). Fiir das Beispiel gelte: ¢,, = 0,30, A = 1,90 m?. In
Abb. 1.40 (links) ist die Rechnung ausgewiesen, Teilabbildung rechts zeigt das Ergebnis als
Grafik: Die Fahrleistung steigt stark tiberproportional mit der Geschwindigkeit, was auf der
linearen Zunahme von Fg und der quadratischen Zunahme von Fy, mit der Geschwindigkeit
v beruht. Hinweis: fiir die Berechnung der Leistung P ist von obiger Formel auszugehen.
Der Steigungswiderstand auf einer Fahrbahn mit dem Steigungswinkel o berechnet sich
zu:

FS:Qosina:Qo% (g=98Im/s?), Q=m-g

Muss das Fahrzeug steigen, ist die Steigungskraft Fg dem Roll- und Fahrwiderstand
Fr 4+ Fy hinzu zu addieren, bei Gefille zu subtrahieren.

Um ein Fahrzeug anzutreiben, muss die Haftreibung in der Radaufstandsfliche grofer
sein als die Antriebskraft am Rad: Die Haftkraft beschrinkt die Antriebskraft. Ist letztere
groBer, drehen die Antriebsréader durch.

Durch einen Spoiler kann die auf die Fahrbahn abgesetzte Druckkraft erhtht werden.

Die Haftreibungszahl ist vom Stralen- und Reifenzustand abhingig, hierzu einige An-
gaben: Trockene Asphaltstrale uy = 0,7 bis 0,9. Bei nasser Fahrbahn fillt der Wert in
Abhingigkeit von der Dicke des Wasserfilms und der Fahrgeschwindigkeit auf 0,5 und noch
tiefer ab, fallweise bis herunter auf 0,1, bei Glatteis gar auf 0,05 (bei ca. 0 °C); bei nochmals
tieferer Temperatur steigt die Haftreibung wieder an.

3. Beispiel
Soll ein PKW mit Q = 15.000N aus der Geschwindigkeit v = 100km/h = 27,8 m/s
heraus iiber alle Rider voll abgebremst werden und ist der Reibbeiwert 0,5, lédsst sich der
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Bremsweg mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes einfach berechnen: Die kinetische Energie
des Fahrzeugs betrigt:

v? 15.000 27,82
E... — —_— = . ——— =1529. 4 = .
kin = M 3 981 > 529 - 386, 590.836J

Die bei einer Vollbremsung dissipierte Energie berechnet sich zu:
Egis = p - O - SBremsweg = 0.5+ 15.000 - sp = 7500 - 53
Aus der Gleichsetzung Ey;, = Egis ergibt sich der Bremsweg zu:

590.836

SBremsweg — W =79m

Erreicht der Reibbeiwert beim Abbremsen nur den halben Wert, verdoppelt sich der Brems-
weg, auch, wenn die Bremsung bei den Réadern vorne oder hinten ausfillt. — Moderne Fahr-
zeuge sind mit einem ABS (Antiblockiersystem) ausgestattet. Durch dieses wird ein Blo-
ckieren der Réder bei der Bremsung geregelt verhindert. Dadurch wird ein Ausbrechen des
Fahrzeugs aus der Spur unterdriickt, die Bremsfunktion wird verbessert.

Neben den zuvor behandelten Reibungsarten spielen weitere, insbesondere im
Maschinenbau, eine wichtige Rolle (Abb. 1.41): a, Zapfreibung (Bohrreibung wirkt
dhnlich) und b, Gewindereibung bei Spindelbetrieb. Die Reibung beim Anziehen
einer Schraubenmutter wirkt dhnlich wie Fall b. — Wichtig ist auch die Seilreibung
bei Antriebsstringen aller Art, wie bei Riemen- und Seilantrieben (ohne und mit
Keilnut, beispielsweise bei Seilbahnantrieben oder bei Keilriemen in Kraftfahr-
zeugen) und zur Fixierung von Seilen. Auch dieser Fall wird im Maschinenbau im
Fachgebiet ,Maschinenelemente‘ behandelt.

Abb. 1.41 a Q: Kraft

Ti

o
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1.13.4 Fluidreibung

Unter einem Fluid wird im Folgenden ein Stoff im Aggregatzustand fliissig oder
gasformig verstanden. Die Bindung der Molekiile untereinander ist bei einem Gas
schwicher als bei einer Fliissigkeit, bei einem Gas ist sie nahezu aufgehoben (Bd. I,
Abschn. 2.3.3 und 3.2.5). Das Stromungsverhalten ist bei Fliissigkeiten und Gasen
dhnlich. Daher ist es zur Beschreibung der Stromung moglich, sie unter dem Be-
griff Fluid zusammenzufassen. Die Fluidreibung wird zwischen den sich relativ
zueinander bewegenden Fliissigkeits- und Gaspartikeln bewirkt. Einsichtigerweise
ist sie in einer Fliissigkeit groBer als in einem Gas. Deutlich wird der Unterschied,
wenn die Sinkgeschwindigkeit, z. B. einer Kugel in einem Fluid, gemessen wird.

Die Geschwindigkeit ist von der ,Klebrigkeit* des Fluids abhingig, man spricht
von der Viskositit oder Zihigkeit des Fluids. Die Viskositit ist ein Stoffwert, er ist
vom Druck und in starkem MafBle von der Temperatur abhéngig. Eine Fliissigkeit
ist deutlich ziher als ein Gas, aulerdem wird bei einer Bewegung in einer Fliis-
sigkeit eine viel grofere Fluidmasse verdringt, was mit einer Trigheitswirkung
einhergeht. Die Unterschiede bei einer Bewegung in einer Fliissigkeit und einem
Gas lassen sich wie folgt kennzeichnen:

1. Die Viskositit einer Fliissigkeit und eines Gases ein und desselben Stoffes un-
terscheiden sich um ein, zwei oder mehr Zehnerpotenzen! Bei einer Tempera-
turerhohung sinkt die Viskositit in einer Fliissigkeit (da die Molekularbindung
schwicher wird), in einem Gas steigt sie an (was auf der stirker anwachsenden
Geschwindigkeit und StoB3energie der Gasmolekiile beruht).

2. Als Folge der unterschiedlichen Viskositidt gemdf3 Pkt. 1, ist die Relativge-
schwindigkeit bei natiirlichen und technischen Stréomungen in Fliissigkeiten
i. Allg. geringer als in Gasen. Das wird deutlich, wenn man beispielsweise
die Stromung in Wasser und Wasserdampf gegeniiber stellt. — Die Strémungs-
zustdnde unterscheiden sich wesentlich: Bei einer Bewegung in Fliissigkeit
(zumindest in einer hochviskosen, z. B. in Ol) handelt es sich eher um eine
laminare (glatte, gleichformig geschichtete) Strémung, bei einer Bewegung in
einem Gas eher um eine turbulente (insbesondere im Nachlauf und das bei ho-
her Geschwindigkeit). In Abb. 1.42 sind die Unterschiede im Stromungsverlauf
schematisch dargestellt, so wie sie im Regelfall vorliegen: Bei sehr geringer
Geschwindigkeit verlduft die Stromung in einem Gas laminar, bei sehr hoher
Geschwindigkeit in einer Fliissigkeit turbulent.

3. Wegen der unter Pkt. 2 genannten Unterschiede ist der durch die Bewegung in
einem Fluid ausgeloste Widerstand (Stromungswiderstand Fyy ) in unterschied-
licher Weise von der Geschwindigkeit v abhingig:
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o

Abb. 1.42

]

| N

<— Sinkbewegung
sinkende Kugel

laminare Strémung turbulente Strémung

Fluide mit hoher Viskositit: Fy ist proportional zu v (gilt fiir Fliissigkeiten),
Fluide mit geringer Viskositit: Fyy ist proportional zu v? (gilt fiir Gase).

Im ersten Falle steigt der Widerstand linear mit der Geschwindigkeit, im zwei-
ten Falle quadratisch, also nicht-linear, es handelt sich dann eigentlich um keine
Reibungs- sondern um eine mit der Verdringung einhergehende Trigheitswir-
kung.

Die Herleitung des Stromungswiderstandes in viskosen und nicht-viskosen Flui-
den ist Gegenstand der Fluiddynamik (Stromungsmechanik, Abschn. 2.4.2), die
Vorgénge sind komplex und vielfiltig.

Fiir den einfachsten Verdringungskorper, die Kugel, lauten die Gesetze:

e Viskoses Fluid bei eher geschichteter Stromung (Fliissigkeit mit hoher Viskosi-
tét):

A
Fy=6rrn-v=6—n-v
r

r: Radius der Kugel in m, A: Verdringungsfliche in m?, n: ,dynamische Vis-
kositit*, v: Geschwindigkeit in m/s. Die SI-Einheit von 7 lautet Pascalsekunde
(Pa-s): 1Pa-s = INs/m?> = lkg/m-s.
Der Quotient aus der dynamischen Viskositit und der Dichte wird ,kinemati-
sche Viskositit‘ genannt (es ist das Viskositits-Dichte-Verhiltnis): v = n/p.

e Nicht-viskoses Fluid bei eher turbulenter Stromung (Gas mit vernachlissigbarer
Viskositit):

Fy :g-cw-A-v2

p: Dichte in kg/m?3, ¢,,: Stromungsbeiwert (dimensionsfrei), A: Verdringungs-
fliche in m?, v: Geschwindigkeit in m/s. Im Falle der Kugel ist c,, keine
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Abb.1.43

Konstante, sondern von der sogen. Reynolds-Zahl abhiingig, die ihrerseits eine
Funktion der Geschwindigkeit und Kugelgrofle ist. Bei niedrigen Reynolds-
Zahlen betrigt ¢, ca. 0,50, bei hoheren ca. 0,20, bei sehr hohen ca. 0,10.
Die c,,-Werte konnen nur im Wasser- oder Windkanal experimentell bestimmt
werden. Wegen weiterer Einzelheiten vgl. Abschn. 2.4.2.

1.13.5 Dampfung: Einfiihrung

Mit der Schwingungsbewegung materieller Korper und Kontinua geht stets Dadmp-
fung einher. Es handelt sich um Energie dissipierende Vorginge. Sie werden durch
unterschiedliche innere und duflere Reibungen verursacht. Der Begriff ,Dampfung®
steht nicht fiir einen konkreten Stoffwert sondern fiir eine Stoffeigenschaft, fiir das
Vermogen eines Stoffes oder Stoffsystems, Bewegungsenergie zu zerstreuen.

Irgendwann kommt jede Bewegung, jede Schwingung, zum Erliegen, sofern
nicht stindig soviel Anregungsenergie im zeitlichen Mittel zugefiihrt wird, wie
im Mittel Dampfungsenergie zerstreut wird. Der zeitliche Verlauf einer abklingen-
den Schwingung erlaubt Schliisse iiber die Dimpfungsursache und die Hohe der
Déampfung, wie in Abb. 1.43 angedeutet.

Insgesamt erfasst der Begriff Ddmpfung ein weites Feld, eine systematische
Behandlung ist schwierig. — Bei technischen Anlagen werden vielfach Schwin-
gungsdampfer eingesetzt: Stodampfer in Stralen- und Schienenfahrzeugen aller
Art, Dampfer und Dammstoffe bei Maschinenfundamenten, seismische Schutzsys-
teme im Hoch- und Briickenbau. — Neben der mechanischen Dampfung gibt es sie
in elektrischen Systemen.

1.13.6 Reibungsdampfung

Unter dem Begriff Reibungsddmpfung wird im Folgenden die bei einer zyklischen
Bewegung eines Korpers durch Festkorper-Reibung dissipierte Energie verstan-
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den. Die Reibungskraft Fz wird bei den Hin-und-Her-Bewegungen als konstant
unterstellt. Abb. 1.44a steht fiir den Vorgang: Der Korper iibt auf die Unterlage
die Gewichtskraft 9 = m - g aus. Der Reibungsbeiwert sei . Die Reibungskraft
betriagt dann Fr = p - Q. Zwischen Haft- und Gleitreibung werde nicht unter-
schieden.

Wird der Korper von @ iiber @ nach @ verschoben, ist die Reibungskraft
gemil vorstehender Voraussetzung durchgingig konstant: Fr = konst. Bei @
wechselt Fr mit dem Wechsel der Bewegungsrichtung ihre Wirkungsrichtung. So
fortschreitend wird nach und nach ein voller Zyklus durchfahren und mit der Stel-
lung ® der Ausgang der Bewegung wieder erreicht. Von hier aus wiederholt sich
der Vorgang. Im ersten Viertel eines Umlaufs wird von Fg die Arbeit Fg - § ver-
richtet. § ist die Amplitude (der Ausschlag) der zyklischen Bewegung. Im zweiten
Viertel wird von Fy dieselbe Arbeit verrichtet: (—Fg) - (—5) = Fg - §. Insgesamt
belduft sich die Reibungsarbeit eines vollen Zyklus zu:

Wg=4-Fg-§

Das ist der Inhalt des Rechtecks in Abb. 1.44b. Man nennt die Figur ,Hysterese‘.
Wy ist die wihrend eines Zyklus sich im Wesentlichen als Wiarme verfliichtigende
Energie. (Bekanntlich reibt man die Handflichen gegeneinander, um die Hidnde zu
warmen.)

Wy ist im vorliegenden Falle unabhingig von der zeitlichen Anderung der Ver-
schiebung, also unabhéngig davon, wie schnell die Hin und Herbewegung erfolgt.
Man spricht in solchen Fillen auch von hysteretischer Dampfung.

Verlduft die Bewegung sinusformig, nennt man sie ,harmonisch‘. Der Weg
s = s(t) gehorcht in diesem Falle der Funktion (Abb. 1.44c¢):

t
=s(t) = §-sin27 —
s =s8(t) ssmnT

t ist die Zeit und T die Dauer einer Periode, sie wird in s (Sekunden) gemessen. §
ist die Amplitude in m (Meter).

Der Ablauf der sinusformigen Bewegung eines Zyklus nach vorstehender Glei-
chung lésst erkennen, dass die Wegordinate s = s(z) fiir die Zeitpunkte /T =
1/2und /T = 1 gleich Null ist, also der Nullpunkt durchlaufen wird und dass
fiir die Zeitpunkte 1/ T = 1/4 und =3/4 die Wegordinate gleich +1-§ bzw. —1-§
ist, also jeweils der GroBtwert, die Amplitude, erreicht wird. — Der Kehrwert von
T ist die ,Frequenz‘ der harmonischen Bewegung, abgekiirzt mit f:

1
I=7
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Abb. 1.44 a |
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Abb. 1.45

o——— ] —— =t

by ——

Das ist die Anzahl der Sinus-Zyklen pro Zeiteinheit, also pro Sekunde. Diese Ein-
heit trigt den Namen Hertz (abgekiirzt mit Hz, benannt zu Ehren von H. HERTZ
(1857-1894), dem Entdecker der elektromagnetischen Wellen).

Dauert die Periode eines Zyklus 7" = s, also eine Sekunde (Abb. 1.45a), be-
triagt die Frequenz f = 1/1s = 1Hz, das bedeutet ein Schwingungszyklus pro
Sekunde. Dauert der Zyklus eine halbe Sekunde, gilt also 7 = 0,5 - s, betrégt die
Frequenz f = 1/(0,5-s) = 2 Hz, das sind zwei Zyklen pro Sekunde (Abb. 1.45b).

Die Funktion fiir die harmonische Bewegung kann bei Verwendung der Fre-
quenz f zu

s=s(t)=5-sin2x f -t

angeschrieben werden. Es ist iiblich, den Ausdruck 27 f mit w abzukiirzen und

mit ,Kreisfrequenz‘ zu benennen:

2
w=2ﬂf:?

Hiermit lautet Gleichung fiir die zyklische Hin-und-Her-Bewegung
s=s(t)=5§-sinwt.

Wird die Arbeit eines Zyklus auf die Dauer des Zyklus bezogen, also auf 7', erhilt
man die (mittlere) Leistung (man spricht von Verlustleitung) zu:
Wr
Pr = T =Wg-f

Das ist einsichtig: Ist die Frequenz hoch, werden pro Zeiteinheit viele Hysteresen
durchlaufen, die Verlustleistung Py ist entsprechend hoch, vice versa.

Ist der Korper in Abb. 1.44a mit einer Zug-Druck-Feder verbunden, muss bei
der Verschiebung zusitzlich zum Reibungswiderstand ein Federwiderstand iiber-
wunden werden. Die Riickstellkraft der Feder ist k - s, wenn k die Federkonstante
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Abb. 1.46 a F
ohne Feder: t R
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ist. (Die Federkraft ist gleich der Federkonstanten mal dem Federweg.) Im Um-
kehrpunkt der Bewegung ist die Federkraft mit k - § am groften, wihrend des
Nulldurchgangs ist sie Null. Wird die Summe aus Reibungskraft und Federkraft,
also F = Fg + k - s, liber der Verschiebung s aufgetragen, stellt sich eine schief
liegende Hysterese ein, wie in Abb. 1.46b dargestellt.

1.13.7 Viskose Dampfung

Andert sich die Reibungskraft proportional mit der Geschwindigkeit, spricht man
von viskoser Reibung und im Falle einer zyklischen (Schwingungs-)Bewegung
von viskoser Ddmpfung. Sie ist bei einer Bewegung in einem viskosen Medium
wirksam, z.B. in Ol. (Der Vorgang wird hiufig durch einen Hydraulikzylinder
versinnbildlicht: Ol stromt bei der Hin- und Herbewegung des Kolbens iiber einen
Speicher, Abb. 1.47a. Die Darstellung in Abb. 1.47b, das Ol stromt durch den Spalt
zwischen Kolben und Zylinder ist als Modell zu begreifen!)

Die viskose Reibungskraft ist zu Fr = d - v definiert, v ist die Geschwindigkeit
in m/s und d der viskose Reibungs- bzw. Dampfungsbeiwert. Dieser Beiwert muss
experimentell bestimmt werden (s. u.).

Wird von vornherein von einer harmonischen Bewegung ausgegangen, so folgt
die Geschwindigkeit als Ableitung des Weges s = s(¢) nach der Zeit (vgl. Ab-
schn. 1.2):

ds . 27w t
UZU(I)ZEZS‘?-COSZH?
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Abb. 1.47 a
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B

(Das Differential der Sinusfunktion ist dem Verlauf nach die Cosinusfunktion,
Bd. I, Abschn. 3.7.1.3.) Die Dampfungskraft verlduft demnach cosinusformig:

2 t
FR:d-v:d-f-?n-cos%rT

. t . .
= FR'COSZT[T = Fr-cos2nft =Fg-coswt

mit der Kraftamplitude:

~ . 2w
FR:d-s-?

In den Umkehrpunkten der Bewegung ist die Geschwindigkeit Null, daher auch
die Dampfungskraft. Beim Nulldurchgang ist die Geschwindigkeit am groften,
demnach auch die Dampfungskraft. Das erklirt den in Abb. 1.48b dargestellten
zeitlichen Verlauf der Dampfungskraft F.

Werden zugeordnete Werte Fr und s in einem Fg-s-Diagramm aufgetragen,
ergibt sich als Graph dieser Funktion eine Ellipse. Das bedeutet: Die Ellipse ist
die Hystereseform der viskosen Dampfung. In Abb. 1.48c ist das Ergebnis veran-
schaulicht, Teilabbildung d zeigt die Hysterese einschlieBlich der Wirkung einer
elastischen Federkraft. Der Vergleich mit Abb. 1.46b verdeutlicht den Unterschied
zwischen einer Dampfung durch trockene und viskose Reibung.

Wird die Gleichung fiir Fz durch Fg dividiert und anschlieBend quadriert, folgt:

(FR(I)/I%R)2 =cos’wt

Weiter umgeformt folgt (sin? x 4 cos> x = 1 — cos? x = 1 — sin’ x):

(Fr(1)/Fr)? =cos’wt = 1 —sin*wt = 1— (s/5)>



58 1 Mechanik I: Grundlagen
a
LU Bewegung:
Weg s
PRI
sstmT
[ Zeit t
v T
e Dampf kraft:
1 fﬂ 5
e Al
0 L t
S
L—— T- —=t
Abb. 1.48

Aus vorstehender Beziehung folgt nach geringer Umstellung:

(%
Fr

Das ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbmessern F g und §.
Der Flicheninhalt dieser Ellipse ist die pro Zyklus dissipierte Dampfungsarbeit
(Dampfungsenergie):

WR:n-ﬁR-fzn-d-a)-f

2

Beweisen lisst sich das Ergebnis, indem iiber d Wi = Fg-ds iiber die Dauer eines
vollen Zyklus integriert wird. — Kann die in einem Versuch ermittelte elliptische
Hysterese ausgemessen werden, kennt man deren Fldcheninhalt (= Wy). Daraus
folgt der Dampfungsbeiwert d zu:

N
in der Einheit ——.
m/s
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1.14 Energiewandlung
1141 Wirkungsgrad

Wie in den vorangegangenen Abschnitten ausgefiihrt, kann die einem System inne-
wohnende Energie (das ist das Arbeitsvermdgen des Systems) in unterschiedlicher
Form vorliegen, als mechanische, thermische, chemische, elektrische, magneti-
sche oder nukleare Energie. Vielfach gilt es, eine Energieform in eine andere zu
iiberfithren. Bei dieser Umsetzung zwecks ,Erzeugung® (,Nutzung‘) geht ein Teil
,verloren‘. Das bedeutet: Ein Teil der zugefiihrten Energie dient als Nutzenergie
dem angestrebten Zweck, der andere ist Verlustenergie. Dieser Teil verfliichtigt
sich in irgendeiner Form, tiberwiegend als ,Abwirme‘: Es handelt sich um Dissi-
pation, also um Zerstreuung von Energie in Form von Wirme an die Umgebung.

In Abb. 1.49 sind in schematischer Form unwirtschaftlich und wirtschaftlich ar-
beitende Systeme gegeniibergestellt. Bei den Zweitgenannten handelt es sich z. B.
um Kraftwerke mit Warmekraftkopplung. Mit ihnen lédsst sich der Wirkungsgrad
anheben, indem die Abwirme fiir Heizungs- oder Antriebszwecke genutzt wird.

Mit dem Wirkungsgrad lisst sich die Giite, die Effizienz, der Energiewandlung
bewerten. Es ist eine fiir alle technischen Systeme wichtige Grofe:

e Die hochsten Wirkungsgrade werden in technischen Anlagen mit rein mecha-
nischer Energiewandlung erreicht, wie beispielsweise bei der Kraftiibertragung
durch Hebel, Riemen oder Zahnréder, beim Flaschenzug usf. Hier wirkt die
trockene Reibung energiedissipierend.

e Wird potentielle Energie in kinetische Energie umgesetzt, wie bei Wasserrddern
und -turbinen, ist ebenfalls mit einem hohen Wirkungsgrad zu rechnen. Neben
der trockenen Reibung treten noch hydraulische Reibungsanteile hinzu, z. B.
infolge innerer und duflerer Fluidreibung (Stromungsturbulenz und Wandrei-
bung).

Abb. 1.49 a
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Abb. 1.50 Maschinen/Komponenten n Anlagen Nges
Elektro-Generatoren 0,85-0,95 | Wasserkraftwerke | 0,75-0,90
| Elektro-Motoren 0,75-0,90 | Kohlekraftwerke | 0,30—0,50
Elektrische Ausriistungen | 0,80—0,95 | Gaskraftwerke | 0,50—0,60 |
Otto-Motoren | 0.25-0.35 | Kemkraftwerke | 0,35-0,45
‘Diesel-Motoren 0.30-0.40 | Windkraftwerke | 0,40—0,55
Dampf-Turbinen | 0,40—0,50 | Solarkraftwerke | 0,12—0,17

e Auch bei elektrischen Generatoren ist der Wirkungsgrad hoch, weil die elektro-
magnetische Induktion vergleichsweise verlustarm verlduft.

e Hohe ,Verluste® treten immer dann auf, wenn Verbrennungsvorgénge bei der
Umsetzung von chemisch oder nuklear gebundener Energie in mechanische
oder elektrische Energie beteiligt sind, wie bei Warmekraftmaschinen aller Art.
Es handelt sich hierbei um Kreisprozesse. Deren Effizienz ist aus thermodyna-
mischen Griinden begrenzt. Der Wirkungsgrad liegt i. Allg. unter 50 %, meist
deutlich darunter! Kap. 3 (Thermodynamik) widmet sich dieser wichtigen The-
matik.

Alle Energiewandlungen sind in einem abgeschlossenen System dem Energieer-
haltungsgesetz unterworfen, physikalisch geht keine Energie ,verloren‘.
Der Wirkungsgrad ist zu

ENutzener ie
= R

E Energieeinsatz

definiert. Ein Wirkungsgrad n = 1 kann grundsitzlich nicht erreicht werden.

Die in der Tabelle der Abb. 1.50 links angegebenen Werte fiir 1 lassen erkennen,
dass die Wirkungsgrade technischer Komponenten aus den oben erlduterten Griin-
den sehr unterschiedlich sind. Wie ebenfalls bereits erwihnt, erreichen elektrische
Generatoren und Motoren die hochsten Werte. Solarzellen, welche elektromagne-
tische Strahlung der Sonne in elektrischen Gleichstrom umwandeln, liegen am
unteren Ende. Géngige Solarzellen sind mit n ~ 0,15-0,20 vergleichsweise ineffi-
zient. Solarzellen in den Satelliten der Raumfahrt erreichen hohere Wirkungsgrade,
vgl. Abschn. 3.5.7.2.

Sind mehrere Energiewandler in Serie geschaltet, geht bei jedem Wandler Ener-
gie ,verloren‘. Der Gesamtwirkungsgrad ist das Produkt aus den Wirkungsgraden
der beteiligten Komponenten (n sei die Anzahl der Komponenten):

Nges =M1 -M2MN3° ... M



114 Energiewandlung 61

Die in der Tabelle der Abb. 1.50 rechts eingetragenen Werte haben die Bedeutung
VON Tges.

Summa summarum kann man erkennen, dass die Energienutzung (trotz der
inzwischen entwickelten Hochtechnologie) nicht sehr befriedigend ist. Alle Maf3-
nahmen, die eine Erhohung des Wirkungsgrades anstreben, verdienen im Hinblick
auf die kiinftige Energieversorgung hochste Prioritit, ebenso die ErschlieBung neu-
er Energiequellen.

1.14.2 Energiegewinnung durch Wasserkraft

Als Beispiel zum Thema Energiewandlung wird die Energiegewinnung aus Was-
serkraft nachfolgend etwas ausfiihrlicher behandelt. — Geschichtliche Darstellun-
gen zur Wasserkraft findet der Leser in [10-12], Fachliteratur in [13—16] und zum
Thema Wasserkraft als Beitrag zu den Erneuerbaren Energien in [17].

Die eingestrahlte Sonnenenergie ldsst das Wasser auf Erden alliiberall verduns-
ten, insbesondere jenes der Meere. Das Wasser steigt als Wasserdampf in die At-
mosphire auf. Je wirmer die Luft ist, umso mehr Wasserdampf kann sie aufneh-
men (Abb. 1.51). Wihrend des Aufstiegs kiihlt sich die Luft ab, der Wasserdampf
kondensiert (zu Wolken) und wird vom Wind verfrachtet. Ein Teil regnet iiber dem
Meer (als SiiBwasser) wieder ab, der andere iiber dem Festland und sammelt sich
im Grundwasser oder in Bichen, Fliissen und in den grolen Stromen und gelangt
so wieder ins Meer, ein Teil fillt als Schnee iiber den polaren Eismassen und den
Gletschern der Hochgebirge herab.

Abb. 1.51 Sattigungsmenge in g/m?
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Abb. 1.52 a

s X
Unterschlachtiges Oberschlachtiges
Wasserrad Wasserrad

Die Energie des in den Bichen und Fliissen abflieBenden Wassers wurde schon
im Altertum vor der Zeitenwende und zunehmend im Mittelalter bis in die neuere
Zeit mit Hilfe von Wasserrddern als Antriebsenergie fiir Miihlen, Schmieden und
Sédgewerke, auch in Bergwerken, umgenutzt. Dabei gibt es zwei Formen von Was-
serrddern: Das ,Unterschldchtige Wasserrad®, dessen Schaufeln in das stromende
Wasser eintauchen und dadurch die Stofkraft aus dem aufgestauten Wasser bezie-
hen (Abb. 1.52a) und das ,Oberschlidchtige Wasserrad®, bei welchem die potentielle
Energie des Oberwassers beim Ablaufen iiber die becherférmigen Schaufeln in ki-
netische Drehenergie umgesetzt wird (Abb. 1.52b). Mit dem letztgenannten Rad
lassen sich hohere Wirkungsgrade erzielen.

In modernen Wasserkraftwerken gibt es im Wesentlichen drei unterschiedliche
Turbinenformen, vgl. Abb. 1.53. Es werden Wirkungsgrade bis 95 % erreicht. In
allen Fillen werden Generatoren angetrieben, die den erzeugten Strom ins Netz
speisen: Die Kaplan-Turbine (nach V. KAPLAN (1876-1934), 1913 erfunden)
kommt vorrangig in Flusskraftwerken (in sogen. Laufwasserkraftwerken) mit

Abb.153 a
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Abb.1.54 Leistungsdiagramm
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groBBen Wassermengen bei gleichzeitig geringer Fallhohe zum Einsatz. Die Schau-
feln sind verstellbar. Durch ein Wehr wird der Fluss aufgestaut. Im Wehr sind
i. Allg. mehrere Turbinen nebeneinander untergebracht, um in Abhéngigkeit vom
Wasserstand jede Turbine moglichst optimal bei Volllast betreiben zu kdnnen.

Die Pelton-Turbine (nach L. PELTON (1829-1908), 1880 erfunden) kommt
bei grolen Fallhohen zur Anwendung, dort wo das Wasser aus Stauseen im Hoch-
gebirge iiber Druckstollen oder Druckfallleitungen entnommen wird (Speicher-
kraftwerke). Die kinetische Energie des ankommenden Wassers setzt sich in Strahl-
stoBkraft gegen gewdlbte Hohlschaufeln um und treibt die Turbine an. Vielfach
wird das Wasser iiber mehrere Diisen iiber den Umfang des Rades zugefiihrt. Die
Turbine arbeitet mit hoher Drehzahl. Die Geschwindigkeit des aus der Diise aus-
tretenden Freistrahls berechnet sichzu v = /2 g - h mit g = 9,81 m/s? und  als
Fallhohe (vgl. Abschn. 1.12.3). Hiervon ausgehend wird die Leistung der Pelton-
Turbine berechnet. Es wurden schon Anlagen mit bis zu 1883 m Fallh6he gebaut!

Die Francis-Turbine (nach J.B. FRANCIS (1829-1908), 1848 erfunden)
kommt fiir mittlere bis groBere Fallhohen zum Einsatz. Sie besitzt schnecken-
formige regelbare Leitschaufeln und hat insgesamt einen spiraligen Aufbau. Die
Turbine ist auch als Pumpe einsetzbar, z. B. in Pumpspeicherkraftwerken.

Das in Abb. 1.54 wiedergegebene Diagramm vermittelt Anhalte zum Einsatzbe-
reich der Turbinen und zur erzielbaren Leistung in Abhingigkeit von der Fallhohe
und der pro Zeiteinheit verfiigbaren Wassermenge [13, 14].

Auf Abschn. 3.5.7 (Nichtfossile Energietridger) wird verwiesen.
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Abb. 1.55 g
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1.14.3 Beispiel und Anmerkungen zur Energiegewinnung
durch Wasserkraft

Beispiel
Der Hohenunterschied zwischen Ober- und Unterwasser bestimmt die Nutzhohe, Abb. 1.55.
An der Turbine betrégt die potentielle Energie:

Epw=F -h

(Energie = Arbeitsvermogen = Kraft mal Weg). F ist die , Wasserkraft*. Sie ldsst sich wie
folgt bestimmen: Aus dem Wasservolumen V', das in der Zeiteinheit, z. B. in der Sekun-
de, durch die Turbinen stromt, berechnet sich die zugehorige Wassermasse (= Dichte mal
Volumen):

m = Pwasser * V
Die (Gewichts-)Wasserkraft F ist Masse mal Erdbeschleunigung:
F=m-g=pwasser-g-V, g=298Im/s
Somit betrégt die potentielle Energie, die die Turbine und damit den Generator antreibt:
Epot = Pwasser* &V -

Pro Tag mdgen 6,0 Millionen m® Wasser aus einem Stausee durch die Turbine stromen.
Die Stauhdhe / gegeniiber dem Unterwasser betrage 25 m. Die Leistung des Kraftwerkes
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berechnet sich in folgenden Schritten:

Dichte des Wassers:  pwagser = 1.0 - 10> kg/m®

Wassermasse: m = pwasser * V = 1,0+ 10*-6,0-10° = 6,0- 10° kg

Wasserkraft: F=m-g=260-10"-981 = 5886-10°N

Potentielle Energie: Epoy = F -h =58.86- 10°-25,0 = 14,72-10'' Nm
=14,72-10"J.

Diese potentielle Energie wird jeden Tag als Arbeit an der Turbine abgesetzt. Die Leistung
des Kraftwerkes ist die pro Sekunde verrichtete Arbeit. Der Tag hat 24 - 60 - 60 = 86.400
Sekunden. Somit berechnet sich die Leistung des Kraftwerks in Watt (= Joule/Sekunde)
bzw. in MW zu

P = (14,72-10"/86.400) W = 17,04 - 10° W = 17,04 MW (MW = Megawatt).

Es treten diverse mechanische Verluste infolge Wandreibung und Verwirbelung innerhalb der
Rohrleitung und infolge der Reibung in den Turbinen- und Generatorlagern auf, zusitzlich
elektromagnetische Verluste im Generator und in den Elektroleitungen. Der Gesamtwir-
kungsgrad betrage: 1y = 0,8. Das ergibt eine Nennleistung von

P =08-17,04 = 13,6 MW

1. Anmerkung
Ein Kraftwerk erzeuge Strom mit einer Leistung von 1 W (1 Watt). Das ergibt pro Sekunde
eine Energie von 1] (1 Joule) und pro Stunde eine Energie von 3600 J. Um eine Energie
von 1J pro Stunde zu erzeugen, bedarf es der Leistung (1/3600)W = 2,78 - 1074 W =
2,78 - 1077 kW. Somit gilt: 1J = 2,78 - 10~ kW h.

Ein Kraftwerk mit einer Leistung von 1 W = 11J/s liefert demnach eine Energie in kW h

pro Sekunde (s) von 1J/s-s = 1] = 2,78 - 1077 kWh
pro Stunde (h) von 1J/s-3600s = 3600J = 1,00- 103kWh
pro Tag (d) von 1J/s-3600-24s = 85.400J = 2,40-102kWh

pro Jahr (a) von 1J/s-3600-24-365s = 31.536.000J = 8,77kW h

Ein Kraftwerk mit einer Leistung von 1000 MW (das ist das 1000- 10° = 10°-fache eines 1-
W-Kraftwerkes) erzeugt jihrlich eine Energie von 10°-8,77 kW h = 8770-10° kW h = 8770
Millionen kW h. Das setzt einen 100 %igen Volllastbetrieb voraus. Bei 70 % verfiigbarer
Volllast wiirde bei einem 1000-MW-Kraftwerk jahrlich eine Energie von

0,7-8770 - 10°kW h = 6140 - 10° kW h

anfallen.
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Abb. 1.56 Die drei weltweit groRten Wasserkraftwerke
Inbetriebnahme und Nennleistung in MW
Drei Schluchten (China) 2008 | 18200
Itaipu (Brasilien/Paraguay) | 1983 | 14000
Guri (Venezuela) 1986 | 10300

2. Anmerkung

Wie ausgefiihrt, ist die Gewinnung elektrischer Energie durch Wasserkraft dank des hohen
Wirkungsgrades sehr wirtschaftlich und zudem CO,-frei. Der investive Aufwand ist indes-
sen betrichtlich, i. Allg. auch der Eingriff in das 6rtliche Okosystem. Weltweit belduft sich
die Anzahl der projektierten Wasserkraftwerke (Staudimme) mit einer Leistung > 1 MW auf
iiber 3500. Der Beitrag ist lokal wichtig, global gesehen, eher gering, die kologischen Fol-
gen hiufig schwerwiegend. — In Brasilien miissen im Amazonasgebiet wegen des in Angriff
genommenen 11.000-MW-Belo-Monte-Projekts ca. 16.000 Angehorige indigener Volker
umgesiedelt werden. — In China, Laos, Thailand und Kambodscha sind entlang des Me-
kong mehrere Staudammprojekte fertig gestellt worden bzw. in der Planung, die erhebliche
Auswirkungen auf die Tierwelt einerseits und auf die Ernidhrung der dortigen Bevolkerung
andererseits haben. — In der Tiirkei stoft eine grole Zahl von Staudamm-Projekten, insbe-
sondere der Bau des Ilisu-Damms am Tigris mit der Flutung der Felsenstadt Hasankeyf, auf
Proteste. — Auch sind in den an die Adria angrenzenden Balkanldndern in Ergidnzung zu
den vorhandenen weitere Staudimme im Bau und in der Planung, wohl tiber 500, viele in
landlichen Siedlungsrdumen, viele in unberiihrter Natur. —

Die Nennleistung der drei weltgrofiten Wasserkraftwerke zeigt Abb. 1.56.

3. Anmerkung

Weltweit werden ca. 18 % des elektrischen Stroms aus Wasserkraft gewonnen, bezogen auf
die Primérenergie insgesamt sind das etwa 6,4 %. In Abb. 1.57 ist die Jahresproduktion elek-
trischer Energie in den verschiedenen Weltregionen fiir das Jahr 2008 einschlieBlich des
Wasserkraftanteils zusammengestellt. Ca. ein Drittel der auf Erden verfiigbaren Wasserkraft-
kapazitdt werden heute schon genutzt. — In China sind vier Grofkraftwerke mit zusammen
ca. 27.000 MW im Bau (2010), in Russland eines mit 4000 MW und in Tadschikistan eines
mit 3600 MW. Bei letzterem wird der Fluss Wachsch durch einen 315 m hohen Wall auf-
gestaut. — Die asiatischen Kraftwerke sind auf einen gesicherten und ausreichenden Zufluss
des Gletscher-Wassers aus dem Himalaja angewiesen.

4. Anmerkung

In Europa werden ca. 16 % des Stroms aus Wasserkraft gewonnen, in Norwegen nahezu
100 %, in Schweden 56 %, in der Schweiz 55 % und in Osterreich 60 %. In Deutschland
sind es nur ca. 4 %. Hier werden 670 Wasserkraftwerke (2900 MW) von 6ffentlichen Strom-
versorgern betrieben und ca. 4500 von privaten (400 MW). In der Summe steht also eine
Leistung von 3300 MW aus Wasserkraft zur Verfiigung. Eine nennenswerte Steigerung des
Wasserkraftanteils an der Stromerzeugung ist hierzulande nicht moglich und wiirde auf Wi-
derstand stoflen, ca. 75 % des Potentials sind in der Nutzung. Effizienzsteigerungen sind
denkbar: Beim Laufwasserkraftwerk Rheinfelden (Baujahr 1898), eines von sechs Anlagen
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Jahrliche Stromenergie-Erzeugung in kWh
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Abb. 1.58 Die drei groRten Pumpspeicherwerke in Deutschland
Inbetriebnahme und Nennleistung in MW
Goldisthal (Thiringen) 2003 | 1060
Markersbach (Sachsen) 1981 | 1050
Hernbergbecken (Baden-Wirttemberg) | 1974 | 992

am Hochrhein, wurde die installierte Leistung beispielsweise durch Erhohung des Aufstaus
und der eingespeisten Wassermenge von 26 MW auf 100 MW gesteigert. — Eine Steigerung
der Leistung des Speicherkraftwerkes Walchensee (Baujahr 1924) mit 124 MW wire mog-
lich, diirfte sich nicht umsetzen lassen und ist wegen der baulichen Eingriffe wohl auch nicht
gerechtfertigt.

5. Anmerkung

In Abb. 1.58 sind die Leistungen der drei groften deutschen Pumpspeicherwerke wieder-
gegeben. Insgesamt biindeln die 34 Pumpspeicherwerke in Deutschland eine Leistung von
6400 MW. Sie waren urspriinglich als schnell abrufbarer Ersatz bei Ausfall traditioneller
Kraftwerksblocke konzipiert worden. Inzwischen dienen sie auch dem Ausgleich der bei der
Stromerzeugung aus Wind und Sonne unvermeidbaren Schwankungen. Thr Wirkungsgrad
liegt pro Zyklus bei ca. 0,75 bis 0,85 und liegt somit, im Vergleich mit anderen Speicher-
techniken, relativ hoch.

6. Anmerkung
Gezeitenkraftwerke sind auf einen Tidehub zwischen Ebbe und Flut von 6 m und mehr
angewiesen, um wirtschaftlich arbeiten zu konnen. Die Turbinen arbeiten beim Ein- und
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Ausstromen des Meerwassers in bzw. aus dem Stauraum. Hierbei kann es sich z. B. um eine
durch einen Damm abgeschottete Bucht handeln. Das grofite Gezeitenkraftwerk wurde im
Jahre 1967 bei Saint Malo an der nordfranzdsischen Atlantikkiiste in Betrieb genommen,
Leistung 240 MW. Bedingt durch den Stillstand in Zeiten des vollstindigen Aufstaus und
des volligen Auslaufs betrdgt die Auslastung der 24 Turbinen im Schnitt nur ca. 26 %. Das
ergibt eine jihrliche Stromerzeugung von 0,26 - 240 - (365 - 24) = 547.000MW h/a =
547 GW h/a. — Ein solches Kraftwerk bezieht seine Energie vorrangig aus der dem Erdkor-
per innewohnenden kinetischen Rotationsenergie und aus der gravitativen Gezeitenwirkung
des Mond-Erde-Systems.

Meerestechnische Wellen- und Stromungskraftwerke sind Gegenstand der Forschung
und Entwicklung. Obwohl das Energiereservoir hoch ist, wird die Nutzung voraussehbar
gering bleiben.
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Mechanik ll: Anwendungen

2.1 Statik - Stabilitat - Festigkeit
211 Einleitung

Wenn der Anfang der Physik mit der Entwicklung der Mechanik zu einer wis-
senschaftlichen Disziplin gleich gesetzt wird, so war es innerhalb dieser die Sta-
tik, die am Anfang stand. Friihzeitig erfunden wurden Rolle und Rad, Hammer
und Keil, Seilzug und Hebel. Es war ARCHIMEDES von SYRAKUS (287-212
v. Chr.), der deren Wirkprinzip erkldren und dank seiner mathematischen Kennt-
nisse erstmals beschreiben konnte. Das ermdglichte ihm, Weiteres zu erfinden, so
die Wasserschnecke und den Flaschenzug. Die Theorie des Gleichgewichts, des
Korperschwerpunktes und des Auftriebs schwimmender Korper geht auch auf ihn
zuriick [1]. — In den Jahrhunderten darauf trat viel Neues hinzu, Riemen- und Ket-
tenantrieb, Zahnrad und Schraube, man sprach von ,Mechanischen Kiinsten‘. Sie
kamen bei der Errichtung von Bauwerken und Festungsanlagen, fiir den Betrieb
von Berg- und Wasserwerken, fiir die Fertigung von Riderfahrzeugen und Schif-
fen und zuvorderst fiir die Entwicklung von Kriegsgerit zum Einsatz.

Hatte man iiber Jahrhunderte beim Bau von Hiitten, Hausern und Tempeln nur
den Balken gekannt, also das Gebilk, das auf Mauern oder Sdulen ruht, waren es
die Romer, die von des Etruskern den Rundbogen tibernahmen und die Technik des
Bogens und des Rundgewdlbes als raumiibergreifende Konstruktionsformen fiir
den Hoch- und Briickenbau und fiir den Bau von Aquidukten weiter entwickelten,
vgl. Abb. 2.1. Auch gelangen ihnen Fortschritte in der Hydraulik und im Wasser-
wesen. Es war der romische Baumeister und Architektur-Theoretiker VITRUVIUS
POLLIO (84-27 v.Chr.), der in seinem zehnbéndigen Buch ,De architectura‘ das
erste umfassende Werk iiber die Baukunst und Bautechnik, unter Einbindung der
griechischen Tradition, verfasste. firmitatis, utilitatis, venustatis waren die von ihm
postulierten Prinzipien, nach denen gebaut werden sollte (Erstes Buch, III. Ka-
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pitel). Firmitatis steht fiir Haltbarkeit, Standfestigkeit, Tragfdhigkeit, utilitatis fiir
Niitzlichkeit und Zweckentsprechung und venustatis fiir Schonheit, erfreulicher
Anblick, Asthetik und humane Proportion [2].

Das in der Zeit der Romer erworbene Wissen der Bauleute wurde in den folgen-
den Jahrhunderten weiter gegeben und erweitert. Auf diesem Wege kam es auch
in die Dombauhiitten. Es war aus der Erfahrung gewachsenes Wissen und Kon-
nen, im heutigen Verstidndnis indessen noch keine Wissenschaft. Sie entwickelte
sich erst viel spiter als Bau- und Ingenieurwissenschaft mit der (Technischen) Me-
chanik und Materialkunde als Grundlage und im Zuge der Verwendung von Eisen
als Baumaterial. Nach den Methoden der Technischen Mechanik wurden und wer-
den die Konstruktionen im Hoch- und Briickenbau, im Fahrzeug-, Flugzeug- und
Schiffbau berechnet. Dabei findet der Computer seit Mitte des 20. Jh. breiteste An-
wendung, auch bei der baulichen Durchbildung und in der Fertigung. Die hierfiir
entwickelte Software beinhaltet Mechanik und Mathematik in hoher Abstraktion.
Eine aufregende Geschichte von ARCHMEDES bis K. ZUSE (1910-1995), ei-
nem Bauingenieur, der um 1946 auf dem von ihm erfundenen Computer die ersten
baustatischen Rechenprogramme im Freiburger Code erstellte [3]. (Vgl. hier auch
Literatur im vorangegangenen Kapitel zum Thema Mechanik).
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Abb. 2.2 = Masse m

iR
gl

2.1.2 Kréfte als Vektoren - ,Parallelogramm der Krafte’

Auf einen ruhenden Korper wirkt im Schwerefeld der Erde seine eigene Gewichts-
kraft. Ist m die Masse des Korpers in kg, betridgt sein Gewicht in N (Newton), vgl.
Abb. 2.2:

Fo=m-g

(Gewicht = Masse des Korpers mal Erdbeschleunigung.) Die Erdbeschleunigung
betréigt in mittleren Breiten: g = 9,81 m/s> ~ 10m/s?. Neben der Eigenlast
miissen beim baustatischen Nachweis weitere Lasten beriicksichtigt werden: Nutz-
lasten im Hochbau, Verkehrslasten im Briickenbau, Schneelasten, Windlasten, Erd-
bebenlasten und viele weitere, auch Temperatureinfliisse. Die Bauvorschriften ent-
halten die notwendigen Angaben, inzwischen neben den nationalen die européi-
schen Regelwerke.

Wirken mehrere Krifte gleichzeitig, ist es notwendig, sie als Vektoren zu be-
handeln. Thre Grofie und Wirkrichtung wird dabei gleichzeitig erfasst. Zeichnerisch
werden Vektoren als Pfeile dargestellt. Eine graphische Losung statischer Proble-
me ist hdufig anschaulicher und einfacher als eine rechnerische. Hierbei treten zwei
Grundaufgaben auf.

1. Bildung der Resultierenden (der vektoriellen Summe) aus mehreren Kriéf-
ten Das sei anhand von Abb. 2.3 erldutert. Es zeigt vier Fille: In Teilabbildung a
wirkt nur eine Kraft, in Teilabbildung b sind es zwei, die senkrecht zueinander ste-
hen. Sie werden zeichnerisch aneinander gefiigt. Die Resultierende geht aus dem
so entstehenden ,Krafteck hervor. Rechnerisch gilt:

F? + F} = R* (Satz des Pythagoras)

— R=\/F+F}

Stehen die beiden Kriifte nicht rechtwinklig zueinander, werden sie durch jeweilige
Parallelverschiebung zusammengefiigt. Teilabbildung ¢ zeigt das so entstehende
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a b c
Einwirkende Krafte:

] f
Fy f fy

Parallelogramm
der Krafte:

Abb. 2.3

,Parallelogramm der Krifte‘. Diese Vorgehensweise ist schon sehr alt. Sie geht auf
S. STEVIN (1548-1620) zuriick.

In jenem MafBstab, der fiir die Auftragung von F| und F, gewihlt wurde, kann
R abgegriffen werden. Aus der Geometrie des Kraftecks ldsst sich R auch in ein-
facher Weise berechnen. — Wirken mehr als zwei, z. B. drei Krifte Fy, F,, F3,
werden sie wiederum so aneinander gefiigt, wie es ihrer Richtung und Reihen-
folge entspricht (zeichnerisch durch Parallelverschiebung). Die Schlusslinie ist
die gesuchte Resultierende. Sie kann auch aus den Komponenten der einzelnen
Krifte additiv (unter Berticksichtigung des Vorzeichens) ermittelt werden, wie in
Teilabbildung e angedeutet. Dazu werden zunéchst aus den Einzelkriften deren
Komponenten und aus diesen die Gréen Ry und Ry additiv bestimmt und an-
schliefend die Resultierende R berechnet:

R=/R} + R}

2. Zerlegung einer Kraft in zwei Richtungen Diese Grundaufgabe sei anhand
Abb. 2.4 erklart. Sie zeigt einen Stiitzbock mit des Streben S; und S,. Die Geo-
metrie liegt mit den Winkeln « und § fest. Auf den Bock wirkt im Hochpunkt die
Kraft F unter dem Winkel y. Welche Krifte werden dadurch in den Streben S
und S, geweckt?

Zur Losung der Aufgabe wird die Kraft F' in die Richtungen der Streben S; und
S, zerlegt. Dazu wird F in einem frei vereinbarten Mafistab gezeichnet. Parallel
zur Richtung der Streben werden die Krifte F} und F, aus dem so entstehenden
Krafteck mit dem gewihlten MaBstab abgegriffen. F; ist eine Zugkraft in der Stre-
be S; und F; eine Druckkraft in der Strebe S,. Auch in diesem Falle ist aus der
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parallel zu 52\ /51
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Abb. 2.4 a

Figur des Kraftecks einfach zu erkennen, wie die Krifte F; und F, rechnerisch
gefunden werden konnen. — Das Beispiel lehrt: Eine Kraft lédsst sich eindeutig in
zwei Richtungen zerlegen. Eine Zerlegung einer Kraft in drei oder mehr Richtun-
gen ist aus dem Gleichgewichtsprinzip allein nicht eindeutig machbar. — Wirken
auf den Stiitzbock mehrere Krifte, ist von diesen zunichst die Resultierende zu
bilden (1. Grundaufgabe). Sie wird anschliefend in die Richtung der Streben zer-
legt.

2.1.3 Arten des Gleichgewichts

Es werden drei Gleichgewichtszustinde unterschieden: Ruht eine Kugel auf dem
Hochpunkt einer Kuppe, ist das Gleichgewicht labil: Es geniigt eine noch so klei-
ne Storung, z. B. in Form einer geringen seitlichen Kraft, und die Kugel rollt ab
(Abb. 2.5a). Ruht die Kugel auf einer Ebene, ist das Gleichgewicht indifferent:
Nach einer Verschiebung kehrt die Kugel nicht in ihre ehemalige Position zurtick.
(Teilabbildung b). Liegt die Kugel in einer Mulde, ist das Gleichgewicht stabil:

a b c
Gleichgewichtslagen

g, e

labil indifferent stabil
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Nach einer Storung kehrt die Kugel in ihre urspriingliche Lage zuriick (Teilabbil-
dung c). Teilabbildung d zeigt eine Sattelfliche. Liegt die Kugel im Sattelpunkt
und erfihrt sie eine Storung in Richtung der abwirts gerichteten Sattellinie, rollt
sie ab. Eine solche Lage ist immer labil, auch dann, wenn sich bei einer Stérung in
eine andere Richtung die Lage als indifferent oder stabil erweist.

2.1.4 Statik der Starrkorper

Korper, die infolge der auf sie einwirkenden Krifte nur eine vernachlissigbare
geringe Forminderung erfahren, nennt man ,starr‘. Dabei kann es sich auch um
gegliederte Strukturen handeln. Ein solcher Ansatz ist bei der iiberwiegenden An-
zahl statischer Aufgaben zuldssig. Wird die Gleichgewichtslage an einem solcher-
mabBen definierten System analysiert, spricht man von Statik , Theorie I. Ordnung".
Werden die Gleichgewichtsgleichungen am verformten System erfiillt, also unter
Beriicksichtigung der sich einstellenden (kleinen) Forménderungen, spricht man
von ,Theorie II. Ordnung’, sind die Verformungen gar endlich (gro3) und wird ihr
Einfluss in den Gleichgewichtsgleichungen mit erfasst, spricht man von ,Theorie
III. Ordnung*.

In der Baustatik wird im Rahmen der Standsicherheitsberechnung nachge-
wiesen, dass der zu untersuchende Baukorper gegeniiber einer Gefihrdung durch
Umkippen, Gleiten und Abheben ausreichend sicher ist. Dabei ist eine Sicherheit
grofler Eins einzuhalten, z. B. 1,5.

1. Umkippen: Abb. 2.6 zeigt eine turmartige Konstruktion mit breitem Funda-
ment. Die Eigenlast wird zu drei vertikalen Kriften zusammengefasst: Fgo,

I
]

b

LI

1
- Kipppunkt
1 = e i — 3
L7 %
Fundament-

fuge harter

T Utterbau 1 @

Abb. 2.6
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Abb. 2.7

Fg1 und Fy,. Bezogen auf die Fundamentsohle wirken im Abstand 4; und £,
die Horizontalkrifte H; und H,. Ist die Unterlage ,starr‘, besteht die Gefahr
des Umkippens um die riickseitige Kante, wenn das Kippmoment grofer als
das Standmoment ist (Teilabbildungen al/a2). Das Kippmoment betrigt (Mo-
ment = Kraft mal Hebelarm, Abschn. 1.9):

MKippen = H, 'hl + H, 'h2

Dem wirkt das Standmoment entgegen (in Teilabbildung a2 ist der Kippbeginn
iiberzeichnet dargestellt):

Mywiderstand = (FgO + Fgl + Fg2) -a

Ist das Kippmoment grofer als das Standmoment, kippt das Objekt. Die Kipp-
sicherheit berechnet sich zu:

ippen — iderstan ippen-
VKi Myiderstana/ Mk

Das Fundament ist so breit zu dimensionieren, dass die geforderte Kippsicher-
heit eingehalten wird. — Der vorstehende Ansatz liegt nicht auf der sicheren Sei-
te! Die Fundamentsohle ist nicht ,starr‘, der Kipppunkt liegt real etwas inner-
halb der Kante, das fiihrt zu einer Verkleinerung des ,inneren Hebelarms (a)°.
Das Stiitzmoment fillt dadurch geringer aus! Ein weiterer Versagenszustand ist
ein Grundbruch, der gesondert nachgewiesen werden muss (Abb. 2.6b).

Abb. 2.7a zeigt ein praktisches Beispiel und zwar eine im Schnitt dargestellte
Stiitzmauer am Ort eines Gelidndesprungs. Beginnt die Mauer sich ein wenig
zu bewegen (zu kippen), 16st sich riickwirtig ein Erdkeil, er rutscht und driickt
gegen die Mauer. Die Mauer droht zu kippen. Die Eigenlast der Mauer wirkt
dem entgegen.
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Giinstig ist es in einem solchen Falle, wenn moglich, eine Winkelstiitzmauer
aus Stahlbeton zu konstruieren. Hier wirkt die vertikale Auflast aus dem Erdkeil
riicktreibend, also stabilisierend (Abb. 2.7b).

Die Erdstatik fillt in das Gebiet der Bodenmechanik, dazu gehort auch die Sta-
tik der Baugruben. Ein weiterer Zweig ist die Felsstatik und die Tunnelstatik,
z. B. von Stra3entunneln, U-Bahnrohren und Wasserstollen.

2. Gleiten: Infolge einer horizontalen Belastung kann auch ein Gleiten ausgelost
werden. Gleiten setzt ein, wenn der Reibungswiderstand geringer ist als die
Summe der horizontalen Schubkrifte. Ist i die Reibungszahl in der Funda-
mentfuge, betragen im Falle des in Abb. 2.6 behandelten Beispiels

Fgieiten = Hi + Hy,  Fwiderstand = 1 - (Fgo + Fo1 + Fg2)
Die Gleitsicherheit ist gleich:

VGleiten = F Widerstand/ F Gleiten-

3. Abheben: Auch gegen Abheben durch aufwértsgerichtete (Zug-)Krifte muss

eine ausreichende Sicherheit nachgewiesen werden. Dieser Fall hat beispiels-
weise bei Riickhaltefundamenten von Abspannseilen eines abgespannten Funk-
mastes praktische Bedeutung, wie in Abb. 2.8 dargestellt. In Teilabbildung a
sind die wirksamen Krifte eingetragen. G ist die Eigenlast des Fundaments,
sie wirkt im Schwerpunkt.
E, ist der aktive und E, der passive Erddruck. E, wird aktiviert, wenn sich
das Fundament seitlich gegen das Erdreich zu bewegen beginnt. Die Seilkraft
F hat die Komponenten H und V. Die Sicherheit gegen Abheben berechnet
sich zu:

VAbheben = G/V

Liegt das Fundament im Grundwasser, muss der Auftrieb des verdringten Was-
servolumens beriicksichtigt werden, er mindert die Auflast G!

Abb. 2.8 8  Riickhalte- vV LF i e
Fundament - Sei
F: Seilkraft —— Mast-
schaft
j‘ﬂ(’,’f‘\{ ______H Abspannseile
N
e N
Elﬁ-_ 1] rl—/—p
W — W = — —% G

E.: aktiver, Ep: passiver Erddruck Riickhalte-Fundament
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Bei den vorstehenden Beispielen handelt es sich um ebene Probleme. Mittels der
drei Gleichgewichtgleichungen konnten die Aufgaben gelost werden:

Z M = 0 (Summe aller Momente gleich Null): Kippen
Z H = 0 (Summe aller H-Krifte gleich Null):  Gleiten
Z V = 0 (Summe aller V-Krifte gleich Null):  Abheben

Bei rdumlichen Problemen sind drei Momenten- und drei Kraft-Gleichgewichts-
gleichungen zu erfiillen.

2.1.5 Statik der Tragwerke

Um den durch die Erdschwere verursachten Lasten und allen weiteren Einwirkun-
gen zu widerstehen, bediirfen alle technischen Objekte einer inneren Tragstruk-
tur: Bauwerke, Maschinen, Fahrzeuge, Flugzeuge, Schiffe. Das gilt ebenso fiir
alle biologischen, wie Pflanzen und Tiere, auch fiir den Mensch mit seinem Kno-
chenskelett, mit Sehnen und Muskeln. Eine stimmige Statik ist Voraussetzung ihres
Bestehens. Bei biologischen Strukturen werden solche Fragen in der Bionik und
Biomechanik untersucht. Letztere bildet eine wichtige Grundlage in der Ortho-
pidie und Sportmedizin. Es handelt sich jeweils einzeln um weite Felder in der
naturwissenschaftlichen Forschung.

Beschriinkt auf die Bautechnik zeigt Abb. 2.9 wichtige Tragelemente: Zugstab,
Stange, Kette, Seil (Teilabbildung a), Fachwerk mit in ,Knotengelenken* miteinan-
der verbundenen Stiben (Teilabbildung b), Balken, Biegetriger; sie werden auch
als Rahmen oder Bogen ausgebildet (Teilabbildung c). Die dargestellten Tragele-
mente/Tragwerke sind ebene Systeme. Daneben gibt es raumliche wie Scheiben,
Faltwerke, Platten, Schalen, Kuppeln, Seilwerke usf. Entsprechend wichst der

/a p b Obergurt } l ¢ ‘ Balken

P 7
2ug- Untergurt Streben ’ Briicke

stab AL

U =t

Fachwerk mit

\ Gelenken in den Knoten Widerlager w
F A= =
R ——t

Abb. 2.9
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Abb. 2.10

1
I

Rundschnitt

[mmm———-

Schwierigkeitsgrad ihrer statischen Berechnung. Fallweise bedarf es dynamischer
Analysen, wenn stoartige Beanspruchungen oder Schwingungen auftreten.

Letztlich beruhen alle Berechnungsverfahren auf dem ,Gleichgewichtsprinzip®
oder dem ,Energieprinzip°‘, letzteres als ,Prinzip der virtuellen Verriickung®, als
,Prinzip vom Minimum der Forméinderungsarbeit‘ oder als ,Prinzip vom Minimum
der potentielle Energie‘ bezeichnet, sie sind mathematisch dem Variationsprinzip
zuzuordnen.

Das Gleichgewichtprinzip bildet nach wie vor die wichtigste Basis aller stati-
schen Berechnungen.

Das einfachste Tragelement ist der Stab, der zentrisch durch eine Zug- oder
eine Druckkraft belastet wird. In Abb. 2.10 ist F' die duflere Kraft. Um die Kraft
im Inneren des Stabes berechnen zu kénnen, wird an beliebiger Stelle ein Schnitt
gelegt, nicht real sondern virtuell. An der Schnittstelle wird die innere Kraft an-
getragen, die es zu berechnen gilt. Das ist hier eine Zugkraft (allgemeiner: eine
Normalkraft weil sie normal (also senkrecht) zur Schnittebene liegt). Der Schnitt
wird zu einem Rundschnitt ergénzt. Innerhalb des so entstehenden geschlossenen
Gebietes werden die Gleichgewichtsgleichungen formuliert. Das ist in diesem Bei-
spiel trivial: Innerhalb des Rundschnittes muss die Summe aller Krifte in Richtung
der Stabachse Null sein:

F—-Z=0 — Z=F (Zugkraft = duBere Kraft)

Dieses Vorgehen fiihrt auch bei Fachwerken zum Erfolg (sofern sie ,statisch be-
stimmt* sind). In Abb. 2.11a sind einfache Systeme skizziert und benannt. Genau
betrachtet sind es Modelle, mit denen die reale Konstruktion angenihert wird.
Dieses Vorgehen ist typisch fiir jede Form von Systemanalyse, gleich welcher
Art das Problem ist. Im vorliegenden Falle wird angenommen, dass die Stibe
in den Knoten in Form reibungsfreier Gelenke miteinander verbunden sind, wie
gesagt, als Modellannahme. Das Tragwerk liegt beidseitig auf einem festen oder
verschieblichen Lager auf. Im Falle des in Abb. 2.11b skizzierten Systems greift
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a Sprengwerk b 1 /’\

Mahmahn Rundschni_tt _\-_1 ) —¥

~ | K ~ ~ I r <4 1
N £12

Hangewerk T :
Fahrbahn 1,00
B T Lo O (O -Jc_ P  [Meesa_~} 2

W N =% D-sinaq Y

festes Lager verschiebl. Lager -

Abb. 2.1

im unteren Knoten die lotrechte Kraft F' an. Die Auflagerkrifte links und rechts
betragen: F/2. Wird um das linke Auflager ein Rundschnitt gelegt und werden die
Stabkrifte Z und D angetragen, kann das Krafteck gezeichnet werden. Ist « der
Winkel zwischen den Stiben, liefern die Gleichgewichtsgleichungen in vertikaler
und horizontaler Richtung:

. F/2
D-sina—F/2=0 — D=—
sin o
F/2 F/2
D-.-cosu—Z=0 — Z=D-cosa =——-cosq@¢ = ——
SIn o tan o

Hinweis
In Abschn. 2.1.7 wird ein weiter fiihrendes Beispiel behandelt: 3. Beispiel.

Die Tragwirkung des Balkens lésst sich mit Hilfe des in Abb. 2.12 dargestellten
Modells erldutern. Es moge sich um einen Stahltridger handeln. Aus ihm wird ein
Abschnitt heraus geschnitten (wieder als gedankliches Modell). Die Teilabbildun-
gen a und b zeigen den Bereich mit den Benennungen im Querschnitt und in der
Ansicht. In den Teilabbildungen ¢ und d wird die Modellierung noch weiter getrie-
ben: Die Gurte werden durch Federn ersetzt. Kommt es infolge der zwei gegen-
ldufigen Schnittmomente M zu einer Verkrimmung des Stabelementes, wird die

Stauchung

Untergurt

Biegezug
: Dehnung 3 Biegespannungen

Abb. 2.12
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untere Feder gedehnt, dabei wird hier eine Zugkraft geweckt, die obere Feder wird
gestaucht, es wird eine Druckkraft geweckt (Abb. 2.12¢). Da keine weiteren Kréf-
te wirken, folgt aus der Gleichgewichtsbedingung in Liangsrichtung Z — D = 0:
Z = D. Der Abstand der Federn sei /. Die Bedingung des Momentengleichge-
wichts am Element ergibt:

M
M—-Z-h=0 odler M—D-h=0 — Z:DZT
h bezeichnet man als ,inneren Hebelarm®.

Real ist der Triager monolithisch. Das vorstehende Model erlaubt daher nur eine
angeniherte Berechnung der (inneren) Gurtkrifte Z und D. Zudem: Real erleidet
der Triger keinen Knick sondern eine Kriimmung. Sie ist umso stérker, je hoher
das Biegemoment M ist. Innerhalb des Querschnittes baut sich ein Biegezug- und
Biegedruckspannungszustand auf, wie in Abb. 2.12e eingezeichnet. An den Rin-
dern sind die Spannungen am hochsten, in der Mittellinie ist die Biegespannung
Null. — Es hat lange gedauert, bis der innere Beanspruchungszustand in einem Bal-
ken (Biegetriger) zutreffend erkannt und beschrieben werden konnte [4].

Abb. 2.13 zeigt in liberzeichneter Form die sich beim Versagen eines Biegebal-
kens einstellenden Zusténde, getrennt fiir einen Stahl-, Stahlbeton- und Holzbal-
ken:

e Teilabbildung a: Infolge iibergroler Zugspannungen im unteren Flansch dehnt
sich dieser, ggf. iiber alle Grenzen, er ,flieSt* aus. Der obere Flansch wird ge-
driickt, es besteht hier die Tendenz, dass der diinnwandige Flansch ,beult*.

e Teilabbildung b: Stahlbetontriger sind ,bewehrt‘ (armiert) mit Lingseisen in
der Zugzone (unten) und in der Druckzone (oben). Vor dem Versagen bilden
sich auf der Zugseite Risse. Im Versagensfall dehnen sich die Eisen in der
Zugzone iibermifig, es bilden sich iibergrofe Risse im Beton, ggf. reifit der

a b c d
. 1 i itt:
Stahlguerschnitt: Abplaizen der S,ahlinegonquersch.nm Holzquerschnitt: Bretischicht
iokale Beulung Druckzone . ¢ mit Bewehrung Faserknicken

Vollholz haolz

. =,

!
[ ; : ééﬁ)i
t —]‘ 1 ( = —1‘)
V==
Fligfien’ I-Trager AufreiBen der Zugzone Reilien der
‘Fliefen’ der Bewehrung Fasem

Leimfugen

Abb. 2.13
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Querschnitt hier auf. Auf der Biegedruckseite (oben) platzt der Beton ab, es
wird ein Teil abgesprengt.

e Teilabbildung c: Beim Holztrédger beginnen die Fasern an der Biegezugseite zu
reiflen, i. Allg. dominiert ein Riss, der Querschnitt klafft auf. Auf der Biege-
druckseite knickt das Fasergertist ein, es kommt zu Absplitterungen.

Im Zug der statischen Berechnung muss der Nachweis erbracht werden, dass ge-
geniiber diesen Grenzzustinden eine ausreichende Sicherheitsmarge eingehalten
wird. Das setzt streng genommen voraus, dass das Tragwerk nicht elasto-statisch
sondern plasto-statisch (also nach der Plastizititstheorie) berechnet wird. Hinzu
kommt, dass die dargestellten Bruchzustinde in den meisten Féllen gar nicht er-
reicht werden, weil das Versagen der Konstruktion schon vorher durch Instabilité-
ten eingetreten ist, meistens durch lokales Knicken, Kippen oder Beulen einzelner
Tragglieder. Die zugehorigen Nachweise werden nach den Methoden der Stabili-
titstheorie gefiihrt [5]. SchlieBlich kann Versagen durch Bruch von Verbindungs-
mitteln eintreten (Bruch von Nieten, Bolzen, Schrauben, Schweifindhten, Diibeln,
Leimfugen).

2.1.6 Materialfestigkeit - Materialzahigkeit

Vom Standpunkt der geschichtlichen Entwicklung her, werden folgende Mate-
rialien beim Bauen verwendet: Nadel- und Laubholz, Lehm, Mortel und Zie-
gel, Glas, Beton (Stahlbeton, Spannbeton), Blei, Kupfer, Eisen, Stahl (Eisen-
Kohlenstoff-Legierungen, Chrom-Nickel-Legierungen), Aluminium-Legierungen
und weitere metallische Legierungen, Kunststoffe, Kohlenstoff- und Glasfaser-
Verbundwerkstoffe. Jedes Material ist eine Wissenschaft fiir sich. Die Grundlagen
der Werkstoffwissenschaften werden in der Festkorper-Physik und in der Chemie
erarbeitet.

Wichtige Festigkeits- und Zihigkeitseigenschaften werden im Zugversuch (bei
metallischen Werkstoffen und bei Holz) oder im Druckversuch (bei Beton und
Mauerwerk) gewonnen. Um zu vergleichbaren Ergebnissen zu kommen, ist ein
umfangreiches Normenwerk zu beachten. Abb. 2.14 steht stellvertretend fiir ge-
normte Priitkorper fiir Zug- und Druckproben.

Ist F die Kraft und A die anfingliche Querschnittsfliche des Priiflings, ist

F

O':A—O
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Abb. 2.14 genormte

Prifkorper

Stahl / Alu.-Leg.

Beton

14

|

=
—

i

T

die Spannung (Abschn. 1.8). Bei Steigerung der Priifkraft wird die Zunahme der
anfinglichen Messlinge [, gemessen. Dehnung ist die Lingenzunahme Al gegen-
iiber der Anfangsldnge:

&= A—Z; Al =1-1
lo
Das entsprechende gilt fiir Druckproben (auch fiir Schubproben, vgl. in dem Zu-
sammenhang Bd. I, Abschn. 2.9).

Abb. 2.15 zeigt typische o-¢-Linien (Spannungs-Dehnungs-Linien). Bei me-
tallischen Werkstoffen ist das Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Druck- und
Zugbeanspruchung weitgehend gleich, nicht bei Holz und Beton. Beton kann
deutlich hoheren Druck als Zug aufnehmen, bei Holz ist es eher umgekehrt. Ober-
halb einer gewissen Beanspruchung (Spannung) wird das Verhalten nicht-linear

Abb. 2.15 0  Beton 0 Holz
/
/ /
Druck /
ruc
2
€ | €
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Stauchung &
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Abb.2.17 Elastizitatsmodul E
Werkstoff E in N/mm?
Ferritischer Stahl 210000
Austenitischer Stahl 170000
Grauguss (Gusseisen) 100000
_ Aluminium-Legierung | 7 70000
Nadelholz 10000
Laubholz 12000
Brettschichtholz 11000
Stahlbeton B25 30000
B35 34000
_— — — - 845 — 37000 —
Mauerwerk 1500+ 10000
| Glas 4000090000
Blei =~ 18000
Kupfer 120000

und geht in ein plastisches iiber. Solange die Abhingigkeit linear ist, spricht man
von elastischem Verhalten: Die Dehnung berechnet sich zu:

e=0/E=F/EA.

Die o-¢-Linie ist eine Gerade. Das ist bei Stahl bis zu hohen Spannungsniveaus
der Fall, wie in Abb. 2.16 fiir einen niedrig-legierten Stahl dargestellt.

Das Verhiltnis o/¢ im elastischen Bereich, also die Steigung der o-¢-Linie,
bezeichnet man als Elastizitiatsmodul (E-Modul). Der Elastizititsmodul kenn-
zeichnet die Steifigkeit des Materials. Die Tabelle in Abb. 2.17 enthélt hierzu
Angaben. Die Werte gelten fiir metallische Werkstoffe weitgehend exakt, fiir nicht-
metallische handelt es sich eher um Anhaltswerte bei niederer Beanspruchung.
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Abb. 2.18

Der E-Modul dient im Rahmen der Tragwerksstatik dazu, die Stabilitdtsnach-
weise zu fiihren und die Forménderungen (Verformungen) des Tragwerkes und
seiner Glieder zu berechnen, es sind dieses: Verschiebungen, Durchbiegungen,
Verdrillungen.

Fiir Sicherheitsbetrachtungen ist neben der Festigkeit die Zihigkeit von
vergleichbar grofer Bedeutung. Werkstoffe mit sprodem Verhalten sind als Kon-
struktionswerkstoff nicht geeignet, bei Druck wohl, wie bei unbewehrtem Beton
und Mauerwerk. Dass Stahl ein so guter Werkstoff ist, beruht auf seiner hohen
plastischen Dehnfihigkeit (Zihigkeit, Duktilitdt): Hohe Spannungsspitzen, die
an Ecken, Lochern, Schweilindhten, auftreten, ,flieBen® plastisch aus und fiihren
nicht zum lokalen Riss und Bruch. Auch Eigenspannungen aus dem Fertigungs-
prozess (Walzen, Brennschneiden, Schweillen) bleiben ohne Einfluss. Indessen:
Bei tieferen Temperaturen sinkt auch bei Stahl die Zihigkeit, die Stihle werden
kerbempfindlich und sind dann sprodbruchgefihrdet. In der Tieftemperaturtechnik
werden daher ,kaltzihe Stihle eingesetzt, im Grenzfall spezielle Nickellegierun-
gen. Bei hohen Betriebstemperaturen kommen ,warmfeste‘ Stihle zum Einsatz.
Durch Legieren und Vergiiten (Wiarmebehandlung) lassen sich bei Stihlen die
unterschiedlichsten Werkstoffeigenschaften einstellen.

Der Kerbschlagversuch dient dazu, die Zihigkeit einer Stahllegierung bei
tieferen Temperaturen zu priifen. Abb. 2.18a zeigt das genormte Pendelschlag-
werk. Beim Versuch durchschligt der Hammer mit dem Gewicht G die Probe aus
der Hochlage heraus. Hierbei wird an der Probe Brucharbeit geleistet. Nach dem
Durchschlag erreicht der Hammer eine verringerte Hohe. G - & ist der Verlust an
potentieller Energie, der als Forménderungsarbeit in der Probe aufgezehrt wurde. &
ist die Hohendifferenz, vgl. Abb. 2.18. Teilabbildung b zeigt zwei ISO-Kerbproben
(ISO = International Standard Organisation). In Teilabbildung c ist angedeutet,
an welchen Stellen eines geschweiffiten Querschnitts mit X-Stumpfnaht die Proben
herausgearbeitet werden.
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Abb. 2.19

@)
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Die WEZ (Wirmeeinflusszone) einer Schweinaht umfasst den Ubergang vom
Schweilgut auf das Grundmaterial. Diese Zone wird beim Schweillen aufge-
schmolzen bzw. hoch erhitzt. Hier stellen sich Anderungen der metallurgischen
Eigenschaften und fallweise hohe Eigenspannungen ein, die sich als Zihig-
keitsverlust auswirken. — Die Versuche werden an Proben mit unterschiedlicher
Temperatur durchgefiihrt. Bei tiefer Temperatur wird eine geringere Kerbschlag-
arbeit A, in J (Joule) gemessen (Tieflage) als bei normaler und hoher Temperatur
(Hochlage). Das Ergebnis mehrerer Versuche liefert die gesuchte Abhingigkeit
zwischen A, und der Temperatur, wie in Teilabbildung d dargestellt. — Eine
Versprodung kann sich auch bei starker Neutronenbelastung in kerntechnischen
Anlagen einstellen, was fiir die Sicherheitsbeurteilung in solchen Fillen von zen-
traler Bedeutung ist.

Eine weitere wichtige Festigkeitsgrofle ist die Hérte. Sie wird ebenfalls nach
ISO-Normen ermittelt, indem in die Oberflache des Materials eine gehirtete Kugel
oder eine diamantene Spitze innerhalb einer definierten Zeitspanne eingedriickt
wird (Abb. 2.19). Aus den Abmessungen des bleibenden (plastischen) Eindrucks
in die Oberfliche des Materials wird auf die Harte geschlossen und die Harteziffer
bestimmt (z. B. Brinell-Hérte).

Bei Elastomeren (Gummi-Materialien) wird die Hérte in Shore gemessen bzw.
angegeben.

Von der ,statischen* ist die ,dynamische® (zyklische) Festigkeit zu unterschei-
den. Man spricht von Dauer-, Betriebs- oder Ermiidungsfestigkeit. Ehemals wurde
dieser Festigkeitskomplex allein phinomenologisch geklirt, heute wird die Bruch-
mechanik als eigenstindige Disziplin der Materialkunde hinzu gezogen. Die Ursa-
chen fiir die Materialermiidung (Zerriittung) bei lang andauernder wechselnder
oder schwellender Beanspruchung werden inzwischen gut verstanden.

Das Ermiidungsversagen eines Bauteiles geht immer von einem lokalen Versa-
gen aus: Wo eine innere oder duflere Kerbe liegt, was an dieser Stelle mit einer
hohen Spannungsspitze einher geht, kann sich bei zyklischer (wiederholter) Last-
folge infolge Uberbeanspruchung ein Mikroriss bilden, der sich im Laufe der Zeit
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zu einem Makroriss vergrof3ert, gegen Ende progressiv fortschreitend. Der noch
verbleibende Restquerschnitt versagt schlieflich als Gewaltbruch. Die Ermiidungs-
bruchflidche ist glatt, feinkristallin, die Gewaltbruchfliche grob, zerkliiftet.

Um das Problem zu 16sen, wird der sogen. Wohler-Versuche durchgefiihrt, be-
nannt nach A. WOHLER (1819-1914). Anlass fiir die damaligen Versuche waren
Briiche an Eisenbahn-Wagonachsen. In der Zeit von 1858 bis 1870 fiihrte WOH-
LER mit der von ihm konzipierten Priifmaschine Reihenversuche durch. Dabei
gelang es ihm, eine GesetzméaBigkeit zwischen der in der Priifmaschine eingestell-
ten Spannungspanne und der Bruchlastwechselzahl quantitativ aufzudecken.

Anhand Abb. 2.20 sei das Vorgehen erldutert: Es wird zunichst eine grofere
Zahl gleicher Priifkdrper mit einer definierten ,Kerbe‘ gefertigt, z. B. mit einem
Loch oder einer Schweifinaht (Teilabbildung a). Die Priifkdrper werden der Reihe
nach in der Dauerpriifmaschine pulsiert. Vorher werden vor jedem Versuch in der
Priifmaschine eine Ober- und eine Unterkraft eingestellt, zwischen denen die Priif-
kraft wechselt. Hierzu gehoren im Priifkérper eine Oberspannung (o,) und eine
Unterspannung (0,,) und damit eine bestimmte Spannungsspanne Ao. Zwischen
diesen Marken wechselt die Spannung wihrend des Dauerversuchs mit vielen
Lastwechseln. In Abb. 2.20b handelt es sich um eine reine Wechselbeanspruchung.

Wird eine hohe Spannungsspanne eingestellt, wird der Dauerbruch friihzeitig,
also bei einer geringen Lastspielzahl, eintreten, liegt die Spannungsspanne niedrig,
wird eine hohe Bruchlastspielzahl erreicht. Das ist plausibel.

In Teilabbildung c ist ein typisches Versuchsergebnis auf fiinf Priithorizonten
mit je drei Priifkorpern beispielhaft aufgetragen. Wo die gemittelte Kurve durch die
Versuchswerte auf die Lastwechselzahl Np trifft, wird die zugehorige Spannung
als ,Dauerfestigkeit® (Aop) definiert. Np ist die von der zu erwartenden Dauer-
beanspruchung der Konstruktion (z. B. Briicke) vereinbarte Grenzlastwechselzahl,
sie liegt in der GroBenordnung 2-10° bis 10-10% Lastwechsel. Wird die Spannungs-
spanne (Ao) und die Lastspielzahl (N) jeweils in logarithmischer Skalierung auf-
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getragen, ergibt sich die , Wohlerlinie*, auch Lebensdauerlinie genannt, als Gerade.
Real weist sie zwei Kriimmungswechsel auf, vom Bereich der Kurzeitfestigkeit
zur Zeitfestigkeit und von dieser zur Dauerfestigkeit tibergehend. Die Streuung
der Versuchswerte ist i. Allg. betréchtlich. Deshalb dient meist eine untere Fraktile
durch die Versuchswerte dazu, die ertragbare Dauerfestigkeit festzulegen. Die-
ser Wert gilt dann fiir ein bestimmtes Material, ein bestimmtes Verhéltnis von
Unter- zu Oberspannung und einen bestimmten Kerbfall. Der Versuchsaufwand
ist erheblich. Wegen der Ubertragung des an Kleinproben gewonnenen Versuchs-
ergebnisses auf GrofBbauteile bedarf es ergidnzender Sicherheitsiiberlegungen. —
Abb. 2.20d zeigt den typischen Verlauf einer Kerbspannung im Verhiltnis zur
Nennspannung im Bereich einer Probe mit einem mittigen Schraubenloch.

2.1.7 Beispiele

1. Beispiel
Ein Zugstab werde durch eine Kraft I belastet. Die Kraft 16st im Zugstab die Spannung
F
0 =—
A

aus. A ist die Querschnittsfliche. Die Beanspruchung liege im elastische Bereich: Die Span-
nung o wichst linear mit der Dehnung & (Abb. 2.21):

c=E-¢ — E=o0/s

E ist der Elastizitditsmodul. E kennzeichnet die Steigung der o-¢e-Geraden. Die Auflosung
der Gleichung nach ¢ ergibt:

0 F
*TETEA

Abb. 2.21 g
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Querschnitte 'stehender’ Seile (Tragseile)

(Offenes) Spiralseil Verschlossenes Spiralseil  Voll verschlossenes Spiralseil
(fur einfache Verankerungen)  (Tragseil fir Seilbahnen)  (Briickenbau, Meerestechnik)

Abb. 2.22

Den Term E A bezeichnet man als Dehnsteifigkeit. — Hat der Stab die Linge /, verlingert er
sich unter der Zugkraft F' um:

Zahlenbeispiel
Zugstange aus Stahl: E = 21.000kN/cm?, F = 32kN, A = 2,0cm?,/ = 300cm:
F 32 kN kN o 16,0kN/cm?
=_ = =160—; 6=—=———"—"— =0,000762;
A 2,0cm? cm? E  21.000kN/cm? ———

Al =¢-1 =0,000762 - 300 = 0,229cm = 2,29 mm

Die FlieBspannung des Stabmaterials (o) betrage 24,0kN/cm? (vgl. mit Abb. 2.16). Die
Sicherheit gegen diese ,FlieBgrenze* betréigt damit: 24,0/16,0 = 1,5.

Anstelle massiver Stiabe werden vielfach Seile als Zugglieder eingesetzt. Abb. 2.22 zeigt
drei Spiralseilarten fiir ,stehende Seile‘. ,Laufende Seile* fiir Krane und andere Zwecke ha-
ben einen anderen Aufbau; sie sind biegeweicher. Die Einsatzbereiche fiir die Tragseile sind
in der Abbildung notiert. Die Einzeldrihte sind rund oder haben eine Z-Form. Die letztge-
nannten Formdréhte schmiegen sich dicht an dicht aneinander und ,verschlieen® das Seil
gegen Feuchtigkeit. Fiir den Seewasserbau kommen Seile mit bis 30 cm Durchmesser zum
Einsatz!

Die Summe der Einzeldrahtquerschnitte liegt um den Faktor f niedriger als bei einem
Vollquerschnitt gleichen Durchmessers. Bedingt durch die spiralige Verseilung liegt auch
der E-Modul. niedriger als bei einem massiven Vollstab:

Offene Spiralseile: f ~ 0,75, E = 150.000N/mm?>,
Voll verschlossene Seile:  f ~ 0,83, E = 190.000N/mm?>.
2. Beispiel

Eine hiingende Stange mit durchgehend konstantem Querschnitt werde nur durch ihr Ei-
gengewicht beansprucht (Abb. 2.23). Im Verankerungspunkt tritt die hochste Spannung auf.
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Abb. 2.23

Zugstange
inneren Zugkraft

Verlauf der

Die Dichte des Materials sei p. Die Bruchspannung sei 0. Gesucht ist die maximal mogli-
che Linge (Grenzlidnge), bis zu welcher die Stange nicht reifit: Hat die Stange die Lénge /,
betrigt ihre Gewichtskraft:

Fo=g-(p-A-l)=maxZ

A - [ ist das Volumen, p - A - [ die Masse und g die Erdbeschleunigung.
Wird die max. Zugspannung

maxZ g-(p-A-l1)

o1
1 1 g P

maxo =

mit der Bruchspannung o gleich gesetzt, findet man die gesuchte Linge zu:

. . OB
maxo =o0g — g0 lGene =08 — IGrenze = m

Zahlenbeispiel
Stahl: 05 = 37,0kN/cm? = 37.000N/mm? = 3,7 - 10 N/m?, p = 7850kg/m’:

3,7-108 N/m?

Iorense = — 4805
Grenze = 9 81 m/s? - 7850 kg/m> =

Der Verlauf der Zugkraft in der Stange dndert sich linear von Null bis zum Groftwert
(Abb. 2.23). Wiirde sich das Material bis zum Bruch linear-elastisch verhalten, berechnet
sich die Ldngenédnderung nach der Formel (ohne Nachweis):

_ 1g-,o.l2 _ 9,81 m/s? - 7850kg/m>
2 E Gz ) 2,1-10" N/m?

Al -4805°m’ = 4,23m

Real wird sich eine wesentlich grolere Langendnderung einstellen, weil jene Stangenberei-
che im oberen Bereich, in denen die FlieBgrenze iiberschritten wird, sich plastisch verformen
bzw. verldangern, insofern hat das Beispiel keine reale praktische Bedeutung.
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Abb. 2.24
" RENO
F ®‘F qF -.:j-F
-——- Zugkraft ~—=-= Druckkraft Z
b ey
3
s fF O]
12_5) f : S35
Sm SL3 k1A
Ll 1 ® Tsts
S F L6
Fﬁ ® S13 " ' s
552
Sa S5 ® o
3
ASH 2F @ s SSL
525 ‘ 65
St
3. Beispiel

Fiir das in Abb. 2.24 dargestellte Fachwerk seien die Stabkrifte auf zeichnerischem Wege
gesucht. Das System werde durch drei lotrechte Kriifte (F) in den unteren Knoten belastet:
Die Auflagerkrifte links und rechts betragen: (3- F')/2. Die Auflagerkraft links im Knoten 0
wird in die Richtungen 01 und 02 zerlegt. Aus dem zugehorigen Krafteck 0 werden Sp; und
So, abgegriffen. An den gegeniiber liegenden Stabenden haben die Krifte die entgegenge-
setzte Richtung. Das erlaubt die Zerlegung von Sjp und F in die Richtungen 13 und 12.
Das liefert die Stabkrifte S;3 und S}, aus dem Krafteck 1. Auf diese Weise kann das Fach-
werk, von Knoten zu Knoten fortschreitend, ,abgebrochen® werden, sofern jeweils nur zwei
neue Stdbe bzw. Stabkrifte anstehen. Dann ist das Fachwerk (innerlich) statisch bestimmt:
Alle Stabkrifte lassen sich allein mit Hilfe der Gleichgewichtgleichungen bestimmen, nicht
anderes bedeuten die Kraftecke. Fasst man die Kraftecke in einer Gesamtfigur zusammen,
erhdlt man den sogen. Cremona-Plan, nach L. CREMONA (1830-1903) benannt, der diese
Berechnungsform ,erfunden® hat.

Die Grafische Statik wurde im Wesentlichen von K. CULMANN (1821-1881) be-
griindet, das Schnittverfahren fiir statisch bestimmte Fachwerke, wie sie in der Friihzeit
des Eisenbaues dominierten, von A. RITTER (1826-1908). Auch wenn in heutiger Zeit
nahezu alle Tragwerke computergestiitzt berechnet werden, empfehlen sich Gleichge-
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wichtskontrollen an herausgeschnittenen Bereichen zwecks Uberpriifung der ,Black-Box-
Berechnungen®.

4. Beispiel

Gesucht seien die Schnittgrofen fiir einen Balken (Trdger), der durch eine mittige Kraft
(F) beansprucht wird (Abb. 2.25): Unter Schnittgréfien versteht man jene Resultierenden,
die in einem fiktiven Schnitt senkrecht zur Balkenachse die hier auftretenden Spannungen
représentieren, es sind dieses:

o Normalkraft (V): Resultierende der Langsspannungen (Normalspannungen),
e Querkraft (Q): Resultierende der Schubspannungen,
e Biegemoment (M ): Resultierende der Biegespannungen.

In Abb. 2.26 ist ihre Positivdefinition fiir das linke und rechte Schnittufer erklart.
In Abb. 2.25 ist die Vorgehensweise der statischen Berechnung erldutert: An beliebiger
Stelle wird ein Schnitt im Abstand x vom linken Auflager gelegt und die Schnittgrofien N,

Abb. 2.25

——— sy Balken mit
l» mittiger Einzellast

a

i

' —

o | T

| ‘ ¢
F/2 | z F/2

1_ J_Rundschrntt

L

F/2 y. 10 *F
=
T-_x% 77&!2
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Abb. 2.26 linkes rechtes
| Schnittufer |}

n &

N: Normalkraft
Q: Querkraft
M: Biegemoment

QO und M angetragen. Dann werden die drei Gleichgewichtsgleichungen fiir den durch einen
Rundschnitt herausgelosten Bereich formuliert (Teilabbildung b):

Summe aller Langskrifte = Null: ~ Ergebnis: N =0
Summe aller Querkrifte = Null: ~ Ergebnis: Q = F/2
Summe aller Momente = Null:  Ergebnis: (F/2)-x — M =0
— M =M(x)=(F/2)-x

Wihrend die Querkraft fiir jeden Wert von x, von x = 0 bis x = //2, konstant ist, steigt
das Biegemoment linear mit x an. Unter der mittigen Einzellast stellt sich das hochste Bie-
gemoment ein:

x=£: maxM = M L :E.LZF'I
2 2 2 2

In den Teilabbildungen c und d sind die Verldufe von Q und M dargestellt. Man spricht von
der Querkraft- bzw. Momentenfldche.

Unter Verweis auf Abb. 2.12e und 2.27 sei noch geklirt, welche Spannungen infolge
eines Biegemomentes M innerhalb eines Balkenquerschnittes geweckt werden: Die Kriim-
mung des Balkens hat zur Folge, dass die Fasern im Inneren des Querschnitts auf der Zugsei-
te (hier unterhalb der Trigerachse) gedehnt und auf der Druckseite (hier oberhalb der Tra-
gerachse) gestaucht werden. In der Mittelfaser (eines doppeltsymmetrischen Querschnitts,
wie in Abb. 2.27) treten keine Verzerrungen auf. Unterstellt man, dass die Querschnitt-
sebenen bei der Biegekriimmung eben bleiben und sich die Spannungen linear mit der
Dehnung/Stauchung dndern (elastisches Verhalten), sind die Dehnungen und Spannungen
verschrénkt linear iiber den Querschnitt verteilt. Im Falle eines Rechteckquerschnittes der
Breite b baut sich iiber der Zug- und Druckzone jeweils ein dreieckformiger Spannungs-
korper der Breite b auf. Ist ¢ die Hohe des Querschnitts, ergibt sich das Volumen der
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Abb. 2.27 Querschnitt

|
Lyt

og ist die Randspannung. Die Resultierenden der Biegespannungen auf der Zug- bzw.
Druckseite sind gleich den Spannungsvolumina:

ab

ZZDZO'R' 2

Thr gegenseitiger Abstand (ihr innerer Hebelarm) ist 2 = (2/3) - a. Das von Z und D
aufgebaute Biegemoment ist demgeméB:

a-b 2 a’-b

M:Z.h:D.h:o’R.T.ga:gR. 5

=0Op" w
W bezeichnet man als Widerstandsmoment. Ist M bekannt, kann die Randspannung zu
OR = M / w

berechnet werden. Fiir den Rechteckquerschnitt gilt:

W =

6

Der nichste Schritt wire die Berechnung der Trigerdurchbiegung tiber die Kriimmung der
Stabachse. — Im Schrifttum zur Statik sind die Verfahren fiir die Berechnung der verschiede-
nen Systeme des Hoch- und Briickenbaues ausgearbeitet. Hier findet man auch umfangreich
ausgearbeitete Formelsammlungen und Tabellen fiir die verschiedenen Aufgabenstellungen
der Praxis.

Auf R. HOOKE (1635-1703) geht das Proportionalititsgesetz 0 = E - ¢ zuriick. — Wie
schon angedeutet hat es lange gedauert, bis die Verteilung der Biegespannungen in einem



96 2 Mechanik Il: Anwendungen

Abb. 2.28 Abgestiitzter Balken (Sprengwerk)

Balken von J. (Jakob) BERNOULLI (1654—1705) zutreffend erkannt werden konnte. Die
diesbeziiglichen Ansitze von G. GALILEI (1564-1642), E. MARIOTTE (1620-184) und
G.W. LEIBNIZ (1646-1716) waren noch irrig gewesen. C.A. de COULOMB (1736-1806)
gab letztlich die richtige Losung an (s. 0.).

Als Begriinder der Tragwerksstatik im modernen Sinne gilt C.H. NAVIER (1785-1836).
Thm folgten spiter viele weitere, auch bei der Entwicklung der Theorie der Platten- und Scha-
lentragwerke. — L. EULER (1707-1783) bestimmte erstmals die Knickkraft des Druckstabes
und steht damit am Anfang der inzwischen weit ausgebauten Stabilitédtstheorie und Theorie
II. Ordnung. Auf die ausfiihrlichen Darstellungen zur Geschichte der Baustatik in [3] und
[6] wird verwiesen. Es ist ein weites Feld der Ingenieurwissenschaften. Das Schrifttum zur
Baustatik ist umfangreich, das Gebiet gehort zur Technischen Mechanik [7].

Die Abb. 2.28 und 2.29 mogen zum Abschluss beispielhaft verdeutlichen, wie sich die
Tragstrukturen aus einfachen Grundsystemen zu groem Formenreichtum entwickeln lassen.

NMPE
— ,_H\.«
a Schragseilbriicken _Bylon Hangebriicken Pylon
Buschelfﬂrm A
= [ .{.Fah!bar.n[rager | i
Ffeiler_.,

<+~ Fahrbahntrager

I

Abb. 2.29
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2.2 Bewegung entlang einer Geraden- und einer
Kreisbahn - Rotation

2.2.1 Bewegung entlang einer geraden Bahn

Entlang eines geraden Weges fillt die Richtung der Wegordinate s = s(¢), der
Geschwindigkeit v = v(¢) und der Beschleunigung @ = a(¢) mit der Richtung
der Geraden zusammen (Abb. 2.30). s, v und a sind Funktionen der Zeit 7. Zur
Definition dieser drei kinematischen Grofien und zu ihrer Verkniipfung wird auf
die Abschnitte 1.1-1.4 verwiesen. Richtiger wire es an dieser Stelle, die GréBen
als Vektoren §, U und @ zu kennzeichnen. Bei einer Bewegung auf einer geraden
Strecke ist das entbehrlich, bei einer Bewegung auf einer gekriimmten Bahn, wie
im iibernédchsten Abschnitt, ist eine vektorielle Beschreibung zweckmifig und ei-
gentlich zwingend.

Bendotigt ein Korper (gleich welcher Art, z. B. ein Fahrzeug) fiir das Durchfah-
ren der geraden Wegstrecke der Linge [ die Zeitdauer ¢, betridgt seine mittlere
(durchschnittliche) Geschwindigkeit:

/ [l m =

v=-, [J===—=m-s

t []
Ist v gegeben, wird fiir eine Strecke der Linge / die Zeitdauer ¢t = [ /v bendotigt.

1. Beispiel

Ein Marathonliufer benétige fiir die Bewiltigung der Marathonstrecke / = 42,195 km eine
Dauer von ¢ = 2:36:5 Stunden. Wie hoch ist seine mittlere Laufgeschwindigkeit? Aus der
Streckenlidnge in m und der Zeitdauer in s wird die mittlere Geschwindigkeit berechnet (zur
Umrechnung in km/h siehe Abschn. 1.3):

[ =42.195m, t=2-60-60436-60+ 5= 7200+ 2160 + 5 = 9365s:
42.195
9265

V= =4,51m/s = 16,22km/h

2. Beispiel

Ein Verkehrsflugzeug fliege in 10.000 m Hohe mit 0,85 Mach, also mit 85 % der Schallge-
schwindigkeit. Letztere betrigt in dieser Hohe ca. 300 m/s. Die mittlere Fluggeschwindig-

Abb. 2.30 Bewegung auf einer
geraden Bahn e i

-
)

v(t)
s(t)
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98
Sonne Rergbann

Abb. 2.31

Erde

Abgewickelte Bahn:

L

1
be——— Irdbahn = 27 Rerghahn ——=

keit ist demnach:
v = 0,85-300 = 255m/s = 918 km/h.

Fiir eine Strecke von 8000 km dauert der Flug: # = 8000/918 = 8,71 Stunden. Da die Flug-
geschwindigkeit in der Start- und Ladephase niedriger liegt, wird real eine lingere Flugzeit

benotigt. Sie ist zudem stark von den Windverhiltnissen abhingig.

3. Beispiel
Wird die Bahn der Erde um die Sonne als Kreis angenghert und als Gerade abgewickelt
(Abb. 2.31), berechnet sich die Erdbahnldnge zu:

IErdbahn = 27 + Rerdbann

Der Erdbahnradius betrigt:
RErdbahn = 1,49 . 108 km.

Ein vollstindiger Umlauf dauert ein Jahr = 365,2425 Tage a 24 h a 60 min a 60 's:
tErdbabn = 365,2425 - (24- 60 - 60) = 3,1557 - 107 s.
Somit betrigt die mittlere Bahngeschwindigkeit der Erde (real ist die Bahn eine Ellipse):

27 - 1,49 - 10"
il B 29667m/s = 29,667 km/s = 106.800 km /h

lErdbahn _
3,1557 - 107 s

UErdbahn = =
t Erdbahn

Die Tabelle in Abb. 2.32 enthilt fiir eine Reihe von Bewegungsvorgéingen deren
Geschwindigkeiten. Sie gelten im Falle der eingetragenen Maximal- und Rekord-

werte fiir die zugehorige Linge.
Bei allen iibrigen Werten handelt es sich um Mittelwerte, sie beziehen sich letzt-

lich auch auf eine kiirzere oder lingere Wegstrecke.
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m/s | km/s mis *) km/s *)
Schnecke 0,002 | 0,008 Marathonlaufer (R) 5,67/4.88 | 204/17,6
Ochse 0,7 25 100m-Sprinter (R) 10,091 | 36,0328 |
Pferd im Schritt 20 7.2 400m-Laufer (R) 92184 | 331/30,2
Pferd im Trab 42 15 5000m-Laufer (R) 6,759 | 241/21,2
_ Pferdim Galopp | 83 | 30 10000m-Laufer (R) 64/57 | 2301205
Rennpferd (max) 24 86 1000m-Eisschnelllaufer (R) | 15,0137 | 54,0493
Traber (max) 18 65 5000m-Eisschnellldufer (R) | 13,9/123 | 50,0443 |
Windhund (max) | 21 7% | |
Gepard (max) | 32 115 ICE (max, Betrieb) 80 290
Brieftaube (mittel) | 24 85 TGV (max, Betrieb) 90 325
Schwalbe (mittel) | 55 200 Shinkansen (max, Betrieb) 80 290
TGV (V150) (R) 159 | 575
| Fullganger, normal | 1,5 54 Magnetschwebebahn (R) 161 581
Fulganger, eilig | 2,1 75 |
FuRganger, joggen | 39 | 14 Erddrehung am Aquator 458 1650
. Erdbahngeschwindigkeit = 30000 107000
Radfahrer (normal) | 5,0 18 -
| Erlauterung: R: Rekord
| *) mannlich/weiblich s

Abb. 2.32

4. Beispiel

Die Bewegung eines Fahrzeugs auf einer geraden Strecke beginnt am Anfang mit einer
starken Beschleunigung, man denke an stddtische Bahnen, wie S- und U-Bahnen. Die Be-
schleunigung wird anschlieBend vom Fahrer linear zuriick genommen. Am Ende dieser
Phase (Zeitpunkt 7T') erreicht die Geschwindigkeit den Wert vr, vgl. Abb. 2.33. Wie man
sich tiberzeugt, geniigt die Geschwindigkeit wihrend dieser linear abnehmenden Beschleu-
nigungsphase der Funktion:

v=v(t)=vT(2—%)-%

a b B c
[BIP|

Abb. 2.33



100 2 Mechanik Il: Anwendungen

Abb. 2.34 a s A ;
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Firt = Oist v = O und fiir t = T ist v = vy. Das Fahrzeug fihrt ab jetzt mit konstan-
ter Geschwindigkeit weiter. v = vy = konst. Die Beschleunigung a = a(¢) folgt durch
Difterentiation von v nach ¢ und die Wegordinate s = s(¢) durch Integration von v iiber ¢:

t

S:S([):UT(I—gT)'T't

a:a(t):Zv%(l—%)

Zu Beginn der Bewegung gilt:

vr
t=0: SOZO;U():O;Q():ZT

und am Ende:

t=T: ST=§UT'T;UT=UT;HT=O

In Abb. 2.34 ist ein Zahlenbeispiel mit drei Teilstrecken wiedergegeben. Deren Fahrdauer
sei jeweils gleichlang und betrage 600s = 10 min. Wihrend der ersten Teilstrecke wird das
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Fahrzeug anfangs mit 0,08333 m/s? beschleunigt. Nach 7 = 600 s betrigt die Geschwin-
digkeit vy = 25,0m/s und sind s7 = 10.000 m durchfahren. Wird die Fahrt im zweiten
Abschnitt mit 25,0 m/s fortgesetzt, sind am Ende dieser Teilstrecke:

25,0 - 600 = 15.000 m

durchfahren. Die dritte Teilstrecke folgt entsprechend. Am Ende der drei Teilstrecken sind
insgesamt 35.000 m = 35 km zuriickgelegt. Die mittlere Geschwindigkeit ergibt sich zu:

_ 35.000m
b= =1944m/s
1800's

5. Beispiel
Ein Fahrzeug werde mit konstanter Verzogerung (= negative Beschleunigung) abgebremst:
Der Fahrzeugtyp bestimmt die Art der Bremsung (Schienenfahrzeug, Radfahrzeug). — Im
Falle eines PKW bestimmt die Reibung zwischen den bremsenden Riddern und der Fahrbahn
die maximal mogliche Bremskraft. Beim Gleiten auf nasser/vereister Fahrbahn wird nur ein
geringer Reibwiderstand aktiviert. Das Fahrzeug ist dann nur noch bedingt oder tiberhaupt
nicht mehr lenkbar, weil auch der seitliche Fiihrungswiderstand an den Radern wegfillt (Ab-
schn. 1.13.2 und 1.13.3). — Bei kontrollierter Rollreibung (ABS, ausreichende Profiltiefe der
Reifen vorausgesetzt) wird eine hohe Rollreibung erreicht, sie ist abhingig vom aktiven
Schlupf.

Die vom Fahrzeug ausgehende Trigheitskraft ist geméd dem d’Alembert’schen Prinzip
(Abschn. 1.5) entgegen der positiv definierten Wegordinate anzusetzen (Abb. 2.35):

F,=m-a= g ca, g= 9,81m/s2
g
Q istdas Gewicht des Fahrzeugs (in N). — Es wird unterstellt, dass sich alle Rider in gleicher
Weise an der Bremsung beteiligen. Die gesamte aktivierte Reibungskraft betrdagt dann:

Fr = pr-Q (ug isthier als konstant angesetzt)

Abb. 2.35 a Gleichformige Fahrt b Abbremsung
mit vy = konst. mit a; = konst.
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Die Gleichgewichtsgleichung liefert (Abb. 2.35b):
_ Q _ g —
Fn+Fr=0 — §'0+MR'Q—0 — a=ayp=—g R

Ab Bremsbeginn wird die Zeit gezihlt (r = 0). Die Anfangsbedingungen der Bremsbewe-
gung aus der Anfangsgeschwindigkeit v, heraus lauten:

t=0: s=0,v=vy, a=ap.

Geschwindigkeit v = v(¢) und Wegordinate s = s(¢) folgen mittels Integration:

v=/adt=a0-/dt:a0-t+C1

Aus der Anfangsbedingung fiir v ( = 0: v = vy) folgt: C; = vy. Somit gilt: v = vy +ap-1.

2
SZ[Udfz (o tao-1)dt =vo -t +ap- = +C

Die Anfangsbedingung fiir s fiihrt auf: C; = 0. Somit gilt: s = vy - # + aoé.
Am Ende der Bremsstrecke ist die Geschwindigkeit gleich Null. Aus dieser Bedingung
ergibt sich die Bremszeit 75 zu:

Vo Vo
O=vy+ap-tg — tg=——=
do & MR
Fiir die Bremslédnge ergibt sich:
12 . 2
Sp=1vo-lg+apL — sp=1o- 0 —glLR( UO)
2 g MR 2 \g-ur
1 02
- sp=--—2
2 g-pr

Bei geneigter Strale sind in der Gleichgewichtsgleichung die Abtriebskraft und die vermin-
derte Reibungskraft einzubeziehen.

Zahlenbeispiel
vo = 27,8m/s (100km/h), ug = 0,5: @y = —0,5-9,81 ~ —5m/s>. — Die zahlenmi-
Bige Auswertung der Formeln ergibt: 15 = 5,67s, sp = 78,8 m (vgl. auch 3. Beispiel in
Abschn. 1.13.3).

Fiir ao gelten folgende Anhalte fiir Bremsverzogerungen in m/s?: Asphaltfahrbahn: ca.
—8 (trocken), —6 (nass); Betonfahrbahn: —5; sandige Fahrbahn: —4; schneebedeckte Fahr-
bahn —1 bis —2; fest vereiste Fahrbahn und Aquaplaning 0 bis —1.

Die reale Bremszeit dauert ldnger, weil die Reaktionszeit des Fahrers und die Zeit bis
zur vollen Entfaltung der Bremswirkung zur physikalischen Bremszeit hinzu tritt. Setzt man
hierfiir (auf der sicheren Seite liegend) eine Sekunde an, ist im obigen Beispiel der Rechen-
wert fiir den Bremsweg um die Liange 1,0 - 27,8 = 27,8 m zu vergrofiern, das ergibt ca.
100 m!
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Abb. 2.36

2.2.2 Bahnbeschreibung

Unterschieden werden: Gefiihrte und freie Bewegung.

Die Bewegung eines Eisenbahnzuges auf einem Gleis ist das typische Beispiel
einer gefiihrten Bewegung (Zwangsbewegung). Weitere Beispiele sind: Wagen
einer Achterbahn, Gondel einer Seilbahn, Greifer eines Industrieroboters. Auch
die Fahrt eines StraBenfahrzeuges ist eine gefiihrte Bewegung. Hier ist es die Rei-
bung zwischen Radreifen oder Raupenkette und der Fahrbahn, die die Fiihrung
ibernimmt.

Freie Bewegungen sind solche in Kraftfeldern, wie in gravitativen oder elektri-
schen Feldern. Typische Beispiele sind Geschosse, Satelliten, Planeten und andere
kosmische Objekte. Flugzeuge mit Leitwerk oder Raketen mit Steuerdiisen sind
eher den gefiihrten Bewegungen zuzurechnen.

Um die Bewegung eines (punktformigen) Korpers der Masse m zu beschreiben,
bedarf es eines Koordinatensystems. Bei einer Bewegung in einer Ebene kann z. B.
ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y gewihlt werden, wie in Abb. 2.36a
fiir einen Flug von Miinchen nach Hamburg angedeutet; in dem Beispiel ist die
Kugeloberfliche Deutschlands als Ebene angenihert. Es kann sich auch um eine
vertikale Ebene handeln, wie z. B. bei einer Bergbahn; in Teilabbildung b besteht
sie aus drei Geradebahnen (wenn man vom Kabeldurchhang absieht). — Teilab-
bildung c zeigt eine krummlinige Bahn. — In allen Féllen kann die momentane
Bewegung des Korpers auf seiner Bahn durch die (Weg-) Ordinaten x = x(¢) und
y = y(t) als Funktion der Zeit ¢ beschrieben werden oder polar durch den Radi-
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usstrahl » = r(¢) und den Winkel ¢ = ¢(¢). Offensichtlich sind die Ordinaten der
beiden Koordinatensysteme durch die Beziehungen

r(t) = vx*(1) + y*(1) und tang(r) = y(1)/x (1)
—  @(t) = arctan y(t)/x(¢)

miteinander verkniipft, vgl. Teilabbildung c.

Bei einer Bewegung auf einer Kreisbahn ist es giinstig, die Bewegung vom
Kreismittelpunkt M und bei einer Bewegung auf einer Ellipsenbahn von einem
der beiden Brennpunkte F aus zu beschreiben (letzteres, wie bei Planeten- und
Kometenbahnen von jenem Brennpunkt aus, in welchem das Zentralgestirn, die
Sonne, liegt, vgl. Abschn. 2.8.5). Die Teilabbildungen d und e mogen das Gesagte
verdeutlichen.

Die Beschreibung einer allgemeinen (krummlinigen) Bewegung eines punktfor-
migen Korpers der Masse m setzt eine vektorielle Behandlung voraus. Darauf wird
hier zunichst verzichtet. Die Fachbiicher zur Mechanik geben Auskunft. Es zeigt
sich, dass bei einer krummlinigen Bewegung zwei Beschleunigungskomponenten
auftreten, eine tangentiale in Richtung der Bahn und eine normale (normal =
senkrecht) zur Bahn:

aw_ds
dr — dr2’ "

v2
a; = -
o
Hierin ist p der Radius des lokalen Kriimmungskreises an die Bahn. a,, bewirkt
die Bahnfiihrung in Richtung auf den momentanen Kriimmungsmittelpunkt. Im
allgemeinen Fall sind alle Bewegungsgrofen, der Weg s, die Geschwindigkeit v
und die Beschleunigungskomponenten a,, und a; sowie der Kriimmungsradius p
der Bahnkurve Funktionen der Zeit ¢.

2.2.3 Bewegung entlang einer Kreisbahn

Die kreisformige Bewegung ist ein Sonderfall der krummlinigen. Der Kriim-
mungsradius ist konstant, er werde mit r abgekiirzt, wie in Abb. 2.37 einschlieBlich
der Bahnordinate s = s(¢) und der Bahngeschwindigkeit v = v () skizziert.

Abb. 2.38 zeigt die Bewegung der Punktmasse m auf einer Kreisbahn beim
Fortschreiten um den Weg ds innerhalb des Zeitintervalls d¢. Die Geschwindigkeit
andert sich dabei um dv, vektoriell in der Richtung auf den Mittelpunkt des Kreises
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Abb. 2.37 Kreisbahn
s(t): Weg
v(t): Geschwindigkeit
| 4vit)
r
sft)

Abb. 2.38

zu. Der Richtungspfeil erfihrt eine Drehung. Die Geschwindigkeitsdnderung dv
in der Zeiteinheit ist die Beschleunigung in Richtung auf den Mittelpunkt. Die
Ahnlichkeit der schraffierten Dreiecke in Abb. 2.38 erlaubt folgenden Schluss:

ds dv v-ds dv v ds v v?
_—= g dl) = — —_— = — e — = — ) = —
v r dt r dt r r

Das ist die Beschleunigungskomponente in Richtung auf den Kreismittelpunkt,
also normal zur Bahnkurve:

1)2

a, = —
r

Auf den Schwerpunkt des Korpers mit der Masse m wirkt die Zentripetalkraft F,
(Kraft gleich Masse mal Beschleunigung)

U2

FF=m-a,=m-— [N]
r
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nach ,innen‘. Die vom Korper auf die Fiihrung der Bahn nach ,auflen® gerichtete
Gegenkraft ist die Zentrifugalkraft (Fliehkraft) F:

v2

F,=F.=m-a,=m-—
r
Anstelle der Bahnordinate s und der Bahngeschwindigkeit v kann man die mo-
mentane Lage des Korpers und seine Geschwindigkeit auch mit Hilfe der Winkel-
ordinate ¢ (s = ¢ - r) bzw. mit Hilfe der Winkelgeschwindigkeit w (v = @ - r)
beschreiben. Hiermit folgen Normalbeschleunigung und Zentrifugalkraft zu:

ay=w>r. Fz=F=m-w*-r

Die Dauer T einer Umkreisung (Lange der Kreisbahn: [ = 27 - r) betrigt alterna-
tiv:
_2mer

2
T = :—ﬂ[s] - a,=
v 1)

Qn)*-r
T2

Vielfach wird die Anzahl der Umrundungen pro Sekunde als Ma8 fiir die Schnel-
ligkeit einer Bewegung auf einer Kreisbahn verwendet. Man spricht dann von der
Frequenz f der Kreisbewegung in der Einheit Hertz (Hz):

1 v 10} 1
= — = = — — =H — 2 2 v P 2

/ T 2n-r 2m |:s Z] - @ =Qnr-f
In der Version @ = 27 - f nennt man w Kreisfrequenz. — Ein weiteres Mal ist die
Anzahl der Umdrehungen pro Minute. Diese Anzahl wird i. Allg. mit n abgekiirzt:

1 v ® Q2n)?-r
n=60-f =60~ =60- —60. 2 o g =T
T 2w -r 21 3600

Umkehrung:
f=n/60; T =60/n; v=2mw-r-n/60; w=2m-n/60

Anmerkung

Die vorangegangene Beschreibung gilt fiir eine gleichformige Bahnbewegung, also eine kon-
stante Bahngeschwindigkeit. Ist die Bahnbewegung ungleichférmig (also in Bahnrichtung
beschleunigt), sind v, a;, a, Funktionen der Zeit. In diesem Falle wird die (tangentiale)
Winkelbeschleunigung mite = w = ¢ = a,/r = v/r = §/r abgekiirzt.
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Abb. 2.39 '

[
SUES e e e e e

[ -

1. Beispiel

Zentrifugen finden in der Technik und in den experimentellen Naturwissenschaften eine
breite Anwendung. Es gibt Ultrazentrifugen mit bis zu n = 500.000 Umdrehungen pro
Minute. Zentrifugen dienen iiberwiegend der Stoffabscheidung, also der Trennung unter-
schiedlich schwerer Stoffanteile. — Mit r (in cm!) und n als Drehzahl pro Minute dient
die ,Relative Zentrifugalbeschleunigung (RZB)*, auch ,Schleuderziffer® genannt, zur Kenn-
zeichnung der Zentrifuge in Bezug zur Erdbeschleunigung (DIN 58970-2):

= Q0P C/100) o 00010966 - e -n® [a] = [m/s]

3600
2
RzB = & = /ST 00001118 - fom] - n?
g 981m/s?
2. Beispiel

In Wiischeschleudern und Waschmaschinen mit Schleudergang treten hohe Zentrifugalbe-
schleunigungen auf (Abb. 2.39). Beispielsweise wird die Wische bei einem Trommeldurch-
messer d = 0,5m und bei n = 1400 Umdrehungen pro Minute an der Trommelwand
(r = 0,25 m) mit

_ (21)*-0.25

- (1400)> = 5374m/s> = 548 -
3600 (1400) m/s g

beschleunigt. Das ist das 550-fache der Erdbeschleunigung!

3. Beispiel

Der Fliehkraftregler, auch Zentrifugal-Regulator genannt, dient zur Messung und zur Re-
gelung der Drehzahl. Abb. 2.40 zeigt das Prinzip. Die Zentrifugalkrifte der beiden Kugeln
stehen iiber das Gestinge mit den lotrechten Kriften G, und G, im Gleichgewicht. Die Ver-
schiebungskinematik der Gewichte ist von der Umdrehungszahl nichtlinear abhéngig.

4, Beispiel
Der Radius des Erdkdrpers am Aquator betriigt: Rgg. = 6,378 - 10° m. Eine 360°-Rotation
der Erde um ihre Achse dauert einen siderischen Tag: 23 h 56 min 4,099 s. Das sind in Se-
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Abb. 2.40 a geringe b hohe
Tourenzahl

Tourenzahl

kunden
T =23-60-60 4+ 56-60 + 4,099 = 82.800 + 3360 + 4,099 = 86.164 s
Am Aquator betrigt demgemif die Zentrifugalbeschleunigung:

_ (21)% 6,378 10°

26168 =0,0339m/s> (~ 0,35% von g)

Die Schwerebeschleunigung am Aquator betriigt 9,7803 m/s?. Ohne den zentrifugalen An-
teil ergibt sich: 9,8120m/s2.

5. Beispiel

Liegen in einem Drehgestell zwei miteinander verbundene, unterschiedlich groe Massen
mj und m, auf einem Seil (Abb. 2.41), stellt sich ihre Lage bei einer Rotation so ein, dass

Abb. 2.41 gespanntes

Seil (Stange) .

o

Drehgestell
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Abb. 2.42 |

-Schwerpunkt

my - ry = my - ry gilt. Das entspricht dem Hebelgesetz. Nur bei diesem Abstandsverhiltnis
stehen die Zentrifugalkrifte im Gleichgewicht:
I

Fo=Fz;, — m-wo-rp=my-w-ry, — M-I =my-r — =
v mj

myp

6. Beispiel

Auf einer ebenen horizontalen Strale erfihrt ein Fahrzeug bei Kurvenfahrt durch die Rei-
bung mit der Fahrbahn die notwendige Fiihrung. Abb. 2.42 zeigt ein Motorrad. Die Masse be-
trage m = 280kg. Das Fahrzeug fahre mit der Geschwindigkeit v = 90km/h = 90/3,6 =
25,0m/s durch eine Kreiskurve. Der Radius der Kurve sei r = 80 m. Die Zentrifugalkraft
ergibt sich zu:

25,02
Fz =280-

= 2187,5N

Die Reibungskraft berechnet sich zu:
Fr=pugr-G = pug-(g-m)= ug-(9,81-280)

Um nicht aus der Kurve geschleudert zu werden, bedarf es einer Mindestreibungszahl. Sie
folgt aus der Gleichsetzung:

F; =Fy — 2187,5=pug-27468 — pur=0,798 0,8

/g hat hier die Bedeutung einer Haftreibungszahl. Fiir eine beliebige horizontale Kurven-
fahrt in der Ebene berechnet sich der Mindestwert zu:
v? G v? v?
F,=Fp —- m-—=pur-G6 —» —-—=ur-G — pup=—
r g r g-r

7. Beispiel

Stralen- und Bahngleise werden in Kurvenbereichen mit einer Querneigung gebaut. Hierzu
sind in Deutschland die ,Richtlinien fiir den Ausbau von Landstraen (RAL)* fiir die un-
terschiedlichen Stralenkategorien zu beachten, von der Autobahn bis zur Gemeindestral3e.
Entsprechende Regelwerke gibt es fiir den Bahnbau.
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Abb. 2.43 b
G: Gerade
Kr: Kreis
Kl: Klotheide
6 Kl ",U Kriimmung/

| - ' Querneigung
~,
ALW

Steht die Resultierende aus der lotrechten Gewichtskraft und der Fliehkraft senkrecht zur
geneigten Fahrbahn, bedarf es zur Fiihrung des Fahrzeugs keiner Reibung, vgl. Abb. 2.43a.
Der zugehorige Winkel folgt aus:

t Fz
ano = — =
G

Bei jeder Abweichung von o verbleibt ein Uber- oder Unterschuss an Zentrifugalkraft, der
durch Reibung ausgeglichen werden muss.

Beim Ubergang von einer Geraden- auf eine Kreisbahn stellt sich die Zentrifugalbe-
schleunigung mit Beginn der Kreisbahn sprunghaft ein. Um dem zu begegnen, wird im Stra-
Benbau eine sogenannte Klothoide eingeschaltet. Innerhalb dieser Strecke wachsen Kriim-
mung und Querneigung kontinuierlich auf die planmifligen Werte an bzw. nehmen planmi-
Big wieder ab (Abb. 2.43b). Die Ubergiinge im Bahnbau werden entsprechend gestaltet (auch
die Gleise von Achterbahnen).

224 Drehimpuls (Drall) - Drehbewegung und Rotation

Bewegt sich ein punktformiger Korper mit der Masse m und der Geschwindigkeit
v auf einer Geradenbahn, triagt er den Impuls:

p=m-v

Wirkt auf den Korper die Kraft F, erfihrt der Impuls eine Anderung. Nach dem
Newton’schen Axiom gilt (im Falle m = konst.):

dp dv
F:—: - —_— = .
a e T

In Worten: Kraft = Masse mal Beschleunigung.
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Abb. 2.44 a

<t

Aufsicht

Bewegt sich der punktformige Korper auf einer Kreisbahn im Abstand » vom
Mittelpunkt (Abb. 2.44a), ist der Drehimpuls (auch Drall genannt) zu ,Impuls mal
Abstand‘ definiert:

o=J w

L=p-r=m-v)-r=m-(w-r))-r=m-r
® = v/r ist die Winkelgeschwindigkeit. Das Produkt m - r> wird als Trigheits-
moment bezeichnet, abgekiirzt mit J. (Bei der kreisférmigen Bewegung hat J
dieselbe Bedeutung wie die Masse m bei der geradlinigen). —

In Abb. 2.44b sind L und & als Vektoren dargestellt. Sie stehen im Kreismittel-
punkt senkrecht zur Bahnebene.

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist dem auf die Masse einwirkenden
(Kraft)-Moment M proportional (Erweiterung des Newton’schen Axioms).

Y dL 7 dw 7
Tdr a7 ¢
Wirkt kein Moment, bleibt der Drehimpuls erhalten (Drehimpulserhaltungsgesetz,
im Jahre 1775 von L. EULER postuliert). ¢ ist die Winkelbeschleunigung (auch
Drehbeschleunigung genannt). In Worten: Moment = Trigheitsmoment mal Win-
kelbeschleunigung.

Ausgehend von den vorstehenden Postulaten gelingt der Ubergang von der Be-
wegung eines punktformigen Korpers auf einer Kreisbahn auf die Drehbewegung
eines Festkorpers um sich selbst (Rotation). Der Korper wird als ,starr® unter-
stellt, das bedeutet, die durch die Rotation des Korpers verursachten Verzerrungen
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bzw. Verformungen bleiben unberiicksichtigt. Der Ubergang zur Rotation werde
anhand von Beispielen erldutert.

1. Beispiel

Berechnung des Triigheitsmomentes einer Kreisscheibe fiir eine Drehung um die durch
den Mittelpunkt gehende Achse. Radius a, Dicke b (Abb. 2.45a). Als Hilfsvorstellung wird
angenommen, dass sich die Scheibe aus vielen kleinen infinitesimalen Massenelementen
zusammensetzt. Fiir jedes einzelne Element gilt die oben angeschriebene Formel fiir den
Drehimpuls L. Uber die Elemente wird summiert (mathematisch: integriert).

Abb. 2.45a zeigt die Scheibe und innerhalb dieser einen Ring im Abstand r vom Mit-
telpunkt. In Teilabbildung b ist der aus der Scheibe herausgeschnittene Ring der Breite dr
dargestellt. Stellvertretend wird ein infinitesimales Element innerhalb des Ringes mit der
Breite dr in Richtung r herausgetrennt. Das infinitesimale Element hat die Breite r - do in
Richtung des Umlaufwinkels o, Winkel « in Bogenmal. Die Tiefe b ist gleich der Dicke der
Scheibe. Das Volumen des Elementes betrégt:

dV =dr-(r-da)-b.
Die Dichte des Scheibenmaterials sei p. Die Masse des Elementes berechnet sich damit zu:
dm=p-dV =p-dr-(r-da)-b=p-(b-r-dr-da).

Uber alle Elemente wird summiert. Es handelt sich um eine Doppelsumme bzw. ein Dop-
pelintegral, einmal iiber dr von r = 0 bis r = a und einmal iiber da von @ = 0 bis @ = 27
(360°), also tiber die volle Kreisflache. Damit ist der Beitrag aller Elemente der Scheibe er-
fasst, also die Scheibe insgesamt. Der Drehimpuls eines einzelnen Elementes betrégt (s. 0.):

dL=dm-w-r>=p-(b-r-dr-da)-w-r*=p-b-w-r’-dr-da

Die Integration iiber alle infinitesimalen Elemente ergibt:

2r a 2 a 2 a
LZ//dL:/ /p-b-w-r:’-dr dot:p-b-w/ /r3-dr da
0 0 o Lo o Lo
4

Abb. 2.45




222 Bewegung entlang einer Geraden- und einer Kreisbahn — Rotation 113

Abb. 2.46 Zylinder mit elliptischem Querschnitt b Prisma
a b

Der Term vor w ist das gesuchte Tragheitsmoment J. Zusammengefasst lautet das Ergebnis:

1
L=J w mitJ:p-%-b-a“:E«m-az, m=p-mw-a’-b

Im Fachschrifttum findet man Formeln fiir die Berechnung von m in kg und J in kg m fiir
die unterschiedlichster Korper, Beispiele (vgl. Abb. 2.46):

Elliptischer Vollzylinder:
1
m=p-w-a-b-c, J= Zm-(az—i-bz)

Kreis-Vollzylinder (s. 0.):

Prismatischer Vollzylinder:
1
m=p-4-a-b-c, J= gm-(az—i-bz)

Fiir eine Vollkugel und eine Kugelschale gelten folgende Formeln (Abb. 2.47):

Vollkugel:

: K. J=2m R
m= —-- < JT - N = —m -
3°° 5

Dickwandige Kugelschale:

4
ng'ﬂ'”'(Rﬁ—R?)v J =

Diinnwandige Kugelschale, Wanddicke d:
2
m:4.p.n.d.R2’ J:E.m.Rz
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Abb. 2.47 a Kugel b Hohlkugel

i | e
F— R*—L-—R ——t Ra l-:l-*]ﬂq

2. Beispiel

Besteht eine Kugel aus mehreren Schalen unterschiedlicher Dichte, wie dieses nahezu bei
allen Himmelskorpern der Fall ist, berechnet sich das Trigheitsmoment der Kugel aus der
Summe der Trigheitsmomente der einzelnen Schalen. Das ist moglich, weil alle Teile den-
selben Schwerpunkt haben, vgl. Abb. 2.48.

Verlauft die Drehbewegung nicht durch den Schwerpunkt, berechnet sich das
Triagheitsmoment nach der Formel (vgl. Abb. 2.49):

J=Js+m -r§
Hierin ist Jg das (Eigen-)Trigheitsmoment des Korpers fiir jene Schwerpunktsach-

se, die parallel zur Drehachse liegt, rg ist der Abstand zwischen den Achsen. Man
spricht von der Steiner-Formel (nach J. STEINER (1796-1863)).

Abb. 2.48

-

Abb. 2.49 1
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a b
Dicke : ¢

Dichte: p |

Drehgelenk //V
(reibungsfre|)7/— 7&_. /
// v1i0%
/ Drehpunkt
S

Abb. 2.50

Beispiel

Ein prismatischer Korper rotiere im Abstand r um eine Drehachse, die auflerhalb des Kor-
pers liegt, die Abmessungen des Korpers mit quadratischer Ansicht zeigt Abb. 2.50a. Die
Masse des Korpers betrégt:

m=p-2a-2a-c=4-p-a*-c

c ist die Dicke des Korpers. Das (Eigen-) Tragheitsmoment des Korpers fiir die zur Dreh-
achse parallel liegende Schwerpunktsachse berechnet sich mit Hilfe der in Abb. 2.46b ange-
gebenen Formel zu:

1 8
Js = 5.m.(aZ+aZ) = §p'“4'c
Das gesuchte Trigheitsmoment fiir die Rotation um die Drehachse ergibt sich mitr =2 -a
zu:
8 8 56

J=Js+m-r*= 5,0-614-c—|—4,o-az-c-(2-a)2 = (5 + 16) cp-at-c= ?p-a“-c
Wiirde der Korper mit n = 45 Umdrehungen in der Minute rotieren, betrdgt die Winkelge-
schwindigkeit:

n 45
=27-— =2 -— =27-0,75=4,7121
w Vs 5 b1 %0 b1 47121 /s

Tréagheitsmoment und Drehimpuls (Drall) berechnen sich in den Einheiten:

1 2
2 bzw. kgom2~—:kg~m—
S S

Im Falle des in Abb. 2.50b dargestellten Problems entfillt das Eigentrdgheitsmoment Jg
bei der Berechnung des Gesamttrigheitsmomentes um die Drehachse, da der Korpers selbst
nicht rotiert.
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Translation + Rotation +————
Translation \ : Rotation ) T ’\
\ \ \ ‘ ’

Abb. 2.51

2.2.5 Kinetische Energie - Bewegung auf einer Geraden- und
einer Kreisbahn

In Abb. 2.51 ist dargestellt, wie sich die allgemeine ebene Bewegung eines Korpers
aus einer Translation und einer Rotation zusammensetzt. — Translatorisch heifit
eine Bewegung, wenn sich alle Punkte auf kongruenten Bahnen bewegen, dann
kann die Bewegung durch die Bewegung des Korperschwerpunktes S vollstindig
beschrieben werden. Rotatorisch ist eine Bewegung, bei der sich alle Punkte um
eine gemeinsame raumfeste Achse drehen. — Wieder beschrinkt auf eine Geraden-
und eine Kreisbewegung wird im Folgenden hierfiir die kinetische Energie abge-
leitet.

Bewegung auf einer Geradenbahn (Abb. 2.52a) Verschiebt sich die Kraft F
innerhalb des Zeitintervalls Az von s(¢) nach s(t + At) = s(t) + As, verrichtet
die Kraft an der Masse m die Arbeit F - As:

dv ds m
F-As—(m-a)-ds—m-z-ds—m-a-dv—m-v-dv—d(z-v)

Uber den jeweils links- und rechtsseitigen Term wird das Weg- bzw. Zeitintegral
erstreckt und zwar iiber das Zeitintervall von #; bis f,. Die zugehorigen Wegor-

Abb. 2.52
s(t+dt) /

s[tl
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dinaten seien s; und s, und die zugehorigen Geschwindigkeiten v, und v,. Die
Integration ergibt:

52

2 2
2 2

51

Das linksseitige Wegintegral erstreckt sich iiber die Wegstrecke von s; nach s,. Es
ist die von F = F(t) auf der Wegstrecke As verrichtete mechanische Arbeit.

Im Falle F = konst. ist W = F - (s, — s1) die verrichtete Arbeit. Die Grofe
m-v?/2 ist die kinetische Energie. Die vorstehende Gleichung besagt, dass die von
F im Bahnintervall s; bis s, geleistete Arbeit gleich der Differenz der kinetischen
Energien am Ende und Anfang der Wegstrecke ist:

1)2

W = Exin2 — Exin1,  Exin =m - 5
Bewegung auf einer Kreisbahn (Abb. 2.52b) Verschiebt sich die Kraft F inner-
halb des Zeitintervalls At von s(¢) nach s(t + At) = s(t) + As, also um die
Winkelordinate von ¢(¢) nach ¢(t + At) = ¢(t) + Ag, verrichtet das Moment an
der Masse m bzw. am Trigheitsmoment die Arbeit M - Ag, umgeformt, folgt:

do

M-dp=1J-e-dp=1J-
M-ae e-ag di

d¢=J-0;—(f-dw:J-w-dw:d(§-w2)

Die Integration iiber das Zeitintervall von #; bis t, liefert analog zu oben:

P2 5 ) 2
w. w w
M-dp=J[2-—-L W = Exin2 — Exing » Exin=J - —
/ %) (2 2) i kin,2 kin, 1 k )
@1

¢ und ¢, sind die Drehwinkel und w; und w, die Winkelgeschwindigkeiten an

den Intervallgrenzen.
Das Energieerhaltungsgesetz gilt selbstredend in allen Fillen.

1. Beispiel (Abb. 2.53)
Ein Fahrzeug auf vier Ridern habe die Gesamtmasse m. Jedes der vier Réder habe die
Masse mg und das Triagheitsmoment Jz. Dem mit der Geschwindigkeit v fahrenden Fahr-

zeug wohnt folgende kinetische Energie (einschlie8lich jene der Rider) inne:
m-v? mg - v? w?
4. 4. Jp —

2 " ;e

Eyin =
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Abb. 2.53 | v m
l_/\—____/_\j

. e
.3 /
Jhmp 7R

Bei der vollen Umdrehung eines Rades bewegt sich das Fahrzeug um den Radumfang 2 - R
weiter. Betragt die Winkelgeschwindigkeit der Rider w, fihrt das Fahrzeug mit der Ge-
schwindigkeit v = 27 - R - w. Daraus folgt: ® = v/2x - R. Die kinetische Energie betrigt
demnach, in der Fahrzeuggeschwindigkeit v ausgedriickt:

I m-v? 4 mg - v? 4 Jr v? 1 4 n Jr 2
o= . VIR Y tdme s 2R )y
k 2 2 2 @n-R? 2 KT R

Rollt das Fahrzeug reibungsfrei von einer Anhdhe um /& abwirts, wird seine anfingliche
potentielle Energie in kinetische Energie umgesetzt. Aus dieser Bedingung ldsst sich die
Geschwindigkeit nach Durchfahren der Gefillstrecke berechnen:

. 2m +4-mg)-g-h
Epot:(m+4'mk)'g'h’ Ekianpot i v_\/ { R) g

N\ (m+4me + )
Wird der Rotationsbeitrag der Rider vernachléssigt, folgt: v = /2g - h.

2. Beispiel (Abb. 2.54)
Ein Schwungrad aus Stahl drehe sich mit 7 = 3000 Umdrehungen pro Minute. Gesucht ist
die kinetische Energie im Schwungrad. Die Dichte von Eisen betrigt: p = 7850kg/m?.
Abb. 2.54 zeigt die Abmessungen des Rades.
m=p-mwa’-c=7850-7-1,0%-02 = 4932kg
J=m-a*/2 = 4932 -1,0*/2 = 2466 kg m’
o =2mw-n/60 =2 -3000/60 =3141/s (= rad/s)

2 3 2
Eyin = J-% = 2466

kWh
=1,22-1087 (1,22-10%7-2,78-1077 - = 33,9kWh)

Die Energiedichte (das ist die Energie geteilt durch die Masse des Schwungrades, hier in
kW h pro Tonne ausgedriickt) berechnet sich zu:

Eyin/m = 33,9/4,93 = 6,9kW h/t.
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Abb. 2.54 Rotierende Kreisscheibe

0:,396 pw?a?

-E___:E_

04 Or

10 10 —=t —=10,2 =—

ot Tangentialspannung
or. Radialspannung

Wenn das Schwungrad innerhalb einer Minute ,entladen® wird, also seine Energie abgibt,
betrigt die Leistung in diesem Zeitraum:

P =122-108)/60s = 20,3-10° W = 20,3 - 10’ kW = 20,3 MW

Es stellt sich die Frage, ob die Festigkeit des Schwungrades ausreichend ist, um der Flieh-
kraftbeanspruchung zu widerstehen. Infolge der Fliehbeschleunigung treten in der Scheibe
die in Abb. 2.54 gezeichneten Spannungsverldufe auf. Dargestellt sind die Verldufe der Radi-
alspannung o, und der Tangentialspannung o;. Es sind Zugspannungen. Sie sind im Zentrum
gleichgroB und erreichen hier ihren hochsten Wert. Fiir das Beispiel berechnet sich der Wert
zu (Formel ohne Nachweis):

max o, = maxo; = 0,396 p- w?-a* = 0,396 - 7850 - 314> - 1,0> = 3,06 - 108 N/m>
= 306 N/mm?>

Eine Beanspruchung in dieser Hohe kann von einem hochfesten Stahl (einschlieBlich ei-
nes Sicherheitsfaktor 1,5 gegeniiber der Fliegrenze) aufgenommen werden. Die Hohe der
Eigenspannungen aus der Fertigung sowie die Frage der Ermiidungsfestigkeit erfordern ver-
tiefte Uberlegungen, auch die Aufnahme der Beanspruchung innerhalb der Entladungsphase.

1. Anmerkung

Die Klassische Mechanik iiberstreicht in ihrer analytischen Form ein weites Feld. Es hat
langer gedauert, bis sie seit Postulierung des Axioms F = p durch NEWTON in allen
Einzelheiten ausgearbeitet war, zum einen fiir die allgemeine Bewegung von Massepunk-
ten in Kraftfeldern, wie in der Himmelsmechanik, zum anderen in der Dynamik des starren
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-
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Abb. 2.55 Prézession, (iberlagert
— -7 von Nutation

Erde mit Aquatorwulst
und Polabplattungen
(stark Gberzeichnet)
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7

Ekliptik

Korpers einschlieBlich der kinematischen Korperbindungen. Heute sind sie Grundlage der
Sattelitennavigation und -geodésie einerseits und der Theorie der Handhabungsroboter aller
Art andererseits. — Es war L. EULER (1707-1783), der die Dynamik des starren Korpers im
Jahre 1775 endgiiltig ausformulierte und das in Form des Momentensatzes (M =FxF )und

des Drallsatzes (L = 7 x D), was schlieBlich zum Axiom M=L (analog zu F = p) fiihrte.
Bereits 1758 konnte EULER die Kreiselgleichungen angeben. Deren Herleitung erfordert ei-
ne vertiefte Behandlung [8]. Zur Geschichte der klassischen Mechanik wird nochmals auf [4]
und auf das Schrifttum im voran gegangenen Kapitel hingewiesen. Detailliertere Darstellun-
gen enthalten die Physik-Fachbiicher zur Thematik Mechanik, eine anschauliche Einfiihrung
gibt [9].

2. Anmerkung

Ein Kreisel ist ein Korper, der sich um eine im Raum frei bewegliche Achse drehen kann
(wie z. B. beim Spielkreisel); man spricht von einem freien Kreisel. Im Gegensatz dazu hat
ein gefesselter Kreisel eine fest liegende Drehachse. — Ist der rotierende Korper eines freien
Kreisels keiner direkten dufleren Einwirkung ausgesetzt, behilt er seine Drehachse bei. Das
verlangt das Drehimpulserhaltungsgesetz (Drallerhaltungsgesetz). Wird die Drehachse in-
dessen einem Drehmoment ausgesetzt, weicht sie seitlich aus. Man nennt diese Erscheinung
Prizession. Der Erdkorper ist dafiir ein Beispiel (Abb. 2.55). Wire die Erde exakt eine Kugel
mit homogener Dichteverteilung, wiirde die Neigung ihrer Rotationsachse zur Ekliptik auch
bei gravitativer Einwirkung anderer Himmelskorper unverindert bleiben. Da sich infolge der
Rotation der Erde und der damit verbundenen zentrifugalen Wirkung ein Aquatorwulst aus-
bildet sowie eine Abplattung an den Polen, bewirken die Anziehungskrifte von Mond und
Sonne eine Prizession der Erdachse. Das beruht darauf, dass durch die unterschiedlichen
Abstinde zu den beiden Wiilsten, die Anziehungskrifte verschieden grof sind und dadurch
ein Moment auf die Drehachse geweckt wird, vgl. Abb. 2.55. Der vollstindige Umlauf der
prizessierenden Erdachse umfasst einen Zeitraum von ca. 25.800 Jahren. Der Friihlings-
punkt (Schnittpunkt der Aquatorebene mit der Ekliptik) wandert dadurch riickliufig um die
Erde. Hierauf beruht es, dass jedes der 12 Sternbilder alle 25.800/12 = 2150 Jahre um ein
Bild weiter riickt.
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Abb. 2.56

3. Anmerkung

Abb. 2.56 zeigt die kardanische Aufhéngung eciner sich um die Kreiselachse 1 drehen-
den Scheibe. Das Bestreben der Scheibe ihre Lage beizubehalten (anderenfalls wiirde eine
Anderung ihres Dralls eintreten), sorgt dafiir, dass die Lage der Achse auch dann erhalten
bleibt, wenn der Rahmen der Aufhéingung eine Lagedrehung erfihrt. Diese Erkenntnis wird
beim Kurskreisel und beim Kreiselkompass genutzt. Trotz der Erddrehung bleibt die Lage
der auf Nord eingerichteten Achse des Kreiselkompasses erhalten. Fiir die Schiftfahrt hat
der Kreiselkompass grofie Bedeutung, auch bei Raketen, Drohnen und Geschossen.

4. Anmerkung

Ehemals wurde versucht, mit einem massereichen Stabilisierungskreisel die Schlingerbewe-
gung von Schiffen, insbesondere von grolen Passierschiffen, zu verringern (Schlick’scher
Kreisel nach E.O. SCHLICK (1840-1913)). Wegen diverser Nachteile wurde die Technik
spater wieder aufgegeben.

5. Anmerkung

Beim Fahren verdanken Zweirédder ihre Stabilitét der Kreiselwirkung der beiden Réder, ins-
besondere jene des Vorderrades. Je grofier der Raddurchmesser und die Schwere der Felgen
sind, umso hoher sind die Kreiselwirkung und damit die Stabilitdt. Wichtig ist auch, dass
die Achse der Gelenkséule in Verldngerung zum Boden diesen vor dem Kontaktpunkt des
Reifens trifft (vgl. Abb. 2.57).

Abb.2.57 ™~ Achse der—— g
Lenkséule

stabil instabil
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2.3 Fall- und Wurfmechanik - Ballistik
2.3.1 Fallbewegung

Wie in Abschn. 2.4 ausgefiihrt, war es G. GALILEI (1564—-1642), der ab dem Jahre
1590 bei Rollversuchen auf einer schiefen Ebene feststelle, dass die Geschwin-
digkeit fallender Korper in gleichen Zeiten immer um den denselben Betrag
anwichst, das bedeutet: Alle Korper werden im Schwerefeld der Erde konstant
beschleunigt. (Es ist wohl eher eine Legende, G. GALILEI habe Fallversuche vom
schiefen Turm von Pisa durchgefiihrt oder durchfiihren lassen). Die auf ARIS-
TOTELES (384-322 v. Chr.) zuriickgehende Lehre, wonach ein schwerer Korper
schneller falle als ein leichter und deren Geschwindigkeiten jeweils konstant seien,
war damit widerlegt, was bereits S. STEVIN (1548-1620) im Jahre 1586 in einem
Versuch bewiesen hatte.

Abb. 2.58a zeigt einen aus der erdnahen Hohe £ fallenden Korper der Masse m.
Ab dem Startpunkt (+ = 0) hat der Korper bis zum Zeitpunkt 1 den Weg s durch-
messen. Wie ausgefiihrt, ist die Geschwindigkeit die Anderung des Weges in der
Zeiteinheit d¢ und die Beschleunigung die Anderung der Geschwindigkeit in der
Zeiteinheit dt:

d d
v(t):d—j:s', aty =L = =5

Der hochgestellte Punkt kennzeichnet die Ableitung nach der Zeit. v = v(¢) und
a = a(t) sind, wie der Weg s = s(¢), Funktionen der Zeit. Diese Bewegungs-
grofen gilt es zu finden, insbesondere interessiert die Lange des Fallweges s in
Abhingigkeit von der Zeit, vice versa.

Wird um den Korper mit der Massen m wihrend des freien Falls ein Freischnitt
gelegt, wirken auf ihn die Gewichtskraft mit g als Erdbeschleunigung Fy = m - g

Abb. 2.58 a 1=0:

e
Erdoberflache
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nach unten und die Tragheitskraft F,, = m - a entgegen der Bewegung nach oben.
Die vom Medium ausgehende Bremskraft F, wirkt ebenfalls der Bewegung entge-
gen. Diese Bremskraft ist eine Reibungskraft und irgendwie von der momentanen
Geschwindigkeit des fallenden Korpers abhéngig. Fiir F, wird der sehr allgemeine
Ansatz

F,=ko+k -v+ky-v2+--+k, 0"

gewihlt. Die Beiwerte kg, ky,... miissen im Experiment bestimmt werden. Sie
werden im Folgenden als bekannt unterstellt. Der erste Term im Ansatz steht fiir
eine konstante Reibung, der zweite Term fiir eine mit der Geschwindigkeit linear
anwachsende Reibung (wie fiir zdhe Fliissigkeiten mit geringer Geschwindigkeit
typisch, Stoke’sches Reibungsgesetz) und der dritte Term fiir einen mit der Ge-
schwindigkeit quadratisch ansteigenden Widerstand (wie in diinnen Gasen, z. B.
in Luft, vgl. Abschn. 2.4.2.3: Newton’sches Reibungsgesetz). Im letztgenannten
Falle gilt:

1
kr, = Ep cey A
p ist die Gasdichte, ¢,, der Stromungsbeiwert und A die Verdrangungsfliche des

fallenden Objektes.
Die kinetische ,Gleichgewichtsgleichung® im Zeitpunkt ¢ lautet (vgl.
Abb. 2.58b):

F,—F,+F,=0
- m-§5—m-g+ko+k-S+ky -+ 4k,-5"=0

Das ist die vollstindige Bewegungsgleichung des Problems. Es ist eine Differen-
tialgleichung fiir s = s(¢). In der vorliegenden allgemeinen Form lésst sich die
Gleichung analytisch nicht 16sen! Das gelingt nur numerisch.

Besonders einfach ist der reibungsfreie Fall. Die Bewegungsgleichung ver-
kiirzt sich hierfiir zu:

m-§s—m-g=0 — §=g

Hinweis
Die Erdbeschleunigung g wurde in der Bewegungsgleichung als konstant angesetzt.

Die Losung fiir die Fallbewegung s = s(¢) folgt durch zweimalige Integration:

/2
§=g (=a) - s§=g-t+C (=v) — s:gz—i—Cl't—i-Cz



124 2 Mechanik Il: Anwendungen

Im Zeitpunkt ¢t = 0 ist die Geschwindigkeit Null, ebenso der Weg qua Definition
(Abb. 2.58a). Wie erkennbar, ergeben sich hierfiir die beiden Freiwerte zu Null.
Die Losung des Problems lautet somit:

Das Ergebnis zeigt: Alle BewegungsgroBen (s = s(¢), v = v(t), a = a(t)) sind
beim reibungsfreien Fall (im Vakuum) unabhingig von der Masse des Korpers,
ebenso unabhingig von seiner Form und seiner stofflichen Beschaffenheit!

Soll die Dauer fiir den aus der Hohe % auf den Erdboden aufschlagenden Korper
berechnet werden, ist s = & zu setzen und die Gleichung nach ¢ aufzuldsen:

2 [2h [2h
h:g-% - = ?, v =g ?:\/2g-h

vy, ist die Aufschlaggeschwindigkeit. Die kinetische Energie beim Aufschlag ist:
Exin = m - v;/2

Fiir die Widerstandsgesetze k; - § und k» - §2 lassen sich ebenfalls geschlossene Lo-
sungen der obigen Bewegungsgleichung angeben. Einzelheiten kénnen der Fachli-
teratur zur Mechanik entnommen werden. — Fiir den Fall des geschwindigkeits-
quadratischen Widerstandes, wie beim freien Fall in Luft, lautet die Losung (ohne
Nachweis):

2 ‘ ‘ 2
s:v—Gln(coshg—), v:vG'tanhg—, a = 1—(L) -g
g VG vG vG

(Es bedeuten: In: natiirlicher Logarithmus, cosh und tanh: hyperbolische Funktio-
nen, vgl. Abschn. 3.7.1.2 und 3.7.1.4 in Bd. ). vg ist die sogen. Grenzgeschwin-

digkeit:
2-m-g
UG = UGrenze = -
G Grenze Cw-p-A

Dieser Geschwindigkeit nédhert sich der fallende Korper als Folge des bremsenden
Luftwiderstandes asymptotisch an.
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1. Beispiel

Von einem 300 m hohen Funkturm 16st sich ein kugelférmiger Brocken aus Schneeeis,
Durchmesser 0,6 m, pschneeeis = 800 kg /m3. Mit welcher kinetischen Energie schldgt der
Brocken auf dem Boden auf? Masse und Verdringungsflache betragen:

4 3 2 2
m=800-§7r-0,3 =90kg, A=0,6"7/4=028m".

Es wird angesetzt:

PLuft = 1725 kg/m3, Cy = 0,6

290981 o1.7m/
vg =/ ———— =91,7m/s
¢ 0.6-125-028 ——~0

Fiir Auftreffgeschwindigkeit und kinetische Energie mit und ohne Einfluss durch die brem-
sende Luft liefert die Rechnung:
Mit Lufteinfluss:

Fiir v findet man:

v=65m/s: Ey, = 190.0007,
ohne Lufteinfluss:
v=77m/s: Ey, = 267.000J.

Die Differenz A Ey;, = 77.000J wird infolge Luftreibung dissipiert.
Beim Fall ohne Lufteinfluss folgt die Auftreffgeschwindigkeit auch aus der Gleichset-
zung von Ep, im Hochpunkt und Ey;, im Tiefpunkt: m g -h = m - v%/2 zu

v=+/2g-h=TTm/s.

Die Tabelle in Abb. 2.59 ldsst erkennen, dass Fallweg und Fallgeschwindigkeit in den ersten
5 Sekunden durch die Luftreibung nahezu unbeeinflusst bleiben: Die Geschwindigkeit ist
hierfiir noch zu gering. Dieser Befund ldsst sich auf alle géingigen Korper verallgemeinern.

2. Beispiel

Vom einem 10-m-Turm tauchen Wasserspringer nach knapp 1,5 Sekunden Falldauer mit
etwa 14m/s = 50km/h ins Wasser ein, Klippenspringer aus 20 m Hohe mit ca. 20m/s =
72km/h. Seit dem Jahr 2013 gehort Klippenspringen zu den Disziplinen der Schwimm-
Weltmeisterschaften, Ménner springen aus 27 m und Frauen aus 20 m Hohe. Hierbei werden
Figuren gesprungen, mit Fiilen taucht der Springer ins Wasser ein.

3. Beispiel
Mit Ausriistung betrage die Masse eines Fallschirmspringers m = 100kg. Fiir den Schirm
gelte: A = 24m?, ¢, = 1,5. Fiir die Grenzgeschwindigkeit ergibt die Rechnung: 6,6 m/s.
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Abb.2.59 Weg's Geschwindigkeit v
t ohne mit ohne |  mit
Luftwiderstand Luftwiderstand
0 0 | 0 0 | 0

051 123 | 123 491 | 490

1,0 491 4,90 9,81 9,77

15 11 04 10,99 14,72 14,59

20| 1962 | 1947 19,62 19,33
25| 3066 30,30 24,53 23,96

3,0 44,15 43,41 2943 28,46
35 60,08 58,73 34,34 32,82
4,0 78,48 76,20 39,24 37,01
45 99,33 96,71 44,15 41,02
50 1226 117,18 49,05 44 85
s m m/s m m/s

In Abb. 2.60 ist der Verlauf der Geschwindigkeit iiber dem Fallweg aufgetragen. Mit
Lufteinfluss hat der Springer bereits nach ca. 5 Sekunden die Grenzgeschwindigkeit erreicht.
Mit dieser segelt er sanft zu Boden. Aus 90 m Hohe wiirde er den Boden nach 14,1 s errei-
chen. Ohne Luftwiderstand wiirde er nach ca. 4,3 s aufschlagen, die kinetische Energie wire
ca. 40-mal hoher.

a vinm/s —e b vinm/s —a
0 0, 10 il 0 LDU 1 2 3 & 5 6
%* ? T I ¥ T f
—~ A 15 T—
10 +— q \ rechls 1(Hach vergrof&ert— Ko =3 I
20 r 7 B
2 3 chne
—— +———L mit
—T . j Luftwiderstand
| b N | |
L0 —1" b | | |I
80 | N 1 5 :
I 50 U+ ¢+ 1 | \§|Y 6 L
0+ | |
B0 +—1 t i I —-—%
o

5

Abb. 2.60
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Beim Fallschirm bliht sich der Schirm in Form einer Halbkugel auf. In Schirmmitte liegt
eine Offnung. Die durch das Loch strdmende Luft beruhigt die Fallbewegung und verhindert
ein stidrkeres Pendeln. — Beim Sportspringen wird der Schirm ca. 1500 bis 700 m iiber Grund
gedffnet, bis dahin wird eine durchschnittliche Fallgeschwindigkeit von 180 bis 200 km/h
erreicht; bei Kopfsprung liegt die Geschwindigkeit deutlich hoher. — Die Sinkgeschwindig-
keit vor der Landung sollte bei gedffnetem Schirm hochstens 18 km/h = 5m/s betragen. —
Im Jahre 2012 sprang . BAUMGARTNER (*1969) aus 39.000 m Hohe aus der Kapsel
eines mit Helium gefiillten Ballons. Wihrend des freien Falls erreichte er eine Geschwin-
digkeit von 1355 km/h. Im Jahre 2014 wurde der Hohenrekord von A. EUSTACE (*1957)
auf 41.420 m gesteigert.

In den genannten Hohen des Absprungs ist die Luftdichte deutlich geringer als in Erdné-
he, das gilt auch fiir die Erdbeschleunigung. (Um Aufgaben dieser Art mit hohenabhingiger
Dichte und Erdbeschleunigung mathematisch zu 16sen, bedarf es numerischer Verfahren.) —
Genau so spektakulédr wie Spriinge aus groer Hohe sind solche aus geringer, etwa aus 150 m
Hohe, wie von turmartigen Gebduden oder aus Seilbahnkabinen. Hier muss die Reif3leine des
Fallschirms sofort nach dem Absprung gezogen werden.

Bleibt jegliche Reibung unberiicksichtigt, entspricht das Herabrollen eines Kor-
pers auf einer schrigen oder gekriimmten Bahn dem freien Fall, vgl. Abb. 2.61.
Von dieser Uberlegung ausgehend, lisst sich die Geschwindigkeit in Richtung der
Bahn berechnen. Senkrecht zur Bahn wirkt die Kraft: m - g-cosa. Sie 16st trockene
und rollende Reibung aus (Abb. 2.61b). Die Abtriebskraft in Bahnrichtung betragt:
m- g -sin . Ihr wirkt die Kraft aus der Luftreibung entgegen. Durch den Reibungs-
einfluss auf der Bahn wird die Geschwindigkeit ebenfalls verringert. Wird auf einer
Rollbahn von der Hohe £ aus auf der Gegenseite der Bahn die Hohe /i, erreicht, ist
m- g - (hy —hy) der durch Reibung eingetretene ,Energieverlust® (Teilabbildung c).
Ausgehend von diesen Ansitzen werden Achter- und Loopingbahnen berechnet
(Abb. 2.61d). Hierbei miissen alle beteiligten Reibungsarten erfasst werden. Ei-
ne Berechnung gelingt nur mittels iterativer Zeitschrittverfahren, vgl. [10-12] und
DIN 4112. Die Ubergiinge von den kreisformigen auf die geradlinigen Bahnstre-
cken und umgekehrt werden als Klothoiden trassiert.

Rennrodler und Bobfahrer erreichen heutzutage im Eiskanal Geschwindigkei-
ten ca. 40m/s = 144km/h, was als gerade noch vertretbar angesehen wird.

Abb. 2.61
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Abb. 2.62 | Y
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23.2 Wurfbewegung

Um die Wurfbewegung eines Korpers der Masse m zu analysieren, wird im Ab-
wurfpunkt ein rechtwinkliges Koordinatensystem aufgespannt (Abb. 2.62). x =
x(¢) und y = y(¢) sind die gesuchten Komponenten der Bahnkurve.

Fiir die Abwurfordinaten gilt demgemal:

t=0: x=0, yo=0.

Die Wurfgeschwindigkeit beim Abwurf sei vy und der Abwurfwinkel «p. Die
Komponenten der Abwurfgeschwindigkeit v betragen:

Uyo = Vg COSQp, V)0 = Vg * Sinotp.

Zum Zeitpunkt ¢ erreicht der Korper die Geschwindigkeit v(z) und den Bahnwin-
kel (7). Die Bahnparameter sind Funktionen der Zeit, sie bestimmen die Bahn-
kurve. Die Komponenten der Bahngeschwindigkeit im Zeitpunkt ¢ sind:

Uy =v-cosa, U, =UV-sina

Im vorangegangenen Abschnitt wurde deutlich, dass sich die bremsende Wirkung
der Luft bei geringer Geschwindigkeit nur untergeordnet auf die Fallbewegung
auswirkt, sie bleibt daher im Folgenden zunichst auch unberiicksichtigt, es wird
quasi die Bahnkurve im Vakuum analysiert. Diese Annahme bedeutet, dass der
Korper in Richtung x (also in der Horizontalen quer zur Erdbeschleunigung) keiner
Bremsung, also negativen Beschleunigung, ausgesetzt ist, die Bahngeschwindig-
keit bleibt in dieser Richtung unverindert gleich der Anfangsgeschwindigkeit:

Uy = Uyo = konst.
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Nach der Zeitdauer ¢ hat sich der Korper in Richtung x um x = v, - ¢ weiter
bewegt. — In y-Richtung unterliegt der Korper der Gravitation. Fiir die Bahnkom-
ponente y = y(¢) gilt die im vorangegangenen Abschnitt hergeleitete Differenti-
algleichung der Fallbewegung. Thre Losung lautet:

.2
y=—g5+C1-t+C2; y=—g-t+C

Hierin ist s gleich —y und § = —y gesetzt, da die positive Richtung der Bewe-
gungskomponente y entgegengesetzt zu +s ist, vgl. Abb. 2.58 mit Abb. 2.62.

Die Freiwerte folgen aus den Anfangsbedingungen des Wurfs (Zeitpunkt
t =0):

02
t=0: yo=0: OZ—gE-f—C]O-i-Cz - (=0
t=0: yo=1vy: vyo=-g-0+C — Cr =1y

Somit lautet die Losung:

2 i
y:—gz'i‘UyO‘l; y:_g't'i_vyozvy

Zusammenfassung:

[2

X =VUx0l, VUx=7Ux0; Y =VUyl—8=

2, Uy:l)yo—g'l

Die Tangente an die Bahn fillt mit dem Geschwindigkeitsvektor zusammen

(Abb. 2.62):
tana:v—y; v =,/v2 4+ v2
Uy * r

Wird ¢ aus der Gleichung fiir x frei gestellt und in die Gleichung fiir y eingesetzt,
folgt die Gleichung fiir die Bahnkurve y = y(x) zu:

2
X Vy0 g X g x?
t=— — y=—-x—-=-1— :tanao‘x——‘ﬁ
Ux0 Ux0 2 Ux0 2 Vg * COS~ g

g (1+tan’ay)
_.—.x

=tanog - X —
2 vé

Mit dieser Formel ldsst sich die Bahnkurve berechnen. Es handelt sich um eine
Parabel (= Wurfparabel). Mit der Losung lassen sich alle Fragestellungen bear-
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Abb. 2.63

beiten. Vielfach erweist es sich als giinstiger, mit ¢ als Parameter in den Formeln
fiir y und x zu rechnen. — Die Beschleunigung in y-Richtung berechnet sich zu:
. d*y dv,
y = a2 dr 8
wie es sein muss.

In Abb. 2.63a sind die auf den Korper einwirkenden Krifte m - g und m - j bei
Bewegung in positiver y-Richtung eingetragen. Die Beschleunigung y des Korpers
ist negativ und dem Betrage nach gleich g (Abb. 2.63b). —

Wiirde eine Person im schrig ,geworfenen‘ Korper ,mitfliegen‘, wiirde sie sich
schwerelos fiihlen (wie bei jeder Fallbewegung). — Bei sogen. Parabelfliigen wird
dieser Effekt genutzt, um Experimente im Zustand der Mikrogravitation durchzu-
fiihren, Zeitdauer ca. 20 Sekunden, vgl. Abb. 2.63c: Es wird im Hochpunkt des
Fluges indessen nur 1% von g und nicht Null erreicht. Bei einer Flugkampa-
gne werden bis zu 30 Parabeln hintereinander durchflogen, z. B. mit einem Airbus
A300. — Im Fallturm von Bremen (Fallstrecke 110 m, Falldauer 4,7 s) werden Ver-
suche mit dhnlicher Zielsetzung durchgefiihrt, ebenso mit ballistischen Raketen.
In Raumstationen wird iiber lange Zeit ein Zustand absoluter Schwerelosigkeit er-
reicht.
1. Beispiel
Abb. 2.64 zeigt fiir vo = 10m/s und fiinf Wurfwinkel die zugehdrigen Bahnkurven. Bis
zu einem Winkel «p = 45° wichst die erreichbare horizontale Wurfweite; fiir noch grolere
Winkel sinkt sie wieder.

Indem die oben abgeleitete Formel fiir y = y(x) Null gesetzt wird, erhilt man die hori-

zontale Weite des Wurfes (x;) und indem dy/dx gleich Null gesetzt wird, die Abszisse des
Hochpunktes der Bahn (x;). Das Ergebnis dieser Rechnungen lautet:

X * UOy

Vo, Vox * Voy X1
X1 =2- i

2
v
. maxx; = > firay = 45°; x, = ——% =
g g g 2

In Zahlen ergibt sich fiir das Beispiel:

2
Vox = Voy = § -10,0 =0,7071-10,0 = 7,071 m/s; x; = 10,194m, x, =5,097m
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2. Beispiel
In vielen Sportdisziplinen sind groe Wurfweiten oder geschickte ,Ballschiisse* das Ziel der
Anstrengung.

Beim KugelstoBlen betrigt die Masse der Kugel 7,257 kg fiir Manner und 4,000 kg fiir
Frauen. Da die Kugel von der Hohe y( oberhalb der horizontalen Auftreffebene aus gestofien
wird, sind korpergrofe Athleten im Vorteil. Als optimaler StoBwinkel gilt der Bereich 37°
bis 42°. Die Bahnkurve berechnet sich nach den Formeln:

/2

X = Uy I, y:y0+vy0't_g5
Abb. 2.65a zeigt die Flugbahn einer Kugel, wenn dem Sportler ein Stof3 aus yy = 2,0 m Hohe
mit vg = 13m/s gelingt. Es wird eine Weite von 18,6 m erreicht; ca. 1,6 m Weite beruhen
auf der Abwurfhohe (hier 2,0 m). In Abb. 2.65b ist der Verlauf der Bahngeschwindigkeit
v = v(t) wiedergegeben, Mittelwert ca. 11 m/s.

a
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b 7 ,
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A R e e IRCT L y ay t e  pa
- L
U T e e el e ey 3 = &)
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b 16 |
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m/s \"""‘-—-—- N _—’H
1[} = ‘I T |
| |
5 _..i,._.——. ___-.:-__—l._ —
0 | | -
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Abb. 2.66 Diskuswurf Speerwurf

Der Durchmesser der Kugel aus Eisen betragt fiir mannliche Werfer d = 12,1 cm und
fiir weibliche 10 cm. Fiir d = 12,1 cm berechnen sich die Verdringungsfliche und der Luft-
widerstand zu:

1,25
A=00114Tm> — F:cw.g-A.vzzo,é- 3 -0,01147-11> = 0,52N

Die bremsende Kraft durch den Luftwiderstand ist von eher untergeordneter Grofe. — Die
Kugelstof3-Weltrekorde sind: Manner: 23,1 m, Frauen: 22,6 m.

Die Bahnkurve eines Diskus oder eines Speers kann nicht als Wurfparabel berechnet
werden. Hier wirkt sich der aerodynamische Auftrieb ma3geblich aus. Dank der Kreiselwir-
kung bleibt die Lage der rotierenden Diskusscheibe nahezu konstant, beim Speer durch die
Linge des Geriites, erst gegen Ende der Flugbahn beginnt der Speer nach vorne zu kippen
(Abb. 2.66). — Auf die Kugel des Hammerwerfers oder friesischen Wurf-BoBlers wirkt
sich die Bremswirkung der Luft infolge der hohen Fluggeschwindigkeit stéirker aus. Masse
der Kugel beim Hammerwerfen wie beim Kugelstoen, Seillange 1,219 m. — Weltrekorde:
Diskus: M (2kg): 74 m, F (1kg): 77 m; Speer: M (0,8kg): 98 m, F (0,6 m): 72 m; Hammer-
werfen: M: 87 m, F: 78 m.

Der Golfball, 45,93 g schwer, mit einem Durchmesser d = 42,67 mm, trigt auf der
Oberflache 300 bis 500 kleine Dellen (Dimples), Abb. 2.67a. Diesen Balltyp lieB sich
C. HASCELL (1868-1922) im Jahre 1899 patentieren; sein Ball bestand zudem aus Voll-
gummi und revolutionierte den Golfsport: Infolge der Dellen stromt die Luft riickseitig
turbulent ab, wodurch der Luftwiderstand deutlich geringer ausfillt. — Beim Schlag werden
auf den Ball gleichzeitig ein Impuls und ein Drehimpuls abgesetzt (Teilabbildung c/d).
Infolge der Drehung (bis 50 Rotationen in der Sekunde) erhilt der Ball einen aerodynami-
schen Auftrieb, der als Magnus-Effekt bezeichnet wird, von H.G. MAGNUS (1802-1870)

C [
! nach BARKLA (1972)
06 "__-““‘E‘Ll
% |
W I ———
fy
g s —t
0. £
1 d KsSacam] PSRN (O
20 40 60 BOg)
rw/v

Abb. 2.67
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Abb. 2.68

im Jahre 1852 entdeckt. Bei Fluggeschwindigkeiten ca. 70m/s = 250km/h werden
Schlagdistanzen bis 265 m erreicht. — Der Magnus-Effekt wirkt sich auch im Tennis- und
Fufiballsport bei ,geschnittenen® Billen aus. — Abb. 2.67d zeigt die Stromlinien um eine sich
drehende Kugel. Teilabbildung e kann der Widerstandsbeiwert c¢,, und der Auftriebsbeiwert
¢, als Funktion von r - w/v entnommen werden (r: Radius, w: Winkelgeschwindigkeit, v:
Fluggeschwindigkeit des Balles).

3. Beispiel

Der Flug eines Skispringers folgt nur in Anniherung einer Flugparabel. Hier handelt es
sich eher um ein Flugsegeln. Entscheidend fiir groe Flugweiten sind der Absprung und die
Aktivierung eines hohen aerodynamischen Auftriebs. Springer mit geringem Gewicht sind
im Vorteil. —

Abb. 2.68 zeigt die Malle der Flugschanzen der Vierschanzen-Tournee, die alljdhrlich
zum Jahreswechsel ausgetragen wird. Aus der Abbildung geht auch hervor, wie der Flugstil
im Laufe der Jahre zwecks Erhohung des Auftriebs optimiert wurde. — Konstruktiv werden
die Schanzen nach den halbempirischen Normen des FIS (Internationaler Skiverband) aus-
gelegt. — Auf der neu ausgebauten Skiflugschanze Kulm wurde 2015 eine Sprungweite von
237,5 m erreicht.

Die Physik des Sports wird in [13] ausfiihrlich behandelt.

2.3.3 Ballistik

Die rechnerische Erfassung der verschiedenen Einfliisse auf die Bahnbewegung ei-
nes geworfenen oder geschossenen Projektils fiihrt auf komplizierte Mathematik.
Das gilt in Sonderheit fiir die Beriicksichtigung des bremsenden Luftwiderstan-
des bei hohen Bahngeschwindigkeiten ab etwa 30 m/s. Seitdem der Computer zur
Verfligung steht, werden Aufgaben solcher Art numerisch gelost. Das sei im Fol-



134 2 Mechanik Il: Anwendungen

Abb. 2.69 y y 3
o]
3
FT Vi 7 //
"Wi——-— { Fah &
e ]
N T o
0 - ” ’ .
g X

genden mit Hilfe eines einfachen Berechnungsverfahrens gezeigt. In der Praxis
kommen strengere Verfahren zum Einsatz, z. B. in der Raketen- und Weltraumme-
chanik.

Vom Startpunkt 0 mit den Ordinaten x(, yo werde ein Korper mit der Mas-
se m unter dem Winkel og mit der Geschwindigkeit vy geworfen (abgeschossen),
Abb. 2.69. Auf den Korper wirkt die Luftreibung bremsend entgegen seiner Bewe-
gung. Die Kraft sei proportional dem Quadrat der momentanen Geschwindigkeit.
Im Augenblick des Abschusses betrigt die bremsende Kraft des Luftwiderstands:

Fozcw-g-A-vg
¢y ist der aerodynamische Widerstandsbeiwert, p die Luftdichte und A die Ver-
drangungsfliche. (An dieser Stelle wire es moglich, auch andere Widerstandsge-
setze zu vereinbaren.)

Zum Zwecke der Bahnberechnung wird im Folgenden ein numerisches Berech-
nungsverfahren aufbereitet: Die Bahn wird ,step by step®, also in kurzen endlichen
(finiten) Zeitschritten, bestimmt. At ist das erste finite Zeitintervall von Anfangs-
punkt O nach Punkt 1. Die folgenden Zeitintervalle At werden wihrend des wei-
teren Bewegungsverlaufes als gleichlang angesetzt, also von 1 nach 2, von 2 bis
3, usf. — Die Bewegung des Korpers wird im ersten Zeitschritt um a, verzogert,
abgebremst, das bedeutet:

AU()
ay = —
7 At

Hinweis

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit, die Anderung der
Geschwindigkeit in der Zeiteinheit: a(t) = dv(t)/dt
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Avy ist die Anderung (die Verringerung) der Geschwindigkeit innerhalb des
Bahnabschnittes von 0 nach 1 gegeniiber v, bei Abschuss des Korpers. Die Brems-
kraft in diesem ersten Zeitschritt betriigt (Kraft ist gleich Masse mal Beschleuni-
gung, das bedeutet, sie ist gleich Masse mal Geschwindigkeitsdanderung):

F AUO
=m-ay=m- ——
0 0 At
Aufgelost nach Av, folgt:
F
Avoz—O-At:C—w-B-A-vé-At
m m 2

Um diesen Betrag wird die Anfangsgeschwindigkeit vy verringert. — Die Ordinate
des Punktes 1’ (sieche Abb. 2.69) wird mit der Geschwindigkeit v, erreicht:

c
vlzvo—Avozvo——w'B-A'vg‘At
m 2

Gleichzeitig wirkt sich die Erdanziehung g auf die Bewegung des Projektils in
lotrechter y-Richtung verzogernd aus. Demgemél kann fiir die Berechnung der
Geschwindigkeitskomponenten in Richtung x und y von Punkt 1 aus im nichsten
Zeitschritt

Uyl = V] - COSCQ, Uy = Uy -Sinog — g - At

angesetzt werden. Zusammengefasst sind als Ausgangswerte fiir den nichsten
Zeitschritt die Bahnparameter

Xy =xo+ vy - AL, y1 = yo + vy - At

Uyl
o = arctan L, v = 1’”%1 + vfl
Ux1

als Ausgangswerte anzusetzen. Hiervon ausgehend, wird im nichsten Schritt

vy = V] — A =v1—C—w'B‘A'v12‘At
m 2

berechnet, usf. — Die Niaherungsberechnung fillt umso genauer aus, je kiirzer die
Schrittweite Az gewihlt wird. Es empfiehlt sich, ein kleines Computerprogramm
zu erstellen. Der vorstehende Algorithmus lehnt sich an [14] an. —

Die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik sind iiberwiegend Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung. Zu ihrer Losung stehen diverse Verfahren der
Numerischen Mathematik zur Verfiigung, auch fertige Routinen, etwa [10],
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Beispiel
Ein Projektil mit m = 15 kg werde mit vy = 750 m/s abgeschossen; Durchmesser (Kaliber):
10 cm. Es wird angesetzt:

cp =05 p=125kg/m’>; A=mx-0,10>/4 = 0,007854m’
Hierfiir folgt:

0,5 1,25

150 2

-0,007854 = 0,00016363 1/m

Fiir die drei Winkel op = 15° (= 0,2618), oy = 45° (= 0,7854) und oy = 75° (= 1,3090)
zeigt Abb. 2.70 das Ergebnis der numerischen Berechnung, Schrittweite hier gewihlt: Ar =
0,5s.

Ohne Bremswirkung ergeben sich Parabeln (Teilabbildung a), mit Bremswirkung werden
deutlich kiirzere Weiten erreicht (Teilabbildung b).

In Abb. 2.71 sind die Bahnen des Projektils mit Beriicksichtigung der Luftreibung noch-
mals in vergroflertem MaBstab aufgetragen. Die Abweichungen im Vergleich zum parabel-
formigen Verlauf sind markant. — Die Genauigkeit des numerischen Verfahrens kann anhand
der Ergebnisse fiir den Bahnverlauf ohne Lufteinfluss durch Vergleich der analytischen mit
der numerischen Losung beurteilt werden: Fiir oy = 45° ergeben sich nach 60 Sekunden
Flugdauer (frei gewihlt) folgende Bahnordinaten (ohne Lufteinfluss):

streng (Wurfparabel): x =31.820m, y =14.162m
numerisch: Ar = 1,0s: x =31.820m, y = 13.868m
numerisch: Ar =0,5s: x =31.820m, y =14.015m

Die Ubereinstimmung ist offensichtlich sehr gut. (Die Rechenzeit fiir eine Flugbahnberech-
nung auf einem géngigen PC betrigt Bruchteile einer Sekunde.)
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Die realen Aufgaben sind um Vielfaches komplizierter. Zu beriicksichtigen
wiren: Abhingigkeit des Beiwertes ¢,, von der Geschwindigkeit, insbesondere
bei Anndherung an die Schallgeschwindigkeit und dariiber liegend (modifiziertes
Widerstandsgesetz), Anderung von p und g mit der Flughohe, Beriicksichtigung
der durch die Erddrehung verursachten Coriolis-Beschleunigung, Einrechnung des
Magnuseffekts und Erfassung der Kreiselwirkung der sich drehenden Projektile
bei schraubenformigem Zug des Rohrlaufes zwecks Bahnstabilisierung.

Anmerkungen

Es war N. TARTAGLIA (1500-1557), der erste praktische Regeln fiir die Artillerie ent-
wickelte (1537), wenn man davon absieht, dass bereits ARISTOTELES (384-322 v. Chr.)
versucht hatte, die Bahnkurve als aus drei Abschnitten bestehend zu deuten. G. GALILEI
(1564-1642) gab im Jahre 1638 die Wurfbewegung als Parabel an. Sie galt nach ihm nicht
fiir Feuerwaffen, weil der Luftwiderstand nicht beriicksichtigt sei, wie er richtig erkannte.
Mit den fiir das Militdr so iiberaus wichtigen Fragen des Geschossverlaufes und der Reich-
weite beschiftigten sich in der Folgezeit alle seinerzeit namhaften Gelehrten der Mechanik:

J. (Jakob) BERNOULLI (1655-1705), B. ROBINS (1707-1751), L. EULER (1702-
1783). — Das Problem bestand fiir alle im zutreffenden Ansatz der Luftreibung, besonders
fiir hohe Geschossgeschwindigkeiten. Meist ging man von einem geschwindigkeitspropor-
tionalen Widerstand aus, obwohl I. NEWTON (1643-1727), wohl aufgrund von Versuchen,
das geschwindigkeitsquadratische Gesetz vorgeschlagen hatte. Hierfiir gab J.H. LAMBERT
(1728-1777) als erster im Jahre 1766 eine Formel fiir die Bahnkurve in Form einer Rei-
henentwicklung an. — Zu weiteren Einzelheiten der geschichtlichen Entwicklung sei auf [4]
verwiesen.

In den zuriickliegenden 250 Jahren hat sich die Ballistik zu einer immensen Wissenschaft
der Wehrtechnik, einschlielich Raketentechnik, entwickelt. C. CRANZ (1858-1945) fass-
te das Wissen Anfang des 20.Jahrhunderts in einem vielbandigen Werk zusammen [15]. Er
gilt als Begriinder der modernen Ballistik, vgl. auch [16]. Eine moderne Darstellung findet
man in [17]. — Seit Verfiigbarkeit des Computers konnen in der Ballistik Aufgaben ange-
gangen und gelost werden, die ehemals wegen der mathematischen Komplexitidt und des
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Rechenaufwandes unlosbar waren. Heute werden in die Projektile Sensoren und Microchips
integriert, die anhand von Radar- oder GPS-Daten die Flugbahn in engen Grenzen lenken
bzw. korrigieren konnen.

2.4 Fluidmechanik

Unter dem Begriff ,Fluid* werden hier Fliissigkeiten und Gase zusammengefasst.
Im statischen und dynamischen Verhalten zeigen sie grofe Ahnlichkeiten. Es gibt
indessen einen fundamentalen Unterschied: In einer Fliissigkeit liegen die Mole-
kiile dicht bei dicht, intermolekulare Krifte bewirken, dass die Molekiile der Fliis-
sigkeit einen im Mittel konstanten gegenseitigen Abstand einhalten. Dieser ist von
der Temperatur und vom Druck nur schwach abhingig. Das bedeutet: Fliissigkeiten
sind nahezu dichtebestdndig, also inkompressibel (nicht zusammendriickbar).

Im Gegensatz dazu sind Gase zusammendriickbar (kompressibel), also dichte-
verdnderlich. Unter Normalbedingungen enthilt jedes Gas mit einem Volumen von
1dm? (1 Liter) 2,69 - 10?> Molekiile. — Bezogen auf ihre Grofe liegen die Gasmo-
lekiile weit auseinander, intermolekulare Krifte werden erst bei sehr hohem Druck
wirksam, wenn die Gasmolekiile dichter zusammenriicken.

Die Gasmolekiile bewegen sich mit hoher Geschwindigkeit, bis sie irgendwann
zusammenstoen. Beim Zusammenstof3 dndern sie ihre Richtung, wodurch ihre
wirre Zick-Zack-Bewegung zustande kommt. Die mittlere Wegstrecke zwischen
den ZusammenstoBen liegt in der GroB3enordnung 0,0001 mm. Die Stofle wirken
sich als Druck im Gas und als Druck auf die das Gas begrenzende Wandung aus.
Die Temperatur bestimmt die Gaskinetik. Die zugehorigen Gesetze (fiir ideale Ga-
se) wurden in Bd. I, Abschn. 2.7.3 vorgestellt, sie werden im folgenden Kap. 3
(,Thermodynamik‘) nochmals ausfiihrlicher behandelt. — In [18-21] und vielen
weiteren Werken wird die Stromungsmechanik wissenschaftlich abgehandelt, sie
gehort zur (Technischen) Mechanik.

Da sich die Dichte einer Fliissigkeit von jener des zugehorigen Gases um Gro-
Benordnungen unterscheidet, wie etwa zwischen Wasser und Wasserdampf, wirkt
sich die Erdschwere unterschiedlich aus: Fliissigkeiten bilden in einem offenen
Gefil eine freie Oberfliche, der hydrostatische Druck wird im Wesentlichen von
der Erdschwere verursacht. Gase fiillen ein geschlossenes Volumen voll aus. Der
Druck in einem Gas ist im Wesentlichen von der Temperatur abhingig, die Erd-
schwere wirkt sich in diesem Falle nur untergeordnet aus. Allerdings, in einem sehr
groflen Volumen, wie innerhalb der Erdatmosphére, beeinflusst auch die Erdschwe-
re, neben der Temperatur, die Dichte- und Druckverhéltnisse im Gasvolumen.

Auf die Behandlung des Wasser- und Luftdrucks in den Abschn. 1.8.2 und 1.8.3
wird an dieser Stelle erinnert.
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Abb. 2.72

2.4.1 Statik der Fluide

2.4.1.1 Fliissigkeitsdruck (Wasserdruck) in offenen Gefif3en

Abb. 2.72a zeigt einen mit einer Fliissigkeit (Wasser) gefiillten Behilter in Schnitt-
darstellung. Durch das Gewicht der Fliissigkeitssdule wird in der Tiefe x der
Schweredruck

p=px)=p-g-x [p] =N/m?>=kg/s’m = Pa (Pascal)

ausgelost. p ist die Dichte und g die Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?). Man
spricht von hydrostatischem Druck. Jede benachbarte Fliissigkeitssiule verur-
sacht denselben Druck. Dadurch ist der Druck in der betrachteten Tiefe x allseits
gleichgroB, einschlieBlich des Seitendrucks auf die umfassenden Wénde. p ist un-
abhingig von der Grofle des Behilters (Teilabbildung b). Dass der Druck mit der
Tiefe zunimmt, ist eine allgemeine Erfahrung und lisst sich mittels zweier unter-
schiedlich hoher Abflussoffnungen in der Behilterwand zeigen, vgl. Teilabbildung
c. Aus Teilabbildung d wird erkennbar, wie ein aus einem Behilter iiber ein Rohr
austretender Wasserstrahl die Hohe des Wasserspiegels im Behilter wieder er-
reicht, allerdings nicht ganz, weil sich in der Leitung ,Energieverluste‘ infolge
Fluidreibung aufsummieren: Die sich bewegenden Fliissigkeitsmolekiile verschie-
ben sich gegenseitig, wodurch Reibung zwischen ihnen induziert wird. Das beruht
auf der Zzhigkeit des Fluids. Diese ist bei Wasser sehr gering, bei Ol dagegen groB.
Selbst bei Gasen ist ein sehr schwacher Reibungseinfluss messbar.

Obige Formel liefert den hydrostatischen Druck relativ zur freien Oberfliche.
Um den absoluten Druck zu erhalten, muss p um py zu

p=pXx)=po+p-g-x

erhoht werden. pg ist der in Hohe des Fliissigkeitsspiegels herrschende Gasdruck
(Luftdruck). In Hohe einer freien Wasseroberfldche ist po der lokale Luftdruck.
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Auf eine Fliche der Grole A in der Wand des Behilters in der Tiefe x wird die
Kraft

F=px)-A=(po+p-g-x)-4

ausgeiibt und zwar immer senkrecht (normal) zur Fliche, denn im Ruhezustand
wird vom Fluid keine (tangentiale) Schubkraft auf die Wand abgesetzt, selbstre-
dend auch keine Zugkraft.

24.1.2 Luftdruck

Die Lufthiille iiber der Erdoberfliche kann als gro3er Behélter aufgefasst werden.
Er reicht bis in den planetarischen Raum hinein, ca. 3000 km hoch. Neben dem
Luftdruck ist auch die Temperatur iiber die Hohe stark verdnderlich.

Ahnlich wie das Gewicht der Wassersiule im Behilter driickt das Gewicht der
Luftsdule auf die Erdoberfliche. Allerdings ist die Dichte in dieser Luftsdule nicht
konstant, sie nimmt mit der Hohe ab. In Meereshohe betriigt sie etwa 1,25kg/m?>.

An der sinkenden Luftdichte ist auch die mit der Hohe abnehmende Erdanzie-
hung beteiligt, Im Ubergang der Atmosphire zum Weltraum geht die Luftdichte
gegen Null.

In 1000 m Hohe sinkt der Luftdruck gegeniiber dem Druck in Meereshohe auf
88 %, in 5000 m Hohe auf 54 %, in 10.000 m Hohe auf 30 % und in 20.000 m Ho-
he auf 7 %. In Meereshohe betridgt der Druck py = 101.325Pa (Normaldruck).
Dieser Wert ist etwa gleich 1 bar ~ 1 at (man spricht vom Atmosphirendruck). Als
Druckeinheit lésst sich ,bar* gut merken: Ein Druck von 3 bar ist z. B. der dreifache
Wert des auf Meereshohe bezogenen Luftdrucks.

Wird ein mit Quecksilber gefiilltes Rohr tiberkopf verschwenkt und in ein mit
Quecksilber gefiilltes offenes Gefdll getaucht, verbleibt im Rohr eine Sdule von
ca. 760mm Hohe, oberhalb bildet sich ein Vakuum (Abb. 2.73). Das Gewicht
der Quecksilbersidule steht mit dem auf die Oberfldche des Quecksilbers lastenden
Luftdrucks im Gleichgewicht. Das bietet die Moglichkeit, Luftdruckschwankun-

Abb. 2.73

Iy
V22

Quecksilber
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gen zu messen. Dieses Messprinzip eines Barometers (Luftdruckmessers) geht auf
E. TORRICELLI (1608-1647) zuriick. —

Die Dichte des Wassers liegt gegeniiber der Dichte des Quecksilbers im Ver-
hiltnis 1000kg/m? zu 13.600kg/m3 = 0,0735 niedriger, Wasser ist in diesem
Verhiltnis leichter. Bei einem mit Abb. 2.73 vergleichbaren Versuch mit Wasser
stellt sich eine 760/0,0735 = 10.336 mm =&~ 10 m hohe Wassersdule ein, vgl. 3.
Anmerkung unten.

Gingige Barometer bestehen aus einer luftleeren Metalldose. In Abhéngigkeit
vom schwankenden Luftdruck biegt sich der gewellte Dosendeckel. Die Verfor-
mung des Deckels wird iiber einen Biigel und einen Zeiger auf eine geeichte Skala
iibertragen.

1. Anmerkung

Beim Trinken mit dem Strohhalm wird im Mund ein Unterdruck erzeugt. Der Luftdruck
befordert das Getridnk in den Mund. — Ein ,Saugheber® arbeitet entsprechend, ebenso ein
Fiillfederhalter beim Fiillen mit Tinte. — Eine Pumpe kann Wasser nach dem Saugprinzip
nur aus 10 m Tiefe fordern (s. 0.).

2. Anmerkung

Im Jahre 1657 fiihrte O. v. GUERICKE (1602-1686) seinen berithmten Versuch mit einer aus
zwei kupfernen Halbschalen bestehenden Kugel durch, Durchmesser ca. 41 cm. Die Kugel
war zuvor leer gepumpt worden. Erst acht beidseitig vorgespannte Pferde vermochten die
Kugel zu trennen. Die Vakuumpumpe hat O. v. GUERICKE auch erfunden, sie arbeitete
nach dem Kolbenprinzip (1649). — Seither wurden die unterschiedlichsten Vakuumpumpen
entwickelt. Im Extremfall konnen Hochvakua bis herunter auf 10~'2 mbar (Millibar) erzeugt
werden. Ein absolutes Vakuum ist technisch nicht realisierbar. — Das Vakuum im Weltraum
ist deutlich geringer als die auf Erden technisch erreichbaren Vakua. Man schiitzt, dass eine
Million Atome auf 1 m? entfallen, das bedeutet etwa 1 Atom pro cm?>. Bei Normaldruck sind
es auf Erden pro cm? ca. 2,7 - 10" Luftteilchen!

3. Anmerkung

O. v. GUERICKE fiihrte auch verschiedene Druckexperimente durch, unter anderem das
oben beschriebene mit einem iiber zehn Meter langen Wasserrohr. Im Jahre 1660 konnte er
hiermit aufgrund des Tiefstandes der Wassersidule ein Unwetter vorhersagen.

4. Anmerkung

ARISTOTELES (384-322 v. Chr.) vertrat die Auffassung, dass es keine Leere gibe, kein
Vakuum. Zudem sei Luft gewichtslos, ,wie Feuer‘. Die seinerzeitigen Versuche zeigten das
Gegenteil. Da sich die Romische Kirche die aristotelische Naturlehre zu eigen machte, er-
gaben sich fiir die Naturforscher Schwierigkeiten: B. PASCAL (1623-1662) fiihrte im Jahre
1648 mittels des von TORRICELLI angegebenen Barometers Reihenversuche in der Ebene
und auf dem Gipfel eines 500 ,Klafter’ hohen Berges bei unterschiedlichem Wetter in Ge-
genwart von Zeugen durch, das tat er im Sommer wie im Winter. In der Ebene maf} er immer
700 mm, auf dem Berg immer 610 mm. Das konnte und durfte nicht stimmen und trug ihm
langwierige Auseinandersetzungen mit dem Jesuitenorden in Paris ein.
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Abb. 2.74
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2.4.1.3 Auftrieb - Schweben - Tauchen - Schwimmen
Abb. 2.74 zeigt einen in einem Fluid schwebenden prismatischen Korper. Sind /7,
und £, die Druckhdhen unterhalb des Fluidspiegels, sind

pPL=pr-g-h bzw. pr=pp-g-h

die hier herrschenden hydrostatischen Driicke. pg ist die Dichte des Fluids.
Ist px die Dichte des Korpers, und A die Fliche des Korpers in den Ebenen 1
und 2, gilt im Falle eines Schwebezustandes die Gleichgewichtsgleichung:

Fx+pi-A=pr-A=0 — px-g-V=pr-g-(ha—hy)-A
— ,OKgAb:,OFlgbA —  Px = PR

Denn hy, — hy = b ist der Hohenunterschied, V' = A - b ist das Volumen des
Korpers. — Das bedeutet: Ist das Gewicht des Korpers gleich dem Gewicht des
verdriangten Fluidvolumens, schwebt der Korper. Im Falle px > pp sinkt er, im
Falle px < pp steigt er, der Korper erfahrt einen Auftrieb, eine Auftriebskraft.

Dieses auf ARCHIMEDES (287-212 v. Chr.) zuriickgehende Prinzip gilt un-
abhingig von der Korperform: Die Auftriebskraft ist gleich dem Gewicht (der
Gewichtskraft) der vom Korper verdriangten Fliissigkeitsmenge und unabhingig
von der Wassertiefe [1].

Beim Schwimmen taucht ein Teil des Korpers aus dem Wasser heraus. Im Falle
des in Abb. 2.75 skizzierten prismatischen Korpers (seine Breite sei ¢) gilt im
Schwimmzustand die Gleichgewichtsgleichung:

Korpergewicht Fx = Auftrieb Fy4

pk-a-b-c=pp-a-h-c — h:p—K‘ — b—hz(l—p—K)'b
PFI PFI

Das Maf3 b — h nennt man Freibord.
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Abb.2.75 { b-h

1. Anmerkung

Fiir die Unterwasser-Seefahrt, fiir die Gewerbe- und Sporttaucher-Technik und fiir die im
Wasser lebenden Tiere hat das Auftriebsprinzip grofle Bedeutung. — Fische regulieren ihren
Schwebezustand mittels ihrer Schwimmblase. Fiir die unterhalb von ca. 500 m Tiefe leben-
den Fische herrscht tiefe Dunkelheit, man spricht dann von Tiefseefischen. Es gibt solche,
deren Lebensraum bis in eine Tiefe von 10.000 m reicht!

2. Anmerkung

Auch in einem Gas erfahren Korper einen Auftrieb. Wegen der iiblichen Gasdichte ist er
eher gering. In der Lufthiille der Erde sinkt zudem die Dichte mit der Hohe (s.0.). In der
Ballon-Technik wird der Gasauftrieb genutzt, ebenso in der Technik der Luftschiffe.

J.A.C. CHARLES (1746-1823) und N.L. ROBERT (1760-1810) gelang im Jahre 1783
die erste bemannte Fahrt mit einem seidenen Wasserstoff-Ballon iiber die Dauer von 2 Stun-
den und eine Strecke von 36 km. Die Gebriider MONTGOLFIER (J.M. 1740-1810; J.E.
1745-1799) waren ihnen allerdings mit einem Heiluftballon zwei Monate zuvor gekom-
men. — F. Graf ZEPPELIN (1836-1917) erbaute das erste lenkbare, von Motoren angetrie-
bene, Luftschiff mit starrem Rumpf. Die erste Fahrt mit LZ1 fand im Jahre 1900 statt. —
Ab 2000 wurde der ,Cargo-Lifter* entwickelt. Mit dieser ,Lighter-Than-Air-Technologie®
sollten Nutzlasten bis 160t, spéter gar bis 400t, transportiert werden, das Unternehmen
scheiterte.

Abb. 2.76 zeigt einen Gasballon élterer Bauart und Abb. 2.77 das Luftschiff ,Hinden-
burg‘, das im Jahre 1937 beim Anflug des Flugplatzes Lakehurst (USA) in Brand geriet und
abstiirzte (36 Tote). Der Absturz, ca. 100 m oberhalb des Landeplatzes, wurde wohl durch
einen Funken infolge elektrostatischer Aufladung der Aufienhaut (oder durch einen Blitz)
ausgelost. Die Kammern des Zeppelins waren mit Wasserstoff gefiillt gewesen, pwasserstoff =
0,0899kg/m?. Das ist gegeniiber Luft mit pp ¢ = 1,25kg/m> wenig und ergibt demgemiB
einen starken Auftrieb. Beim Landen der ,Hindenburg® wurde Wasserstoff abgelassen.

Heutige Gasballone verwenden nicht-brennbares Helium pyejjum = 0,1785kg/m?.

2.41.4 Hydraulische Presse

Abb. 2.78a zeigt einen Kugelbehilter mit einem aufgesetzten Zylinder und Kolben.
Bei einer Verschiebung des Kolbens wird im Fluid (es sei hier eine Fliissigkeit) ein
Druck aufgebaut. Der Kompressionsmodul ist hoch, die Fliissigkeit reagiert auf
den Druck wie eine sehr strenge Feder (Gas reagiert wie eine weiche). Dieses
Verhalten stellt sich bei beliebigen Behilterformen ein (Teilabbildung a/b). Das
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Abb. 2.76
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Abb. 2.77

gilt auch fiir die in Teilabbildung c dargestellte Vorrichtung: An beiden Enden
liegt ein Zylinder mit Kolben. Deren Kolbenflichen seinen A; und A,, sie seien
voneinander verschieden. Gegen den Kolben 1 wirke die Kraft F; = p- A;. Am
Kolben 2 wird dadurch die Kraft >, = p- A, ausgelost, wenn p der Druck im Fluid
ist. Wird jeweils p frei gestellt und die beiden Ausdriicke gleich gesetzt, folgt:

F . B
P=u
B B A
TPl A Ay Al

Ist das Verhiltnis A,/ A; groB, vermag eine geringe Kraft F; eine hohe Kraft F,
zu induzieren. Das ist das Prinzip einer hydraulischen Presse.
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a Behélter b ¢ Hydraulische

mit Kolben
AK|
Kolben-

%1?

Abb. 2.78

Sieht man von der Kompressibilitit des Fluids ab, verhalten sich die Kolben-
wege reziprok zu den Kriften, was auf die Formel

fiihrt, denn die an beiden Kolben verrichtete Arbeit ist gleich grof:

A A
Wy=F A, Wo=F-A=22.F-2L. A =F- A
A, A,

Die in vielen Bereichen der technischen Hydraulik einwickelten Systeme arbei-
ten nach vorstehendem Prinzip, wobei Hydraulikpumpen und -speicher (auch als
Puffer) mit den unterschiedlichsten Hydraulikdlen zum Einsatz kommen, z. B. bei
Handhabungsrobotern mit speziellen Regel- und Steuersystemen, ein weites Ge-
biet des Maschineningenieurwesens.

2.4.1.5 Beanspruchung in Behdltern und Rohren - Kesselformel

In Abb. 2.79 ist ein liegender zylindrischer Behilter dargestellt, linksseitig im
Liangsschnitt, rechtsseitig in der Ansicht. Es moge sich um einen Gasbehélter han-
deln. Der Innendruck betrage p. Die Querschnittsfliche des Behélters ist 77 -r2. Auf
die beiden Stirnseiten des Behilters wirken als Resultierende die gegengleichen
Krifte p - wr?. Sie stehen iiber die zylindrische Behilterwandung im Gleichge-
wicht.
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Abb. 2.79

Dividiert durch den Umfang ergibt sich die Langskraft pro Umfangseinheit zu
(Teilabbildung b)

Zy

2nr 2

In Querrichtung wirkt p radial auf die Behélterwand (Teilabbildung c). Wird ein
Schnitt gelegt, folgt die Ringkraft pro Langeneinheit aus der Gleichgewichtsglei-
chung zu (Teilabbildung c/e):

Zr=p-r

Z r ist doppelt so groll wieZ; . Ist ¢ die Blechdicke der Behilterwandung, betrigt
die Ringspannung:

Zr _p-r

RETT T
Man spricht von der ,Kesselformel‘. — In der Blechhaut eines Kugelbehilters stellt
sich der halbe Wert ein. —

Behilter werden heute geschweillt, ehemals wurden sie genietet. Die genie-
teten Verbindungen mussten gasdicht sein. — Alle Druckbehilter bediirfen eines
Sicherheitsventils! Bei der Auslegung und beim Bau von Behiltern aller Art ist
ein umfangreiches Regelwerk unter Aufsicht diverser Amter zu beachten.

2.4.1.6 Verbundene (,kommunizierende’) Rohren
Die Thematik hat nur fiir Systeme Bedeutung, in denen sich eine Fliissigkeit mit
freier Oberfldche befindet. — Das einfachste und bekannteste Beispiel ist die Giel3-
kanne (Abb. 2.80a). —

In einem offenen System mit einer Fliissigkeit konstanter Dichte, stellt sich ein
ebener Fluidhorizont ein. In Hohe dieses Horizontes ist der Luftdruck gleichhoch.



2.4 Fluidmechanik 147

7R

Abb. 2.80

Das Prinzip kann im Hochbau fiir ein Nivellement mit Hilfe eines gefiillten Was-
serschlauchs zwischen solchen Rdumen verwendet werden, die untereinander nicht
unmittelbar zuginglich sind. Ehemals war diese , Wasserwaage* im Bauwesen sehr
verbreitet. —

Handelt es sich um ein U-Rohrsystem mit zwei nichtmischbaren Fliissig-
keiten unterschiedlicher Dichte, stellen sich unterschiedlich hohe Spiegel ein
(Abb. 2.80b). In der Grenzebene der beiden Fliissigkeiten ist der Fluiddruck
(praktisch) gleichgrof3. Da der Querschnitt des U-Rohres beidseitig der Grenzfla-
che gleich groB} ist, liefert die Gleichgewichtsgleichung an dieser Stelle fiir das
Verhiltnis der Hohen A und /i, bzw. jenes der Dichten p; und p,:

h h
potpg i =potpegh » =2 A Z
hy  pi P2 h

Hieraus lésst sich die Dichte des einen Fluids bestimmen, wenn jene des andern
bekannt ist.

In Abb. 2.81 ist das Aufbau der zwei verbreitetsten Wasserversorgungssysteme
skizziert, links mit einer hochliegenden Quelle und benachbartem Hochbehdlter in
hiigeligem oder bergigem Gelédnde, rechts mit einem Grundwasserbrunnen und ei-
nem Hochbehilter (Wasserturm) zwecks Aufbau des notwendigen Forderdrucks.
Im zweitgenannten Falle wird der Druck vielfach nicht iiber einen Wasserturm son-
dern iiber Pumpen erzeugt. Das Rohrleitungssystem muss dem Druck standhalten.
Fiir die Dimensionierung der Rohre geht man von der oben abgeleiteten Kessel-
formel aus. — In allen Rohrleitungssystemen tritt infolge Reibungsverlusten an
Kriimmern und Verengungen ein Druckverlust ein. — Ein Grenzfall geschlossener
Rohrleitungssysteme sind offene Gerinne, wie in Aquéidukten, Béchen, Fliissen,
ohne und mit Verbau. Fragen dieser Art werden im Wasserbau (in der Hydraulik
innerhalb des Bauingenieurwesens) bearbeitet.
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Abb. 2.81

2.4.1.7 Oberflichenspannung - Kapillaritat

Vermoge der zwischen den Molekiilen wirkenden intermolekularen Anziehungs-
krifte haften die Molekiile aneinander, bei fester Materie fest, bei fliissiger weniger
fest, bei gasformiger nur dann, wenn die Molekiile infolge eines sehr hohen Drucks
eng zusammen gepresst liegen. Man nennt diese Haftung zwischen gleicharti-
gen Molekiilen Kohiision. Abb. 2.82a zeigt Fliissigkeitsmolekiile mit einer freien
Grenzflache (in schematischer Darstellung). Entlang der Grenzfliche werden die
Randmolekiile in das Innere gezogen.

Die intermolekularen Krifte zwischen den Molekiilen unterschiedlicher Ma-
terie wirken ebenfalls wechselseitig anziehend. Thre Grof3e ist von der Stoffpaa-
rung abhingig. Die hiermit einhergehende Haftung bezeichnet man als Adhésion.
Hierauf beruht beispielsweise die Klebung zwischen unterschiedlichen Feststof-
fen, auch Beschichtung und Lackierung. — Die adhisive Wirkung zwischen den

Doppelt-gekrimmte
'Flissigkeits-Haut

pn\y ﬂ
a p

Fliissigkeitsmolekiile
(Pfeile symbolisieren die gegensaitige Anziehung)

Abb. 2.82
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Molekiilen einer Fliissigkeit und einem Gas, z. B. zwischen Wasser und Luft, ist
sehr gering, sodass in der Grenzflache zwischen ihnen die kohdsive Wirkung der
Fliissigkeitsmolekiile (nach innen) gegeniiber den adhisiven zwischen den Mo-
lekiilen der Fliissigkeit und jenen der Luft weit iiberwiegt. Infolge der Kohésion
bleibt die freie Oberfliche der Fliissigkeit geschlossen, die Molekiile der Ober-
flache bilden quasi eine Membran, in dieser herrscht die Oberflaichenspannung o.
o ist eine fiir die benachbarten Partner typische Stoffkonstante in der Dimensi-
on Kraft/Lingeneinheit; Beispiele: Wasser gegen Luft: 0,073 N/m, Alkohol gegen
Luft: 0,025 N/m.

Fiir die Grenzfliche zwischen Fliissigkeiten, die sich nicht mischen, gilt das
Gesagte ebenfalls; Beispiele: Ol gegen Wasser: 0,020 N/m, Quecksilber gegen
Wasser: 0,375 N/m.

Bei Schwerelosigkeit formt sich jeder Fliissigkeitskorper zu einer Kugel. Die
Kugel weist von allen Korperformen das grofite Volumen bei kleinster Oberfliche
auf. Regentropfen verformen sich beim Fallen infolge des Luftwiderstandes etwas
lidnglich, stromlinienférmig. Fein verstdubte Fliissigkeitstropfen haben dagegen im
Schwebezustand niherungsweise Kugelform.

Im Falle einer gekriimmten Grenzfliche resultiert aus der Oberflichenspannung
ein nach innen gerichteter Zug p. Er ,hélt die Fliissigkeit zusammen‘:

(7+)
p:o‘. _+_
r 2

Die Wirkungsweise der Oberflichenspannung ist in Abb. 2.82b, ¢ veranschaulicht.

Ist die Oberfldche kugelformig, gilt p = o/2r, ist sie zylindrisch p = o/r.
Die Formeln korrespondieren mit der oben abgeleiteten ,Kesselformel®. r ist der
lokale Kriimmungsradius der Fliissigkeitsoberfliche (der ,Fliissigkeitsmembran®).

Liegt ein Fliissigkeitstropfen auf einer Platte, z. B. auf einer Glasplatte, ist die
sich einstellende Tropfenform davon abhingig, ob die Adhésionskraft zwischen
dem Plattenmaterial und der Fliissigkeit gro3er oder kleiner als die Kohdsionskraft
innerhalb der Fliissigkeit ist. Im erstgenannten Falle ( Fagnision > FKohision) Wird die
Fliissigkeit auf die Platte gezogen, sie breitet sich flach aus, es kommt zu einer Be-
netzung (Abb. 2.83al), im zweitgenannten Falle ( Fagnision < FKohision) dominiert
die nach innen gerichtete kohisive Haftung zwischen den Fliissigkeitsmolekiilen,
sie ziehen sich zu einem Tropfen zusammen, es liegt der Fall einer Nichtbenet-
zung vor (Abb. 2.83a2). Genau betrachtet ist der Ubergangspunkt dreiphasig. Die
Wolbung des Tropfens auf der flachen Basis nennt man Meniskus.

Wird ein oben offenes Glasrohr (mit sauberer Innenwand) in eine Fliissigkeit
getaucht, kommt es zu einer kapillaren Hebung oder Senkung, wie in Abb. 2.83b
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Abb. 2.83

erldutert. Hebung tritt bei einer benetzenden Fliissigkeit ein (z. B. bei Wasser), Sen-
kung bei einer nicht benetzenden Fliissigkeit (z. B. bei Quecksilber). Die Hohe der
Hebung bzw. Senkung ist der Grenzflichenspannung zwischen der Fliissigkeit und
dem Rohrchenmaterial proportional. Sie ist reziprok zum Durchmesser des Rohr-
chens. Ist der Durchmesser gering, stellt sich eine grof3e Hohendifferenz ein. Man
spricht bei dieser Erscheinung von Kapillarit:it.

1. Anmerkung

Da die Oberflachenspannung von Wasser relativ grof} ist, konnen ,Wasserldufer* (es handelt
sich um ein Insekt) dank ihrer vier langen Mittel- und Hinterbeine auf dem Wasser laufen oh-
ne einzusinken. Das ldsst sich auch mit diinnen Rasierklingen und feinen Nadeln erreichen. —
Geschmolzene Metalle zeichnen sich durch eine hohe Oberflachenspannung aus, sie ist ca.
3- bis 4-mal hoher als bei Quecksilber. — Verunreinigungen veridndern die Oberflidchenspan-
nung stark. — Durch Tenside, die in Spiil- und Waschmitteln und in Shampoos enthalten sind,
tritt eine ,Entspannung* des Wassers ein: Die Oberflachenspannung wird herabgesetzt, auch
jene zwischen zwei fliissigen Phasen wie Wasser und Fett. Die adhésive Haftung von Par-
tikeln (Schmutz) auf Gegenstinden und untereinander wird verringert bis aufgehoben, sie
verbleiben als Suspension schwebend im Wasser. Das Wasser lduft beim Trocknen des Ge-
genstandes besser und ohne Riickstidnde ab. Heutige Tenside werden nahezu ausschlieflich
synthetisch hergestellt, ehemals nutze man aus Tierknochen gesiedete Seife.

2. Anmerkung

Auf der kapillaren Wirkung beruht das Aufsteigen von Wasser aus dem Wurzelwerk der
Pflanzen iiber Stiingel bzw. Stamm und Aste ins Blatt- und Nadelwerk der Biume. Die Steig-
hohe in Baumen ist auf ca. 130 m begrenzt. — Auch in Spalten, in pordsen Materialien (Sand,
Mauerwerk), in Papier, in Filze und in Schwammen wirkt sich die Kapillaritét in einer (hdu-
fig spontanen) Durchfeuchtung aus, als handle es sich um eine Saugwirkung. — Auch fiir die
Atmung der Lunge hat die Kapillaritit Bedeutung.



2.4 Fluidmechanik 151

Abb. 2.84

2.4.2 Dynamikder Fluide

2.4.2.1 Kontinuitatsgleichung

Wie ausgefiihrt, konnen Fliissigkeiten als inkompressibel betrachtet werden. Das
gilt auch fiir stromende Gase, solange ihre Geschwindigkeit deutlich unter der
Schallgeschwindigkeit des Gases liegt, etwa unter 30 %. Diese Bedingung ist fiir
die natiirlichen Luftstromungen oberhalb der Erdoberflache gut erfiillt, selbst bei
Starkwind und Orkan.

Unter der Annahme, dass vorstehende Bedingung erfiillt ist, konnen Gase wie
inkompressible Fluide untersucht werden, hiervon wird im Folgenden bei der Be-
handlung der Stromungsprobleme in Luft ausgegangen.

Stromlinien kennzeichnen die Richtung der lokalen Stromungsgeschwindig-
keit. Wo die Linien eng liegen, ist die Stromungsgeschwindigkeit hoch, wo sie
weiter auseinander liegen, ist sie gering, vgl. Abb. 2.84. Stromlinien fasst man zu
Stromr6hren zusammen.

In einem realen Rohr wird die Stromung in erster Ndherung als im Mittel gleich-
formig verteilt betrachtet. Die Stromungsgeschwindigkeit (v) hat dann die Bedeu-
tung eines Mittelwertes. Abb. 2.85a zeigt eine Stromrohre verdnderlichen Quer-
schnitts. Im Falle einer gleichférmigen stationéren Stromung gilt:

A]'v]:AQ‘UQ

Abb. 2.85

ds
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Die Gleichung besagt: Pro Zeiteinheit, z. B. pro Sekunde, tritt gleichviel fluide
Masse durch jeden Querschnitt hindurch. Andernfalls wire der Massenerhaltungs-
satz verletzt.

Nichtstationédre Stromungen liegen in schwingenden fluiden Systemen vor,
auch bei solchen mit Wellencharakter. Sie bleiben hier ausgeklammert.

Ist p die Dichte und d V' das Volumen eines infinitesimalen Fluidelementes in-
nerhalb einer Stromrohre, wie in Abb. 2.85b angedeutet, so ist dm = p-dV die
infinitesimale Fluidmasse, die sich mit der (gemittelten) Geschwindigkeit v iiber
die Strecke ds bewegt. An der Stelle der Linienkoordinate s habe die Stromrohre
den Querschnitt A, dann hat das infinitesimale Volumen die GroBe dV = A - ds
und es gilt:

dm=p-A-ds

Wird der Ausdruck durch die zum infinitesimalen Weg d's gehorende infinitesimale
Zeitspanne dt dividiert, ergibt sich:

dm ds

— . A ¢« — = . A . v

a F ar "
v = ds/dt ist die Geschwindigkeit. Die durch jeden Querschnitt A pro Zeitein-
heit stromende Fluidmenge (-masse) muss im Falle einer stationdren Stromung

konstant sein. Das ist ihr Kennzeichen. Das bedeutet:
dm m
— =p-A-v=konst — —=A4-v
dt 0

Der Punkt kennzeichnet die Ableitung nach der Zeit. Die linke Seite der Gleichung
ist eine Konstante. Das fiihrt (wie bereits oben angeschrieben) auf:

A-v =konst. (A;-v; = konst.)

Man spricht von der Kontinuititsgleichung. Durch den Querschnitt A stromt
withrend der Zeitdauer ¢ im Falle einer stationdren Stromung die Fluidmenge

m=p-A-v-t — m/ft=p-A-v
m/t ist der Massenstrom pro Zeiteinheit.
Beispiel
Durch eine Olleitung mit einem Rohr-Innendurchmesser 0,90 m sollen 4,0 - 10° kg Ol pro

Stunde transportiert werden. Gesucht ist die Fordergeschwindigkeit. Die Dichte des Ols be-
trage: pg = 900kg/m?. Losung: Der Querschnitt des Rohres betrigt:

A=n-d*/4=7-0,9"/4 = 0,636 m>
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Der Massenstrom pro Sekunde folgt zu:
m/t =4,0-10°kg/h = 4,0-10°/(60-60s) = 1111kg/s.
Nach Umstellung der obigen Formel berechnet sich die gesuchte Geschwindigkeit zu:

_m/t 1111

- - 174
V= A, T 0636.900 _ LI4m/s

2.4.2.2 Energie-Gleichung - Bernoulli-Gleichung

Mit der Stromung, also der Bewegung des Fluids, gehen Energieumwandlungen
einher. Das sei an dem in Abb. 2.86a (oben) dargestellten System erldutert. Es be-
steht aus zwei unterschiedlichen Zylindern mit Kolben und einer sie verbindenden
Rohrleitung. Das Fluid unterliegt der Erdschwere. Bei einer Verschiebung des un-
teren Kolbens um s;, wird das Fluid nach oben verdringt, entsprechend verschiebt
sich der obere Kolben um s,. Hierbei wird Arbeit verrichtet. Arbeit ist gleich Kraft
mal Weg. ' = p - A ist die Kraft, p ist der vom Kolben ausgeldste Druck. Mit
dem Kolbenweg s folgt die Kolbenarbeitzu W = F - s = p - A - 5. Die Differenz
der von den beiden Kolben verrichteten Arbeiten betrigt:

pr-Ai-si—pr-Ary-sy=p1-Vi—pr-Va=(p1—p2)-V

Hierbei wird das Fluid als inkompressibel angenommen, das bedeutet: Die in den
beiden Kolben verdringten Volumina sind gleichgroB3. p; ist der Druck des Fluids
gegen den unteren Kolben und p, der Druck gegen den oberen.

Abb. 2.86
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Die Fluidmasse p - V' wird um die Hohendifferenz (h, — h;) gegen die Gravi-
tation bewegt. Das bedeutet eine Zunahme der Lageenergie (potentiellen Energie)
um

p-V-g-(hh—hy), g=2981m/s

Die Geschwindigkeiten der beiden Kolben seien v; bzw. v,. Die Differenz der
zugehorigen Bewegungsenergien (kinetischen Energien) ist:

v 2 oV
pv(2-2) =03 -0h

Hinweis
Die kinetische Energie berechnet sich zu: Masse mal Geschwindigkeit zum Quadrat, divi-
diert durch zwei: m - v?/2.

Infolge der inneren Reibungseffekte erwiarmt sich das bewegte Fluid. Wirme
ist eine Energieform (vgl. Kap. 3, ,Thermodynamik*). Dieser Anteil wird zu Q - V
angesetzt. Den Arbeiten an den Zylindern stehen damit folgende Energieanteile
gegeniiber:

o

-V
S —v)+ 0V

Nach Division durch V' und Umstellung folgt aus der Energiebilanzierung:

(pr—p)V=pV-g-(hy—hy)+

(P2=p)+p-g- (h =)+ E03 —vD) + 0 =0
Im Falle Q = 0 lautet die Gleichung:
p2tpg-ht gvi =pi+p-g-hi+ gv%
In dieser Form spricht man von der Bernoulli-Gleichung.

Anmerkung

Vorstehende Gleichung geht auf D. (Daniel) BERNOULLI (1700-1782) zuriick, der sie im
Jahre 1738 in seinem Werk ,Hydrodynamica® veroffentlichte. Zuvor, im Jahre 1733, hatte
er das Manuskript des Buches der St.-Petersburger Akademie iibergeben. Er kannte noch
nicht den Energiebegriff und sprach vom ,Prinzip vom Erhalt der lebendigen Krifte‘. — Zur
Frage der Prioritit gegeniiber seinem Vater, J. (Johann) BERNOULLI (1667-1748), in des-
sen Werk ,Hydraulica® aus dem Jahre 1732 die Gleichung auch abgeleitet wurde und zur
Frage, ob das letztgenannte Werk von J. BERNOULLI vordatiert wurde, wird auf [4] ver-
wiesen. Festzuhalten bleibt, dass in beiden Werken die Hydromechanik/Hydraulik erstmals
umfassend und in groBer Tiefe behandelt worden ist.
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Fiir die in Abb. 2.87a skizzierte Stromung durch ein horizontal liegendes Rohr
mit einer Verengung gilt im Falle eines reibungsfreien Fluids (wegen i, —h; = 0):

(p2—p1) + B(vg—vf) =0 — po+ ng =p + BU%
2 2 2
Mit der Kontinuititsgleichung
A
AI'U1:A2'U2 —> Uy = — -V
Az

lasst sich aus der Bernoulli-Gleichung die Druckdifferenz

2 4
e 2 P (A P (D) |2
Ap = p> P1—2|:1 (Az):|vl_2|:l (dz):|vl

ableiten. d; bzw. d» sind die Rohrdurchmesser der beiden Rohrabschnitte.

Schliet man an die Rohrabschnitte 1 und 2 je ein Steigrohr an, stellen sich
in diesen wegen der unterschiedlichen Driicke unterschiedliche Steighohen ein,
vgl. Teilabbildung b. Wo der Querschnitt eng und demgemif3 die Geschwindigkeit
hoch ist, ist der Druck gering. Das Entsprechende gilt umgekehrt. Fiihrt man den
Versuch durch, erkennt man, dass sich im riickwértigen Rohrabschnitt eine etwas
geringere Druckhohe einstellt. Das beruht auf den Energie-, Verlusten® im stromen-
den Fluid durch Reibung.

Beispiel
Aus einem groflen Behilter wird Wasser entnommen. Die Hohendifferenz zwischen dem
Wasserstand und der Austrittsoffnung sei Ah = h, — h; (Abb. 2.88). Es fliee stindig
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Abb. 2.88 ‘._EH—_‘_ Py =Py
3 L

Pp ¢ Luftdruck

Wasser nach, die Fiillhohe im Behilter dndere sich dadurch nicht, die Sinkgeschwindigkeit
ist dann Null (v, = 0). Die Luftdruckwerte in den Hohen 1 und 2 seien nahezu gleich
(p1 & p2 = po). Die Bernoulli-Gleichung ergibt:

P
(Pz—P1)+P'g'(h2—h1)+5(”%‘”12):0

—>(po—po)+p~g'Ah+§(0_Uf)=0 - v =+v2g-Ah

Infolge diverser Reibungseinfliisse im Rohrleitungssystem liegt die Austrittsgeschwindigkeit
real etwas niedriger. Die Einfliisse erfasst man durch die Ausflusszahl ., dann gilt:

vy =p-+2g-Ah

w wird in hydraulischen Versuchen ermittelt. Der Beiwert ist zudem von der Art der Aus-
flussmiindung abhéngig, scharfkantig: 0,60, abgerundet: 0,95.

Wie die Ausflussformel zeigt, geht der Querschnitt des Behilters nicht ein, nur die Fiill-
hohe. Bei sehr groler Hohendifferenz wire der unterschiedliche Luftdruck in diesen Hohen
einzurechnen.

Die Ausflussmenge folgt aus der Kontinuititsgleichung:

m=p-A;-v-t

Ay ist der Ausflussquerschnitt. p;, A; und v; sind Konstante. ¢ ist die Ausflussdauer:
tAusflussdaver- ZUsSammengefasst gilt:

m=p- A] RV 2g -Ah - I Ausflussdauer
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Gegeniiber der Miindung befinde sich eine starre Wand. Gegen diese ,schief3it* der Was-
serstrahl, vgl. die Abbildung. Dadurch wird an dieser Stelle ein Druck ausgelost. Auf die
Schnitte 1 und 3 des Freistrahls wird die Bernoulli-Gleichung angewandt. Schnitt 1 liegt un-
mittelbar hinter der Miindung, die Geschwindigkeit ist hier v;. Schnitt 3 fallt mit der Wand
zusammen. Betrachtet werde der Mittelfaden des Strahls, er liegt horizontal, das bedeutet:
h3 — h; = 0. Der Stromfaden trifft die Wand frontal, die Geschwindigkeit des Fadens sinkt
auf Null: v3 = 0. Den lokalen Druck im Auftreffpunkt bezeichnet man als ,Staudruck",
abgekiirzt mit g: p3 = pp + q.
Aus der Bernoulli-Gleichung lisst sich der Staudruck nach Umformung ableiten:

p p
(LI+P0—P0)+P'8'(0)+E(O—U%)ZO - LI—EU%ZO
)
- g=3v v=v

Die dem Mittelfaden benachbarten Stromféden werden zur Seite hin abgelenkt. Dadurch ent-
steht ein um das Zentrum gebiindelter Druckbereich. Die resultierende Strahlkraft ist gleich
dem Staudruck multipliziert mit der Querschnittsfliche des Strahls:

F=q~A1.

2.4.2.3 Ideale Stromung - Reale Stromung -
Stromungswiderstand

Wird eine Stromung als reibungsfrei unterstellt, spricht man von einer idealen
Stromung. Hierfiir existiert eine auf L. EULER (1707-1783) zuriick gehende
Theorie (Potential-Theorie der idealen Stromung). Nach dieser Theorie gelingen
fiir einige Umstromungsprobleme geschlossene analytische Losungen. Hierzu ge-
hort die Umstromung eines Kreiszylinders. Abb. 2.89al zeigt die zugehorigen
Stromungslinien. Wie erkennbar, ist das Stromungsbild auf der Luv- und Leeseite
gegengleich.

Der ungestorte Bereich weit vor dem Zylinder werde durch den Index O ge-
kennzeichnet, entsprechend der Druck mit py und die Geschwindigkeit mit vy. Die

b Reale Strémung
um einen Kreiszylinder

a Potentialstromung
um einen Kreiszylinder

Abb. 2.89
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Bewegung der Fluidpartikel innerhalb des mittigen Stromfadens wird im luvseiti-
gen Staupunkt (1) auf Null abgebremst: v; = 0. Aus der Bernoulli-Gleichung ldsst
sich fiir diese Stelle im Verhiltnis zum vorgelagerten ungestorten Bereich folgern:

(m—po)+§(v%—v§)=0 mitv; =0 — P1=§v§+P0=CI+P0

Somit steigt der Druck im Staupunkt gegeniiber dem Umgebungsdruck (pg) um:

q=§%
q ist der bereits im vorangegangenen Beispiel eingefiihrte Staudruck, also die
Druckerh6hung im Staupunkt gegeniiber dem (Luft-)Druck im ungestorten Um-
feld. Die Stromfiden, die dem mittigen Stromfaden benachbart sind, werden nach
beiden Seiten abgedringt. An den Flanken des Zylinders (Punkt 2) erreicht die
Geschwindigkeit nach der Potentialtheorie mit v, = 2 - vy ihren hochsten Wert.
Bezogen auf den Staupunkt (1) lautet die Bernoulli-Gleichung fiir diesen Punkt:

(p2—p1) + g(vg—v%) =0 mitv; =0

= p=—Sult e =5 w0 et

2
P P P
:—5‘4‘U§+5”3+P0=—3‘503+P0=—34+P0

Im Vergleich zum Staupunkt tritt im Punkt 2 ein negativer Druck auf (ein Unter-
druck = Sog), der dem Betrage nach dreimal so groB ist wie die Druckerh6hung
im Staupunkt, also der Staudruck. Abb. 2.89a2 zeigt den vollstindigen Druckver-
lauf iiber den Umfang des Kreiszylinders. Aus der Verteilung werden die hohen
Sogkrifte an den beidseitigen Flanken deutlich. Die Druckverteilung auf der wind-
abgewandten Seite, der Leeseite, entspricht jener auf der Luvseite. In Teilabbil-
dung a3 sind die aus dem Umfangsdruck auf die Kreiskontur resultierenden Lings-
und Querkrifte eingezeichnet. Sie stehen im Gleichgewicht: Auf den Korper wirkt
demnach keine Stromungskraft! Man spricht vom d’Alembert’schen Paradoxon
(nach J. d’ALEMBERT (1717-1783)). Es ist einsichtig, dass die Losung in dieser
Form nicht stimmen kann. Grund hierfiir ist die Annahme, dass es sich um eine
ideale, also reibungsfreie Stromung handelt.

Abb. 2.89b1 zeigt die gemessene Druckverteilung in einer realen Stromung:
Auf der Luvseite und entlang der Flanken korrespondiert die Druckverteilung mit
jener nach der Potentialtheorie, dagegen nicht auf der Leeseite. Hier herrscht Sog.
Aus der Druckkraft auf der Luvseite und der Sogkraft auf der Leeseite baut sich
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die Stromungskraft auf. Der Korper reagiert mit einem gleichgroen Stromungs-
widerstand. Dieser berechnet sich zu:

F w =Cw " BUS -A
2

cy ist der Stromungsbeiwert und A die Staufliche senkrecht zur Hauptstromungs-
richtung. Die Stromungskraft wichst mit dem Quadrat der Geschwindigkeit! Dabei
sind die Fille ,Stromung bewegt sich um einen ruhenden Korper® oder ,Korper
bewegt sich in einem ruhenden Fluid‘ dquivalent. — Mit der sogen. Navier-Stokes-
Gleichung (nach C.H. NAVIER (1785-1836) und C.G. STOKES (1819-1903))
steht eine gegeniiber der Potentialtheorie strengere Theorie fiir reibungsbehaftete
(viskose) Fluide zur Verfiigung. Wegen ihrer mathematischen Komplexitit gelin-
gen nur wenige praktisch verwertbare analytische Losungen. Numerische Losun-
gen sind dank Computereinsatz zwischenzeitlich moglich geworden. Letztendlich
ist die stromungsmechanische Forschung nach wie vor auf Versuche im Wasser-
oder Windkanal angewiesen. Fiir die Ausmessung der cy -Werte steht eine zu-
verlédssige Versuchstechnik zur Verfiigung, auch viel Erfahrung in den beteiligten
aero-dynamischen Versuchsanstalten. Die Versuche werden in den Versuchsstel-
len an stromungsmechanisch dquivalenten Kleinkorper-Modellen durchgefiihrt. Es
gibt inzwischen Windkanile, in denen komplette PKW im Malstab 1 : 1 unter-
sucht werden konnen.

Abb. 2.90 zeigt praktische Beispiele fiir ¢y -Werte und Druckverteilungen:

Teilabbildungen a/b: cy -Werte fiir einzelne Korper.

Teilabbildung c: ¢y -Werte fiir PKW unterschiedlicher Jahrginge.

Teilabbildung d: Druck-Sog-Verteilung um einen PKW. Die Verteilung ist stark
von der Karosserieform abhingig. Typisch und bedeutsam ist die Erkenntnis, dass
iiber die ganze Liange des PKW oberseitig iiberwiegend Sogkriifte wirken, die das
Fahrzeug von der Fahrbahn abzuheben trachten. Das Eigengewicht wirkt dem ent-
gegen. Gleichwohl, bei sehr hoher Geschwindigkeit besteht die Gefahr, dass die
Bodenhaftung verloren geht (in Kurven steigt sie dann zusétzlich und bei Seiten-
wind). Durch einen Heckspoiler gelingt es, riickwartig einen vertikalen Druck in
Richtung auf die Fahrbahn zu induzieren. Im Motorsport haben die angesproche-
nen Probleme grofle Bedeutung, inzwischen auch bei Hochgeschwindigkeitszii-
gen: Bei den angestrebten hohen Zuggeschwindigkeiten von 350 bis 400 km/h
(und gleichzeitiger Leichtbauweise) muss ein Abheben des Zuges aus den Gleisen
absolut ausgeschlossen bleiben.

Teilabbildung e: Druck-Sog-Verteilung um eine geschlossene Halle mit Giebel-
dach. Auch hier sind es die Sogkrifte, insbesondere bei flach geneigten Déchern
und Flachdéchern, bevorzugt an den Kanten und Ecken, die bei der statischen
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a c, —Werte: Zylindrische Widerstandskérper

HeP>P (DO

20 21 16 1.2 laminar

b ¢y —Werte: Kugel-kreisformige Widerstandskarper 03 turbulent

115 14 04 12 04 05 laminar
0,3 turbulent

cyy —Werte: PKW als Widerstandskorper

Druck-Sog-Verteilung um
eine Halle mit Giebeldach (30%)

Abb. 2.91

und konstruktiven Durchbildung eingehend beriicksichtigt werden miissen, um
Schiden in diesen Bereichen auszuschlieBen. Die Erfahrung lehrt, dass sich ers-
te Sturmschiden zundchst immer entlang der Rinder einstellen und sich dann von
hieraus fortpflanzen. — Fiir die unterschiedlichen Bauformen existieren in den Re-
gelwerken des Konstruktiven Ingenieurbaus ausfiihrliche Angaben (z. B. in DIN
1055, Teil 4).

In Abb. 2.91 sind zwei gemessene (hier nachgezeichnete) Stromungsfelder
um einen Kreiszylinder einander gegeniiber gestellt. Das Bild links steht fiir eine
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N N

Abb. 2.92

,schleichende® Stromung sehr geringer Geschwindigkeit. Man spricht bei dieser
gleichférmig geschichteten Stromung von einer laminaren. Im Gegensatz dazu
zeigt das rechte Bild eine turbulente Stromung: Im Nachlauf erkennt man Wirbel,
die sich wechselweise von der Kontur ablosen. Ursache dafiir ist die zwischen
den Stromfiden wirkende Reibung, insbesondere jene zwischen dem Fluid und
der Oberflache der kreisformigen Kontur: Unmittelbar auf der rauen Oberfliche
wird die Bewegung des Fluids auf Null abgebremst. Innerhalb einer sehr diinnen
Grenzschicht wichst die Geschwindigkeit von Null auf den Wert der regulédren
Umstromung an. Das ist der Ansatz der auf L. PRANDTL (1875-1953) zuriickge-
henden Grenzschichttheorie. Als Folge des grolen Geschwindigkeitsunterschieds
innerhalb der Grenzschicht wird die Stromung in dieser instabil: Aus ihr heraus
rollen sich die Wirbel an den Flanken der Kreisstruktur im Wechsel auf. Hat der
umstromte Korper Kanten, wird die Stromung an diesen lokal instabil und 16st
sich regellos turbulent ab. Man spricht in diesem Falle von Abrei3stromung an
einer Abreiflkante.

In Abb. 2.92 sind unterschiedliche Stromungszustinde gegeniibergestellt:

Teilabbildung a: Laminare Stromung in einem Rohr mit parabolischer Ge-
schwindigkeitsverteilung; darunter Teilabbildung b: Turbulente Rohrstromung
(die maximale Geschwindigkeit liegt niedriger, ihr Verlauf innerhalb des Rohr-
querschnittes ist gedrungener als bei laminarer Stromung (bei im Mittel gleicher
Geschwindigkeit).

In den Teilabbildungen c bis f sind Beispiele fiir wirbelbehaftete Abreil3stro-
mungen dargestellt: ¢ Stromung iiber eine Sprungstelle innerhalb einer Einengung
hinweg, Teilabbildung d: Stromung um ein kantiges Hindernis, e: Stromung durch
eine Einengung mit anschlieBender Aufweitung und f: Stromung iiber eine Barrie-
re in einem offenen Gerinne. Alle diese Probleme haben praktische Bedeutung
und werden in der technischen Stromungslehre/Hydraulik behandelt. Sie fallen
iibergeordnet in das Gebiet der Stromungsmechanik, hierzu gehort auch die Flug-
mechanik.
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Abb. 2.93

2.4.2.4 Flugmechanik

Die Flugmechanik bildet die Grundlage fiir eines der gro3ten Technikfelder {iber-
haupt, die Luft- und Raumfahrttechnik [22-24]. Auch in diesem Falle steht die
Bernoulli-Gleichung am Anfang. Mit einem schrig im Luftstrom liegenden ebenen
Brett kann man nicht fliegen: Im Nachlauf bildet sich ein verwirbeltes unruhiges
Turbulenzfeld. Ein definierter Auftrieb kommt nicht zustande (Abb. 2.93a).

Hat das Brett dagegen eine gewdlbte, windschnittige Form geringer Dicke
stromt das Fluid, also die Luft, unter- und oberseitig laminar ab. Nur an der
scharfen Hinterkante bildet sich eine schmale Wirbelschleppe (Teilabbildung c).
Durch die Wo6lbung des Profils nach oben liegen die Stromfiden oberseitig dich-
ter, die Stromungsgeschwindigkeit ist hier hoher als im ungestorten Bereich vor
dem Profil. Gemal der Bernoulli-Gleichung herrscht oberseitig Unterdruck (Sog).
Unterseitig stellt sich bei einem schwachen Anstellwinkel ein geringer Uberdruck
ein. Aus dem Unterdruck oberseitig und dem Uberdruck unterseitig baut sich
ein resultierender Auftrieb auf (F,). Dank der schlanken Stromlinienform des
Profils ist der Stromungswiderstand selbst gering (Fy, als Riicktrieb bezeichnet).
Zusammengefasst gilt:

2
Aerodynamischer Auftrieb (lift): Fy=cq- p% <A

2
Aerodynamischer Widerstand (drag): Fy = cw - p% -A
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Abb. 2.94

Die Beiwerte ¢4 und ¢y beziehen sich auf die Tragfliigelflache A. A ist die Flidche
des Fliigels in der Aufsicht (!), ggf. bezogen auf die Einheitslinge des Fliigels in
Richtung der Lingserstreckung des Profils. Es kommen im Flugwesen die unter-
schiedlichsten Profile zum Einsatz. Zwischen ihren jeweiligen Vor- und Nachteilen
muss ein Kompromiss gefunden werden. Die c4- und cy -Werte werden im Wind-
kanal vermessen. Der cy -Wert liegt i. Allg. deutlich niedriger als der c4-Wert.

Es gibt fiir jedes Profil einen bestimmten (steilen) Anstellwinkel oz, ab welchem
der laminare Stromungsnachlauf in einen turbulenten umschlégt: Die Stromung
reifit ab. Man spricht bei diesem Stromungsabriss auch von Stall (engl.). Der Trag-
fliigel verliert seine stabile Auftriebseigenschaft (Abb. 2.93b).

Die Profile werden vielfach mit vorder- oder/und riickseitigen Klappen aus-
gestattet. Je nach Lage erfiillen sie unterschiedliche Funktionen: Erhohung des
Auftriebs beim Start oder des Widerstands bei der Landung. Mit ihnen ldsst sich
auch der Stallwinkel anheben.

Abb. 2.94a zeigt die prinzipielle Druck-Sogverteilung um ein Profil. Der Ver-
lauf ist in ausgeprigter Weise vom Anstellwinkel abhingig. Zu jedem Winkel o
gehort ein Auftriebsbeiwert ¢4 und ein Widerstandsbeiwert ¢y . In Teilabbildung
b sind Auftriebskraft F, und Widerstandskraft Fy, definiert. Werden die Beiwer-
te tiber dem Anstellwinkel aufgetragen, ergeben sich profil-typische Diagramme
(Teilabbildung c). Der kritische Stall-Winkel liegt dort, wo die c4-Kurve ihr Ma-
ximum erreicht, anschlieBend ,stiirzt* der Wert auf Null ab. Fiir die Auslegung des
Flugobjekts bedarf es als weiterer Information noch der Angabe des sogenann-
ten Druckmittelpunktes, in welchem die Resultierende aus F4 und Fy am Profil
angreift, auch sie wird im Windkanal bestimmt.
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F4, Fy und Druckmittelpunkt sind auch von der Streckung und Pfeilung der
Tragfliche abhingig. Eine hohe Streckung (schlanker Fliigel) liefert einen relativ
hohen c4-Wert, eine geringe Streckung (stumpfer Fliigel) einen relativ niedrigen.
Zu dem Luftwiderstand (cy ) addiert sich als Folge des Randwirbel am Tragfla-
chenende und weiterer Einfliisse ein zusitzlicher Widerstand, er wird in einem
separaten cyy; - Wert zusammengefasst.

Die hier erlduterten aerodynamischen Auftriebs- und Widerstandskrifte sind
bei allen Flugobjekten und ihren Mandvern in unterschiedlicher Art und Weise
wirksam. — Sie haben bei der Auslegung und Gestaltung der Profile von Propel-
lern, Turbinenschaufeln, Schiffsschrauben, Windmiihlenfliigel und den Rotorblt-
tern von Windkraftanlagen eine gleichgrofle Bedeutung.

Fiir die mit Uberschallgeschwindigkeit fliegenden Objekte gilt eine iiber die
klassische Flugmechanik hinausreichende Theorie. Auch sie stiitzt sich heutzuta-
ge neben Windkanalversuchen auf computergestiitzte Analysen, jetzt im Machbe-
reich. Flugmechanik und -regelung sind schwierige Gebiete. Zur Dokumentation
der Flugtechnik und ihrer Geschichte vgl. [25, 26].

Anmerkung
Die ersten Uberlegungen zur Entwicklung eines Fluggerites gehen auf G. CAYLEY (1773
1857) aus dem Jahre 1810 zuriick. Ihm folgten weitere Forscher. Konkrete Projekte wurden
dabei indessen nicht umgesetzt.

Es war schlieflich O. LILIENTHAL (1848-1896), der gemeinsam mit seinem Bruder
diverse Flugapparate aus Weidenholz und Bambus-Rohr baute, um damit ab 1891 bis zu sei-

Abb. 2.95
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:ilrhus AA

nem tddlichen Absturz mehr als 2000 Gleitfliige bis zu 350 m Weite zu machen (Abb. 2.95a).
Zuvor hatte er die Mechanik des Vogelflugs studiert. Anhand von Versuchen mit einem Ro-
tationsflugapparat erkannt er, dass der gewolbte Tragfliigel im Gegensatz zum ebenen eine
hebende Kraft erfahrt, die er als Zentrifugalkraft der kreisformigen Luftstromung deutete
(Teilabbildungen b/c). Er fasste seine Versuchsergebnisse in seinem 1889 publizierten Buch
,Der Vogelflug als Grundlage der Fliegekunst* zusammen. —

Das erste motorangetriebene Fluggerit startete am 17.12.1903, es war ein Doppeldecker,
erbaut von den Gebriidern O. und W. WRIGHT (Orville (1871-1948), Wilbur (1867-1912)).
Diese Pioniertat der USA-Amerikaner wird bestritten. Der erste Motorflug konnte auch dem
Franken G. WEISZKOPF (1874-1927) am 14.08.1901 mit einem Eindecker gelungen sein.

Die Entwicklung der Flugtechnik schritt ziigig voran, beschleunigt durch den Einsatz
von Flugzeugen beim Militdr. Zunédchst dominierte der Doppeldecker. Im Jahre 1915 baute
H. JUNKERS (1859-1935) das erste Ganzmetallflugzeug (Jul). Die hochfeste Aluminium-
legierung wurde damit zum Werkstoff fiir die Leichtbauweise in der Luftfahrttechnik. —

Dieser Entwicklung war der weitere Ausbau der Tragfliigeltheorie durch EW. LANCHE-
STER (1878-1946), N. JOUKOWSKY (1847-1921) und W. KUTTA (1867-1944) und die
Entwicklung einer stromungsmechanischen Versuchstechnik im Windkanal vorangegangen,
diesbeziiglich ist L. PRANDTL (1875-1953) in Géttingen fiir seine Forschungen hervorzu-
heben. —

Hundert Jahre Luftfahrttechnik ermoglichen inzwischen den Bau der unterschiedlichs-
ten zivilen und militdrischen Flugzeuge und Gerite, einschlieBlich des Hubschraubers. Ho-
hepunkt dieser Entwicklung war der Bau des Airbus A380 fiir maximal 840 Passagiere
(Abb. 2.96). Die Entwicklung ist damit keinesfalls abgeschlossen. Insgesamt ist die Luft-
und Weltraumtechnik eine faszinierende Ingenieurdisziplin.

Abb. 2.96

79.8m




166 2 Mechanik Il: Anwendungen

Abb. 2.97

2.4.2.5 Energiegewinnung durch Windkraft
Zwecks Umsetzung der kinetischen Stromungsenergie des Windes in mechanische
Antriebsenergie werden zwei Formen unterschieden:

e Anlagen nach dem Widerstandsprinzip und
e Anlagen nach dem Auftriebsprinzip.

Zur ersten Gruppe zédhlen die mit vertikaler Achse arbeitenden Schalenkreuze
(Abb. 2.97a, b), Savoniussysteme (Teilabbildung c, d) und Schirmsysteme (Teilab-
bildung e). IThr Wirkungsgrad ist mit 0,10 bis 0,20 gering. Fiir groBtechnische
Aufgaben spielen sie daher keine bedeutende Rolle. Unter dem (aerodynamischen)
Wirkungsgrad versteht man das Verhiltnis der an die Rotorwelle abgegebenen
Leistung zum Leistungsangebot des Windes innerhalb der Wandlerfliche.

Zur zweiten Gruppe nach dem Auftriebsprinzip zéhlen Rotoren (Windrider,
Windturbinen) mit Fliigeln (Bldttern) unterschiedlicher Form und einem Quer-
schnittsprofil in Anlehnung an die Luftfahrttechnik. Es werden Anlagen mit verti-
kaler und horizontaler Achse unterschieden. Zu den Vertikalanlagen gehdren ins-
besondere die Darrieus-Windriader in O- und H-Form (nach G. DARRIEUS (1888
1979), im Jahre 1927 erfunden), vgl. Abb. 2.98. Sie arbeiten windrichtungsunab-
hingig ohne Nachfiihrung. Sie weisen eine vergleichsweise einfache Bauart auf.
Diesem Vorteil steht als Nachteil die bodennahe Lage mit entsprechend geringer
Ausbeute gegeniiber. Als weiterer Nachteil kommt hinzu, dass sich die Rotorblétter
in Abhingigkeit vom Betriebszustand nicht verstellen lassen, zudem bediirfen sie
zum Anlaufen einer externen Motorkraft. Die Systeme kommen iiberwiegend als
Einzelanlagen zum Einsatz. Die grofite Anlage wurde bisher in Kanada (4-MW-
Darrieus-Anlage mit 115m Hohe) gebaut, allerdings mit nicht befriedigendem
Ergebnis. Konverter in H-Form wurden fiir Sonderfille, z. B. auf Bergen, errichtet.

Fiir den groBtechnischen Einsatz haben sich allein Windenergiekonverter mit
horizontaler Achse auf freistehenden oder abgespannten Tiirmen durchgesetzt
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Abb.2.98 a |

o
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Abb. 2.99 a

AELLS S

(Abb. 2.99). Hierbei werden Langsamlidufer (Abb. 2.100a) und Schnellldufer
mit 1 bis 3 Rotorfliigeln unterschieden (Teilabbildung b), letztere als Luvldufer
(mit Nachstellmechanik) oder Leeldufer (Teilabbildung c). Technik, Bau und Be-
rechnung werden in [27-30] ausfiihrlich abgehandelt, vgl. auch Schrifttum zur
Stromungsmechannik.

Die Berechnung der mit einem Windkonverter zu erzeugenden Nutzenergie
geht von einer Reihe von Annahmen aus, das wird im Folgenden in gebotener Kiir-
ze gezeigt: Steht quer zum Wind ein durchstromungsfihiges Objekt, hier in Form
eines Windrades mit der kreisformigen Wandlerfliche A = & - D?/4, so wird
auf das Objekt eine Kraft F ausgeiibt. D ist der Rotordurchmesser. Es kommt
zu einer Verdrangung der Stromung. Es bildet sich eine Stromrohre veridnderli-
chen Querschnitts aus, tiber deren ,freie‘ Oberfliche per definitionem weder Luft
zu- noch abstromt, Abb. 2.101a. Wegen der vergleichsweise geringen Stromungs-
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geschwindigkeit kann die Luft als inkompressibel angenommen werden, d. h. die
Luftdichte kann mit p = 1,25 kg/m? angesetzt werden. AuBerdem wird unterstellt,
dass die Stromungsgeschwindigkeit entlang der Stromfidden innerhalb der Ebenen
der Stromrohre konstant ist. Drall- und Randeffekte werden vernachléssigt, es han-
delt sich demnach um eine reibungsfreie Laminarstromung.

In der Ebene des Rotors betrage die Geschwindigkeit v. In den Ebenen wei-
ter davor und weiter dahinter betrage sie v; bzw. v, (Teilabbildung b). Ist py der
Atmosphirendruck, lauten die Bernoulli-Gleichungen fiir den Vor- bzw. Nachlauf-

bereich (vgl. Teilabbildung c):

P p
(p1—po) = E(U% —v%); (p2— poy = = (v; —v?)

2
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Der resultierende Stromungsdruck p und die Stromungskraft F folgen hieraus zu:
p=p—p=S0i-ud F=p-a=Lwi-vd .4
Der Massendurchsatz pro Zeiteinheit, also der Massenstrom dm/dt = m, ist in-
nerhalb der Ebenen der Stromrohre konstant (Teilabbildung d), es flieit keine Luft
hinein, keine hinaus. In der Ebene des Rotors gilt:
m=p-A-v

Gemal dem Impulssatz betrdgt die von der Stromung ausgeiibte Kraft:

F=m-(v;—1vy)
v) — v, ist die Anderung der Geschwindigkeit innerhalb des hier betrachteten Stro-

mungssystems, also innerhalb der Stromrohre. Die Gleichsetzung mit der obigen
Gleichung fiir F ergibt:

1
v = E(Ul + v2)

Das bedeutet: Die Stromungsgeschwindigkeit in der Rotorebene ist gleich dem
arithmetischen Mittel der Windgeschwindigkeiten vor und nach dem Rotor.
Die von einer Kraft verrichtete Arbeit ist ,Kraft mal Weg*

W =F-s.
Die Leistung ist Arbeit pro Zeiteinheit, also
P=dW/dt =d(F-s)/dt = F -ds/dt = F -v.
Mit den Ausdriicken fiir F' und v berechnet sich die aufgenommene Leistung zu:

P=F-v= g “A- () 4+ 1) (v —v2) (= P,: Nennleistung)
Die Anstromgeschwindigkeit v, ist gegeben; die Abstromgeschwindigkeit v, ist
abhingig von der Rotoranlage. Trigt man die Leistung fiir einen festen Wert von
v iiber v, auf, erhilt man die Leistungskennlinie des Rotors.
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Beispiel
D = 50m, vy = 4m/s. Abb. 2.101e zeigt den Verlauf von P = P(v;). Fiir v, = 1 m/s
findet man z. B.:

125 7-502 k 2
p==2 T 404107 (40— 1,0) = 46.017 -5 . m? . (E) o
4 4 m?3 s s
kgm? Nm J
— 46.017 1 = 46017 —= = 46.017 = = 46.017W = 46,017kKW
S S S -

Wiirde die Anlage mit dieser Leistung eine Stunde laufen, wire die Energieausbeute £ =
46,017kW h.

Es gibt offensichtlich ein Maximum, also eine bestimmte Abstrémgeschwindig-
keit, bei welcher die Anlage am giinstigsten arbeitet. Um diese zu erhalten, wird
P nach v, differenziert und dieser Ausdruck Null gesetzt. Es ergibt sich:

1
V2, max — gvl
Das bedeutet, bei einer Reduzierung der Windgeschwindigkeit im Nachlauf auf ein
Dirittel der Anstromgeschwindigkeit, nimmt die Anlage die hochste Leistung auf.
Fiir die maximal erreichbare Leistung folgt fiir diesen Fall:
16 p ;16 . P 3
Poax = — =+ A 03 = — - Pwin t Pying = —A -

wT g7 g AT gy i M AW = 5 A
Ppax ist abhingig von der dritten Potenz der Anstromgeschwindigkeit! Pying ist
in dieser Gleichung die an den Rotor idealer Weise iibertragbare Windleistung.
Hiermit kann die Nennleistung (nach Umformung) zu

1 v v2\°
Pgerz = = (1 + —2) . |:1 - (—2) i| * Pwina = 1BETZ * Pwind
2 V1 V1

angeschrieben werden. nggrz ist der Wirkungsgrad nach A. BETZ (1885-1968).
neerz kennzeichnet die Energieentnahme pro Zeiteinheit aus der ungestorten
Windstromung. Im giinstigsten Falle (v,/v; = 1/3; v/vy = 2/3) betrigt der
Wirkungsgrad:

16
max 1gerz = 7 ~ 0,59 = 59%, max Pgerz = max ngerz © Pwind

Die vorstehende Abschitzung wurde im Jahre 1926 von A. BETZ angegeben. Fiir
vy — 0 versagt die Losung, weil hierfiir der Eintrittsquerschnitt der Stromrohre
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Abb. 2.102

Ansicht von vorne

und damit der Massenstrom gegen Null gehen miisste. — Bei einer technischen An-
lage lésst sich aus einer Reihe von Griinden ein Wirkungsgrad 0,59 nicht erreichen,
vielmehr nur

max Pyeje = max ¢y - Pwing

mit max ¢y im Bereich 0,35 bis 0,45, ggf. etwas hoher, nahe 0,5.

In Abb. 2.101f sind die Verldufe von Pyj,q sowie von max Pggrz und max Pyeje
fiir das obige Beispiel (nach etwas lingerer Rechnung) aufgetragen.

Griinde fiir den Abfall des Wirkungsgrades gegeniiber dem Idealwert sind
Luftreibungsverluste infolge der Drallstromung vor und hinter dem Rotor, so-
wie Verluste infolge von Widerstands-, Turbulenz- und Wirbeleffekten am Rotor.
Hinzu kommt, dass die Windleistung in der Rotorebene nicht gleichférmig iiber
die Rotorblitter entnommen werden kann. Zum einen ist deren Anzahl endlich,
zum anderen bewegen sich die Blattquerschnitte innerhalb der Rotorebene nicht
gleichformig, sondern mit einer von der Blattwurzel bis zur Blattspitze linear an-
wachsenden Umfangsgeschwindigkeit u, = u-r/R, worin u die Geschwindigkeit
an der Spitze, r der Radialabstand und R der Blattradius sind (Abb. 2.102). Die
angestrebte Windgeschwindigkeitsabnahme am Rotor auf 2 - v;/3 zur Erzielung
des hochsten Wirkungsgrades ist nur bei Bezug auf eine bestimmte Blattzone
und fiir eine bestimmte Drehzahl moglich. Durch variable Tiefe und Verwindung
des Blattes (sowie fallweise durch eine Blattverstellung in Abhéngigkeit von der
Drehzahl) konnen die Unterschiede der Geschwindigkeitsminderung innerhalb der
Rotorebene zwar verringert aber nie ganz aufgehoben werden.
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Abb. 2.103

Aus den vorangegangenen Erlduterungen wird deutlich, dass die Leistungsauf-
nahme rotor- und drehzahlabhingig ist. Zu deren Kennzeichnung wird die sogen.
Schnelllaufzahl

A:

SHRN

eingefiihrt. v ist die Umlaufgeschwindigkeit an der Blattspitze (s.0.) und v = v,
die Geschwindigkeit der ungestorten Windanstromung.

Der (maximale) Leistungsbeiwert nach BETZ ist drehzahlunabhingig
(16/27 = 0,593), vgl. Kurve @ in Abb. 2.103. Wird die Drallstromung innerhalb
der Stromrohre beriicksichtigt, ergibt sich der in der Abbildung dargestellte Abfall
(Kurve @). Weitere Verluste entstehen durch den Profilwiderstand (Kurve ®). Der
Leistungsbeiwert realer Anlagen kann nur unterhalb dieser Kurve verlaufen. In der
erwihnten Figur sind mehrere anlagentypische Verldufe des Leistungsbeiwertes
cq in Abhéngigkeit von A (aus unterschiedlichen Quellen) zusammengestellt. Der
Unterschied zwischen den Langsam- und Schnellldufern wird hieraus deutlich.
Ein Schnellldufer setzt im Vergleich zum Langsamlédufer bei gleicher Leistung
wegen der hoheren Drehzahl ein geringeres Drehmoment auf die Welle ab, ein be-
deutender Vorteil bei der maschinenbaulichen Auslegung. Die Kurven in der Figur
verdeutlicht weiterhin, wie der Leistungsbereich der verschiedenen Anlagentypen
im Zuge der Entwicklung aerodynamisch ausgereifterer Blatt- und Betriebsformen
verbessert und dabei das Optimalplateau verbreitert werden konnte.
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Abb. 2.104 a
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Abb. 2.104a zeigt, wie sich der Umfangsdruck um ein Auftriebsprofil einstellt:
Der Druck auf der annidhernd ebenen Unterseite und der Sog auf der gewdlbten
Oberseite liefern die Auftriebskraft F4 am Profil (vgl. den vorangegangenen Ab-
schnitt zum Auftrieb eines Flugzeugfliigels). Bei der Formfindung wird angestrebt,
dass die Widerstandskraft Fy moglichst gering ist. Fy und Fyy sind zu

P > P >
Fy = -=v° - A, Fy = -=v°-A
A CA 2v w cw 2v

definiert. Als Bezugsfliche A wird das Produkt aus Blatttiefe r und Blattlinge
vereinbart (Abb. 2.104a). Die aerodynamischen Beiwerte ¢4 und ¢y werden im
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Windkanal gemessen, sie dndern sich mit dem Anstellwinkel « (Teilabbildun-
gen b/c).

Die gemeinsame Auftragung von ¢4 und ¢y mit « als Parameter liefert die Pro-
filkennlinie, wie in Teilabbildung d beispielhaft dargestellt. — Indem die Profile
eines Blattes mit unterschiedlicher Form und mit unterschiedlichem Anstellwinkel
iiber die Linge des Rotorblattes ,aufgefadelt* werden, versucht man, das anlagen-
spezifische Optimum zu erzielen. Dieses Ziel ist dann erreicht, wenn die Anlage
in einem moglichst weiten Windgeschwindigkeitsbereich in ihrem Optimalpunkt
Aopt geregelt betrieben werden kann.

Es wird der Anlaufbereich, der Nennlastbereich und der Uberlastbereich unter-
schieden; oberhalb einer bestimmten Windgeschwindigkeit muss die Anlage (auf
unterschiedliche Weise) still gesetzt. —

1. Anmerkung

Die Windenergie trigt zurzeit mit ca. 3 % zur globalen elektrischen Energiegewinnung bei.
Im Jahre 2015 waren ca. 430 GW installiert. Das ergibt weltweit bei einer Verfiigbarkeit
von im Mittel 23 % eine Energieausbeute pro Jahr von

0.23 - [430 - (365 - 24)] = 866.499GW h/a = 866 TW h/a,

G: Giga = 10°, T: Tera = 10'2.
Fiir die EU ergibt sich entsprechend mit einer installierten Leistung von 148 GW eine
Energie von

0,23 [148 - (365 - 24)] = 298.000 GW h/a = 298 TW h/a,

was etwa 8 % der EU-Stromproduktion entspricht. — Die Rangfolge der installierten An-
lagenleistungen fiihrten im Jahre 2015 an: China (145 GW), USA (74 GW), Deutschland
(45 GW), Indien (25 GW), Spanien (23 GW), ..., in der Summe 430 GW (s.0.). — Die Win-
denergietechnik wird weltweit progressiv ausgebaut, z. T. mit zweistelligen Zuwachsraten
pro Jahr. In Abb. 2.105 ist die Installationsentwicklung in GW in der Zeit von 1995 bis
2015, also fiir die Zeitspanne der letzten 20 Jahre, wiedergegeben, in Deutschland verlduft
sie schleppender, was auf dem ungeniigenden Ausbau der Netz- und Speicherkapazitit be-
ruht. — Bis 2020 wird weltweit eine Steigerung auf 790 GW prognostiziert.

In Deutschland ist die Windenergie mit 23.000 Anlagen und 86 TW h zu 13,3 % an der
Stromversorgung beteiligt (2015). In anderen europdischen Lindern liegt dieser Anteil be-
deutender hoher.

Technisch werden Windenergieanlagen (WEA) mit und ohne Getriebe unterschieden.
Im erstgenannten Falle setzt das Getriebe die relativ geringe Drehzahl des Rotors (6 bis 19
Umdrehungen pro Minute) in 1500 U/min fiir den Antrieb des Asynchrongenerators um,
im zweitgenannten Falle arbeitet ein Synchrongenerator in der Rotorlaufzahl mit anschlie-
Bender elektrischer Regelung. Es wird dreiphasiger Drehstrom unterschiedlicher Spannung
produziert, vgl. Bd. III, Abschn. 1.5.6. Die Spannung ist von der GréBe der Anlage abhin-
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gig: 12 bis 48 Volt bei Kleinstanlagen, 120 bis 240 Volt bei Kleinanlagen und 400 bis 690
Volt bei GroB- und Groftanlagen. In Abhéngigkeit von der anschlieBenden Nutzung des
Stroms bedarf es einer Umspannung (Transformation) in das ortliche Netz (230 V) oder in
eine Uberlandleitung (bis 380.000 Volt).

2. Anmerkung

Am Stromaufkommen ist der Offshoreanteil in Deutschland bislang nur gering beteiligt.
Im Jahre 2015 waren 226 Anlagen in Nord- und Ostsee installiert (94 mit 865 MW bzw.
22 mit 51 MW, in der Summe 916 MW). Ein verstirkter Ausbau ist geplant, bis 2020 soll
eine Leistung von 6500 MW errichtet sein (die urspriingliche Planung (23.000 MW) wur-
de zuriickgenommen). Abb. 2.106a zeigt die in der ,AusschlieBlichen Wirtschaftszone* fiir
Deutschland ausgewiesenen Windparks. Diverse Projekte sind hier in der Planung, in der
Genehmigung und im Ausbau. Lohnend sind nur GroBanlagen mit mindestens 4, giinstiger
mit 5-MW-Leistung und einer verlésslichen Betriebsdauer von > 15 bis 20 Jahren bei gleich-
zeitig hoher Verfiigbarkeit. 8-MW-Turbinen sind in der Planung bzw. in der Erprobung.

Die Griindung der Tiirme bei Wassertiefen 20 bis 40 m ist technisch schwierig und der
Korrosionsschutz im Salzwasser aufwendig, vgl. Abb. 2.106b. Fiir die Errichtung der Tiirme
mit Maschinenhaus und Rotor bedarf es spezieller Montageschiffe. Pro Windpark ist ein
Umspannwerk zu bauen, Unterwasserkabel (& 16 cm) sind zu verlegen. Die Wartung ist
ebenfalls aufwendig.
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3. Anmerkung

Fiir die Auslegung einer Windenergieanlage sind drei wichtige Standortfragen vorab zu be-
antworten (Abb. 2.107):

e Verlauf der mittleren Windgeschwindigkeit mit der Hohe iiber Grund/See (Teilabbil-
dung a).

e Hiufigkeitsverteilung der mittleren Windgeschwindigkeit iibers Jahr verteilt (z.B. in
10 m Hohe, Teilabbildung b).

e Verteilung der Windrichtung (Windrose). In Deutschland dominiert Westwind (Teilab-
bildung c).

Um eine WEA wirtschaftlich betreiben zu konnen, sollte die mittlere Windgeschwindigkeit
in 10 m Hohe >5m/s betragen, was in Deutschland in der Norddeutschen Tiefebene und
in Mittelgebirgslagen der Fall ist. Der Betrieb von WEA-Anlagen im Siiden ist eher unwirt-
schaftlich.
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MaBgebend fiir den baulichen Entwurf sind die ,Richtlinie fiir Windenergieanlagen, Ein-
wirkungen, Standsicherheitsnachweis fiir Turm und Griindung® des Deutschen Instituts fiir
Bautechnik, Fassung Mirz 2004 und DIN EN 61400-1:2015.

4. Anmerkung
Mit der Errichtung einer WEA sind mannigfaltige Probleme verbunden: Gefihrdung von
Vogeln und Fledermiusen, ,Verspargelung® der Landschaft, Gerduschentwicklung, Beein-
trachtigung des Flugverkehrs (es miissen bestimmte Abstinde zu Radar- und Funkanlagen
eingehalten werden).

Da die Windenergiegewinnung in Deutschland vorrangig im Norden gelingt, bedarf es
ausgedehnter Hochvolt-Stromtrassen.

2.5 Mechanik der Schwingungen
2.5.1 Einfiihrung

Schwingungen (Oszillationen) treten in den unterschiedlichsten Formen auf: Ein
Kind erlebt Schwingungen in der Wiege, spiter auf der Schaukelt und nochmals
spiter auf dem Kirmes in der Schiffsschaukel, auch beim Geldut der Glocken.

Radfahrzeuge aller Art sind federnd aufgehéngt und mit StoBddmpfern ausge-
riistet. Auch Boote und Schiffe schaukeln (schwingen), sie ,stampfen‘ oder ,rol-
len‘.

Biume und Tiirme schwingen im Wind. Kurzum, alle massebehafteten Struktu-
ren vermogen zu schwingen; in Korpern und Kontinua sind es Dichteschwingun-
gen.

Auch die Erde schwingt bei Sprengungen und Erdbeben, selbst die Sonne
schwingt (pulsiert), auch alle Sterne.

Nach dem zeitlichen Verlauf unterscheidet man folgende Schwingungsformen:

harmonische Schwingungen (sinus-/cosinusférmige),

periodische Schwingungen mit zeitlich streng wiederkehrenden Merkmalen,
aperiodische (stoB3formige, anschwellende, abklingende) Schwingungen,
stochastische (regellos-zufillige) Schwingungen und

chaotische (vollstindig regellose) Schwingungen.

Entweder ist die Schwingung

e frei, dann geht sie von einer anfinglichen Anregung aus, oder sie ist
e erzwungen, dann ist sie fremderregt, selbsterregt oder parametererregt.
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Nach der Art der Mechanik werden die Schwingungen mathematisch von linearen
oder nichtlinearen Differentialgleichungen bzw. Differentialgleichungssystemen
beherrscht. Dabei kann es sich um Schwingungen eines Einzelkorpers in Richtung
eines oder mehrerer Freiheitsgrade handeln, um Schwingungen von Mehrkorper-
systemen oder um solche stab-, platten- oder schalenférmiger Struktur, ein weites
Feld der Mechanik.

2.5.2 Federschwinger - Freie Schwingungen

Abb. 2.108a zeigt einen gefederten Einmassenschwinger (Federschwinger) in sei-
ner statischen Ruhelage. Um diese Ruhelage vermag er auf und ab zu schwingen.
Der Schwingweg werde mit y = y(t) abgekiirzt. Man spricht auch von Auslen-
kung oder Elongation. Schwingt das System um den Weg y aufwirts (als positive
Richtung definiert), werden im Feder- und Ddmpfungselement Riickstellkrifte ge-
weckt (Abb. 2.108b, c), sie betragen:

Fr=k-y und F;=d-y

Im betrachteten Zeitpunkt 7 ist y = y(¢) der Schwingweg, y = y(¢t) = dy/dt

ist die Schwinggeschwindigkeit. Fy ist die Federkraft = Federkonstante (k) mal

Auslenkung (y). Fy ist die Dampfungskraft, sie dndert sich proportional zur Ge-

schwindigkeit, man spricht von viskoser Dimpfung (Abschn. 1.13.5), d ist die

Diampfungskonstante. k und d sind gemeinsam mit der Masse m gegeben, sie sind

die Kenngrofien des Systems. Sie miissen bekannt, also gemessen worden sein.
Von der Masse m geht im Zeitpunkt ¢ die Tragheitskraft F,, aus:

Fn=m-y

Abb. 2.108 a b Schwingungszustand ¢ Eit)
im Zeitpunkt t *

Ruhezustand
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Sie wirkt entgegen der momentanen Bewegungsrichtung (Prinzip nach d’ Alembert,
Abschn. 1.5). j = j(t) = d?y/dt? ist die Beschleunigung der Masse im momen-
tanen Zeitpunkt ¢ (F,, = Trigheitskraft = Masse mal Beschleunigung).

Auf den Korper wirke die dulere Kraft F = F(¢). Es kann sich, wie eingangs
erwéhnt, um eine harmonische (sinusformige), eine periodische, eine impulsarti-
ge (stoBende) oder um eine stochastische (zufillig-regellose) Kraft handeln. Fiir
jede dieser Lastarten existieren Losungen. — Im Folgenden wird zunichst der Fall
einer freien Schwingung ohne duBere Kraftanregung behandelt (F(¢) = 0). Die
zugehorige kinetische Gleichgewichtsgleichung lautet (Abb. 2.108c):

FotFy+Fo=0 — m-j+d-y+k-y=0.

Von dieser Bewegungsgleichung ausgehend lassen sich die freien Schwingungen
eines Einmassen-Schwingers studieren.
Ist das System ungedimpft, verkiirzt sich die Bewegungsgleichung zu:

Fn+F,=0 —> m-y+k-y=0

Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung (zur Losung vgl. Bd. I, Ab-
schn. 3.8.2.2). Die Gleichung wird durch m dividiert und @ als Parameter einge-
fiihrt:

. k o 2 . 2 k k
y+—-y=0 — J4+wo-y=0 mitw"=—Dbzw.w =/ —
m m m

Die Losung der Gleichung lautet:
y = Cj-sinwt + C, - cos wt
Bildet man die zweite Ableitung, ergibt sich:
y = —w? - C; - sinwt —w? - Cy - cos wt

Werden y und j in die Differentialgleichung eingesetzt, wird die Gleichung fiir
jeden Wert von ¢ zu Null erfiillt, das bedeutet: Die Losung ist richtig.

C, und C; sind Freiwerte. Sie folgen aus den Anfangsbedingungen der Be-
wegung. Es werde angenommen, dass die Bewegung von der Anfangsauslenkung
¥(0) = yo mit der Anfangsgeschwindigkeit y(0) = v, ausgeht. Aus diesen beiden
Bedingungen lassen sich C; und C; bestimmen (Zeitpunkt ¢ = 0):

y(0)=C;-sinw0+ Cy-cosw0=C;-0+Cy-1 =y
y0)=w-Ci-cosw0—w-Cy-sinwld=w-C;-1—w-C,-0=1
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Die Freiwerte folgen aus den beiden Gleichungen zu:
C] = % und C2 = )o-
13

Die gesuchte Losung lautet zusammengefasst, einschlieBlich der Geschwindigkeit
y(@):

Vo .
y(t) = — -sinwt + yg - cos wt
1)

y(t) = vy -coswt —w - Y - sinwt

Die Beschleunigung als Funktion der Zeit ¢, also j = j(¢), ist damit auch bekannt.
Betrachtet man als Beispiel den Fall, dass das System aus einer anfinglichen
Ruhelage (vy = 0) mit der Anfangsauslenkung y( heraus frei gesetzt wird, ergibt
sich ein cosinusformiger Schwingungsverlauf iiber der Zeitachse, vgl. Abb. 2.109.
Nach einem vollen Bewegungszyklus stellt sich die Amplitude, also der Maximal-
wert, wieder ein: y = yq. Nach der Zeitdauer T wiederholt sich der Bewegungs-
ablauf, immer auf dieselbe Weise. Diese Zeitdauer bezeichnet man als Periode:

yo-coswT =yy — coswT =1

Diese Bedingung ist fiir o7 = 2 erfiillt. Das liefert fiir die Periode den Aus-
druck:

2 m S
T=—=2n A in der Einheit s (Sekunde)
10}

Wiirde das System beispielsweise 0,5 Sekunden fiir einen Schwingungszyklus be-
notigen (77 = 0,5s), wiirde es in einer Sekunde zwei Zyklen durchlaufen. Die
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Anzahl der Zyklen pro Sekunde bezeichnet man als Frequenz. Sie ist der Kehr-
wert der Periode (im Beispiel: f = 1/T = 1/0,5 = 2,01/s = zwei Zyklen pro
Sekunde):

1 1 |k
f===—4/—= 2 in der Einheit Hz (Hertz = 1/s)
T 27 Vm 2n
w = 2nf = 2x/T nennt man Kreisfrequenz. 7 bezeichnet man auch als
Schwingungsdauer.
Beispiel

Das System werde um y, ausgelenkt und frei gegeben. Die Anfangsgeschwindigkeit sei
Null (vg = 0). In der auf yy bzw. @ - y¢ bezogenen Form lautet die vollstindige Losung des
Problems:

t (¢
&zl-coswt:coswt; () = —1.sinwt = —sinwt
Yo @ - Yo
Betrigt die Periode des Systems 77 = 1,0s, folgen Frequenz und Kreisfrequenz zu:

f=1/1,0=1Hz und w=2r-f=27-10=06,281/s.

Hierfiir zeigt Abb. 2.110 den Graphen der Losungsfunktion (= Cosinusfunktion) iiber die
Dauer von 10 Zyklen, aufgetragen iiber w?. — Wird die Schwinggeschwindigkeit fiir gleiche
Zeitpunkte ¢ tiber dem Schwingweg aufgetragen, bezeichnet man diesen Graphen als Orts-
kurve. Abb. 2.110b zeigt das Ergebnis (hier y = y(¢) tiber y = y(¢) jeweils in bezogener
Form aufgetragen). Es handelt sich um eine Parameterdarstellung mit ¢ als Parameter.

a ‘].[]"s‘iaf‘t b 1,00 T | St a0 N N

5 & oL 1 AY

< 00 <000 |

2 2 02

g B OBk /

g 05 g 050 /
' u U 075N b

A0 | -1,00 s L —T | ,
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wt (Zeit) bezogene Geschwindigkeit

Abb. 2.110
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Ist das System gedimpft, ist die Bewegungsgleichung in ihrer vollstindigen
Form zu l6sen:

m-jy+d-y+k-y=0
Das ist etwas schwieriger. Die Losung lautet (unter Verzicht auf ihre Herleitung):
1
Y v
Ao+ @+ VE=T) -0 + ] - e EVED

—[o- €=V =1) -0+ ] .e—<z+¢¢2_—1).w,}
|

y= 2w+/2 -1
' {_(f ~ V-0 [yo-C+ V1) -0+ ] e EVEDer

+ (¢ + \/Zz—l)-w-[yo-(g“—\/527—1)'0)—{—1)0]-2_(“\/{2_”'“”}

e ist die Exponentialfunktion, vgl. Abschn. 3.7.1.2 in Bd. I. ¢ (Zeta) steht fiir:

d d 1 d
¢ -

= — = . — _— = . d:2
di, 2m o - 2m (o = m g

¢ kennzeichnet die Dampfung. Die angeschriebene Losung unterstellt, dass d klei-
ner als die sogenannte kritische Dampfung dy, = 2m w = 2 vk - m ist. Liegt d
dartiber, ist die Ddmpfung zu groB, eine Schwingung kommt dann nicht zustande,
nur eine Kriechbewegung.

Beispiel
In Erweiterung zum vorangegangenen Beispiel wird fiir folgende Systemdaten die abklin-

gende Schwingung berechnet: w = 6,285, ¢ = 0,05 <« 1. Abb. 2.111 zeigt das Ergebnis,
einschlieBlich der zugehdrigen Ortskurve.

Periode und Frequenz werden von der Hohe der Dampfung beeinflusst (In-
dex: d):

1
Periode: Ty=-——-T mitT =27 [m
V1-=12? k
k
Frequenz: fy = +1-082-f mitf:z_ x©

1
TV m
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¢ ist in den meisten praktischen Fillen von sehr geringer GroBe. In solchen Fillen
kann in guter Niherung gesetzt werden: T; =~ T und f; ~ f.
In Fillen (¢ <« 1) gehorcht die Schwingung von der Anfangsauslenkung y, aus

der Funktion

y(t) = yo- e - cos wt.
In Zeitpunkten, die sich um die Periode T unterscheiden, stehen die Schwingwege

in folgendem Verhiltnis zueinander:

Y([) _ effwt B effwt _ ter
y(l + T) - effw(hLT) - efza)t ,effwT =e

Werden beide Seiten logarithmiert, ergibt sich:

n%:é“w-T:(Qﬂf-T:%r-é':A

Das bedeutet: Der logarithmierte Quotient zweier aufeinander folgender Schwin-
gungsamplituden ist bei einem viskos gedimpften System eine Konstante. Man
nennt diesen Quotienten logarithmisches Dekrement der gedimpften Schwin-
gung und kiirzt es mit A ab. Sind y; und y; ;| zwei aufeinander folgende Amplitu-
den, berechnet sich das log. Dekrement zu:
A=
Vi+1
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Kann eine abklingende Schwingung vermessen werden, kann hierfiir A bestimmt
und anschlieBend der Dampfungsparameter ¢ bestimmt werden:

= A/2m.

2.5.3 Beispiele: Freie Schwingungen

1. Beispiel
Die allgemeine Bewegungslosung fiir ein ungeddmpftes System lautet (vgl. vorangegange-
nen Abschnitt):

y =y() =C-sinwt + C, - cos wt

Schwingt das System von der statischen Ruhelage aus (y(0) = 0) und erreicht es nach der
Zeit
t=T/4 — owt=mn/2

die Amplitude (Schwingweite) 7, lauten die Bedingungen, aus denen die Freiwerte C; und
C, bestimmt werden konnen:

ywt=0)=C-04+C,-1=0
ywt=n/2)=C-1+C,-0=y
Hieraus ergeben sich die Freiwerte zu: C; = y, C; = 0. Die Losung ergibt sich in diesem
Falle als Sinusschwingung: y = y - sinwt. Sie ist in Abb. 2.112a, einschlieBlich Zeiger-
diagramm, dargestellt. — Setzt die Schwingung zu Beginn mit dem Nullphasenwinkel ¢ ein
(t = 0), lautet die Losung:
y =5 -sin(@r + go)

Abb. 2.112b zeigt den Graphen.

Abb. 2.112
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Abb. 2.113

T
|

<t

m

2. Beispiel

Punktpendel: Ein Pendel mit einem punktformigen Korper der Masse m und einer Pendel-
stange der Linge /, ist ein idealisiertes Modell. Man spricht von einem ,Mathematischen
Pendel® oder einem Fadenpendel. Abb. 2.113a zeigt das Modell, wobei der Pendelkorper
(real miisste er als Punkt gezeichnet sein) hier zusétzlich mit einem Dampfungselement ver-
bunden ist. Die Pendelausschlidge seien im Verhéltnis zur Pendellidnge ,klein® (¢ kleiner ca.
5°). ¢ ist der Pendelwinkel. Im ausgeschwungenen Zustand wirkt auf den Korper die verti-
kale Gravitationskraft (die Gewichtskraft) F; = m-g (g = 9,81 m/ s2: Erdbeschleunigung).
In horizontaler Richtung greifen die Dampfungskraft F; = d - (I - ¢) und die Trigheitskraft
F, = m-(l-¢) am Korper an. (- ) ist die seitliche Auslenkung, also der Schwingweg (eine
,kleine* Auslenkung vorausgesetzt!). Bezogen auf den gelenkigen Aufhingepunkt folgt aus
der Momentengleichgewichtsgleichung die Bewegungsgleichung des Problems:

Fo-(l-9)+(Fi+Fy)-1=0 — m-g-l-og+d-1*¢+m-1*>$=0

; , L4
- m-l-¢+d-l-¢g+m-g-¢g=0 — <p+a’<p+§~<p=0
In diesem Falle bezieht das System aus der Gravitation (der Erschwere) seine Riickstellwir-
kung. Der Vergleich mit der Bewegungsgleichung des Federschwingers (siehe vorangegan-
genen Abschnitt),

Lod ok
y+—-y+—-y=0,
m m

zeigt eine vollstidndige Analogie zwischen den Gleichungen.
Im Falle des ungedéimpften Pendels folgt die Kreisfrequenz und alles weitere durch
Analogieschluss:

[g w 1 /g 1 /
= - = — = — —, T=—=2 -
@ I’ y 2 2w\ 1 f T[Vg

Entsprechend kann die Bewegungsfunktion iibernommen werden (auch fiir den gedédmpften
Fall).

Die vorstehende Losung fiir das ungedédmpfte Pendel ist eine Niherung. Sie gilt hinrei-
chend genau fiir kleine Pendelwinkel, nicht fiir grofe. Im Falle grofler Ausschlige ist die
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Periode von der GroBe der erreichten Amplitude abhiingig; die Schwingungsperiode kann in
diesem Falle mit Hilfe der Reihenformel

P () e () () e ()
+(333) (g)+}

berechnet werden, ¢ ist die Amplitude des Auslenkwinkels (in BogenmaB). —
Um die strenge Losung fiir grole Schwingungswinkel herleiten zu konnen, muss von der
Differentialgleichung
¢+§-sin<p=0 - §4aw’-sing=0
ausgegangen werden. Der Losungstyp dieser Gleichung gehort zu den sogen. ,Elliptischen
Integralen®, die Fachliteratur gibt Auskunft.

3. Beispiel

Schwerependel: Ein Schwerependel schwinge in einem gasformigen Umfeld, beispiels-
weise in Luft, Abb. 2.114. Bei der Bewegung wird auf den Korper eine aerodynamische
Widerstandskraft ausgeiibt. Sie ist dem Betrage nach dem Quadrat der Geschwindigkeit pro-
portional (vgl. Abschn. 2.4.2.3). A sei die Verdrangungsfliche des Korpers, p die Luftdichte
und cy der Stromungsbeiwert:

FW:CW- -UZ-A

(SRS}

Die Festwerte werden zu einer Konstanten zusammengefasst:

Fyw=d-v® — d:cw-g-A —  [d] = N/(m/s)?

Abb. 2.114
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Abb. 2.115 a ¢
/ t
e | -I— T —
von links von rechts  von links
nach rechts nach links  nach rechts
b ¢

Fy hat die Bedeutung einer riickstellenden Dampfungskraft. Sie wirkt immer der Bewegung
entgegen. Dieser Sachverhalt wird durch die Signum-Funktion beschrieben. Ists = ¢ -/ der
bogenformige Schwingweg, lautet ihre Definition:

Schwingung in Richtung nach rechts: sign(s) = +,

Schwingung in Richtung nach links: sign(s) = —.

Damit gilt fiir Fyy:

Fy =sign(§)-d -§% mits=¢-1
In Abb. 2.115 ist erkldrt, wie durch das Vorzeichen der Geschwindigkeit (5§ bzw. ¢) die
Richtung von Fy gekennzeichnet wird.

Bezogen auf den Aufhingepunkt des Pendels lautet die kinetische Gleichgewichtsglei-
chung (Abb. 2.114):

(DM =0): (m-§)-1+J-¢+signG)-d-5>-1+m-g-1-sing=0
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Mit s = ¢ -1 folgt:

m-g-1>+J-¢+sign(s)-d-¢*- P+m-g-1-sing =0
- m-PP+J)-¢+sign(@)-d-1>¢>+m-g-1-sing =0

Nach weiterer Umformung lautet die zu 16sende Differentialgleichung:
@+ sign(¢) - £ - ¢° + @ -sing = 0

Die Abkiirzungen bedeuten:

d-I? m-g-l 1
mrry C=b e=\Trpry bl=g

&= m-12+J’

Hinweis: Der Dampfungskennwert ¢ hat hier eine andere Bedeutung wie im obigen Ab-
schnitt!

Die Differentialgleichung ldsst sich analytisch nicht 16sen, wohl numerisch, z. B. mit
Hilfe des Verfahrens nach Runge-Kutta. Es werde folgendes Zahlenbeispiel behandelt: Eine
Stahlkugel mit einem Durchmesser 0,30 m und einer 2,0 m langen Pendelstange schwinge
in Luft. Die Parameter ¢ und w findet man fiir cy = 0,5 aus vorstehenden Formeln nach
Zwischenrechnung zu: ¢ = 0,0004 und @ = 2,21 s~!. Ausgehend von einer Anfangsauslen-
kung g = % = 45° zeigt Abb. 2.116 (links oben) die Losung fiir den démpfungsfreien Fall
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(¢ = 0). Fiir die drei frei gewidhlten ¢-Werte 0,02; 0,20 und 2,0 sind in Abb. 2.115 die nume-
risch berechneten Schwingungen wiedergegeben. Aus dem Abklingcharakter erkennt man,
dass die Dampfung von nicht-viskoser Art ist. Ist das System dimpfungsfrei und werden nur
Jkleine* Amplituden erreicht, lautet die zugehorige Differentialgleichung ¢ + w? -sing = 0,
wie es sein muss. Der Fall wurde oben diskutiert.

2.5.4 Eigenfrequenzen einfacher Schwingungssysteme -
Beispiele

Die Kenntnis der Eigenfrequenz hat in der Schwingungsmechanik die allergrofite Bedeu-
tung. Fiir einfache Systeme, wie beim zuvor behandelten Federschwinger oder Pendel, lassen
sich explizite Formeln zur Berechnung der Eigenfrequenz herleiten.

Fiir komplizierte Systeme stehen spezielle Methoden fiir Rechnungen von Hand zur Ver-
fligung. Sie wurden ehemals eingesetzt. Sie fiihrten nach langwierigen Rechnungen zum
Ergebnis. Dank des Computers und der hierfiir unter Verwendung des Matrizenkalkiils ent-
wickelten numerischen Methoden, lassen sich solche Berechnungen heutzutage auf ver-
gleichsweise einfache Weise erledigen, auch fiir verwickelte Systeme. Die Bestimmung der
Eigenfrequenz (bzw. der Eigenfrequenzen bei mehrldufigen und kontinuierlichen Systemen)
steht dabei stets am Anfang einer Schwingungsuntersuchung (vgl. z. B. [10]).

Anhand von Abb. 2.117 werden im Folgenden Hinweise zur Eigenfrequenzberechnung
einiger einfacher Systeme gegeben. Sie gelten ausschlielich fiir ,kleine* Schwingwege und
unter der Maf3gabe, dass der Einfluss der Dampfung auf die Hohe der Eigenfrequenz ver-
nachldssigbar gering ist.

9

F F F
i k
F 1 T 1 T T AV
| ) 4
Y sl s |
k | : m
Stiibe S 4 Saite p § yStibe 1 ~ Werte:
G . n= ;L,________..E é’ E |. n=[1 2 3
= el . Y 10,5595 | 3,5069 | 98194
; 2%{\_/2‘? oot 77 | gelenkig - gelenkig 15708 | 6,2832 | 14,137
E 3%‘ @ eingespannt - gelenkig 24532 | 79522 | 16,592
6 ! A 4 - e t-gi 35608 | 9,8155 | 19,242
I L9 R % 4 eingespann gesy |
r-— | — NS E—_—

Abb. 2.117
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Abb. 2.117a:

Abb. 2.117b:

Abb. 2.117c:

Abb. 2.117d:

Abb. 2.117e:

Abb. 2.117f:

Abb. 2.117g:

Punktpendel (Abschn. 2.5.3, 2. Beispiel):

1 /g >
=—./2 g=981
f T 8= m/s

Schwerependel (Abschn. 2.5.3, 3. Beispiel):

mg-l _ mg-l
mi2+J " 2z \ Jp

Jo ist das sich auf den Drehpunkt beziehende Trigheitsmoment. Sind m und
! bekannt, kann Jy bzw. J nach Messung der Schwingungsperiode mittels
vorstehender Formel und deren Umstellung berechnet werden.
Transversalpendel:

1 /g

=52V

Bei den Schwingungen entstehen Wechselkrifte in den Haltestangen!
Rollende Kugel in einer Hohlkugel:

s
f_27'[ 7/5-(R—r)

Rollende Walze in einer Hohlwalze:

_ 1] g
S =0 3/2-(R—r)

U-Rohr mit Fluid:

1 [2g
f_Zn L

L ist die Lange der gesamten Fluidsdule im Rohr.
Flacher Behilter mit Fluid, antimetrische Schwingung, n = 1:

1 H
f= ZV/“'%'t‘mh“f

« ist ein von der Behilterform im Grundriss abhéngiger Beiwert:
Rechteckform: « = /5/2 = 1,58, Kreisform: « = /27/8 = 1,84
Federschwinger (Abschn. 2.5.2):

1 |k
f:;\/;
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Abb. 2.117h:

Abb. 2.117i:

Abb. 2.117j:

Abb. 2.117k:

Abb. 2.1171:

Ist die Federkennlinie nichtlinear, z.B. progressiv (wie bei Elastomer-
Federn) oder degressiv (wie bei Tellerfedern), wird in Hohe der statischen
(Eigengewichts-)Einsenkung die Tangente an die Federlinie gelegt. Die Fe-
derkonstante ist jene Kraft (z. B. in N) die zu einer Verschiebung s = 1 (z. B.
in m) gehort, k ergibt in der Einheit Kraft durch Lange (z.B. in N/m).

Die Federkonstante gekoppelter Federn wird gemil der vorstehenden Vor-
schrift bestimmt:

Parallelschaltung zweier Federn mit den Federkonstanten k| und k»:

— k —
kit ky

N 1 g k=k 1+ kz
Serienschaltung zweier Federn mit den Federkonstanten k; und k,: Infolge
k ldngt sich die Feder 1 um k /k; und die Feder 2 um k / k,. Die Summe wird
gleich Eins gesetzt:

k k 1

- k=

AR S - -
ky k 1/ky + 1)k,

S =

Einfache Trédger mit einer Einzelmasse am freien Ende. Die Biegesteifigkeit
sei E1, E ist der Elastizititsmodul und / das Flichentrigheitsmoment. Mit
Hilfe der Methoden der Festigkeitslehre bzw. Statik wird die Durchbiegung
am Ort der Masse infolge einer Einzelkraft bestimmt. Indem die Durchbie-
gung gleich ,Eins‘ gesetzt wird, erhilt man die Federkonstante:

Freitriger der Linge [: k = 3 EI/[3:

1 [3EI
/= 27V mi3

Einfacher Triger der Linge [, mittig belastet: k = 48 E1/1°:

1 [48E1
/= 27\ mi3

Soll die Massebelegung des Trigers beriicksichtigt werden und betrigt diese
w in kg/m, ist in der Formel fiir m im Falle des Freitragers m + - 1/3 und
im Falle des einfachen Trégers m + - [/2 zu setzen.
Lingseigenschwingungen bzw. Torsionseigenschwingungen eines Trégers:

_n |E _t1/2) G
f,,—zl\/; bzw. f, = o \/Z

p ist die Materialdichte.
Saite mit der Zugkraft S und der Massebelegung u (z. B. in kg/m):

S
fi= ]2 n=1,23...
20\




192 2 Mechanik Il: Anwendungen

ADbDb. 2.117m: Stibe mit der Biegesteifigkeit £/ und der Massebelegung pt (z.B. in kg/m):

1 El
Jn =an—2,/7, n=123,...

Die y,-Werte sind in Teilabbildung m?2 fiir vier unterschiedliche Randbedin-
gungen angegeben.

Bei der Saite und den Stében ist jeder Eigenfrequenz f, eine bestimmte Eigen-
schwingungsform zugeordnet, man spricht verkiirzt von Eigenform. Das gilt stets
fiir alle Strukturen und Kontinua mit Massebelegung! Abb. 2.118 zeigt die erste,
zweite, und dritte Eigenform des Freitrigers (eingespannt — frei).

Mit wachsender Eigenfrequenzordnung, wird der Einfluss der Schubverzerrung
und Rotationstrigheit auf die Hohe des Frequenzwertes bedeutender.

Neben den aufgefiihrten Berechnungsbehelfen existieren im Fachschrifttum
weitere. Eine computergestiitzte Berechnung wird heutzutage bei technischen
Fragestellungen vorgezogen.

Abb. 2.119 zeigt hierfiir ein Beispiel: Dargestellt sind die ersten vier Eigenfor-
men fiir einen Fernsehturm. Die zugehorigen Eigenfrequenzen sind eingetragen.
Den Eigenformen der Biegelinien (an der Spitze des Turmes auf ,Eins® normiert)
sind die fiir den Biegewinkel der Stabachse, fiir das Biegemoment und die Quer-
kraft (Transversaalkraft) geltenden, zugeordnet.

Dass sich mit den heute zur Verfiigung stehenden Berechnungsverfahren zu-
verldssige Ergebnisse erzielen lassen, ist in Abb. 2.120 bzw. in Abb. 2.121 fiir
den Miinchner Fernsehturm dokumentiert. Die berechneten ersten vier Eigen-
frequenzen sind den gemessenen gegeniibergestellt [31].

Anmerkung

Die dritte Eigenfrequenz liel sich nicht zuverlédssig bestimmen, weil die Messdosen im
Turmschaft in Hohe des Knotens der zugehorigen Eigenform fiir das Biegemoment lagen.

Abb. 2.118 Freitrager
1 1 1

7

v -
1. 2, 3.

1., 2., 3. Eigenform
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Abb. 2.120

Fernsehturm Miinchen: Eigenfrequenz / Eigenschwingzeit (Rechnung / Messung)

Theorie Einspannung | fbzw. T | n=1 n=2 n=3 | n=4
o| 1.0dnung | star | f | 0186 | 0763 | 1,045 Hz
2| 1. Ordnung elastisch f 0182 | 0755 | 1034 | _ 18 Hz
&2 Ordnung star | f 0180 | 0757 | 1,038 | Hz
@] 2 Ordnung | elastisch | f 0176 | 0,749 | 1,027 Hz
2. Ordnung elastisch T 5,70 1,34 0974 ] =055 s
Messung (Mittelwert) f 0181 - 830 1 =i/ ] Bz |
i 5,53 - 102 §=059) s

Abb. 2.121
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2.5.5 Federschwinger - Fremderregte Schwingungen -
Resonanz

Beschrinkt auf den Fall einer harmonischen (sinusformigen) Krafterregung
F(t) = F -sin 2t
lautet die zu 16sende vollstindige Differentialgleichung (vgl. Abschn. 2.5.2):
m-j+d-y+k-y=F(@)=F-sinQt

F istdie Amplitude und §2 die Kreisfrequenz der harmonischen Krafterregung.
Die Losung der Differentialgleichung setzt sich aus der homogenen Losung der
freien Schwingung und der partikulidren Losung der Krafterregung zusammen:

() = Yhom(?) + ypart([)

Setzt die Schwingung aus dem Ruhezustand ein, geht sie nach einer (instationéren)
Anlaufphase in einen (stationdren) Beharrungszustand iiber. Die Losung hierfiir
lautet (ohne Herleitung):

Ypar(t) = y(t) = J - sin(2t — )

Das System schwingt gleichformig in der Anregungsfrequenz mit einem gewissen
zeitlichen Nachlauf gegeniiber der Anregung. Amplitude und Phase der Schwin-
gung berechnen sich zu:

yA:

1 F 22
2\212 2\2 ) Z’ tan(p a
JI- (2T + (22)

Setzt die Erregung aus, kommt das System infolge der dem System innewohnenden
Diampfung nach einer gewissen (instationédren) Auslaufphase wieder zur Ruhe. Die
Dauer der Anlauf- und Auslaufphase sind von der Hohe der Ddmpfung abhéngig.

Um die Beharrungsschwingung zu charakterisieren, ist es tiblich, die Schwin-
gungsamplitude (y) auf jene statische Verschiebung zu beziehen, die eine Kraft,
die gleich der Kraftamplitude ist, verursachen wiirde, also bezogen auf:

Vst =

=] >
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k ist die Federkonstante. Das Verhiltnis von y zu y, nennt man VergroBerungs-
funktion. Man kiirzt es mit V' ab:

1 28
, tang = —
Ja =2 + @ty L

V:L:
Vst

Hierin kennzeichnet n das Verhiltnis Erregerfrequenz zur Eigenfrequenz des Sys-

tems (Frequenzverhiltnis):
2 . [k
n=— mitw =4/ —
) m

In Abb. 2.122a ist der Verlauf der VergroBerungsfunktion (V') iiber dem Frequenz-
verhiiltnis (1) fiir verschiedene Dampfungsgrade (¢) aufgetragen.
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Fallen Erregerfrequenz und Eigenfrequenz zusammen, ist die Reaktion beson-
ders heftig; man sagt, das System schwingt in Resonanz. Der Maximalwert folgt
fiir das Frequenzverhiltnis

n=y1-2
zu:
maxy 1
Vst 20-4/1 =22

Fiir geringe Dampfung kann der GroBtwert des Vergroerungsfaktors in guter An-
niherung fiir das Frequenzverhiltnis n = 1 zu

max V =

bestimmt werden. A ist das log. Dekrement. — Die Auftragung des Phasenwinkels
@ iiber n ldsst erkennen, dass der Nachlauf des Schwingweges gegeniiber der Kraft
umso grofler ist, je hoher 7, ist (Abb. 2.122b):

n<l: o<n/2 (<90°),
n=1 g@=m/2 (=90,
n>1. ¢>xn/2 (>90°).

Im Falle n > 1: ¢ — m (— 180°) schwingt das System in Gegenphase zur
Krafterregung.

2.5.6 Beispiele: Fremderregte Schwingungen

1. Beispiel

Das Resonanzspektrum in Abb. 2.122a lésst erkennen, dass die Vergroferungsfunktion V'
fiir Frequenzverhiltnisse n grofer ca. 1,4 kleiner Eins wird. Je groer der Abstand zwi-
schen 7 und der Resonanzstelle ist, umso mehr néhert sich V' gegen Null! Das bedeutet, das
fremderregte System befindet sich nahezu im Ruhezustand. Aus diesem Befund kann ein
Nutzen fiir die Auslegung einer Maschinengriindung gezogen werden: Um die Maschine
moglichst vibrationsfrei zu betreiben, ist die Eigenfrequenz der Anlage moglichst niedrig
einzustellen. Das zeigt die Formel fiir das Frequenzverhiltnis n = §2/w. Da die Erregerfre-
quenz £2 betriebsbedingt fest liegt, kann das Ziel nur iiber die Einstellung der Eigenfrequenz
des Systems erreicht werden. Um einen hohen n-Wert zu erhalten, muss @ = /k/m mog-
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Abb. 2,123

lichst niedrig liegen. Entweder muss die Federkonstante k, also die Steifigkeit der Griindung,
niedrig liegen oder die Masse des Fundamentes m muss moglichst grof3 sein, oder beides ge-
meinsam. Tatsdchlich werden Maschinenfundamente in dieser Weise ausgelegt. Abb. 2.123a
zeigt das Prinzip einer solchen Losung. Vielfach geniigt eine alleinige ,weiche® Aufstel-
lung der Maschine auf Spiralfeder- oder Gummifederelementen. Es kommen auch gelochte
Kork- oder Elastomermatten (Elastomer = Gummi) zum Einsatz. Sie werden unter dem
Fundament oder direkt unter der Maschine angeordnet. Man sagt: Die Maschine arbeitet im
iiberkritischen Bereich (Abb. 2.123b). Die Losung hat einen Nachteil: Wihrend des Anlaufs
und wihrend des Auslaufs durchlduft die Anlage die Resonanzstelle, was mit einer gewissen
Unruhe oder gar mit stirkeren Schwingungen einhergeht.

2. Beispiel

Schwingungsfihige Strukturen konnen durch ein stromendes Medium (Luft, Wasser) zu
Schwingungen angeregt werden. Man spricht von stromungsinduzierten Schwingungen.
Sie beruhen auf fluid-elastischen Wechselwirkungen zwischen der schwingenden Struktur
und dem stromenden Fluid, welches die kinetische Anregungs-Energie mit sich fiihrt. Im
Falle von Wind werden folgende Phianomene unterschieden:

e Boeninduzierte Schwingungen in Richtung des Windes bei Sturm/Orkan.

e Wirbelinduzierte Schwingungen zylindrischer Objekte, insbesondere solcher mit Kreis-
querschnitt. Betroffen sind z. B. hohe, schlanke Industrieschornsteine. Die Schwingun-
gen stellen sich quer zur Windrichtung ein. Man spricht von einer Karméan’schen Quer-
schwingung, da das Strémungsphinomen erstmals von T. v. KARMAN (1881-1963) im
Jahre 1912 potential-theoretisch behandelt wurde.

o Bewegungsinduzierte Schwingungen schlanker Strukturen mit einem aeroelastisch in-
stabilen Querschnittsprofil. Setzt die Bewegung bei einer bestimmten kritischen Wind-
geschwindigkeit ein, werden die Luftkréfte von der schwingenden Struktur so gesteuert,
dass die Schwingung immer stirker angefacht wird, wie beispielsweise bei vereisten
Freileitungsseilen oder bei torsionsweichen Flugzeugtragfliigeln oder auch bei Hinge-
briicken; man spricht von Flatterschwingungen.
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Abb. 2.124

Abb. 2.124 zeigt eine sich hinter einem Zylinder bildende Wirbelstraf3e (hier als Potential-
stromung modelliert). Durch die sich im Wechsel ablosenden Wirbel wirkt auf den Zylinder
eine Wechselkraft in der Ablosefrequenz. Die Ablosefrequenz der Wirbel folgt dem Gesetz:

f=s-

QU<

v ist die Geschwindigkeit der Wind- oder Wasserstromung und ¢ der Durchmesser des
Kreiszylinders. Mit S ist die sogen. Strouhal-Zahl abgekiirzt, erstmals experimentell be-
stimmt von V. STROUHAL (1850-1922). Sie betrdgt etwa S = 0,2.

Herrscht eine Windgeschwindigkeit, bei welcher die Ablosefrequenz der
Wirbel mit der Eigenfrequenz der Struktur ilibereinstimmt, kann es zu Reso-
nanzschwingungen kommen. Die sich aufschaukelnden Schwingungen kénnen so
heftig sein, dass die bauliche Anlage einstiirzt. Diese Gefahr ist besonders grof3,
wenn die Eigenddmpfung der Struktur gering ist. Die kritische Windgeschwindig-
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Abb. 2.125 a
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Betrédgt der Durchmesser der kreiszylindrischen Struktur beispielsweise 1,0 m und
die Eigenfrequenz 1,25 Hz, betrigt die kritische Windgeschwindigkeit:

Vit = 5-1,0- 1,25 = 6,25m/s.

Das ist eine bei stirkerem Wind hiufig auftretende (mittlere) Windgeschwindig-
keit. Das Objekt wire demnach als schwingungsgefihrdet einzustufen. Abhilfe
gelingt durch eine Storwendel, welche die Ausbildung einer stabilen Wirbelstrafle
unterbindet, oder mit Hilfe eines Schwingungsddmpfers, mit dem die Dampfung
der turmartigen Anlage wirkungsvoll angehoben werden kann (Abb. 2.125a, b).
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Abb. 2.126

2,5.7 Frequenzanalyse
Fiir jede Schwingungsuntersuchung bedarf es zweier wichtiger Informationen:

e Art der dulleren Einwirkung und ihres Angriffsortes sowie Hohe der Erreger-
frequenz, wobei es sich auch um zwei oder mehrere Erregerfrequenzen handeln
kann oder um ein Erregerfrequenzband zwischen einem unteren und oberen
Grenzwert.

e Hohe der Eigenfrequenz oder der Eigenfrequenzen jener Struktur, die der duf3e-
ren Einwirkung ausgesetzt ist und die untersucht werden soll.

Fiihrt eine theoretische Berechnung nicht zum Ziel, muss gemessen werden.

Es werde ein Beispiel betrachtet: Die dynamische Grofle, fiir die das Frequenzspektrum
gesucht ist, werde mit x = x(¢) abgekiirzt. Die periodische Funktion setze sich aus sechs
harmonischen (sinusformigen) Anteilen additiv zusammen:

6
x(1) = an -sinQ27 fy + ¢n)

n=1

(3_ ist das Symbol fiir eine Summe, hier iiber 6 Anteile; 7 ist die Laufvariable.)

In Abb. 2.126a ist das diskrete Amplitudenspektrum fiir das Beispiel dargestellt. In
Teilabbildung b sind alle Kennwerte der sechs sinusformigen Anteile tabellarisch aufge-
listet, das sind die Amplituden (X,) und Nullphasenwinkel (¢,) in Abhingigkeit von den
sechs Frequenzen f,, n = 1,2,3,4,5,6. — Abb. 2.127 gibt die Uberlagerung der sechs
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Abb. 2.127
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Abb. 2.128 a 1 |
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Teilverliufe iiber der Zeitachse wieder. Dem Augenschein nach ist die Uberlagerung hochst
unregelméfBig. Tatsédchlich setzt sie sich periodisch mit der Periode 1,0 s fort, mit ihr wie-
derholt sich das Muster. Die Periodendauer der einzelnen Verldufe gehen in 1,0s jeweils
ganzzahlig auf.

Die Fragestellung werde nunmehr umgedreht: Gegeben sei der dynamische
Verlauf geméll Abb. 2.127b. Gesucht sind jene harmonischen Anteile, aus denen
sich der Verlauf zusammensetzt. Hier greift die sogenannte Fourier-Analyse, be-
nannt nach J.B.J. FOURIER (1768-1830), der sie im Jahre 1822 publizierte. —
Heutzutage stehen computergestiitzte Rechen- und Messverfahren zur Verfiigung,
die eine solche Analyse zeit-schnell ermoglichen. Sie haben sich aus der Fouri-
er-Reihenentwicklung iiber die Fourier-Transformation und die diskrete Fourier-
Analyse zur Fast-Fourier-Transformation (FFT, Schnelle Fourier-Transformation)
entwickelt. Sie spielen in der modernen Signalverarbeitung eine zentrale Rolle.

Wird der Verlauf in Abb. 2.127b mit Hilfe eines kommerziellen Rechenpro-
gramms einer FFT-Analyse unterzogen, gewinnt man das in Abb. 2.128 wiederge-
gebene Amplitudenspektrum. Der Schrieb in Teilbild a ermoglicht es, anhand der
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,Peaks°, also der einzelnen Spitzen, die diskreten Frequenzen 1,0; 2,0; 3,0; 4,0;
5,0 und 6,0 Hz zu identifizieren. Diese Information ist i. Allg. die gesuchte. Die
Hohe der einzelnen Amplituden korrespondiert indessen nicht mit jenen der Aus-
gangswerte! — Eine FFT fiir den alleinigen Verlauf von xq = x4(¢) ergibt das in
Abb. 2.128b wieder gegebene Ergebnis: Bei f = 6,0 Hz liegt ein scharfer Peak,
wie es sein muss (eigentlich wire ein Strich zu erwarten). Die Spitze des Peaks
erreicht auch hier nur etwa die Hilfte des Ausgangswertes

Mit Hilfe sogenannter ,Befensterungen® gelingt es, den Amplitudenfehler weit-
gehend zu reduzieren.

Ist x = x(¢) die zu analysierende periodische Grofe bzw. Funktion, berechnen
sich die Fourier-Koeffizienten mittels der Formeln:

T T
2 2
w=7 [x0dis a, =2 [x0)-cos2mpe
0 0

T
2
b, = F/x(t)‘sinan,,t dt
0

Hiermit baut sich die angenéherte Funktion als Summe auf:

x(t) ~ 612_0 + Z(a,, -Co8 27 fut + b, - Sin 27 f);
n
21
T :n-T, n=12,3,...

T ist die Periode der Entwicklung. Die Formeln fiir die Fourier-Koeffizienten er-
geben sich aus der Bedingung, dass das Integral iiber dem Abweichungsquadrat
zwischen der approximierten und der vorgelegten Funktion zu einem Minimum
wird.

Ist die vorgelegte Funktion x = x(¢) von analytischer Art, gelingt in vielen
Fillen eine analytische Integration, um die Fourier-Koeffizienten zu bestimmen,
im anderen Falle muss numerisch integriert werden.

Liegt die Funktion x = x(¢) als gemessener Schrieb vor, lassen sich a, a,, und
b, mit Hilfe der Diskreten Fourier-Analyse computergestiitzt finden oder mittels
der FFT.
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Abb. 2.129 m % mﬁ &

PE e,

1. Beispiel

Gegeben sei die in Abb. 2.129 dargestellte Abfolge halbsinusformiger Impulse innerhalb der
Periode T. Die Dauer der Einzelimpulse betrage T;. Der Spitzenwert der Impulse sei x. Die
Fourier-Koeffizienten ergeben sich nach lingerer Rechnung zu:

L S ) e
o 72— Q2nm-T;)T)?
T,)T
w2 — Q2nm-T;/T)?

X-(14+cos2nm-T;/T)]

b, =2n

=

-sin2nm - T/ T]

Fiirden Fall 7; /T = 1/4 und X = 1 weist die Tabelle in Abb. 2.130a die ersten 12 Fourier-
Koeffizienten aus. In Teilabbildung b sind die Spektren von a, und b, iiber n = 1 bis
n = 12 dargestellt. — Beschrénkt auf die ersten fiinf Harmonischen ergibt deren Summe das

a FH] c

%I}.r 1 n [ b

J ﬂk ______ ?‘: n n
03 TN e 0 0,31766 0

' - ]| t 1 [ 02188 0.21188
02 l I 2 0 0,25000

3 | -012765 0]2765

0 | L | -0,]0676 0

' l 5 |-0,03065 |- 003065

0 898 . 6 ) .0 . 0
b T 7 |-001448 | 0,01449
-01 8 |-0,0218 0

by | 9 |-0,00860 |-0,00860 |
02 I - ﬂ

' 11 |- 000578 | 000578
0 12 |- 0,00976 0

nr A 9_1'.\_' a9 »
" ]

Abb. 2.130
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Abb. 2.131
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in Abb. 2.131b wieder gegebene Ergebnis, offensichtlich wird schon mit n = 5 Gliedern
eine recht gute Anniherung an den vorgelegten Impulsverlauf erreicht.

—

2. Beispiel

Durch die Schwingungen einer Glocke werden iiber den Glockenstuhl horizontale Krifte
H = H(t) auf den Glockenturm ausgeiibt. Sie sind in ihrer GroBe und in ihrem zeitlichen
Verlauf vom Léutewinkel ¢ abhingig. Die Formel in Abb. 2.132a erlaubt die Berechnung
der Horizontalkraft H iiber die Dauer einer Schwingungsperiode in Form einer Fourier-
Reihe. In Teilabbildung b ist der bezogene Verlauf H/G - ¢ fiir einen Liutewinkel ¢ = 60°
dargestellt. c ist ein Formbeiwert, der die Glocke iiber ihr Trigheitsmoment kennzeichnet. —
Abb. 2.132b, c zeigt, wie sich der antimetrische Kraftverlauf durch die Harmonischenn = 1,
n = 3 und n = 5 zusammensetzt. Falls eine der zugehorigen Frequenzen mit der Grund-
frequenz des Glockenturmes zusammenfillt, besteht die Gefahr einer Resonanzanregung in
dieser Teilfrequenz. Einzelheiten konnen DIN 4178 entnommen werden.
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v Glockenkrifte b/ EE'C—mm . Beispiel : § = 60°
' N ; Y1 080, v3 = 040, s = 04
b / T t

b SISnav @ o

n
u

C :
i fﬂl |
n ! 1 %
0 \ T n=1
G=m-g 105..___ R S :__ ___...':{.. it
d UL
Horizontale Lagerkraft: 0 ; N\ TN L [n=3]
H=Go-Eysin@pt (0135, -] R \/ o
G : Glockengewicht 1] R U R NSy s
e ) . 001 [ ]
g TR (Formbeiwert) ) | T @
'U,S'_'_'_"" — ——,.
0 :nﬂ:n--z-T-TE ) 4 o |
¥, Funktion vom Loutewinkel @
(vgl. DIN 4178 )
Abb. 2,132

2.6 Mechanik der Wellen
2.6.1 Einleitung

Im vorangegangenen Abschnitt (Schwingungsmechanik) wurden zyklische Be-
wegungen materieller Korper und Kontinua als Bewegungsvorgang innerhalb ei-
nes energetisch geschlossenen Systems behandelt. Wellen beschreiben auch einen
schwingenden Vorgang. Im Gegensatz zu ,stehenden‘ Schwingungen ,laufen‘ sie.
Sie dndern sich periodisch nicht nur mit der Zeit, sondern auch rdaumlich (meist in
beiden Fillen harmonisch). Sie transportieren dabei Energie und Impuls. Materie
wird von der Welle nicht transportiert!

Im Folgenden werden mechanische Wellen eines schwingungsfahigen (masse-
behafteten) Kontinuums untersucht, beschrinkt auf eindimensional (linienférmig)
fortschreitende Wellen. Daneben gibt es zwei- und dreidimensionale Wellen in der
Fliche bzw. im Raum. Beispiele dafiir sind Kreis- und Kugelwellen.

Der Form nach werden Lingswellen (Longitudinalwellen) und Querwellen
(Transversalwellen) unterschieden. Erstgenannte gehen mit Zug-Druck-Verzer-
rungen bzw. Zug-Druck-Spannungen in Lingsrichtung, zweitgenannte mit Schub-
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Gleitungen bzw. Schub-Spannungen quer dazu einher. In einem elastischen Stab
pflanzen sie sich mit unterschiedlicher Geschwindigkeit fort:

E: Elastizititsmodul

Longitudinalwellen: ¢ =

Transversalwellen: c= G: Schubmodul

NENE

p ist die Stoffdichte. Der Schubmodul liegt niedriger als der Elastizitdtsmodul,
folglich liegt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Transversalwelle niedriger als
jene der Longitudinalwelle. — Da Fluide und Gase praktisch keine, allenfalls nur ei-
ne sehr geringe Schub-/Scherfestigkeit besitzen, konnen sich mechanische Wellen
in diesen (z. B. Schallwellen) nur als Longitudinalwellen fortpflanzen.

Bei den mechanischen Wellen schwingen die einzelnen Massenteilchen um
ihre statische Ruhelage, die Teilchen selbst verbleiben am Ort!

Alle mechanischen Wellen klingen im Medium infolge innerer Reibungsein-
fliisse auf Null ab. Sie laufen aus, wenn der Raum unbegrenzt ist.

Neben den genannten gibt es weitere Wellenformen, z. B. jene vom Love- und
Rayleigh-Typ (Oberflaichenwellen), die in der Seismik eine Rolle spielen, und jene
vom Morrison-Typ, die in der Meeresmechanik Bedeutung haben.

Elektromagnetische Wellen sind von einer grundsitzlich anderen Art. Gleich-
wohl stimmt ihre kinematische Beschreibung mit jener der mechanischen Wellen
iiberein. Sie werden in Bd. III, Abschn. 1.7 getrennt behandelt. Elektromagneti-
sche Wellen schwingen transversal, sie sind zudem polarisiert. Sie sind nicht an
ein schwingungsfihiges Kontinuum gebunden, sie pflanzen sich auch im Vakuum
fort. Ein Beispiel dafiir ist Licht, das sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzt:
co ~ 3-108m/s (= konstant). In Medien (Gasen, Fluiden und Festk&rpern) liegt
die Lichtgeschwindigkeit niedriger, sie ist dann stoffabhéngig.

Der Wellenfortpflanzung elektromagnetischer Wellen liegen andere physikali-
sche Prozesse zugrunde als jene mechanischer Wellen. Welcher Natur sie genau
sind, ist immer noch nicht vollstindig geklirt. Es handelt sich letztlich um die wel-
lenférmige Ausbreitung von Energie und Impuls in einem elektromagnetischen
Feld. Dieser Vorgang ist nur schwierig zu begreifen, zumal das Feld auch als Teil-
chenstrom gedeutet werden kann, es sind Teilchen, die Impuls und Energie tragen.

Materiewellen haben im Mikrokosmos der Atome und Molekiile, also in der
,Welt der Elementarteilchen‘, Bedeutung. Eine Materiewelle ist keine reale Wel-
le in physikalischem Sinne, sondern ein mathematisches Konstrukt. Sie gibt die
Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass sich ein Teilchen zu einem bestimmten Zeit-
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punkt an einem bestimmten Ort befindet. Man spricht daher auch von Wahrschein-
lichkeitswelle. IThre Theorie fillt in das Gebiet der Quantenmechanik (Bd. IV, Ab-
schn. 1.1.10).

Beschleunigte Massen vermodgen Gravitationswellen im Raum-Zeit-Kontinuum
auszulosen, so postuliert es die Allgemeine Relativititstheorie. Thr Nachweis ist
schwierig. Im Jahre 2016 ist der Nachweis erstmals gelungen. Quelle der Wellen
war eine Verschmelzung zweier Schwarzer Locher, vgl. zur Thematik Bd. III,
Abschn. 4.3.9.

2.6.2 Kinematik des ebenen Wellenfeldes -
Ausbreitungsgeschwindigkeit

Eine sinusverinderliche (harmonische), sich in eine Richtung linear ausbreitende
Welle, lisst sich durch die Funktion

t) =1sin2 L_x
u(x,t) = usin 7T(T /\) (a)

kinematisch beschreiben. Hierbei steht u(x, ¢) fiir die Verschiebung der materiel-
len Teilchen in Richtung der Ortskoordinate x zum Zeitpunkt 7. 7 ist die Amplitude
dieser Schwingung. 7 ist die Zeitkoordinate. Es handelt sich um eine zyklische Be-
wegung im Orts- und Zeitraum.

Abb. 2.133a zeigt einen Stab, der sich in Richtung x erstreckt. Er kann (als
Modell) durch eine Folge von Massenteilchen ersetzt werden, die untereinander

a —
Abb. 2.133 —IT%-—U—-— — ot

i
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federelastisch verbunden sind (Teilabbildung b). Teilabbildung c zeigt, wie die
Massen hin und her schwingen. Fiir einen festen Zeitpunkt 1 = 7, beschreibt
die Funktion

u(x) =1u- sin27r(%0 — %) =u- (sin271%0 -005271; — 005271%0 . sin27r§)
die Wellenbewegung entlang der Ortsachse. Ein bestimmter Merkmalswert wie-
derholt sich, wenn x = A ist, genauer, wenn x = n - A ist, wobei n eine ganze
positive Zahl ist (n = 1,2,3,...). A ist die Wellenliinge.

Fiir einen festen Ort x = x( beschreibt die Funktion

A t X0\ A . t X0 t . X0
u(t) =1u- sm2ﬂ(? - T) =u- (sm2ﬂF 'cos2n7 —cosZnF 'sm27r7)
die Wellenbewegung entlang der Zeitachse. Ein bestimmter Merkmalswert wie-
derholt sich, wenn ¢t = T ist. T ist die Periode (Schwingungszeit). Anstelle T,
also der Dauer eines Zyklus, wird vielfach mit der Anzahl der Zyklen pro Zeitein-
heit gerechnet. Das ist die Frequenz. Sie ist der Kehrwert von 7. Im Gegensatz
zum vorangegangenen Abschnitt (Schwingungsmechanik) wird die Frequenz bei
der Beschreibung von Wellen hier mit v abgekiirzt! Die formelmifBige Beziehung
zwischen 7" und v lautet:

v=1/T bzw. T =1/v.
Die Einheiten von A, 7 und v sind:
[Al=m, [T]=s, [v]=1/s=Hz(Hertz)

Beispiel
Die Frequenz sei 50 Hz, dann betrigt die Dauer einer Schwingung: 1/50 = 0,02s. 50 Hz
steht fiir 50 Schwingungen pro Sekunde.

In Abb. 2.134 ist die Wellenbewegung veranschaulicht. Der Pfeil im schraf-
fierten Orts-Zeit-Feld markiert die Wellenfortpflanzung in Orts- und Zeitrichtung:
Wenn das Argument der Sinusfunktion in Formel (a) einen bestimmten Merkmals-
wert erstmals wieder annimmt, z. B. einen gleichgerichteten Nulldurchgang, dann
hat sich die Welle in Richtung x um A und in Richtung # um T fortgepflanzt. Zwei
aufeinander folgende Nulldurchginge (Knoten) sind demgeméf durch
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Abb. 2.134 1 23 L 5 6 7 8 9
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bestimmt. x /¢ ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, sie wird mit ¢
abgekiirzt. Man nennt ¢ auch Ausbreitungs-, Phasen- oder Wellengeschwindig-
keit:

c=A-v (b)

Zur Veranschaulichung vgl. das schraffierte Dreieck in Abb. 2.134. Die Beziehung
ist wichtig, sehr wichtig. Sie gilt fiir alle oben beschriebenen Wellenarten!

Mit der Frequenz v bzw. Kreisfrequenz @ = 2mv lautet die Gleichung der
harmonischen Welle (a):

A~ . X R . X
u(l,x):u'slnznv(t——):u.s]nw(t__) (C)
¢ c

Vielfach wird anstelle der Wellenlinge A mit der Grofe

2
k=—
A

gerechnet. Man nennt die GroBe k /2w = 1/A Wellenzahl. Das ist die Anzahl der
Wellen pro Lingeneinheit. Hiermit lautet die Gleichung der harmonischen Welle:

u(x,t) = u-sin(wt — kx)
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Abb. 2.135

2.6.3 Wellengleichung - Wellenlosung

Die im vorangegangenen Abschnitt angegebene Funktion fiir die Ausbreitung einer
linienformigen Welle (a) / (¢) wird im Folgenden hergeleitet. Dazu wird von einem
materiellen Triger der Welle, von einem langen Stab, ausgegangen. Abb. 2.135
zeigt ein infinitesimales (,unendlich kleines‘) Element, das aus dem Stab heraus
gelost ist. Der Querschnitt des Stabes sei A, das Material habe die Dichte p, der
Elastizitdtsmodul sei E.

Im Ruhezustand sei der Stab verzerrungs- und damit spannungsfrei. Das
Verformungs- bzw. Schwingungsverhalten sei dissipationsfrei (ddmpfungsfrei).

Das aus dem Stab heraus getrennte Element hat das Volumen dV = A - dx,
Abb. 2.135a. Die Masse dieses (infinitesimalen) Volumenelementes betrigt (p ist
die Dichte des Materials):

dm=p-dV =p-A-dx

Im Bewegungszustand schwingen die Massenelemente um die Ruhelage. Das Sys-
tem kann modellméBig als Schwingerkette gedeutet werden, wie in Abb. 2.133b
skizziert.

Die Bewegungsordinate der in Léngsrichtung x hin- und her schwingenden
Materieteilchen sei u = u(x,t). Deren Schwinggeschwindigkeit ist dann v =
du/dt = 1 und deren Schwingbeschleunigung a = d*u/dt> = ii. Die Geschwin-
digkeit v der schwingenden Teilchen bezeichnet man mit Schnelle.

Anmerkung
Aus Griinden der Schreiberleichterung wird die partielle Ableitung nach der Zeitordinate ¢
durch einen Punkt und die partielle Ableitung nach der Ortsordinate x durch einen Strich
gekennzeichnet, jeweils hochgestellt, z. B. bei der Verinderlichen u:

u . Ou ,

a0 ax
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Wegen der inneren elastischen Kopplung der Teilchen (in Abb. 2.133 durch Fe-
dern symbolisiert), gehen mit den Bewegungsoszillationen Zug-/Druckspannungen
einher. Zugspannungen (o werden im Folgenden als positiv, Druckspannungen als
negativ angesetzt (Abb. 2.135)!

Befindet sich das Massenteilchen dm an der Stelle x im momentanen Bewe-
gungszustand ¥ = u(x,t), wirkt im Volumenelement die Triagheitskraft dm - ii
(,Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung ‘). Dadurch erfihrt die innere ,Spann-
kraft‘ eine Anderung. In dem frei geschnittenen Element wird die Trigheitskraft
(im d’Alembert’schen Sinne) entgegen der positiven Bewegungsordinate ange-
setzt. Die Spannung 0 = o (x, t) erfihrt bei Fortschreiten vom Schnittufer x zum
Schnittufer x 4+dx die Anderung do, wie in Abb. 2.135b dargestellt. Die kinetische
Gleichgewichtgleichung (in Richtung x) lautet:

0-A—(0c+do)-A+dm-ii=0 — —do-A+dm-ii=0
— do-A=p-A-dx-ii

Umgestellt folgt:

0

—Gzp-ii - o' =p-i (d)
dx

Das Hooke’sche Forménderungsgesetz zwischen Spannung ¢ und Verzerrung &

(Dehnung/Stauchung) lautet:

o=FE-¢

Spannung o und Verzerrung ¢ verhalten sich iiber E proportional zueinander. Die
Verzerrung ist die auf dx bezogene Lingeninderung du, hier also:
!

ad
= u—u - o=FE-u (e)

8—5—

Die Anderung der Spannung in Richtung der Lingeneinheit dx ist die Ableitung
von ¢ nach x:

OJ:E'MN (f)

Indem diese Verzerrungsbeziehung (f) mit der Gleichgewichtsgleichung (d) ver-
kniipft wird, erhélt man die gesuchte Grundgleichung des Problems, also die ge-
suchte Wellengleichung:

0? E
-u”  (ausfiihrlich: o _ "

Eou —pii i — _E u
" pri " ar? o 0x?

)

> |
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Mit der Abkiirzung

= fE 2]

lautet die zu 16sende partielle Differentialgleichung fiir v = u(x, 7):

0%u 0%u

o 2 ” . . 2
U=c -u ausfiihrlich: — =c¢* - — h
( 0t 0x2 ®

Wie man durch Einsetzen bestitigen kann, ist
~ . X .
u(x,t) =u-sin2mwv (t——) @)
c

die Losung der Differentialgleichung; sie kennzeichnet die harmonische Eigen-
bewegung der Welle, vgl. den vorangegangenen Abschnitt. # ist die Amplitude
der sich in 4-x-Richtung mit der (Eigen-) Frequenz v ausbreitenden Welle. — Ge-
schwindigkeit (Schnelle) v und Beschleunigung a der hin und her oszillierenden
Massenteilchen folgen aus u(x, ¢) durch ein- bzw. zweimalige Ableitung nach z:

. R X
v=1u(x,t) =2mv-U-cos2mv (t — —)

c

~ X N ~
:v-cos27rv(t——) mit v = 27wv - u
c

a =1i(x,t) = —(2wv)? -1 - sin27wv (t - f)
c

. x o ,
:—a'sm2ﬂv(t——) mita = 27 -v)°-u
c

Die Anderung der Spannung in der Zeiteinheit ist die Ableitung von (e) nach ¢:
6 =E-w )
Die obige Gleichung (f) fiir 6’ wird nach x und die vorstehende Gleichung fiir &
nach ¢ differenziert, das ergibt:
o' =p-i' bzw. 6 =E-ii

Die Freistellung dieser beiden Gleichungen nach i’ und ihre Gleichsetzung liefert,
wenn noch die Beziehung fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit berticksichtigt
wird:

o’ G s ’oc , o
- 0=c -0 ausfiihrlich: — = ¢ - —
( ot? 0x2

) (k)
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Das ist eine zur obigen Wellengleichung fiir u(x, ¢) dquivalente Form; die Losung
dieser Gleichung lautet:

o(x,t) = —6-cos2mv (l — i) M
c
Die Richtigkeit bestitigt man wieder durch Einsetzen in (k).
u = u(x,t) wird hieraus mittels Integration iiber x bestimmt (vgl. (¢c) u. (g)):

6 1 . X
u(x,t) = — - —— -sin2xwv (t——) (m)
2nv p-c c
(Siehe hierzu die Teilabbildungen d und e in Abb. 2.133.)
Aus der Gleichsetzung von (i) und (m) findet man die Beziehung zwischen der
Verschiebungsamplitude # und der Spannungsamplitude 6

i=—2 b 6 =2mv-pc-u (n)
2wV - pc

Die obigen Gleichungen fiir Schnelle (v) und Beschleunigung (a) lauten damit:

. R X 6 X
v=1u(x,t) =2mwv-U-cos2mv (t— —) = — -cos2mv (t——)
c pc c

« X
=0-cos2mv (l — —)
c

a =1i(x,t) = —(2wv)? -1 - sin 27wv (t - f)
c

& X
= —2mv-— -sin2mwv (l — —)
pc c

" . X
— a=—da-sin2mwv (t— —)
c

Fiir die Amplituden von v und a gilt somit:

<>
Il

und a4 =2mv- 2 (ol)
oc

HE

Zeitlich liegen die Amplituden von u und o orthogonal zueinander, d.h. & tritt
gegeniiber # mit dem Phasenwinkel 77/2 verzogert auf, vgl. dazu Abb. 2.133d, e;
o liegt dagegen mit v in Phase. Nach 6 freigestellt, folgt mit 0 = 27v - u:

6 =pc-2mv-U=pc-0 (02)
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Das Produkt pc bezeichnet man als Wellenwiderstand, hierbei handelt es sich,
wie aus der Formel erkennbar ist, um eine Stoffkonstante. Sie wird i. Allg. mit Z
abgekiirzt: Z = pc.

Wie weiter erkennbar, tritt in u’(x,¢) und damit in o (x,¢) = E - u'(x,t) die
Cosinusfunktion auf. Fiir o (x, ¢) folgt:

X X

o(x,t) =—pc-2mv-1U-cos2mv (t — ;) = —pc-U-cos2mv (t — ;) (p)
Als Beispiel ist der Verlauf fiir # = 0 in Abb. 2.133e iiber die Dauer einer Wellen-
lange dargestellt.

Je hoher der Wellenwiderstand pc ist, umso hoher ist die im Medium ausgeloste
Spannung. Die Darstellung in Abb. 2.133e steht stellvertretend fiir die gegenseiti-
ge Verschiebung in den Federn und die dadurch in diesen geweckten Krifte bzw.
Spannungen.

2.6.4 Energie- und Leistungsdurchsatz

Die Masse d m des infinitesimalen Volumenelementes d V' oszilliert wihrend eines
Schwingungszyklus zwischen den Energieformen

¢ maximale potentielle Energie im Moment der groften Auslenkung max u =
(v ist Null) und

e maximale Kinetische Energie im Moment des Nulldurchgangs. Die Schnelle
betrigt in diesem Moment max v = 0 (u ist Null).

Die kinetische Energie von dm erreicht beim Nulldurchgang ihr Maximum:

1 1
max dEx, = —dm - 0> = =p0*>dV
2 2
Als Energiedichte w bezeichnet man die (mittlere) Energie pro Volumenelement.
Ausgehend von v = 2xv - # findet man jenen Anteil von w, der von der Kineti-
schen Energie beigetragen wird, zu:

max d Ey, 1 o 1, 5 2 a3 1 62
Tzzp-(%w-u) = 5PV =27°-p-v°-u :EF Q)

Der Anteil ist dem Quadrat von % bzw. & proportional.
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Abb. 2.136

Eine andere Form der Herleitung geht von jener kinetischen Energie aus, die
dem Massenelement an der Stelle x im momentanen Zeitpunkt ¢ innewohnt:

1 1
dEi, = Edm i(x,t) = EpdV 02 (x, 1)

Setzt man fiir v = v(x, ) obige Gleichung fiir v ein, ergibt sich die auf das Vo-
lumen des Massenelementes dm bezogene ,Dichte‘ der kinetischen Energie im
Zeitpunkt t zu:

dEkin
dv

_ 1 2. p2 2 X
—Ep (2wv)” -0~ - cos [27{\) (t—;)]

= 27%p - v*i? - cos? [27{\) (l — f)]
¢

In Abb. 2.136 sind zur Kennzeichnung von u, v und v? die Verldufe von sin, cos
und cos? entlang der Zeitachse iiber die Dauer zweier Zyklen dargestellt. Wie es
sein muss, ist v und damit die kinetische Energiedichte, positiv definit. Der Zeit-
mittelwert der Energiedichte eines vollen Zyklus der Periode T ergibt sich nach
Zwischenrechnung zu:

dv T
0

- T
dEkin_I/dEkm o o, 16

Das ist der halbe Wert von max d Ey;,/d V in obiger Gleichung.
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Abb. 2.137 Kroft
o-dA

Verschiebung

0 g-dx

Die potentielle Energie des Massenelementes ist gleich der gespeicherten
Forménderungsarbeit. Das ist der Inhalt des schraffierten Dreiecks unter der in
Abb. 2.137 dargestellten elastischen Kraft-Verschiebungs-Kurve.

Die zur Kraft o - d A gehorende Verschiebung ist € - dx. Demnach gilt:

1 1
dEpy = E'OdA‘edx: Ea'st

Mite = v’ und 0 = E - ¢ = Eu’ folgt die ,Dichte‘ der potentiellen Energie zu:

dEPOl — lEu/z
dv 2

Wird von u = u(x, 1) die Ableitung nach x gebildet

, 2wy X
U = —uU——-cos2mwv (t — —)
c c

und diese Beziehung in vorstehende Gleichung eingesetzt, ergibt sich:

dE 1 4722
P _E. ﬁzﬂ - cos? [2711) (t — i)]
2 c? c

dv
=27%p-v? 02 cos? [2711) (t — i)]
¢

Wird hiervon der Zeitmittelwert fiir einen Zyklus gebildet, erhélt man denselben
Ausdruck wie fiir die kinetische Energie. Wie aus den Gleichungen erkennbar,
liegen kinetische und potentielle Energie in Phase. Die Summe aus beiden Mittel-
werten ist die gesuchte Energiedichte:

, 1, 187

=21t p Vit =—p 02 =-— (1)

v 2 2 pc?

_ dEkin + dEpot
dv dv
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Abb. 2.138

Als Intensitit der Welle ist jene Energie definiert, die pro Zeiteinheit d¢ die Fli-
cheneinheit dA im Mittel durchsetzt, vgl. Abb. 2.138. Sie ldsst sich wie folgt
herleiten: Pro Zeiteinheit schreitet die Welle um den Weg ¢ - dt fort. Der mittlere
Energiedurchsatz betrigt demnach:

dE=w-dA-c-dt =w-c-dA-dt (s)

Der mittlere Energiedurchsatz pro Flichen- und Zeiteinheit ist:
dE 5 e 1 2 162
= =w-c=21% pc-v? = —pc-V° =

dA-di P 2f

—— t
> e ®
1 ist eine Leistungsgrofe, man nennt sie Energiestromdichte der Welle. 7 ist die
zeitgemittelte Leistung der Welle. Sie ist proportional zum Quadrat der Auslen-
kung und Schnelle.

Wird 6 = pc - 0 in die Gleichung fiir 7 eingesetzt, ergibt sich:

51
1=-6-Z =6 )
p 2

| =

Dieses Ergebnis ldsst sich auch wie folgt herleiten bzw. deuten: Die augenblick-
liche Leistung des sich oszillierend um den kleinen Weg du(¢) verschiebenden
Massenteilchens dm ist das Produkt aus der momentanen auf d A bezogenen Kraft
o(t)-dA/dA = o(t) und der momentanen Geschwindigkeit v(z):

o(t)-v(t) denn [“(’; A (r)] /dt (1) - d”(’) (1) - v()

Wird iiber dieses Produkt iiber die Dauer einer Periode T integriert und anschlie-
Bend durch 7' dividiert, liefert das die (mittlere) Intensitit des Wellenfeldes:

I = %/o(z).v(t)dt
T



2.6 Mechanik der Wellen 219

Mit
N X N X
0:—0-0052711)([——) und v:v-cos27rv(t——)
c c

folgt fiir das Integral nach Zwischenrechnung:

1

I = =670, (w)

womit (u, oben) bestitigt ist. Der Ausdruck ist gleichwertig mit:
1
I = e Qrv)?- 42

Bei einer Leistungsmessung wird vielfach von den Effektivwerten der Spannung
o (t) und Schnelle v(¢) ausgegangen. Sie sind wie folgt definiert:

1 1
our =5 / o2)dr; var=7 | [ v W)

T

Se—

Werden in diese Definitionsbeziehungen fiir die sich harmonisch ausbreitende Wel-
le die gefundenen Gleichungen fiir o (¢) und v(#) eingesetzt, liefern Integration und
Umformung:

Oeff = % und Vet = % (w)
Aufgelost nach den Amplituden, gilt:
0= \/E'O-eff und 0 = \/E'veff
Setzt man dieses Ergebnis in (u) fiir / ein, erhilt man:
I = Oefy - Vefr (%)

Die sich aus der kinetischen und potentiellen Energie aufbauende Energiedichte
folgt aus: w = I /c. — Damit ist die Wellentheorie relativ ausfiihrlich dargestellt.

1. Anmerkung

Mit der Ausbreitung der Welle geht eine Dissipation einher, d. h. eine Energiezerstreuung.
Die Energiestromdichte / sinkt. Irgendwann kommt die Wellenbewegung zum Erliegen. Die
mechanische Energie wandelt sich (iiberwiegend) in Wirme um. Hierfiir sind unterschiedli-
che Mechanismen verantwortlich, insbesondere innere Reibungsvorgéinge im Material. Mit
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der Energieabnahme verringern sich alle FeldgroBen (i, 0, @, 6, w, I). — Das Abklingen der
Bewegung kann durch eine Absorptionskonstante beschrieben werden, sie ist abhidngig vom
Medium bzw. vom Stoff, in welchem sich die Welle ausbreitet.

2. Anmerkung

Bei Kreis- und Kugelwellen in der Ebene bzw. im Raum sinkt die Energiestromdichte /
mit zunehmendem Abstand von der Quelle, die Energie verteilt sich auf einen immer grofer
werdenden Kreisumfang bzw. auf ein immer groBer werdendes Kugelvolumen. Ist /o die
Intensitét auf der Umfangslinie bzw. -fliche unmittelbar um die Energie abstrahlende Quelle,
betrigt die Intensitidt im Abstand r von der Quelle fiir eine

o Kreiswelle (Zylinderwelle)

I=1p- o
r
e und fiir eine Kugelwelle:
I’Q 2
I=1,- _)
2 (r

Hierin ist 7o der Radius unmittelbar um die Quelle. — Vorstehende Beziehungen gelten
im Fernfeld (» > 21). Im Nahfeld liegen komplizierte Druckverhiltnisse vor. Bei ausrei-
chender Entfernung kann das Wellenfeld lokal als ein sich linear fortpflanzendes ebenes
Feld angenihert werden. Da im Nenner der vorstehenden Ausdriicke r bzw. r? steht,
,verfliichtigt® sich die abgestrahlte Energie in grofer Entfernung vollstindig (was nicht
auf Stoffddmpfung beruht).

2.6.5 Erganzungen und Beispiele
1. Beispiel
Als Folge einer kontinuierlichen duferen Erregung durch einen Schwingungserreger durch-

laufe eine Longitudinalwelle eine stdhlerne Schiene (Abb. 2.139). Gesucht sind alle mafige-
benden Feldgrofien der Welle.

Abb. 2.139
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Die Dichte von Stahl betrigt: p = 7850kg/m?. — Elastizitits- und Gleitmodul sind:

E = 210.000N/mm? = 210.000 - 10° N/m?
G = 81.000N/mm? = 81.000 - 10°N/m? = 0,386 - E

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Longitudinal- und Transversalwelle berechnen

sich zu:
E 210.000 - 100
Clong = | — =\ ——=s=—— = 5172
p 7850 S

Cian = v/0,386 - Clong = 0,621 - Cjong = 3212

3=t

w3

Durch den Schwingungserreger werde eine Dehnungsamplitude € = 1073 mit der Erreger-
frequenz v = 100 Hz eingeprigt. Die zugehorige Spannungsamplitude berechnet sich zu:

6 =E-&=210.000-10%- 107 = 210.000 - 10* N/m* = 210 N/mm?

Die Beanspruchung liegt im elastischen Bereich. Das Problem fillt somit in den Giiltigkeits-
bereich der hier behandelten Theorie elastischer Wellen. (Die Theorie plastischer Wellen ist
ungleich schwieriger. Das gilt insgesamt fiir alle in die Plastizitétstheorie fallenden Aufga-
ben innerhalb der Kontinuumsmechanik).

Die Welle pflanzt sich wegen ¢ = A - v mit der Wellenldinge A = ¢/v = 5172/100 =
51,72 m fort.

Der Wellenwiderstand berechnet sich zu:

, N/m? kg m N/m?
Z = pc =7850-5172 = 4,060 - 10 =

m/s m s m/s

Die Amplituden von u(x, ), v(x,?) und a(x, t) ergeben sich zu:

. 6 210.000 - 10° 210.000 - 10° .
P - - =8232.107°m
27y - pc 25 - 100 - 4,060 - 107 628,3 - 4,060 - 107
= 8,232 mm
0 210.000 - 103
b= L =22 T s M o5y I
pc 4,060 - 107 s —— s

(das stimmt hier zufillig mit ¢ tiberein)
N . m mm
a=2mv-0=6283-5172 = 3249,6 — = 3,250 —-
— s — s
Fiir Energiedichte, Intensitidt und Wellendruck folgt:

J
w=2x%-p-v?- @’ =27*- 78501007 - (8,323 - 107°)* = 105.000 —
2R
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Abb. 2.140 a

52 1. . . .
2 liefern dasselbe Ergebnis, wie es sein muss.

Die Formelnw = 1p- 62 und w = 1
pc

1 1 w
I=-6-9=--210000-10°-5172 = 5431 - 10° —
2 2 —m?
Hitte die Schiene einen quadratischen Querschnitt [ 1 cm x 1 cm, miisste der Schwingungs-
erreger mit einer Leistung

P=1-4A=5431-10%-(102-107%) =5,431-10*W = 5,431 - 10' kW = 54,21 kW

betrieben werden.

Trifft eine Welle auf eine Wand (allgemeiner, auf eine Grenzfliche), wird sie von dieser
reflektiert. Dabei wird ein Druck auf das ,Hindernis® ausgeiibt. Man spricht hierbei von
Wellendruck (bei elektromagnetischen Wellen von Lichtdruck), abgekiirzt mit g:

Der Wellendruck berechnet sich beim Auftreffen auf eine ,harte’ Wand zu:

, 6% 21

= o0t = — = —
qg=pr peinl

Fiir das vorliegende Beispiel berechnet sich der Druck zu:
g =p-0%=7850-5,172% = 210.000 N/m?

Die vorstehende Behandlung gilt fiir einen (schlanken) Stab, der sich quer zur Léngsrichtung
unbehindert verjiingen und verdicken kann. Ist der Stab Bestandteil einer Platte oder eines
Korpers, wird eine solche Verformung verhindert. Das wirkt sich als Erhohung der Steifig-
keit aus. In solchen Fillen kann die Phasengeschwindigkeit einer Longitudinalwelle in einer
Platte und in einem Korper nach folgenden Formeln berechnet werden (Abb. 2.140b, c):

Platt E !
atte: ¢ = [—+—
p (I—p?

E 1—
Korper: ¢ = \/ — el

p (1+p(l—2p)
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Abb. 2.141 a Volumenanderung Dehnung Stauchung
e — m———— r b |
i ] | [
sy { Il |—t
I I |
m————— LU
b Gestaltanderung

~ Scherung _r_H
TR
| e * -__|

w ist die Querdehnungszahl (Poisson’sche Konstante). Fiir Stahl gilt © = 0,3, fiir Beton
und Steine u ~ 0,1. Fiir Material, das querdehnungsfrei ist, wire . = 0,5 zu setzen. Dafiir
ergibe sich ¢ zu unendlich. —

Transversalwellen gehen mit keiner Volumenénderung einher, wie in Abb. 2.141 erldu-
tert, sondern nur mit einer Gestaltinderung, eine Abhingigkeit von u besteht daher nicht.
Bei einer Longitudinalwelle tritt dagegen im Zuge der Zug/Druck-Beanspruchung eine Ver-
schmilerung bzw. Verdickung ein, folglich ist ¢ in diesem Falle von p abhéngig.

2. Beispiel
Fiir ein gespanntes Seil berechnet sich die Phasengeschwindigkeit der Transversalwelle nach

der Formel:
o /S
c = —_ = —
Vo m

o: Spannung, p: Materialdichte; S: Seilkraft, m: Massenbelegung pro Lingeneinheit. Wird
in der ersten Wurzel Zihler und Nenner um A (Querschnitt des Seiles) erweitert, folgt die

zweite Wurzel:
-A S
c=Z5 == ISI=N. [m]=ke/m
p-A m

Die Formel gilt fiir alle biegeweichen Stréinge, z. B. fiir Saiten.
Fiir ein Spiralseil @40 mit einer Massenbelegung m = 8,6 kg/m und einer Seilkraft
S = 400.000 N ergibt sich die Wellengeschwindigkeit beispielsweise zu:

400.000
c = = 215m/s
8.6

Die Seilwelle ist das typische Beispiel einer Transversalwelle. In Richtung des Seiles kann
sich gleichzeitig eine Longitudinalwelle ausbreiten.

In schwingungsfihigen elastischen Korpern treten i. Allg. alle Wellenformen gleichzeitig
auf, einschlieBlich Biege- und Torsionswellen. Je nach Art und Richtung der Erregung domi-
niert die eine oder andere. Dabei gelten fiir jede einzelne Wellenform die oben hergeleiteten
Formeln fiir die unterschiedlichen Wellenfeldgrofien.
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Ruhezustand

a
b . el il e ! ] [ . — = by bt -~
Longitudinalwelle | Verdichtung/Stauchung | Verdiinnung/Dehnung |
c i —-
|
Transversalwelle A 99
- _ 1 9 ¢ — - i S | - - =

%+U
| 0 m
T o N I =
Spannung: o =a(x) baw. jx}/m
e £ I : T
W Vo 1 W A

- W2 —— “Al2- -l w2 ——

Abb. 2.142

In Abb. 2.142 sind in Ergidnzung zu Abb. 2.133 eine in x-Richtung fortschreitende Lon-
gitudinalwelle und eine Transversalwelle einander gegeniiber gestellt. Die Ausprigung der
Letzteren ist anschaulicher.

3. Beispiel
Uberlagerung zweier gleich gerichteter Wellen gleicher Frequenz: Abb. 2.143 zeigt das
Ergebnis der Uberlagerung. In Teilabbildung a liegen u;(x,¢) und u>(x,t) in Phase, in

a Konstruktive Interferenz b Destruktive Interferenz
) [ — K ] —
S
£ X
£
(= u — -
ﬁ uz 2 u7 r/-l\
=
E X X
2 Uz
%3
(5]
- u=th+U;
u=0 (wem =0,
i < O O

Abb. 2.143
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Abb. 2.144 Kreiswellen

Schwingungszentren

Teilabbildung b um A/2 zueinander versetzt, also in Gegenphase. Im erstgenannten Falle
tritt eine Verdoppelung der Verschiebung ein, im zweitgenannten eine Ausloschung, sofern
ﬁl = 122 =17 ist.

Man spricht bei dieser Art der Uberlagerung von Interferenz, bei einer Verstirkung von
,Konstruktiver Interferenz‘, bei einer Tilgung von ,Destruktiver Interferenz‘. — Es gilt das
Gesetz der ,Ungestorten Uberlagerung‘: Ganz gleich wie das Wellenfeld beschaffen ist, jede
Welle durchléduft das Feld, der urspriinglichen Richtung folgend, unbehindert, wobei sie mit
allen anderen Wellen interferiert. —

An Grenzflichen kommt es zu einer Reflektion, in gewissen Fillen zu einer Beugung
(Umlenkung). Auf diese Probleme wird bei der Behandlung des Lichts eingegangen. —
Abb. 2.144 zeigt, wie gleichartige Kreiswellen, die von zwei Quellen ausgehen, interferie-
ren. Wo die Differenz der Laufwege der Wellen u; und u, gleichn - Aist(n = 1,2,3,...)
kommt es zu Konstruktiver Interferenz.

4. Beispiel

Abb. 2.145 zeigt stehende Wellen zwischen zwei gleichartigen Winden. Die halbe Wellen-
lange (A/2) geht ganzzahlig im Wandabstand / auf (im Bild drei Halbwellen). Die Welle
unterliegt keiner Dissipation. Die Longitudinalwelle lauft zwischen den sie reflektierenden
Wiinden hin und her, die Gegenwelle entsprechend, dadurch entsteht der Eindruck einer
ortsfesten (stehenden) Welle. Die Beschaffenheit der beidseitigen Grenzfldchen bestimmt
das Bewegungsbild. Sind beide Grenzfliachen ,hart‘, wird hier jede Bewegung zu Null un-
terbunden. Hier liegen Knoten, die Schnelle erreicht hier ihren hochsten Wert, verbunden
mit dem jeweils hochsten Wechseldruck. Die Welle wird hart reflektiert. Es tritt ein Pha-
sensprung um 7 ein (Abb. 2.145a). Handelt es sich um ,weiche* Grenzfldchen, ist nur eine
Wellenform méglich, bei welcher der Wechseldruck an den Grenzflichen zu Null wird, nach
der Reflektion lduft die Welle in sich selbst (ohne Phasensprung) zuriick (Abb. 2.145b).
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Stehende Wellen

a Wechselweg b  Wechselweg

9 P = e | — a5
7 NZ N e | TN 715
@ T S
2 \\\.-I’; N ” ‘k\__/; % I lf \\ i /, | &
“ -— —_ g | (\5
Wechseldruck 5] Wechseldruck g|
A — D I — 'S
T A | @
g 7N | 2
/ S N\a = 2
/’/ % lv N : /: g

= L -l - 1 -

Abb. 2.145

Fiir den Hinlauf einer Welle gilt die Funktion

A sin2 1 X
= . S n J—
u; = u-sin2mw T

A t X
Uy = u-sin2mw 7+_

und fiir den Riicklauf:

A

Die Superposition (Uberlagerung) der Wellen ergibt:

5 sing t  x tdsing t N X
u=1u-sin2r | = — - u-sin2n | = + —
T A T A
Unter Heranziehung des trigonometrischen Additionstheorems
sin(@ F ) = sina - cos B F cos« - sin B

liefert die Auswertung fiir die tiberlagerte Welle:
20 - sin 27 & - cos 2 2
u =24 -sin2mw — - cos 2w —
T A

Diese Funktion kennzeichnet keine fortlaufende, sondern eine stehende Welle: An jedem
Punkt x schwingt die Materie sinusformig mit der Periode 7.

Die Amplitude (2 &) und der Nulldurchgang (Knoten) treten jeweils an derselben Stelle
auf. Es handelt sich um eine ortsfeste Schwingung! Energie wird von einer stehenden Welle
im zeitlichen Mittel nicht befordert.
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Abb. 2.146 a Eigenschwingungen
Grundschwingung
"‘“-.,_‘__‘__q—__‘j:h_‘____.-—'" /]

b 2 Oberschwingung‘ 2Kn0len

c 4 Oberschwmgung 4 Knoten

AV
‘i 47 :
[ )

Hat die Schwingungsform einer stehenden Welle im Abstand / einen ,Bauch® (/ = A/2
— A = 2I), spricht man von der Grundschwingung (Abb. 2.146a), stellen sich zwei ,Bduche*
und ein Knoten ein (/ = A — A = [), spricht man von der 1. Oberschwingung oder von der
2. Harmonischen, bei drei Bauchen und zwei Knoten (I = 3/2-A — A = 2/3-[) von der 2.
Oberschwingung oder 3. Harmonischen (Abb. 2.146b), usf.

Fiir die n-te Oberschwingung mit n — 1 Knoten gilt:

2
n+1

/

Z=(n+l)% - A=

Im Falle einer Saite kann aus

[ 2
Cc = g:Av: ‘I‘V
P n+1
n+1 [o
v, = 37 /; n=12,3,...)

fiir die n-te Oberschwingung geschlossen werden. (Auf Abschn. 2.7.4.3, 1. Ergdnzung, wird
verwiesen.)

Auf der Erzeugung stehender Wellen beruhen alle Musikinstrumente, sowohl die Saiten-
instrumente wie Geige, Cello, Bass, Zitter, Klavier usf. als auch die Blasinstrumente wie
Flote, Posaune, Saxophon, Orgel usw. Bei Letzteren wird in der Rohre eine stehende Luft-
welle erzeugt. Indem durch Setzen der Griffe auf die Linge der schwingenden Saite bzw.
Luftsdule Einfluss genommen wird, verdndert sich die Frequenz der stehenden Welle, die
ihrerseits tiber das Instrument als Resonanzkorper die umgehende Luft zu Schwingungen
anregt. Von dieser Quelle breitet sich der Ton bzw. die Tonfolge als Luftwelle (Schall) aus,
vgl. Abschn. 2.7.4.

auf die Frequenz
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5. Beispiel
An der Stelle x = 0 werden zwei gleichphasige harmonische Wellen unterschiedlicher Fre-
quenz und Amplitude (u; = 1 - sinw;t und u, = U, - sinwyt) iiberlagert. Die auf diese

Weise entstehende neue Welle wird durch nachstehende Funktion beschrieben:

U=u;+u; = 121 . Sil’l(,z)ll + 122 . sinwzt = 122 . (sina)lt + Sil’la)zl) + (121 —122) . sinwlt

N W —w, . 0+ w N N .
= 2, - cos 7 t - sin > t+ (U — 1) - sinwyt

Bei der letzten Umformung wird von der trigonometrischen Beziehung
. . 1 1
sina + sin 8 = 2 - cos E(a—ﬁ) -sin E(a—l—ﬁ)

Gebrauch gemacht. — Werden die Abkiirzungen

W] — Wy _ w) + wy ~ ~ ~
— w=——— und Au=1u;—1u,

Aw =
@ 2 2

eingefiihrt, lautet die Funktion fiir die liberlagerte Welle:
U =21 -cos Awt - sinwt + At - sinwt
Abb. 2.147 zeigt drei Beispiele: Die Frequenzen der beiden Ausgangswellen (Teilwellen,

Partialwellen, Primdrwellen) sind v; = 1,04 Hz und v, = 0,96 Hz. Die Frequenzen sind eng
benachbart. Die Amplituden der drei Teilwellen stehen im Verhiltnis

1:1, 1:0,666 und 1:0,333
zueinander. (alle Werte hier frei gewéhlt).
Im ersten Falle spricht man von einer ,reinen‘ Schwebung (Abb. 2.147a), in den beiden

anderen Fillen von einer ,unreinen‘.
Fiir die reine Schwebung lautet die Funktion mit

n=1u,=u, — Au=0: u=2-u-cos Awt - sin®t
Die Dauer zwischen zwei Nullpunkten (Knoten) der Schwebung berechnet sich zu:

21 T

TSchwcbun = =
£ W — Aw

Fiir die Dauer der eigentlichen Schwingung gilt (vgl. Abb. 2.148):

2.2 V4
TSchwingung = =2—,
w) + wy [0}
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Abb. 2.147
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Abb. 2.148 u=u(t) Schwingweg

v | t(Zeit)

I\

N\ 1Al R
\

v

= :TSchwingung

TSchwebung

Fiir das Zahlenbeispiel der reinen Schwebung mit den Kreisfrequenzen

w; =2m - 1,04 = 6,53451/s,
wy =21 -0,96 = 6,03191/s

ergeben sich Aw und @ zu:

Aw = 27 - (1,04 —0,96)/2 = 27 - 0,04 = 0,2513 1 /s,

@ =27 - (1,04 + 0,96)/2 = 27 - 1,00 = 6,2832 1/s
s s

TSchwcbung = Az, — @a TSchwingung = 26 2832 =

1,00

Die Amplitude der reinen Schwebung erreicht die GroBe:
=1 + ).

6. Beispiel
Das vorangegangene Beispiel wird erweitert, indem nicht nur zwei sondern mehrere Si-
nuswellen unterschiedlicher Frequenz iiberlagert werden. Das fiihrt auf das Konzept der
Wellenpakete und der Gruppengeschwindigkeit. Das Konzept hat in der Informations-
theorie grofle Bedeutung.

Betrachtet werde als erstes die Uberlagerung zweier Wellen gleicher Amplitude unter-
schiedlicher Frequenz im Startpunkt x = O:

u=1u-(sinwt+ sinwst)
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u; = U -sinwit und up = u - sin w,t sind die Teilwellen. — Es werden, wie im vorangegan-
genen Beispiel, die Abkiirzungen

w) + wy w] — Wy
und Aw = ——

@ =
vereinbart. Umgestellt gilt:
o =0+ Aw und w, =0 —Aw
Werden diese Ausdriicke in die Ausgangsgleichung eingesetzt, lautet sie:
u=1u-[sin(®+ Aw)t + sin(® — Aw)t]

Mit der trigonometrischen Beziehung sino + sinf = 2 - sin %(oe + B) - cos %(a — pB) folgt
nach Umformung fiir v = u(t):

u=2-u-cos Awt - sin ot

Wie erkennbar, handelt sich um eine Sinuswelle mit der mittleren Kreisfrequenz @. Dieser ist
eine Cosinuswelle mit der Kreisfrequenz Aw tiberlagert. Im Zusammenspiel dieser beiden
Schwingungen ergibt sich der charakteristische Verlauf der iiberlagerten Welle.

Fallt das Teilwellenpaar zusammen, gilt ® = w; = @, und Aw = 0. Da cos0 =
1 ist, ergibt sich einsichtiger Weise bei der Uberlagerung eine Sinuswelle mit derselben
Frequenz wie die (identischen) Teilwellen. Abb. 2.149a zeigt einen solchen Verlauf fiir @ =
6,2832 1/s iiber eine Zeitdauer von 60 Sekunden. Die Amplitude ist auf ,Eins‘ normiert.

Als nichstes wird ein Teilwellenpaar mit v; = 1,04 Hz und v, = 0,96 Hz betrachtet.
Hierfiir ergeben sich ® und Aw zu:

_ 1,04 4 0,96 1,04 —0,96
o= Zn# =6,28321/s, Aw = 271# =0,25131/s

Abb. 2.149b zeigt das Ergebnis der Uberlagerung (& + Aw), wiederum mit auf Eins nor-
mierter Amplitude, das Ergebnis ist eine typische Schwebung (entspricht 5. Beispiel).
Als weiteres werden insgesamt 2 Teilwellenpaare iiberlagert (Abb. 2.149c):

o+ Aw: up = 21 - cos Awt - sin ot
@+ Aw/2: up =2u-cos(Aw/2)t - sindt

Das Ergebnis dieser Uberlagerung ist in Abb. 2.149¢ wiedergegeben. Auf diese Weise kann
fortgefahren werden. — Werden die Bereiche Aw beidseitig von @ in zehn Intervalle zerlegt
und die Summe aus den zehn Paaren gebildet, findet man den in Teilabbildung d gezeigten
Verlauf. Der im Ursprung liegende Block dominiert immer stéirker, man spricht von einem
Wellenpaket oder einer Wellengruppe.

In Abb. 2.150a—d ist die Uberlagerung anhand eines w-Diagramms erklirt: Uber den
Kreisfrequenzen w + Aw/n sind die paarweise superponierten Teilwellen markiert, wobei
die Amplitude aller Teilwellen konstant ist.
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Abb. 2.149e zeigt ein weiteres Beispiel. In diesem Falle sind die Amplituden unterschied-
lich gewichtet. Die Gewichtung geht aus Abb. 2.149h hervor. Sie folgt der Funktion

(@ — Aw)?
Gw) = exp|: 2(0) ]
exp = Exponentialfunktion.

Wiirde man unendlich viele Teilwellenpaare iiberlagern, die mit dieser Funktion gewich-
tet werden, ergiibe sich ein singuldres Wellenpaket! G(w) ist die Fourier-Transformierte des
Wellenpakets. Sie hat hier die Form der Gauf3’schen Glockenkurve. Um diese Aussage zu
priifen, wird die Uberlagerung auf zwanzig Funktionenpaare erweitert, jetzt mit verdoppelter
Bandbreite (also £2Aw). Abb. 2.149f, g zeigt das Ergebnis, vgl. auch Abb. 2.149h.

Kommentar
e Im vorangegangenen 5. Beispiel wird ein Paar harmonischer Wellen mit eng benachbar-
ten Frequenzen iiberlagert. Es entsteht eine Schwebung. Sie kann in der Form

U(t) = lUpoa(t) - sSinwt  mit g (f) = 2u - cos Awt

angeschrieben und in dieser Form als amplitudenmodulierte Schwingung gedeutet
werden: Die Amplitude ist nicht konstant sondern ist mit der Modulations-Kreisfre-
quenz Aw als schwach veridnderliche Sinusschwingung (als Schwebung, als Einhiillen-
de) einer Cosinusschwingung mit der Tréiger-Kreisfrequenz o tiberlagert.

e Im 6. Beispiel ist @ nach wie vor als Tréager-Kreisfrequenz einer Sinusschwingung zu
sehen. Dieser Schwingung ist eine amplitudenmodulierte Schwingung in Form eines
Wellenpakets iiberlagert, wobei das Paket durch die Uberlagerung einer groBen Zahl
frequenzbenachbarter Teilwellen innerhalb der Modulations-Kreisfrequenzbreite +Aw
zustande kommt.

e Die Darstellung im 5. und 6. Beispiel geht von Wellen aus, die am Ort x = 0 iiberlagert
werden. Die Darstellung kann in den Ortsbereich erweitert werden, indem z.B. zwei
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Wellen iiberlagert werden, die sich im Zeitpunkt # und am Ort x geméaf
up =u-sin(fwy -t —ky-x), uy =u-sin(wy -t —ky-x)
als harmonische Wellen beschreiben lassen, wobei die Wellenzahlen k; und k, fiir

2 21
k== und ky,= -
T MR

stehen. Kreisfrequenz und Wellenzahl sind durch die gemeinsame Phasengeschwindig-
keit miteinander verbunden:

w) 27 o) )
C=V A=V A = —  — = — = =
! ! 21 kl k] kz

Die Uberlagerung von u; und u, ergibt nach Umformung:
u=1u +u, =2i-cos(Aw -1 — Ak -x)-sin(@ -1 —k - x)

Die Funktion beschreibt dieselbe Schwebung wie zuvor. Die Schwebung bewegt sich in
Zeit und Raum mit der Gruppengeschwindigkeit:

CGruppe =

= &

Die Uberlagerung vieler Teilwellenpaare und ihre Gruppierung um @ und k ist auf die
gleiche Art und Weise moglich. Die so entstehende Wellengruppe bewegt sich mit der
angeschriebenen Gruppengeschwindigkeit in Zeit und Raum.

Vermittelst der Modulation kann jede Information in Form einer Wellengruppe
transportiert werden. Das Prinzip der Informationstechnologie ist damit im Kern
angedeutet. (Eine weitergehende Vertiefung des Stoffes ist in diesem Rahmen nicht
moglich; auf das Fachschrifttun wird verwiesen, z. B. auf [32, 33].)

e Neben der Amplitude kann auch die Frequenz und die Phase moduliert werden,
womit weitere Informationsiibertagungsmoglichkeiten zur Verfiigung stehen. Eine
reine harmonische Welle kann kein Signal iibertragen, allenfalls einen Brummton.

e Es gibt Medien, fiir die die oben dargestellte Form der Wellentheorie einer Modifikation
bedarf. Das ist dann der Fall, wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der Wellen-
liange abhingig ist. Das ist z. B. bei allen nicht-elastischen Wellen mit grolen Amplituden
gegeben, bei Oberflichenwellen von Fluiden, auch bei elektromagnetischen Wellen in al-
len materiellen Medien. Man spricht bei dieser Erscheinung von Dispersion. Die oben
angeschriebene Formel fiir die Gruppengeschwindigkeit gilt nur fiir dispersionsfreie Wel-
len! — Schallwellen in Luft sind dispersionsfrei.
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2.7 Akustik
271 Schallmechanik (Grundlagen)

2.7.1.1 Schall - Schallwellen - Schallgeschwindigkeit

Unter Schall versteht man gingiger Weise Luftschwingungen, die das Trommelfell
im Ohr zu Schwingungen anregen. Das hierbei tibertragene Signal wird im Gehirn
identifiziert. Schallerreger (Schallquelle) kann eine schwingende Saite (z. B. einer
Geige), eine schwingende Membran (z. B. einer Trommel), ein schwingender Stab
(z. B. einer Stimmgabel) oder ein sonstiger schwingungsfihige Korper sein, z. B.
eine Glocke. Nicht zuletzt sind es die Stimmbinder in der Kehle, die in Verbindung
mit Zunge und Gaumen, dem Menschen Sprechen und Singen erméglichen. Beim
Schallerreger kann es sich auch um eine schwingende Luftsidule handeln (wie bei
einer Flote oder Orgelpfeife). — Schall breitet sich nicht nur in Luft sondern auch
in anderen Gasen, sowie in Fliissigkeiten und Feststoffen aus. Schall benétigt als
mechanische Schwingung einen Schalltriger, im Vakuum vermag sich kein Schall
auszubreiten! Eine ausfiihrliche Behandlung bieten u. a. [34, 35].

Abb. 2.151 zeigt das bereits in Abschn. 2.6.2 behandelte ebene Wellenfeld.
Dargestellt ist ein Strang mit diskreten Massen und Federn als Modell fiir das elas-
tische Kontinuum. In Richtung des Stranges schwingen die Massen hin und her, es
handelt sich um longitudinale (langsgerichtete) Dichtewellen. Die Ortskoordinate

T —

= Tl o Tl e Tk e Tk e

|
UL e 1]
S e |

Abb. 2.151
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in Richtung des Stranges ist x, die Zeitkoordinate ist ¢. Fiir einen bestimmten Ton,
also eine bestimmte Frequenz, schwingen die Massenteilchen harmonisch (sinus-
formig). Kinematisch lisst sich deren Hin-und-Her-Bewegung in Richtung x und
mit der Zeit ¢ fortschreitend, durch die Funktion

(x,t) =1 -sin2 (t x) A'2(tx) 2-sin2n (£ — 2
u(x,t) =u-sin2xv(t——)=u-sin2x (vt — - ) =u-sin2x | = — —

c A T A
beschreiben, vgl. den vorangegangenen Abschn. 5.6 (Wellen). v ist die Frequenz
und 7 = 1/v die Wellenperiode. A ist die Wellenlinge. v und A sind mit der
Ausbreitungsgeschwindigkeit durch die Beziehung

c=v-A

miteinander verkniipft.

Die Beschreibung gilt fiir ein ebenes Wellenfeld. In x-Richtung schreitet die
Welle um die Wellenlinge A und in ¢-Richtung um die Wellenperiode T fort, dann
stellt sich der Ausgangszustand wieder ein. Fiir den Zeitpunkt t = 0 lautet die
Wellenfunktion:

u(x,0) = u-sin2w (—%) ‘

an den Stellen x = 0, x = A/4,x = A/2, x = 3/4- A und x = A liefert die
Gleichung folgende Ausschlige (vgl. Abb. 2.151c¢):

A . A
u(0,0) =0, ul—-,0)=—-u, ul-=,0]=0,
4 2

M(ZA,O) = 41, u(A,0)=0

Zum Zeitpunktt = T/2 = 1/2v liefert die Funktion folgende Verschiebungen:

T o T x . 1 x
ulx,—|=u-sin2x(v——— ) =u-sin2x | - — —
( 2) ( 2 /\) (2 l)

An den entsprechenden Stellen wie zuvor betragen die Ausschlége nun: 0, +1, 0,
—1, 0. Auf diese Weise lassen sich die in Abb. 2.151b, ¢ dargestellten Schwin-
gungszustinde des Massen-Stranges fiir die insgesamt 24 Stellen innerhalb der
Wellenldnge A und fiir die 24 Zeitpunkte innerhalb der Periode 7' veranschauli-
chen. Ist der Anfangszustand zu x = 0 und ¢t = 0 vereinbart, wiederholt sich die
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Gase ¢ m/s | Fliissigkeiten ¢ m/s | Feststoffe ¢ m/s

Luft, 0°C 332 SiiBwasser, 0°C 1408 | Blei 1250

Luft, 20° | 343 | SuBwasser, 20°C 1480 [ Kupfer 3750
[ Stadtgas, | 450 | Salzwasser, 20°C 1520 | Aluminium 5100

Helium, 0°C 970 Benzin 1170 | Eisen (Stahl) 5130

Wasserstoff, 0°C | 1280 | Alkohol 1210 | Glas (Quarzglas) | 5370

02: 317, Np: 340 bei 0°C | Quecksilber 1450 | Granit 6000
Abb. 2.152

Wellenbewegung jeweils nach dem vollstindigen Durchgang der Welle durch den
Strang in Richtung x um die Strecke A und in Richtung ¢ nach der Zeit 7. Der Aus-
gangszustand wiederholt sich dann identisch. Fiir das Argument der sinusféormigen
Wellenfunktion bedeutet das:

A 1 A

T—-—=0 - ———=0 —> c¢c=v-1

¢ vV oc
c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Wellenzuges, in Abb. 2.151b durch Pfei-
le markiert. Man erkennt, dass sowohl ortlich (entlang x) wie zeitlich (entlang #)
ein Signal, eine Information, tibertragen wird.

In den verschiedenen Ubertragungsmedien ist die Schallgeschwindigkeit unter-

schiedlich, sie ist stoffabhéngig. Fiir Luft in Hohe der Erdoberfldche (bei 101,3 kPa
Luftdruck) gelten fiir ¢ folgende Anniherungen (alternativ), ¢ in m/s:

c=33140,6-9) oder ¢ =20,05-+2732+7
oder ¢ =332-41+419/2732

¥ ist die Lufttemperatur in °C. Fiir ¢ = 20°C liefern die Formeln der Reihe
nach: 343,0; 343,3 bzw. 343,9 m/s. In groBerer Hohe iiber der Erdoberfliche gelten
andere Gesetze, das beruht auf der Anderung der Dichte und der Lufttemperatur
iiber die Hohe. Der Einfluss der Luftfeuchte ist eher gering.

Anmerkung

Merkregel bei Blitz und Donner: 3 Sekunden zwischen Blitz und Donner bedeuten eine
Blitzentfernung von ca. 1 km. Man zihle laut nach Aufleuchten des Blitzes: Einundzwanzig,
Zweiundzwanzig usf. und multipliziere die Zahl minus 20 mit 350 m.

Die Tabelle in Abb. 2.152 enthilt fiir gasformige, fliissige und feste Stoffe An-
haltswerte fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ in m/s. Da es sich beim Schall
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um Druckschwankungen handelt, ist verstindlich, dass ¢ vom Kompressionsmodul
K und von der Dichte p des Mediums abhingig ist:

K kennzeichnet die Elastizitdt (die ,Steifigkeit‘) und p die Dichte des schwingen-
den Stoffes. Fliissigkeiten sind im Vergleich zu Gasen weitgehend inkompressibel
(hohe Steifigkeit = hoher K-Modul), Gase haben andererseits eine geringe Dichte.
So werden die Werte in der Tabelle verstdndlich. Bei Gasen lésst sich die Funkti-
on der Schallgeschwindigkeit von Druck und Temperatur nur auf der Basis der
Gastheorie herleiten (Bd. I, Abschn. 2.7.3). — Interessant ist der Sachverhalt, dass
¢ bei konstanten Bedingungen unabhingig von der Frequenz ist, gleichgiiltig, ob
es sich um ein sphirisches oder ebenes Wellenfeld handelt, das gilt auch fiir alle
anderen Phidnomene bei der Wellenausbreitung (Reflektion, Brechung, Beugung,
Interferenz), auch bei der Absorption.

2.7.1.2 Schalifeld - SchallfeldgréBen

Wenn der Schall von einer Punktquelle ausgeht, ist das Schallfeld kugelformig
(sphirisch). Sind es viele Quellen, kommt es zu den unterschiedlichsten Uberla-
gerungen. In diesem Abschnitt wird von einer einzelnen ortsfesten monofrequen-
ten Schallquelle ausgegangen. Mit wachsendem Abstand von der Quelle wird die
Kriimmung der Wellenfront immer geringer, dann kann das Wellenfeld lokal als
ein ebenes angenéhert werden (Abb. 2.153a).

Im Schallfeld pflanzen sich, wie bei jeder Wellenbewegung, Energie und Impuls
fort. Die Ausbreitung erfolgt von Ort zu Ort mit der im vorangegangenen Abschnitt
aufgezeigten Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢. Die Lautstirke vor Ort wird von der
abgestrahlten Schallleistung und vom Abstand bestimmt.

Im Schallfeld schwingen die Teilchen bei einem reinen Ton sinusformig (har-
monisch) mit der Tonfrequenz v:

A X
u=u(x,t) =1u-sin2mxv (t — —)
¢
u ist der Schwingweg des stofflichen Teilchens um die Ruhelage und # die zuge-
horige Amplitude. Die Teilchengeschwindigkeit (Schallschnelle, Schallwechsel-
geschwindigkeit) ist die Ableitung von u(x, ¢) nach der Zeit ¢:

~ X ~ ~
v:v(x,t)zv‘cos27w(t——), V=2nv-u
c
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Abb. 2.153

Schallschnelle v(x, ¢) und Schalldruck (Schallwechseldruck) p(x,¢) sind inner-
halb der Akustik die wichtigsten Feldgrofen. —

Die Schallschwingungen iiberlagern sich dem mittleren Druck im Medium (bei
Luft ist es der Luftdruck vor Ort, Abb. 2.153c). Bei einem monofrequenten Schall,
also einem einfachen Ton, verlaufen auch die Druckschwankungen harmonisch.

Hinweis

In Abschn. 2.6 (Theorie der Wellen) wurde der Druck mit Spannung o (x, ¢) benannt und war
als Zugspannung positiv vereinbart. Im Folgenden wird der Druck mit p(x, ¢) abgekiirzt und
dabei als Druck positiv! Das entspricht der iiblichen Definition in der Akustik.

Der Schalldruck p(x,t) verlduft cosinusformig (wie v(x,t)) und somit gegen-
iiber u(x, ) um die Phase 7r/2 (90°) verzogert:

p = p(x,t) = p-cos2mv (t—f)
¢

Die Druckamplitude dieser harmonischen Druckschwankungen berechnet sich zu
(vgl. Abschn. 2.6.3, (1)):

p=2mv-pc-u=pc-v

Das Produkt pc ist der Wellenwiderstand. Anhand der in Abb. 2.152 angegebenen
c-Werte und der zugehorigen Stoffdichten p kann der Wellenwiderstand berech-
net werden. Man spricht auch von der Schallimpedanz. Bildet man den Quotienten
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P/ 0, ergibt sich pc. Somit gilt fiir die Schallimpedanz, abgekiirzt mit Z:

Beispiele fiir Z in kg/m?s = Ns/m’fiir 20 °C und Normaldruck: Wasserstoff:
110, Luft: 408, Wasser: 1,48 - 10, Stahl: 3,95 - 10”. Bei Luft kann mit dem Zah-
lenwert 400 gerechnet werden. Zur Bedeutung von Z vgl. Abschn. 2.7.3.

Abb. 2.153b zeigt die prinzipiellen Verldufe von u(x,?), v(x,¢) und p(x,?t)
innerhalb der Wellenlidnge A = ¢/v. Geht man beispielsweise von einem in Luft
iibertragenen Ton mit der Frequenz v = 750Hz aus und ist die Amplitude des
Schallausschlags gleich

i=1-10"m=1-102mm = 0,10mm = 10 pum,

ergibt sich die Amplitude des Schallwechseldrucks fiir p . = 1,21 kg/m? und
CLutt = 337m/s in Pa (Pascal = N/m?) zu:

p=2mv-pc-f =27x-750-121-337-1-107°
=1922Pa~20Pa (kgm/s’/m = N/m?)

Die Schallwechselamplitude p = 20 Pa liegt fiir das menschliche Ohr nahe der Er-
triglichkeit. Die Schmerzgrenze liegt im Bereich 25 bis 30 Pa, i. M. bei 27,5 Pa.
Der Norm-Luftdruck auf der Erdoberfliche betrdgt 101.325Pa. Ein Druck von
27,5 Pa ist davon der 27,5/101.325 = 0,000271-fache Teil, also viel weniger als
in Abb. 2.153c zur Veranschaulichung dargestellt. Aus dieser Abschitzung wird
deutlich, um welch’ geringe Ausschlidge der Luftmolekiile und um welch’ geringe
Luftdruckschwankungen es sich beim Schall letztlich handelt.

Der Mensch hat ein breites Horvermogen, es reicht von ca. 0,00002Pa bis
27,5Pa, bei 10Pa setzt erstes Schmerzempfinden ein. Ab 0,4 Pa ist bei lang an-
dauernder Einwirkung mit Gehorschidden zu rechnen, ab 20 Pa bei kurzdauernder.

Neben der Schallschnelle v(x,?) und dem Schallwechseldruck p(x,t) ist die
Schallstiarke / (Schallintensitéit) eine weitere wichtige Feldgroe. Wie in Ab-
schn. 2.6.4 erldutert, ist / ein MaB fiir den mittleren Energiedurchsatz pro Flichen-
und Zeiteinheit. Weil auf die Zeiteinheit bezogen, handelt es sich bei / um eine
LeistungsgroBe. Sie bestimmt sich nach der Formel (Abschn. 2.6.4, (u)):

A

I==p-0

| =
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Wie oben angegeben, ist p die Amplitude des Schallwechseldrucks und ¢ die Am-
plitude der Schallschnelle. Zwischen p und v besteht die Beziehung:

N
.
p-c
Somit kann / auch zu

A2
A
p-c

angeschrieben werden; der Schallwechseldruck geht quadratisch in 7 ein.
Fiir das obige Beispiel ergibt sich / zu:

I 1 _1922% 0,453W/m> (Nm/m? = J/m? W/m?)
= — . =0, m m/m- = m-Ss = m
2 121-337 ——~—>7F—

Wie in Abschn. 2.6.4 weiter erldutert, kann / aus den Effektivwerten von p und v
bestimmt werden:

I = peii-Verg Mt pesg = /2, Ve = 0/+/2

Diese Berechnungsform hat fiir die Schallmessung Bedeutung: Die Effektivwerte
lassen sich bei einem Tongemisch auf der Basis der Signaltheorie messen. Uber
die Schallkennimpedanz Z sind die Effektivwerte miteinander verkniipft:

_ Dett
Veff

C>|’E>

Z:p.c:

Die Energieschwankungen im Schallfeld sind positiv definit, ihr Verlauf ist in
Abb. 2.153b (unten) angedeutet.

Als Energiedichte w ist die mittlere Energie vereinbart, die das Schallfeld pro
Volumeneinheit durchsetzt (Abschn. 2.6.4). Sie berechnet sich im ebenen Schall-
feld zu:

1
w:zﬂz.p.vz.ﬁzzip.ﬁzz

Fiir obiges Zahlenbeispiel ergibt sich:

w=2r%-121-750*-(1-107)? = 0,00134Nm/m> = 0,00134J/m’



242 2 Mechanik Il: Anwendungen

Auch dieses Ergebnis lédsst erkennen, wie gering die beim Luftschall iibertragenen
Energien sind.

Die Leistung einer Schallquelle ist die in der Zeiteinheit (1 Sekunde) bezogene
abgestrahlte Schallenergie: Die Schallquelle hat eine Leistung von einem Watt,
wenn von ihr in der Sekunde eine Energie von 1 Joule abgestrahlt wird. Wird
die Leistung nach allen Richtungen, quasi kugelférmig, abgestrahlt, nimmt sie mit
dem Quadrat des Abstandes ab (1/7%). Anhaltswerte fiir Leistungsabstrahlungen
in Watt: Géngige Unterhaltungssprache, eher gedampft: 0,0000007; Spitzenleis-
tung der menschlichen Stimme: 0,002; Musikinstrumente, in fortissimo gespielt:
Geige: 0,001; Fliigel: 0,2; Trompete: 0,3; Orgel: 1 bis 10; Pauke: 10; Autohupe: 5,
GroBlautsprecher: 100 und mehr; alle Angaben in Watt.

27.2 Sprechen - Horen

Mittels seiner Stimmbinder im Kehlkopf vermag der Mensch einen Ton zu er-
zeugen. Hohe Tone entstehen bei hoher Anspannung der Binder, tiefe bei gerin-
ger. Die Luft aus der Lunge stromt durch die Stimmritze der Stimmbénder. Die
hierbei angeregte Luftschwingung ergibt den Ton. Dieser Ton wire praktisch un-
horbar, wenn er nicht durch die Resonanzriume in Mund und Rachen, in Brust-
und Stirnhdhle, auf eine horbare Hohe verstirkt wiirde. Mit Lippe und Zunge
werden die unterschiedlichen Laute gebildet. So gelingt es, zu sprechen und zu sin-
gen. Das geschieht durch Riickkopplung mit dem eigenen Horen. (Taubgeborene
bleiben stumm.) Die Frequenzen der durch das Sprechen ausgelosten Luftschwin-
gungen liegen beim erwachsenen Mann zwischen 65 bis 320 Hz, bei der erwachse-
nen Frau zwischen 200 bis 400 Hz (schreiende Séuglinge erreichen 1000 Hz). Fiir
Sénger/Séngerinnen gilt: Bass 65 bis 320 Hz, Tenor 130 bis 430 Hz, Alt 170 bis
640 Hz, Sopran 260 bis 830 Hz.

Im Gehirn aller heutigen homo sapiens steht dasselbe Grundprogramm zum Er-
lernen des Sprechens zur Verfiigung. Das wird neben anderen Hinweisen als Indiz
fiir die Abstammung des Menschen von einem gemeinsamen Ahnen, unabhingig
von seiner Rasse und seinem kontinentalen Lebensraum, angesehen (Bd. V, Ab-
schn. 1.2.6.1 und 1.5.5).

Der Mensch vermag nur deshalb artikuliert zu sprechen, weil sich der Kehl-
kopf nach dem ersten Lebensjahr absenkt und sich dabei die Rachenhohle bildet
(A. PORTMANN (1897-1982), Abb. 2.154a). — Bei Menschenaffen findet diese
Umformung nicht statt, auch nicht bei allen anderen Wirbeltieren. Sie vermogen
daher auch nicht zu sprechen, sondern nur zu quieken, grunzen, knurren, schnalzen
und zu schmatzen. — Einzelheiten vermittelt die Neuro-Linguistik.



27 Akustik 243

Mensch Menschenaffe

Zunge mit
beweglichem
hinteren Anteil-
Zungenbei
Schildknorpel n. J. ILLIES (Kosmos 1972, S.241)
Abb. 2.154
Paukenhghle i
Hammer-. Bogengange

AMDOSS —— g

Gehémerv und
Gleichgewichtsnerv

AuReres Ohr Mittelohr Inneres Ohr

Abb. 2.155

Jiingere Funde lassen darauf schlielen, dass der Neandertaler, der sich paral-
lel zum Menschen entwickelte und vor ca. 25.000 Jahren ausstarb, vielleicht auch
sprechen konnte. An den fossilen Resten konnte nachgewiesen werden, dass die
Zungenbeine und die Ansitze fiir die Sprechmuskeln mit jenen des Menschen ver-
gleichbar sind.

Horen vermag der Mensch dank seiner Ohren. Das Ohr besteht aus dem duferen
Ohr, dem Mittelohr und dem Innenohr (Abb. 2.155). Die Schallwelle wird von der
Ohrmuschel (max. ca. 10cm? groB) aufgefangen und gelangt zum Trommelfell.
Dabei werden die fiir das Sprachverstehen wichtigen Frequenzen im Gehorgang
verstirkt. Die Schwingungen des Trommelfells werden von den Gehorknéchel-
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chen in der Paukenhohle ibernommen und dabei um das 20 bis 25-fache verstérkt
und ins Innenohr iibertragen. Von hier werden die Signale iiber Membrane und
die Lymphfliissigkeit auf die Sinneszellen und anschlieend bioelektrisch iiber den
Hornerv ins Horzentrum des Gehirns weitergeleitet. Hier werden sie als bewusstes
Horen und Verstehen verarbeitet.

Das Horempfinden bzw. -vermogen liegt beim Menschen zwischen den Fre-
quenzen v =& 20Hz (das entspricht einer Wellenlinge A = 17m) und ca.
20.000Hz (20kHz, A = 0,017m = 17 mm). Abb. 2.156a vermittelt einen Uber-
blick.

Aus der Differenz der beim linken und rechten Ohr ankommenden Wel-
lenfronten vermag der Mensch die Richtung der Schallwelle intuitiv zu orten
(Abb. 2.156b), zudem wird der von vorne ankommende Schall vermoge der Stel-
lung der Ohrmuscheln deutlich stirker wahrgenommen (stereographisches oder
Richtungshéoren).

Ab dem 40sten Lebensjahr sinkt das Hoérvermogen, gleichzeitig wird Geschrei
und Lidrm lauter empfunden. — Mit der ab dem Jahre 1750 gebriduchlichen Hormu-
schel konnte die Lautstirke bei Schwerhorigkeit verdoppelt werden. Heute kom-
men In-Ohr-Gerite als Verstirker zum Einsatz, sie sitzen unsichtbar im Gehorgang.

Zur Beliiftung der Paukenhohle und zum Druckausgleich dient die etwa 3,5 cm
lange sogen. Eustachische Rohre zwischen Nasen- und Rachen-Raum.

Anmerkung

Bei den Tieren ist der Frequenzbereich des Horens und Ortens von jenem des Menschen ver-
schieden und, wie alle anderen Féhigkeiten, an die Lebensumsténde evolutionér angepasst. —
Fledermiuse stoflen laufend hohe Tone bis in den zweistelligen kHz-Bereich aus und kénnen
deren Echo orten. Ihr Horvermogen reicht bis 210 kHz. Dank dieser Fahigkeiten konnen sie
sich auch bei volliger Dunkelheit orientieren und Beutetiere im Flug fangen. Die ersten dies-
beziiglichen Versuche stellte L. SPALLANZANI (1729-1799) an. — Die grofie Wachsmotte
kann Tone bis 300 kHz wahrnehmen, andere Insekten bis 200 kHz, was es ihnen ermoglicht,
den jagenden Fledermiusen auszuweichen.
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2.7.3 Horempfinden - Schallpegel - Schallspektrum

2.7.3.1 Unbewerteter Schallpegel (Lairmpegel)
Wie ausgefiihrt, ist das Horvermogen des Menschen durch eine grof3e Breite aus-
gezeichnet. Fiir die verschiedenen Schallfeldgroflen gilt:

e Im Frequenzbereich (v) 16 bis 20 Hz als untere und 16.000 bis 20.000 Hz als
obere Grenze. Das sind ca. 10 Oktaven. Mit zunehmendem Alter sinkt insbe-
sondere der obere Wert.

e Im Schalldruckbereich (p) von ca. 0,00002 Pa iiber 20 Pa (schmerzhaft) bis
27,5 Hz (unertriglich, es wird nichts mehr ,gehort, sondern nur noch Schmerz
empfunden): Diesen Grenzwerten entsprechen Schallstdrken, also Schallinten-
sitdten, die gemil

~2
P~ _ .

. = Peff * Veff,
p-c

[\]
[\]
N —

Peit = /N2, Ve = 0/2

mit p = 1,21kg/m> und ¢ = 343 m/s berechnet werden konnen.
e Im Schallstiirkebereich (/) untere Grenze ca. 0,5-107'2 W/m? und obere Gren-
ze ca. 1W/m?2.

Zur physiologischen Bewertung der Lautstéirke sind die physikalischen GroBen 0,
p und I nicht unmittelbar geeignet. Um Schalldruck und Schallstéirke als energe-
tische GroBen mit dem menschlichen Horempfinden in Verbindung zu bringen,
geht die Bewertung der Schallstidrke von deren Amplitudenwerten aus (genauer
von deren Effektivwerten bei vielfrequenten Tonen und Gerduschen). Nach dem
von W.E. WEBER (1804-1891) und G.T. FECHNER (1801-1882) vorgeschlage-
nen Empfindungsgesetz besteht beim Menschen zwischen der Stirke der Horemp-
findung (also dem empfundenen Sinnesreiz £) und der Stirke des einwirkenden
Reizes R der Zusammenhang: £ = k - log R. Von diesem Vorschlag ausgehend,
werden die gemessenen Effektivwerte durch einen zugeordneten (genormten) Be-
zugswert dividiert und hiervon der dekadische Logarithmus genommen. Diesen
Wert bezeichnet man als (Lautstirke-)Pegel, abgekiirzt durch L. Als Einheit dient
das Dezibel (dB), benannt nach A.G. BELL (1847-1922).

Im Einzelnen wurden vereinbart bzw. sind genormt (p steht im Folgenden fiir
Petr und v fiir vegr, die Bezugswerte sind durch den Index 0 gekennzeichnet):
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e Pegel des Schall(wechsel)drucks in dB:

P’ p
L, =10-log = =20-log— (invers: p = py - 10“/2")
0 Po

(Kennwert des Pegels ist die Differenz der Logarithmen von p? gegeniiber
jenem von p3:

log p* —log pg = log(p*/p3) = 2-log(p/ po).

Als Bezugswert p ist der Schalldruck an der Horschwelle vereinbart worden,
also am leisesten noch horbaren Ton im Bereich der hochsten Empfindlichkeit.
Dieser Bereich liegt beim Menschen bei 1000 Hz:

po=2-10°N/m?> = 20uPa = 2- 10 *pbar (p: 107°, Mikro-)
Fiir p = po folgt L, = 0. Somit ist der Schalldruckpegel normativ an der
Horschwelle zu Null vereinbart. An der Schmerzschwelle (p = 20 N/m?) be-
rechnet sich der Pegel zu:

L, = 20-10g(20/20-107%) = 20-1log(10°) = 20- 6 = 120.

e Pegel der Schallschnelle in dB:

2
v v
L, =10-log — =20-log— (invers: v = vp - 1010/20)
Vo Vo

Bezugsschallschnelle:
vo=5-10"%m/s = 50nm/s (n: 10~°, Nano-)
e Pegel der Schallintensitit (Schallstirke) in dB:

I
Ly =10-log - (invers: [ = Io- 1051710y
0

Bezugsintensitit:

Iy = 1072 W/m?
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Abb. 2.157 Schallstarke (in W/m?)

LR
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Der Pegel fiir die Schallleistung (L) ist entsprechend definiert. — Wird die Be-
zugskennimpedanz fiir ebene Schallwellen (und kugelformige im Fernfeld) zu

N 2
Zo=L2—a00=, dn1=2 =z,?
Vo m3 Z()
eingefiihrt, gehen die Pegel ineinander iiber, d. h. sie sind dann einander gleich.
Eine Verdoppelung bzw. Halbierung des Schalldrucks (p) fiihrt zu einer Ande-

rung des L,-Pegels um 6 dB, denn
+10-log2* = +£10-0,6021 ~ £10-0,60 = £6dB

Eine Verdoppelung bzw. Halbierung des Schallstirke (/) fiihrt zu einer Anderung
des L;-Pegels um +3 dB, denn

+10-log2 = £10-0,3010 ~ +£10-0,30 = +3dB

Bei einer Verzehnfachung der Schallstirke (/) steigt der L;-Pegel um 10dB, bei
einer Verhundertfachung um 20 dB, bei einer Vertausendfachung um 30 dB.

Die Darstellung in Abb. 2.157, in welcher die Schallstirke / in W/m? dem
zugeordneten Lautstirkepegel L; in dB gegeniibergestellt ist, macht den Zusam-
menhang zwischen diesen GroBen deutlich.

2.7.3.2 Schallspektrum - Ton, Klang, Larm, Knall

Handelt es sich um eine harmonische Schallwelle mit fester Frequenz, spricht man
von einem (physikalischen) Ton, Abb. 2.158a. Uberlagern sich zwei oder mehrere
harmonische Schallwellen mit jeweils definierter Frequenz, entsteht ein Klang, wo-
bei die Frequenzen in einem ganzzahligen Verhéltnis stehen miissen, damit sie im
musikalischen Sinne als Klang empfunden werden. Die untere Frequenz bestimmt
die Tonhohe, die Obertone die Klangfarbe; der Zeitverlauf des Schallwechsel-
drucks ist periodisch, das Spektrum weist zwei oder mehrere diskrete Werte auf
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Abb. 2,158 @ 1p (Schallwechseldruck) I (Spektrum)
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(Abb. 2.158b). Treten innerhalb des Frequenzbandes (unendlich) viele harmoni-

sche Anteile auf, und sind die Werte von stochastischem Typ, spricht man von

Gerdusch (Rauschen), bei erhohter Intensitit von Liarm (Abb. 2.158c¢). Bei sehr

hoher Intensitit und kurzer Dauer handelt es sich um einen Knall (Abb. 2.158d).
Nach der Frequenz werden unterschieden:

v < 20 Hz: Infraschall (nicht horbar)

v = 20 bis 20.000 Hz (= 20kHz): Horschall

v = 20kHz bis 1 GHz: Ultraschall (nicht horbar)
v > 1 GHz: Hyperschall

In dem Spektrum des als Larm charakterisierten Schallfeldes ist der Schalldruck
kontinuierlich {iber der Frequenz verteilt (Abb. 2.158c).

Der Schalldruck ldsst sich nach elektro-akustischer Wandlung messen. Die
wichtigsten Einwert-Kenngrofen des Schalldrucks sind sein Effektivwert und die
zugehorige Schallintensitét:

T
1 P2
— lim — - 2 -] = Leff
Defi Am /p (1) dr; ~
0

Das bedeutet: Es wird der quadratische Zeitmittelwert fiir die Zeitdauer 7 gebildet
und hieraus die Wurzel gezogen. Da p = p(¢) um den barometrischen Ruhedruck
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schwankt, ist peg bei einem stationédren Schallfeld mit der Standardabweichung
des regellosen Wechseldrucks identisch. Alle in der Signaltheorie entwickel-
ten Analysemethoden sind auf p(¢) anwendbar, auch bei einem impulsartigen
Schallfeld. Modernen computergestiitzten Mess- und Analyseverfahren liegt die
Schnelle-Fourier-Transformation zugrunde: FFT (Fast-Fourier-Transformation,
vgl. Abschn. 2.5.7). Historisch bedingt kommen bei den Mehrwert-Verfahren
nach wie vor Filtermethoden zum Einsatz: Hierbei wird der Effektivwert des
Schalldrucks mittels eingebauter Filter fiir voreingestellte Frequenzbandbreiten
gemessen und dieser Wert iiber der Mittelfrequenz des jeweiligen Frequenzban-
des aufgetragen. Das liefert das Spektrum fiir p(¢). Dem Effektivwert peg; jedes
Bandes ist die Intensitit

2
_ Deiri

I; ~

zugeordnet, das ergibt das Spektrum fiir /: Die Summe der auf diese Weise ermit-
telten Intensititen je Bandbreite liefert die Gesamtintensitét des Schallfeldes:

I=>%"1

Die Messgerite bestehen aus einem Mikrophon, welches den Schalldruck auf-
nimmt, und einem Verstirker. Bei der elektro-akustischen Wandlung werden plan-
miBige Verzerrungen vorgenommen, um den sogen. bewerteten Schallpegel zu
gewinnen. Die elektro-akustischen Messgerite und -verfahren sind umfassend ge-
normt; Einzelheiten vermittelt das technische Schrifttum [36-39].

2.7.3.3 Bewerteter Schallpegel (Lautstirkepegel)
Die Empfindungen des menschlichen Gehors sind nicht physikalischer sondern
physiologischer und psychologischer Natur. Sowohl die (untere) Hérschwelle wie
die (obere) Schmerzschwelle sind stark von der Frequenz abhéngig (und natiirlich
vom Alter und der Konstitution der Person). Das Gebiet der hochsten Empfind-
lichkeit liegt bei ca. 1000 Hz (1 kHz). Das Horvermogen sinkt, je mehr sich die
Schallfrequenz den Bereichsgrenzen néhert. Bei gleich hohem Schallpegel werden
tiefe Tone weniger laut empfunden als hohere. Abb. 2.159 zeigt Kurven gleicher
Lautstirke (d. h. gleicher Empfindlichkeit) fiir Normalhorende nach ISO 225:2006,
ehemals nach DIN 45630-2:1967.

Die Kurven wurden durch Horvergleichsmessungen bestimmt. Es handelt sich
also nicht um physikalisch sondern subjektiv gewonnene Ergebnisse. Einsichtiger
Weise wird ein Ton umso lautstirker empfunden, je hoher der Schalldruck und
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damit der Schallpegel ist. Als Referenzwert fiir die Definition des Lautstiirke-
pegels L g wurde der Ton bei 1000 Hz und als Einheit 1 phon gewihlt (mafgebend
DIN 1318:1970).

Die L g-Kurven in Abb. 2.159 wurden dadurch gewonnen, dass der Schalldruck-
pegel L, eines mit der Frequenz v gesendeten Messtones solange variiert wurde,
bis eine représentative Anzahl von Horern den Ton als gleichlaut wie den 1000-Hz-
Bezugston mit dem eingestellten Schalldruckpegel L, (in dB = phon) empfand.
In dieser Form wurden die Kurven (international) genormt. Ihrer Entstehung nach
gelten sie fiir reine Einzeltone, nicht dagegen fiir breitbandigen Larm.

Kennt man von einem Ton die Frequenz und den Schalldruck bzw. dessen Pegel
L,, kann dem Diagramm die Lautstéirke des Tons in phon entnommen werden.

Beispiele
1) v = 125Hz, L, = 31dB. Aus Abb. 2.159 findet man den Lautstérkepegel zu Lg =
20 phon. (Je tiefer der Ton ist, umso geringer ist sein Lautstirkepegel L in phon im Ver-
gleich zu seinem Schallpegel L, in dB.)

2) v = 4000Hz, L, = 88dB. Aus Abb. 2.159 folgt der Lautstéirkepegel zu Ly =
100 phon. (Hier liegt Lg in phon hoher als L, in dB.)

Aus den Kurven des Diagramms erkennt man die Empfindlichkeitsabnahme des
Ohres zu tiefen Frequenzen hin. Aulerdem erkennt man gewisse Verstiarkungsbe-
reiche um 4 kHz. — Ein Unterschied im Lautstirkepegel von 1 phon wird gerade
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Abb. 2.160 10

Relativer Schallpegel
in d8 —=

Frequenz in kHz

noch wahrgenommen. Aus diesem Grund wird Lg nur in ganzzahligen phon-
Einheiten und L, nur in ganzzahligen dB-Einheiten angegeben.

Um die komplexen Zusammenhinge bei der subjektiven Schallwahrnehmung
zu objektivieren und messtechnisch erfassen zu konnen, wurden Frequenzbewer-
tungen vereinbart und genormt. Hierzu wird der gemessene Schalldruck mittels
einer im Messgerit eingebauten Schaltung in Abhingigkeit von der Frequenz ge-
schwicht oder verstirkt. Die Bewertungen gehen aus Abb. 2.160 hervor, die Be-
wertungen sind in Abhingigkeit von der Frequenz genormt. Es gibt vier verschie-
dene Bewertungen: A, B, C und D. Die bewerteten Schallpegel nennt man L4, Lp,
L¢ und Lp. Sie werden durch eine Erweiterung der dB-Einheit gekennzeichnet,
z.B. dB(A). — Verbreitet ist die A-Bewertung. Soll das Lautstirkeempfinden ei-
nes sinusformigen Schalls oberhalb 60 dB angenihert werden, empfiehlt sich eine
B-Bewertung, oberhalb 100 dB eine C-Bewertung (auch bei Korperschallmessun-
gen). Den Fluglirmmessungen wird i. Allg. die D-Bewertung zugrunde gelegt.
Ein Vergleich der Kurven in Abb. 2.159 und in Abb. 2.160 verdeutlicht, wie mit
dem bewerteten Schallpegel versucht wird, das menschliche Hérempfinden bei der
Messung zu beriicksichtigen. (Streng genommen gelten sowohl der unbewertete
wie der bewertete Pegel fiir reine Tone.)

Fiir eine Bewertung der absoluten Lautheit und Listigkeit realer Schall- und
Larmimmissionen sind die Schallpegel allein nicht ausreichend. Die bei al-
len Schall- und LarmschutzmaBBnahmen angegebenen Pegel (iiberwiegend mit
A-Bewertung) sind vorrangig als Referenzwerte zu begreifen, um normative An-
forderungen festlegen zu konnen und das letztlich immer zu Vergleichszwecken,
z.B. zur Beurteilung einer Schall- oder Lirmschutzmafnahme relativ zum unge-
schiitzten Fall.

Aus Abb. 2.161 (linksseitig) konnen die Beziehungen zwischen Schalldruck,
Schallintensitidt und Schallpegel und das in Bezug zu einigen Schallquellen ent-
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nommen werden. In der Zusammenstellung sind auch Angaben zum Verkehrsldrm
enthalten (rechtsseitig).

Beispiel
Der Schallpegel (Schalldruckpegel) eines Tones mit v = 125 Hz sei unbewertet zu L, =
70 dB gemessen worden. Gesucht sind die bewerteten Pegel.

Ausgehend von p = 1,21kg/m? und ¢ = 343 m/s werden berechnet:

Wellenldnge und Kennimpedanz:

A=c/v=7343/125=274m, Z =p-c=121-343 =415Ns/m>
Effektivwert und Amplitude des Schalldrucks (hier reiner Ton):

P = petr = po - 1042710 =2.1075.107* =2.107° - 10> = 2-107"% = 2.0,03162
=0,06325 = 6,325 - 1072 N/m? (Pa)
P =2 peir = 8,945 - 1072 N/m?

Effektivwert und Amplitude der Schallschnelle:

Vet = Pet/ Z = 6,325-1072/415 = 1,524 - 104 m/s,
D=2 e = V21,524 1074 = 2,155-10* m/s
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Schallintensitit und zugehoriger Pegel:

2 (6.325-1072)2 Nm 1 w
[ = P _ 6325107 o oer 10 N L 96410 Y
Z 415 s m2
0,964 - 10~
L= 1040ng ~10-1g10” =10-7 = 70dB

Den Lautstidrkepegel entnimmt man aus Abb. 2.159 zu Ls = 67 phon. Die bewerteten Pegel
betragen (Abb. 2.160):

Ly =70—16,1 = 54dB(A), Ly =70 —4.2 = 66dB(B),
Le =70—02=70dB(C), Lp =70—6=64dB(D).

(Die Abziige sind hier nicht dokumentiert, vgl. einschldgiges Schrifttum.)
Annahme: Aufgrund einer Schutzmafinahme konnte der Pegel um 5 dB gesenkt werden:
70 — 5 = 65 dB. Der Schalldruck betrigt hierfiir:

p = po- 1087/ =2.107° . 10°/% = 3,557 - 1072 N/m>
Das bedeutet eine Abnahme von p um mehr als die Halfte:

Ap = (6,325 —3,557) - 1072 = 2,768 - 102 N/m?>

2.7.3.4 Larmschutz

Im Trend wachsen weltweit die Stiddte und mit ihnen Wohndichte und innerstid-
tischer Verkehr. Die hochste Larmbelastung geht vom Verkehr aus, und das glei-
chermaflen auf der Strafle, auf der Schiene und im Luftraum, letzteres vorrangig
in Einflugschneisen und in Flughafennihe. Eine hohe Dauerbelastung ist gesund-
heitsschidlich, insbesondere wihrend der Nacht (Herz- und Kreislauferkrankun-
gen). Durch LirmschutzmaBnahmen wird versucht, die Belastung zu reduzieren.
Das zihlt zu den Aufgaben der Stadt- und Landesplanung. 40 dB gilt als Schwelle
fiir von aulen eindringenden Dauerldrm, meist werden hohere Werte zugelassen.
Ab einem Dauerldarmpegel 65 dB ist mit einer Erkrankung der betroffenen Perso-
nen zu rechnen. Das gilt bereits ab 50 dB bei regelmifBigem nichtlichen Flugver-
kehr.

Unterschieden werden aktiver und passiver Larmschutz. Aktive Mallnahmen
setzten an der Quelle an. StraBenverkehr: Einrichtung von 30-km/h-Zonen, offene
und geschlossene Tunnel, Larmschutzwénde und begriinte -wille (10 dB), Fliis-
terasphalt (5 bis 8 dB, im Laufe der Zeit abnehmend). Schienenverkehr: Gleis in ei-
nem Schotterbett (insbesondere auf Briicken, 4 dB), Dammmatten und Dammele-
mente unter Schwellen und Schienen (2 dB), Schallschutzwinde, hoch (bis 20 dB),
niedrig, niher am Gleis (bis 5 dB), Schutzwille (wie Winde wirkend). Die Klam-
merwerte geben einen Anhalt zur Wirksamkeit der Mainahme. Hinzu treten Fahr-
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und Flugzeiteinschrankungen bis Verbote im Nacht-Tag-Wechsel, Verkehrsverla-
gerung (vielfach auch im Bestreben, die Schadstoffbelastung zu reduzieren), Tren-
nung von PKW- und Schwerlastverkehr. Alle diese Maflnahmen sind Gegenstand
lokaler und regionaler Planung und unterliegen vielfiltiger behordlicher Regelun-
gen (vgl. Bundes- und Landesémter fiir Umweltschutz). Passive Mainahmen geho-
ren zu den Aufgaben der Siedlungsplaner, Architekten und Tragwerksplaner: Lage
und Ausrichtung der Wohnsiedlung und -gebidude, Fassadengestaltung, Verwen-
dung schallschluckenden Materials, Larmschutzfenster. Die Schutzwirkung letz-
terer ist ausgeprigt: Abhéngig von der Verkehrsdichte (Kfz pro Stunde) und vom
Abstand des Gebédudes von der Strale wird die Schallschutzklasse gewihlt, I bis
VI, Klasse I (ca. 25 dB), Klasse VI (> 50dB).

Anmerkung

Soll gepriift werden, wie sich eine LarmschutzmaBinahme (2) im Vergleich zum ungeschiitz-
ten Ausgangszustand (1) auf den Larmpegel (auf die Schallintensitit /) auswirkt, ist zu
rechnen:

I I
AL; = L;»— Ly = 10-log 1—2 —10-log I—l =10- (log I, — log Iy — (log I — log Iy))
0 0

I

— AL =10-(logl, —log 1) = 10-log 7
1

Beispiel
Nach der LarmschutzmaBnahme werde I,/1; = 0,5 gemessen, in Dezibel sind das:

AL; =10-1og0,5 = —-3,01.
Die Auswirkung auf den Schalldruckpegel berechnet sich mittels der Formel:

AL, =20 - (log p, —log p;) = 20 -log P
P1

Aus der Tabelle in Abb. 2.162 geht der Zusammenhang zwischen den Kennwerten hervor.

2.7.4 Akustik der Musikinstrumente

2.7.41 Einfiihrung

Wie in Abschn. 2.7.1.1 ausgefiihrt, tibertrdgt die Luft die von einem vibrieren-
den Korper ausgelosten Luftdruckschwankungen mit der Schallgeschwindigkeit
¢ = 334m/s (3 = 20°C). Mechanisch wirkende Musikinstrumente erzeugen
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Abb. 2.162 5
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Schallfelder dadurch, dass gewisse Teile des Instruments schwingen, eine Saite
(wie bei einer Geige, gestrichen, gezupft, geschlagen), eine Membran (wie bei
einer Trommel), ein Stab (wie bei der Stimmgabel, Abb. 2.163), ein ganzer Kor-
per (wie bei einer Glocke) oder eine Luftsdule innerhalb eines rohrenformigen
Instruments (wie bei der Flote, Orgelpfeife, Trompete, Horn). Diese Schwingun-
gen werden an die umgebende Luft weitergeben. Die menschliche Stimme gehort
auch dazu: Die von den Stimmbéndern ausgehenden Luftschwingungen werden in
der Rachen-Mund-Hohle verstirkt. Elektrisch wirkende Musikinstrumente erzeu-
gen den Schall iiber ein Mikrophon (Abb. 2.164). — Die vom Ohr empfangenen
Tone 16sen beim Menschen ein Horempfinden aus, es ist nicht physikalischer, son-
dern subjektiv-psychologischer Natur.

Die Schallwellen pflanzen sich als Longitudinalwellen fort; fiir sie gelten die in
Abschn. 2.7 zusammengefassten physikalischen Gesetze. Die Frequenz bestimmt
die Tonhohe der Schallwelle und die Intensitit (die Amplitude) deren Lautstiirke.
Die Obertone bestimmen die Klangfarbe durch ihr Verhéltnis zum Grundton und
durch das Einsetzten und Abklingen ihrer Schwingungen, was wiederum von der
Charakteristik des Instrumentes abhingig ist und selbstredend vom Konnen des
Musikers. Auf die Klangfarbe kommt es an. Wenn zwei Tonen viele gemeinsa-
me Obertone eigen sind, werden sie als konsonant (wohlklingend) empfunden, im
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anderen Falle als dissonant (misstonend). Ein weites Feld der Instrumenten- und
Musikkunde (Musikwissenschaft) [40, 41].

2.7.4.2 Tonskalen

Von den tiefen zu den hohen Tonen fortschreitend werden beim Horen wiederkeh-
rende Intervalle erkennbar, wohl etwas dem Menschen (evolutionér?) Angebore-
nes.

Es war PYTHAGORAS von TARENT (570-510 v. Chr.), der mit Hilfe eines
Einsaiten-Instruments, einem Monochord, Studien zu den TonhGhen anstellte und
eine Tonskala entwarf. An dem Instrument konnten Saitenspannung und Saiten-
lange unterschiedlich eingestellt werden. Saitenldnge und Saitenfrequenz stehen
reziprok zueinander: Wird die Saitenldnge halbiert, verdoppelt sich die Frequenz,
das umfasst eine Oktave. Eine abermalige Halbierung der Lénge ergibt eine weite-
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Abb. 2.165

re Oktave. Da die Tonhohe mit der Frequenz und die Lautstirke mit dem Quadrat
der Frequenz ansteigt, folgen die Oktavfrequenzen der algebraischen Reihe 1 :
2 : 3 : 4 usf. und die der zugehorigen Schallintensititen der geometrischen Reihe
1:4:9: 16 usw. Bei einer 2/3-Teilung der Saite hoért man eine Quinte zum
Grundton, bei einer 3/4-Teilung eine Quarte, beide werden als konsonant empfun-
den. Zusammengefasst lauten die Tonbuchstaben fiir die Saitenldngenverhiltnisse
1:3/4:2/3:1/2und mit C als Grundton: C : F : G : ¢c. Von ARCHYTAS von
TARENT (429-347 v.Chr.) wurde die grofie und kleine Terz mit der 4/5- bzw.
5/6-Saitenldngenteilung eingefiihrt. Zwischen den Oktavtonen lassen sich weitere
Tone, orientiert an entsprechenden Saitenteilungen, vereinbaren. —

In Abb. 2.165 ist die pythagoreische Oktavskala angegeben und daneben die
didymotische (nach DIDYMOS von ALEXANDRIA (398-312 v. Chr.)). Die erst-
genannte Tonfolge wird als ,harmonisch‘, die zweitgenannte als ,rein‘ bezeichnet.
Die Tone tragen der Reihe nach folgende Benennungen (mit dem Seitenlidngenver-
héltnis in Klammer): Sekund (8/9), GroBe Terz (4/5), Quart (3/4), Quint (2/3),
Sext (3/5), Septim (8/15), Oktav (1/2). Die in Abb. 2.165 eingetragenen Fre-
quenzen zwischen C und ¢ (bzw. ¢’ und c¢”) sind so berechnet, dass der Ton A
(Kammerton) die Frequenz 440 Hz aufweist. — Neben den Genannten beschiftig-
ten sich in der Antike und spiter im Mittelalter bis in die Neuzeit viele weitere
mit musiktheoretischen Fragen. L. EULER (1707-1783) schlug im Jahre 1739 in
seiner Schrift , Tentamen novae theoriae musicae‘ vor, die Tonwerte mit Hilfe von
Logarithmen auf der Basis 2 zu berechnen. — Auf H. BELLERMANN (1833-1903)
geht die ,wohltemperierte’ Oktave zuriick, mit 12 gleichen Intervallen, berech-
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net mit Hilfe der Logarithmen auf der Basis 2 = 1,059463094. Abb. 2.165
zeigt rechtsseitig die Tonfolge zwischen ¢’ und ¢”. Die Dur-Tonleiter ist zu 1-
1-1/2-1-1-1-1/2 aufgebaut, die Moll-Tonleiter zu 1-1/2-1-1-1/2-1-1 (1 steht fiir
Ganztonintervall, 1/2 fiir Halbtonintervall). Die (eingestrichene) C-Dur-Tonleiter
lautet (mit den in Abb. 2.165 rechts markierten Frequenzen): ¢’-d’-¢’-f'-g’-a’-h’-
¢”. — Der Vollstindigkeit halber sei erwihnt, dass von A.J. ELLIS (1814—-1890) im
Jahre 1885 eine Unterteilung der Oktave in 1200 gleiche Intervalle vorgeschlagen
wurde: V2 = 1,000577790. — Der musikalische Tonbereich zerfillt in acht Ok-
taven vom Subcontra C (261,6/2-2 -2 -2 = 16,4 Hz) bis zum fiinfgestrichenen
¢ (261,6-2-2-2-2 = 4185,6 Hz). Die obere Horschwelle liegt beim Menschen
bei ca. 16.000 Hz, bei jlingeren bei 20.000 Hz.

2.7.4.3 Musikinstrumente und ihre Eigenfrequenzen
Hohle Baumkérper und dhnliches, auf denen getrommelt wurde, waren wohl die
ersten Toninstrumente der Frithmenschen. Zu den dltesten zdhlen Floten aus Kno-
chen und Elfenbein. Im Jahre 2008 wurde in der Hohle ,Hohe Fels‘ in der Nihe
von Blaubeuren eine 22 cm lange und 8 mm dicke Flote aus dem Speicherknochen
eines Ginsegeiers mit fiinf Grifflochern gefunden. Das Alter wurde zu 35.000 Jah-
re bestimmt (Abb. 2.166). — Auch Saiteninstrumente gehoren zu den éltesten.

Wie in Abschn. 2.5.2 gezeigt, berechnet sich die Eigenfrequenz eines Feder-
Masse-Systems nach der Formel:

1 [k

27 Vm

k ist die Federkonstante und m die Masse, k kennzeichnet die Steifigkeit und m
die Tragheit des Systems. Mit der Steife steigt die Frequenz, mit der Masse fillt
sie. Der Verlauf der Eigenschwingung als Funktion der Zeit (¢) ist sinusformig
(harmonisch):

y(t) = y -sin2mwvt

y ist die Amplitude. — Dem Prinzip nach gilt das Gesagte auch fiir Musikinstru-
mente, sie bestehen aus Saiten, Stiben, Membranen, Platten, Schalen oder Rohren,

Abb. 2.166 Flote aus der Hohle 'Hohe Fels', Alter 35000 Jahre
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Abb. 2.167

die harmonisch schwingen, wenn sie durch Schlagen, Zupfen, Streichen oder Bla-
sen zu Schwingungen angeregt werden. Sie schwingen in der fiir sie typischen
Grundfrequenz (v;) und in hoheren Eigenfrequenzen (v,, v3,...) und das in der
jeweils zugeordneten Eigenschwingungsform (vgl. Abschn. 2.5.4).

Die mit der Schwingung verbundene Beanspruchung des Instruments ist sehr
gering, das gilt auch fiir die Groe der Bewegungen im Verhiltnis zu den Abmes-
sungen der schwingenden Teile. Da ein linear-elastisches System vorliegt, konnen
die Eigenfrequenzen/-formen auf der Grundlage der Elastizitétstheorie berechnet
werden, ergianzt durch Messungen. Je komplizierter das Instrument aufgebaut ist,
umso mehr ist der Instrumentenbauer auf Versuche und Erfahrung angewiesen, In
[42, 43] werden die Instrumente und ihre Eigenschaften ausfiihrlich behandelt.

Wie erwihnt, unterscheiden sich die Musikinstrumente durch das schwingende
Medium. Entweder handelt es sich um ein schwingendes mechanisches Teil oder
um eine schwingende Luftsdule. Zur ersten Gruppe zéhlen als wichtigste die Sai-
teninstrumente. —

In Abb. 2.167 sind die ersten drei Eigenschwingungsformen einer Saite skiz-
ziert. Die Saite wird durch die Zugkraft S = o - A gespannt (o: Spannung je
Flacheneinheit, A: Querschnittfliche der Saite). Ist © = p - A die Massebelegung
je Langeneinheit (p: Materialdichte) und / die Liange, berechnen sich die Eigenfre-
quenzen der Saite zu:

n o n S
=27 =S =12
21\ p 20\

Bei der Auslenkung der Saite wird die riicktreibende Federwirkung geweckt
(Abb. 2.167b zeigt das Prinzip). — Aus der Formel geht hervor, dass die Frequenz
mit anwachsender Spannkraft steigt, mit anwachsender Linge sinkt. Insofern ist



260 2 Mechanik ll: Anwendungen

Schwingungen einer Luftsaule
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verstindlich, dass Saiteninstrumente mit hoher Tonlage eine geringe Léinge auf-
weisen (Geige, Bratsche) und solche mit tiefer Tonlage eine grofle (Cello, Bass).
Das gilt im Prinzip auch fiir Blasinstrumente (Piccoloflote—Alphorn). —

Der von einem Saiteninstrument ausgehende Ton beruht nur geringfiigig auf
der Schwingung der Saiten selbst, sondern dominant auf der Schwingung des Re-
sonators, also von Decke und Boden des (diinnwandigen) Holzkastens. Uber den
Steg werden die Saitenschwingungen auf den Resonator iibertragen, dabei werden
unterschiedliche Bereiche des Resonanzkorpers angeregt. Von ihnen gehen die ei-
gentlichen Schallwellen aus. Zu den Streichinstrumenten gehoren auch: Gitarre,
Banjo, Laute, Mandoline, Zitter, Harfe, Klavier, Fliigel. Bei den Streichinstrumen-
ten werden bis zu n = 10 (und mehr) Oberschwingungen geweckt (je mehr, je
hochwertiger das Instrument). Bei den durch Hammerschlag angeregten Saiten
(Klavier) liegt die Anzahl der Obertone deutlich niedriger.

Bei Blasinstrumenten wird der Ton durch die innerhalb der Rohre schwingen-
de Luftsdule ausgelost. Spannung, Masse und Geschwindigkeit der im Inneren der
Rohre schwingenden Luft entsprechen in ihren Mittelwerten den atmosphérischen
Verhiltnissen vor Ort. Diesen Mittelwerten iiberlagern sich die Luftschwingungen
im Rohr. Die hiermit verbundenen Druckschwankungen iibertragen sich auf das
Rohr als Resonator. Von hier werden der Grundton und die Obertone abgestrahlt.
Linge, Durchmesser, Dicke und das Material des Rohres bestimmen Tonhéhe und
Klangfarbe des Instruments.

In Abb. 2.168 sind die beiden Schwingungsgrundformen aller Blasinstrumente
skizziert, es ist die beidseitig offene und die einseitig offene/einseitig geschlossene
(gedackte) Rohre (Pfeife). Mit den hin- und her schwingenden Luftpartikeln gehen
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entsprechende Druckschwankungen (um den Mittelwert) einher. Am offenen En-
de liegt ein ,Schwingungsbauch‘ und ein ,Druckknoten‘, am geschlossenen Ende
ist es umgekehrt. Nur so kann sich im Innenraum eine stehende Welle, also eine
stationdre Schwingung, ausbilden. Bei Beriicksichtigung dieser Randbedingungen
geht die Linge / der Rohre in eine unterschiedliche Anzahl Wellenldngenanteile
auf. Sie sind fiir die ersten drei Eigenschwingungen in Abb. 2.168 angeschrie-
ben. Daraus lassen sich iiber ¢ = v - A die zugehdrigen Eigenfrequenzen angeben
(Schallwellengeschwindigkeit ist gleich Frequenz mal Wellenlidnge):
Beidseitig offene Rohre:

An 21 .
l=n-— — l,=— - v,lzu n=1,2,3,..)
2 n 21

Einseitig offene/einseitig geschlossene Rohre:

Au 4]
I=2n—-1)— — A, =
4 2n—1
2n—1)-c
n — :1,2, P
4l (n 30

Die vorstehenden Formeln gelten nur als Anhalt, denn dort, wo das Mundstiick
liegt, handelt es sich nur eingeschrinkt um ein offenes Ende. An dem nach au-
Ben offenen Ende reicht die schwingende Luftsdule iiber das reale Ende etwas
hinaus; es bedarf einer ,Miindungskorrektur‘ in der Grofenordnung ca. 0,3 des
Rohrdurchmessers. — Beim Blasen entsteht hinter dem Mundstiick eine lokale Wir-
belschleppe. Sie regt die Luftsdule zu den eigentlichen Schwingungen an. Die
Erzeugung der Luftwirbel beruht auf unterschiedlichen Mechanismen: Es kann
sich um eine schmale Offnung, eine Schneide, eine Kombination aus beiden, ein
einfaches oder doppeltes Rohrblatt (das gemeinsam mit der Zunge schwingt) oder
ein kelchformiges Mundstiick (in welchem die Luftwirbel in Verbindung mit den
Lippen generiert werden) handeln. — Durch Grifflocher, Klappen, Ventile kann auf
die Linge der schwingenden Luftsédule Einfluss genommen werden, oder, wie bei
der Posaune, durch Ineinanderschieben der Rohrteile. Bei der Orgel stehen die
Pfeifen fester Lange nebeneinander, wie bei der Panflote. In Abb. 2.169 sind Ein-
zelheiten zu den Blasinstrumenten angedeutet, wegen weitere Details wird auf die
Literatur verwiesen. Zur Geschichte, Entwicklung und Fertigung der Instrumente
lasst sich viel Interessantes erzihlen (vgl. oben). —

Die Trommelinstrumente und die sogen. Selbstklinger, wie Stimmgabel, Tri-
angel, Gong, Glocke oder Xylophon, sind zwei weitere Instrumentengruppen. Hier
sind es die Biegeschwingungen der stab-, platten- oder schalenformigen Teile oder



262 2 Mechanik ll: Anwendungen
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des ganzen Korpers, von denen die Schallwellen unmittelbar ausgehen. Auch die
Vibrationen der Zungen einer Harmonika, eines Akkordeons oder der oben er-
wihnten Rohrblitter bei Oboe und Klarinette sind Biegeschwingungen, sie geho-
ren also zu den Stabschwingern.

1. Ergdnzung: Saitenschwingungen

Abb. 2.170a zeigt eine Saite im Schwingungszustand. Sie hat die Léinge /.Sist ihre Spann-
kraft. Die Massebelegung ist entlang der Saite konstant: © = p - A, p ist die Dichte und
A die Querschnittsflache. Qua Definition ist eine Saite biegeschlaff, d. h., bei einer Auslen-
kung werden keine Biegemomente geweckt. Die Auslenkung an der Stellex im Zeitpunkt ¢
ist gleich u = u(x, t). — Gedanklich wird aus der Saite ein infinitesimales (unendlich kurzes)
Element herausgetrennt (Teilbild b). Beidseitig der Schnittufer werden die hier wirkenden
Kraftkomponenten angetragen, es sind dieses die Transversalkraft 7" und die Langskraft L
linkerseits und 7 + d T bzw. L + dL rechterseits. T und dL sind die Anderungen der
Krifte T und L bei Fortschreiten um dx. Genau besehen sind es die linearen Zuwichse
ihrer Taylor-Entwicklung:

dT 1 d*T dT

— 4+ ———+...)dx~ —dx ~dT
(dx+2!dx2+ ))C ax
Die Schwingungsauslenkung wird im Verhiltnis zur Saitenldnge als so klein angesehen,
dass es geniigt, nur den linearen Term zu beriicksichtigten. Die Zunahme der Saitenkraft bei
der Auslenkung wird aus dem gleichen Grund als von hoherer Ordnung klein unterdriickt.
(beziiglich Zuschérfungen vgl. z. B. [10]).
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An dem Element d x werden im Augenblick der Auslenkung u = u(x, t) die drei Gleich-
gewichtsgleichungen Y.L = 0, > .7 = Ound Y M = 0 formuliert: Die Summe aller
Krifte in Lings- und Querrichtung sowie die Summe aller Momente ist gleich Null. Dabei
wird die entgegen der momentanen Auslenkung wirkende Trigheitskraft p - dx - i beriick-
sichtigt (Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung, d’Alembert’sche Kraft, Abschn. 1.5).
Aus Griinden der Schreiberleichterung bedeuten im Folgenden ein hoch gestellter Punkt die
Ableitung nach der Zeit ¢ und ein hochgestellter Strich die Ableitung nach der Lingsor-
dinate x, z.B.: du/dt = u, du/dx = u'. Das Symbol — steht fiir ,daraus folgt‘. — Die
Gleichgewichtsgleichungen ergeben der Reihe nach:

> L=0 L-(L+dL)=0 — dL=0 — L=konst=S
(S: Saitenspannkraft)
Y T=0: T—(T+dT)+piidx=0 — dT =pidx — T =pi
d
ZM:O: T-dx—L«du—i—(pLiidx)«%zO — T=L-u=S8-u
(denn L = S = konst)

Wird T nach x differenziert und diese Ableitung mit 7" aus der 2. Gleichgewichtsgleichung.
verkniipft, folgt:

=Su - pdi=5Su - ii——-u"'=0

Fiir die Vorzahl des zweiten Terms in der Gleichung wird vereinbart:
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ausfiihrlicher:

*u B %u

W_‘ ax2

Das entspricht der in Abschn. 2.6.3 hergeleiteten Wellengleichung. — Zur Losung kann man
vom d’ Alembert’schen Wellenansatz ausgehen oder vom Bernoulli’schen Produktansatz. Im
zweitgenannten Falle wird fiir die Bezugsunbekannte u gesetzt:

u(x, 1) = ui(x) - uz(t)
Eingesetzt in die Differentialgleichung folgt:

. ”
U u
221

i (x) -dia (1) = - u{(x) -ur (1) =0 — =0

U ui
Der erste Term ist eine Funktion von ¢, der zweite eine Funktion von x. Von Null verschie-
dene Losungen der partiellen Differentialgleichung existieren nur, wenn die beiden Terme
(dem Betrage nach) gleich sind; es wird gesetzt:

. P
U u
— =—k? L=k
2%} Uy

Damit zerfillt die partielle Differentialgleichung in zwei gewohnliche Differentialgleichun-
gen, sie lauten einschlieBlich ihrer Losungen (wie man durch Einsetzten iiberpriifen kann):

iy + k> u, =0 — u,=A-sinkt+ B-coskt
u’{+(5)2.ul=o — u1=C«sinEx+D«cosﬁx
c c c
Ist die Saite an beiden Enden fest verankert, lauten die Randbedingungen:
x=0 u=0 —- uy =0 —- C-0+D-1=0 — D=0
x=I: u=0 — u;=0 — C-sin%l:O

Die zweite Nullbedingung liefert eine Gleichung fiir die Unbekannte k:

k k -
C#0. sinsl=0 — “l=nr - k=n¥ n=12.3..)
C C

Nunmehr kann die Losung fiir die Saitenschwingungen zusammengefasst werden:

u :Zun :Z[C,,«sinmlz—x(A,,«sinnlict—i—B,,«cosnlict)]
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Die einzelnen Eigenschwingungen verlaufen harmonisch. Die jeweils zugehorige Eigen-
kreisfrequenz bzw. Eigenfrequenz betragen:

nmc S wy n S
= — = — = —=—,/— =1,2,3,...
Wy ] nmw mE - o wm=5-=3 mE (n )
Gleichwertig mit obiger Gleichung fiir # ist die Formulierung:
- - nmwx
u= Zun :Z(A,, -sinw,t + B, - coswyt) - C, - sin -

n=1 n=1

Zun = 1 gehort eine Schwingung mit einer Halbwelle, zu n = 2 eine solche mit zwei Halb-
wellen, usw., vgl. Abb. 2.167. Mit 4, und B, kann den Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt
t = 0 geniigt werden, wenn, ausgehend von den Eigenformen, fremderregte Schwingungen
analysiert werden sollen.

Die Theorie der schwingenden Saite war die erste, in welcher der Differentialkalkiil
auf ein praktisches mechanisches Problem angewandt wurde, beginnend mit B. TAYLOR
(1685-1731), J. d’ ALEMBERT (1717-1783), J. (Johann) BERNOULLI (1667-1748) und
D. BERNOULLI (1700-1782), vollendet von J.L. LAGRANGE (1736-1813) [4]. Die Kla-
rung des Problems der harmonischen Welle bzw. Schwingung war insofern bedeutsam, weil
J. FOURIER (1768-1830) im Jahre 1801 aufzeigen konnte, dass jede periodische (stehen-
de) Welle bzw. Schwingung aus harmonischen Anteilen besteht und sie sich aus solchen
eindeutig zusammensetzten ldsst, vgl. die folgende Ergidnzung.

2. Ergdnzung

Abb. 2.171a zeigt vier harmonische Funktionen, die einem Ton (n = 1) und drei dquidistan-
ten Obertdnen entsprechen mogen. AuBerdem zeigt sie deren Uberlagerung, einschlieBlich
der zugehorigen Frequenz- und Phasenspektren, wie in Abschn. 2.5.7 im Zusammenhang mit
der Fourier-Analyse behandelt. Es entsteht bei der Uberlagerung eine periodische Funkti-
on, deren Periode gleich der Dauer der niedrigfrequentesten harmonischen Komponente ist.

a Einzelharmonische, n=1bisn=4 |y c
Superposition der Harmonischen . Amplituden-Spektrum
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Abb. 2.172 a Lu.y,

RVAVAV!

Funktion u(t) =uy(t) +uy(t) |

NWA A
VAVERLATRVAVAY.
\ ViV

TSchwet;qu

Im Umkehrschluss ldsst sich jede periodische Funktion in ihre harmonischen Komponenten
zerlegen.

3.Ergdnzung

Zwei Tone gleicher Intensitdt (Amplitude), deren Frequenzen eng benachbart liegen, tiberla-
gern sich zu einem Ton, der regelméfig auf- und abschwillt. Die Erscheinung heif3t Schwe-
bung. Abb. 2.172 zeigt ein Beispiel. Die Schwebung verlauft selbst wieder harmonisch und
wird als selbstdndiger Ton empfunden. Sind y; = a - sin2zvf und y, = a - sin27wv,¢ die
Funktionen der beiden Einzeltone und v; und v, deren Frequenzen, gilt fiir die iiberlagerte
Funktion z = y; + y, mit Av = v, — v; als Frequenzdifferenz, wobei v, > v; unterstellt
ist:

z=">b-sinQrv; +m-Av)t mith = /2(1 + cos2wAvt)-a

T = 1/Av ist die Periode der Schwebung. Die Amplitude ist eine Funktion der Zeit: b =
b(t), vgl. die Abbildung. Geht Av, also die Differenz zwischen den Frequenzen der beiden
Einzeltone, gegen Null (die Einzeltone stimmen dann tiberein) folgt:

z = 2a-sin2mwvt.

Die Schwebung dient dem Musiker zur Stimmung seines Instruments, z. B. mit Hilfe einer
Stimmgabel. Indem die Oboe in einem Orchester den Kammerton blést (440 Hz), kann je-
der Musiker sein Instrument solange darauf stimmen, bis er bei seinem Instrument keine
Schwebung mehr wahrnimmt.

4. Erganzung

Erste eingehende experimentelle Untersuchungen zur Akustik, speziell zum Schwingungs-
verhalten ,klingender elastischer Korper®, auch jener von Luftsdulen in Rohren, wurden
im Jahre 1787 von E.F.F. CHLADNI (1756-1827) publiziert und im Jahre 1802 in seinem
Akustikbuch zusammengefasst [44]. Dazu brachte er mit feinem Sand bestreute diinne Ei-
senplatten durch Streichen mit einem Geigenbogen zum ,zittern‘. Dadurch konnte er deren



27 Akustik 267

Abb. 2.173

s

entnommen den Kupfertafeln aus
'Akustik' von E.F.F. CHLADNI, 1802

Eigenschwingungsformen anhand der sich entlang der Knotenlinien ansammelnden Sandfi-
guren aufzeigen. Abb. 2.173 zeigt eine kleine Auswahl. Auch behandelte er verschiedene
Oktavteilungen einschl. jene mit dem %/2-Intervall sowie die ,schwebende Temperatur
und diverse Besonderheiten der Musikinstrumente. Sich selbst sah er als Naturforscher und
Kiinstler, bestritt mit seinen Versuchen seinen Lebensunterhalt und wurde sogar von Napo-
leon empfangen.

Auch kommt mir bey meinen Reisen sowohl wie bey meinen Arbeiten eine feste Ge-
sundheit, wie auch eine durch ehemalige Verhdltnisse und durch die Vereitelung vieler
Wiinsche zur Gewohnheit gewordene Unempfindlichkeit gegen manches Unangeneh-
me aber desto mehrere Empfinglichkeit fiir jede Art von angenehmen Eindriicken
sehr wohl zu Statten.

Auch heute noch ist man in der Instrumentenkunde im Wesentlichen auf experimentelle
Untersuchungen in schallisolierten Laboren angewiesen [45]: Abb. 2.174 zeigt als Beispiel

a b c
_ Krone 1: Suboktave  2: Prime 3: Terz 4:Quinte  5: Oktave FEM-Berechnung
_Haube (Platte) (523Hz)  (1054Hz)  (1260Hz) (1605Hz)  (2115Hz)

) " v ."\ - \gin e

Schlagring

Rippe/Profil einer
Kirchenglocke

(nach H. FLEISCHER, 18487)

Abb. 2.174
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das Profil einer Glocke (Teilbild a) und die gemessenen ersten fiinf (zentralsymmetrischen)
Eigenschwingungsformen eines vergleichsweise kleinen Glockenkorpers (Teilbild b) sowie
das Ergebnis einer Computerberechnung der 2. und 5. Eigenschwingungsform (Teilbild c).

2.7.5 Ultraschall - Schallortung

Die obere Horschwelle liegt beim Menschen bei 20.000 Hz = 20 kHz (20-10° Hz).
Der Frequenzbereich 20 kHz bis 1 GHz (1-10° Hz) wird als Ultraschall, der Bereich
dariiber, als Hyperschall bezeichnet. — Zur technischen Erzeugung von Ultraschall-
wellen in Stoffen, gleich welchen Aggregatzustandes, wird iiberwiegend der sogen.
piezoelektrische Effekt genutzt, der bei gewissen Kristallen (wie Quarz) und Kera-
miken auftritt. Er wurde im Jahre 1880 von P. CURIE (1859-1906) und J. CURIE
(1855-1941) entdeckt: Unter eingeprigter Verformung entsteht durch die Defor-
mation des Gitters im Material ein elektrisches Feld. Umgekehrt erzeugt ein an-
gelegtes elektrisches Wechselfeld mechanische Schwingungen des Materials und
zwar solche hoher bis hochster Frequenz und Stirke (in W/m?). Die Wellenlin-
ge ist entsprechend gering, was eine streng gerichtete Biindelung und Abstrahlung
ermoglicht.

Zur Anwendung kommt die Ultraschalltechnik bei der Vermessung im Meer
(Auslotung der unterseeischen Morphologie, Ortung von Schiffswracks und Fisch-
schwirmen). Bedeutsam ist die Technik vor allem als ungefihrliches medizini-
sches Verfahren zur Diagnostik der Organe im Korperinneren. Es kommen un-
terschiedliche Echo-Sonographie- und Bildgebungs-Verfahren zum Einsatz (1 bis
10 MHz). Moglich ist auch die Zertriimmerung von Galle- und Nierensteinen. —
Ultraschall wird auch in der zerstorungsfreien Materialforschung und -priifung
eingesetzt, um Material- und Schweifnahtfehler in metallischen Werkstoffen auf-
zufinden.

Dass Insekten, Flederméuse, Delphine, Wale, auch Miuse und Ratten, iiber
Ultraschall-Impulse orten und kommunizieren konnen, wurde bereits erwéhnt.

2.7.6 Doppler-Effekt

Der von C.J. DOPPLER (1803-1853) im Jahre 1842 aufgedeckte und nach ihm
benannte Doppler-Effekt dient u.a. zur Geschwindigkeits- und Entfernungsmes-
sung von zwei sich relativ zueinander bewegenden punktformigen Korpern. Einer
tragt einen Wellensender, der andere einen Wellenempfinger. Hierbei lassen sich
drei Fille unterscheiden:
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C Fall 3:

sfest)

Sender Vg Empfanger Vg
(in Bewegung) . (in Bewegung)
[

- T Empfanger (ort:

Abb. 2.175

Fall 1: Der Wellensender ist ortsfest, der Empfianger (E) bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit vy auf den Sender (S) zu (Abb. 2.175a) oder entfernt sich
von ihm.

Fall 2: Der Empfinger ist ortsfest, der Wellensender bewegt mit der Geschwindig-
keit vg auf den Empfinger zu (Abb. 2.175b) oder entfernt sich von ihm.

Fall 3: Wellensender und Empfinger bewegen sich mit den Geschwindigkeiten vg
bzw. vg (Abb. 2.175c) gleichgerichtet aufeinander zu. Bewegen sie sich
gegengerichtet, ist eine der Geschwindigkeiten negativ.

Die Fille 1 und 2 sind Sonderfille von Fall 3. Ein weiterer Fall wire, wenn sich
Sender und Empfinger nicht auf einer Geraden aufeinander zu, sondern sich in
einem gewissen Abstand aneinander vorbei bewegen.

Wie gezeigt, betrigt die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle im allseitig
ruhenden, homogenen Medium: ¢ = v - A. v ist die Wellenfrequenz und A die
Wellenlinge.

Fall 1 (Abb. 2.175a) Das vom ortsfesten Sender ausgehende Wellenfeld ist sta-
tiondr: Frequenz und Wellenlidnge sind konstant. Handelt sich um eine Schallwelle,
wie hier behandelt, strahlt der Sender einen definierten Ton aus.

Geht man in diesem Falle von einer Schallgeschwindigkeit ¢ = 340 m/s aus
und betrigt die Tonfrequenz beispielsweise vg = 500 Hz, betrigt die Wellenldnge:

As =c/vs = 340/500 = 0,68 m.
Ein Schwingungszyklus dauert: Ts = 1/vg = 1/500 = 0,002s.

Bewegt sich der Empfinger mit der Geschwindigkeit vy auf den ortsfesten Sen-
der zu, wird vom Empfinger pro Zeiteinheit, z. B. in einer Sekunde, eine groflere



270 2 Mechanik Il: Anwendungen

Wellenanzahl als im Ruhezustand registriert. Die Geschwindigkeiten iiberlagern
sich, mit der Folge, dass vom Empfinger eine hohere Frequenz (= eine hohere
Anzahl pro Zeiteinheit) im Vergleich zum Ruhezustand gemessen wird. Der Erho-
hungsfaktor betrigt: (¢ + vg)/c. Zusammengefasst: Wahrgenommene Frequenz
und Wellenlidnge durch den Empfinger betragen:

e Der Empfinger (E) bewegt sich mit vz auf den ortsfesten Sender (S) zu:

c+v v
VE = E'US:(I—{——E)‘US
c c

1 c
S (T R

e Der Empfinger entfernt sich mit der Geschwindigkeit vz vom ortsfesten Sender
weg:

C — Vg VE
VE = Vg = 1—— Vg
c c

1 c

DR TR R e

As

In den vorstehenden Formeln ist vy jeweils als positiv definit vereinbart!
Fiir das zuvor behandelte Zahlenbeispiel (vs = 500Hz, As = 0,68 m) liefern
die Formeln, wenn fiir die Geschwindigkeit des Empfiangers vy = 100 m/s gilt:

e E bewegt sich mit vz auf S zu: vg = 647Hz; Ag = 0,53 m.
e E bewegt sich mit vz von S weg: vg = 353Hz; A = 0,96 m.

Fall 2 (Abb. 2.175b) Bewegt sich der Sender mit der Geschwindigkeit vg auf den
ortsfesten Empfianger zu, ist das gesendete Wellenfeld offensichtlich nicht mehr
stationdr. Die Wellenfronten werden vom Sender, der sich mit der Geschwindigkeit
vs bewegt, mit der Frequenz vg abgestrahlt. In Richtung auf den Empfinger liegen
die Wellenfronten dichter als im Ruhezustand, die Linge jeder Welle wird vom
Empfinger als um den Faktor (¢ — vg)/c kiirzer registriert:

1 c

Entfernt sich der Wellensender mit vg vom ortsfesten Empfinger, ist die vom Emp-
fanger registrierte Welle um den Faktor (¢ + vg)/c ldnger:

AE:C_US‘/\S:(I—U%)%S - vgp =

C

c+v v
AE: SAS:(I-F—S)AS — Vg = ——— + Vg
c

c
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Auch hier ist vg positiv definit! — Fiir das zuvor behandelte Zahlenbeispiel mit
vs = 500Hz und A5 = 0,68 m liefern die Formeln, wenn vg = 100 m/s betrigt:

e S bewegt sich mit vg auf E zu: Ay = 0,48 m; vg = 708 Hz.
e S bewegt sich mit vg von E weg: A = 0,88 m; vy = 386 Hz.

Fall 3 (Abb. 2.175¢) Bewegen sich der Sender mit der Geschwindigkeit vg und
der Empfinger mit der Geschwindigkeit vz, jeweils relativ zur ruhenden Luft, lau-
ten die Formeln:

e E und S nihern sich einander, d. h. der Abstand von E und S verkleinert sich:

c+ vg
VE = vy = Ap = TAS
c— Vg ¢+ Vg

e E und S entfernen sich voneinander, d. h. der Abstand von E und S vergrofiert
sich:
C —VE

VE =

Vs — AE: ‘AS
¢+ vg c— Vg

Um vg bestimmen zu konnen, muss vg bekannt sein.

1. Anmerkung (Beispiel)

Fiir Geschwindigkeitskontrollen mittels Radar wird der Dopplereffekt genutzt. Hierbei sen-
det das Radargerit keine Schallwelle, sondern eine elektromagnetische Welle aus. Deren
Geschwindigkeit ist gleich der Lichtgeschwindigkeit. Die Lichtgeschwindigkeit betrdgt im
Vakuum (und mit guter Anniherung in Luft): ¢ = 3,0 - 103 m/s.

Die Welle wird vom auszumessenden Objekt reflektiert, nach Empfang der reflektierten
Welle lasst sich die Geschwindigkeit des Objektes relativ zum Radarsender berechnen. Es
handelt sich also in diesem Falle um eine hin und riick laufende Welle! Radar steht fiir ,Radio
Detecting And Ranging‘. Das System arbeitet mit relativ kurzen Wellen im Dezimeter- bis
Millimeterbereich.

Von dem ortsfesten Radarsender (S) wird die Welle mit der Frequenz vg gesendet. Das
sich nihernde Fahrzeug ist der Empfinger (E), von ihm wird die Welle mit der Frequenz
v empfangen. Durch Reflektion wird das Fahrzeug zum Sender (S'), das Radargerit wird
zum Empfinger (E'). Abb. 2.176 zeigt den Ablauf. Die Geschwindigkeit des Fahrzeugs sei
v. Dann gilt:

S—>EFallla): vg=(14+v/c) vg
1

N E' (Fall 2 = —_— .
— E' (Fall 2a) vg T=v/0)

Vg
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Abb. 2.176 5 § E
o -0
Vg - -V
E ¥ 5
o— =0
VE; -— -— Vsl

S’ ist identisch mit E: vgs = vg. Somit gilt:

1 1 1
R Ty R Ty B =y R
RN U 7
P a=v/e)

Die Frequenzdifferenz zwischen der Sende- und der Empfangswelle in S = E’ berechnet
sich zu:

1 9 3
Av:vE,—vS:( +U/C—l)o1)s:2 v/e

1—-v/c l—v/c.vs

Da v/c < 1 ist, lisst sich der Ausdruck mittels einer Reihenentwicklung verkiirzen. Das

ergibt:
S () ()
1—v/e ¢ c c -
zu
v Av ¢
Av=2—-vy — v=—" =
c vy 2

Bei Annéherung des Fahrzeugs ist v positiv, bei Entfernung negativ zu setzen. Den Frequenz-
unterschied bezeichnet man als ,Dopplerfrequenz‘ oder ,Dopplerverschiebung‘. — Systeme
zur Verkehrsiiberwachung arbeiten mit vy = 34,3GHz = 34,3 - 10° Hz. Die zugehérige
Wellenldnge betrégt:

As =c/vs = (3-108m/s)/(34,3-10°1/s) = 0,00875m = 8,75 mm

Fihrt ein Fahrzeug mit 50 km/h, ergibt die Rechnung Av = 1,143 - 10’ Hz. Hieraus wird
deutlich, auf welch’ geringe Frequenzunterschiede (bezogen auf die Senderfrequenz) es an-
kommt, um geringe Geschwindigkeitsunterschiede zuverldssig registrieren zu konnen.

2. Anmerkung
In der Astronomie hat der Doppler-Effekt fiir die Entfernungsmessung ferner Himmelskor-
per grof3e Bedeutung: Entfernt sich ein Himmelskorper vom irdischen Beobachter, macht
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sich das in einer Verschiebung der Wellenldnge im Spektrum bemerkbar. Das beruht darauf,
dass die Linien der verschiedenen leuchtenden Elemente im Spektrum an ganz bestimmten
Stellen (= Frequenzen bzw. Wellenldngen) liegen. Deren spektrale Lage (also deren Wel-
lenlidnge im elektromagnetischen Spektrum) lédsst sich durch Labormessung auf Erden exakt
bestimmen. Wenn die Linien im Spektrum des sich entfernenden (leuchtenden) Himmelskor-
pers verschoben erscheinen, wird dieser Befund als Doppler-Verschiebung gedeutet. Licht
ist von elektromagnetischer Wellennatur. Deren Geschwindigkeit ist im Vakuum gleich der
Lichtgeschwindigkeit: ¢ = 3,0 - 108 m/s. Entfernt sich der Himmelskorper (S), wirkt sich
das im Spektrum als ,Rotverschiebung‘ (Ax > Ag) beim Empfinger (E) aus, bei Anni-
herung als ,Blauverschiebung® (A < Ag); vgl. Bd. III, Abschn. 4.3.2. — Bei sehr hoher
Geschwindigkeit des Himmelskorpers im Verhiltnis zur Erde, sei es eines Sternes oder ei-
ner Galaxie, ist relativistisch zu rechnen. Es gelten dann modifizierte Formeln, vgl. Bd. III,
Abschn. 4.1.4.5.

2.7.7 Uberschallgeschwindigkeit

Ein mit der Bewegung des punktférmigen Wellensenders in Verbindung stehen-
des Phinomen ist die Ausbreitung des Wellenfeldes bei Uberschallgeschwindig-
keit, womit gemeint ist, dass die Schallquelle eine hohere Geschwindigkeit als der
Schall selbst hat. Bei elektromagnetischen Wellen kann dieses Problem nicht auf-
treten, da es keine iiber der Lichtgeschwindigkeit liegende Geschwindigkeit gibt.

Nihert sich die Geschwindigkeit des Schallsenders der Schallgeschwindigkeit,
dringen sich die Schallwellen immer enger zusammen (siehe hierzu Abb. 2.176b).
Erreicht vg die Schallgeschwindigkeit ¢, liegen die Wellen in der Frontlinie unend-
lich nahe zusammen, es entsteht eine StoBwelle mit einer steilen Wellenfront hoher
Kompression. Der unmittelbar folgende Druckausgleich breitet sich als Knall aus.
Dieser Fall ist in Abb. 2.177a skizziert.

Ist vg groBer als ¢ (hier Schallgeschwindigkeit), entsteht der in Teilabbildung b
dargestellte StoBwellenkegel: Erreicht der Flugkorper den Punkt A, hat die Schall-
welle erst den Punkt B erreicht, das Entsprechende gilt fiir die Punkte A’ und B’
usf. Der halbe Offnungswinkel des Kegels folgt aus (Abb. 2.177b):

Je hoher die Fluggeschwindigkeit vg ist, umso spitzer ist die kegelformige
Kopfwelle. Der Schnitt des Kegels mit der Erdoberfliche ist bei Horizontal-
flug eine Hyperbel. Entlang dieser Hyperbellinie wird der Knall wahrgenommen.
Es handelt sich somit um eine Knallschleppe, die der Flugkorper hinter sich her
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momentane
_ Kopfwelle
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7 f IR, s
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Abb. 2.177

zieht. Die Uberschallgeschwindigkeit wird als Quotient Fluggeschwindigkeit zu
Schallgeschwindigkeit (vs /c) in Ma (Mach) angegeben, benannt nach E. MACH
(1838-1916). Die StoBwelle bezeichnet man auch als Schockwelle, Machwelle
oder Machkopfwelle. Die Machzahl ist keine SI-Einheit. Da die Schallgeschwin-
digkeit in groBBer Hohe von den dort herrschenden meteorologischen Bedingungen
(Druck, Temperatur) abhéngig ist, kann aus der Mach-Zahl nicht unmittelbar genau
auf die Fluggeschwindigkeit geschlossen werden, vice versa. Bei ¢ = 340m/s
entspricht 1 Ma der Fluggeschwindigkeit vy = ¢ = 340m/s, umgerechnet
in Stundenkilometer: 3,6 - 340 = 1224km/h. das bedeutet, 2 Ma entspricht
2448 km/h, usf. Dort, wo die StoBwelle den Boden trifft, wird ein kurzzeitiger
hoher Schalldruck geweckt.

Anmerkung

Flugzeuge mit Propellerantrieb kénnen die Uberschallgeschwindigkeit nicht erreichen, nur
solche mit Strahl- oder Raketenantrieb. 1947 wurde die Schallmauer erstmals von einer ame-
rikanischen Bell-X-1 mit vier Raketenmotoren durchbrochen, Alkohol und fliissiger Sauer-
stoff dienten als Treibmittel. Der Flugkorper wurde in 6000 m Hohe von einem B29-Bomber
abgesetzt, in 10.000 m Hohe erreichte die X-1 im Horizontalflug fiir die Dauer von 18
Sekunden Ma = 1,06. Seit 1950 fliegen Militirjets regelmiBig mit Uberschallgeschwindig-
keiten. — Das amerikanische unbemannte Fluggerit X-5/A WaveRider erreichte inzwischen
in 15.000 m Hohe iiber die Dauer von 150 Sekunden eine Geschwindigkeit von Ma = 5,1,
angetrieben von einem sogen. Scramjet-Triebwerk. Der Scramjet-Flugkorper X-43-A er-
reichte iiber die Dauer von 10 Sekunden Ma = 9,6! Man spricht bei Fliigen mit solchen
Geschwindigkeiten von Hyperschallflug. — Der ehemalige zivile Flugbetrieb mit der russi-
schen Tupolew Tu-144 und der franzosischen Concorde, die mit Uberschallgeschwindigkeit
unterwegs waren, wurde wegen Unwirtschaftlichkeit und technischer Probleme in den Jah-
ren 1999 bzw. 2003 eingestellt.
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2.8 Astronomie I: Himmelsmechanik - Sonne, Planeten,
Monde und Kometen

Durch die Gravitation sind alle Himmelskorper untereinander verbunden. Die von
dieser Bindung ausgehenden Kriifte sind real und geheimnisvoll zugleich. Was fes-
selt die Erde an die Sonne, was den Mond an die Erde?

Aufgabe der Himmelsmechanik ist es, die freie Bewegung der Himmelskorper
in dem von ihren Massen aufgebauten Gravitationsfeld zu berechnen, wobei das
Feld als Folge der Bewegung der Korper eine stindige Verdnderung erfahrt. —

In ihren Anfidngen widmete sich die Himmelsmechanik ausschlieBlich der Dy-
namik der Planeten, der Kometen und des Mondes innerhalb des Sonnensystems
(Ephemeriden Rechnung). Inzwischen befasst sie sich auch mit der Bewegung der
Sterne und Sternhaufen in den Galaxien, zumal ca. 30 % aller Sterne, wie man heu-
te weil}, Doppel- oder Mehrfachsysteme mit einem gebundenen Schwerpunkt sind.

Es waren zunichst franzosische Mathematiker, die die Theorie der Himmelsme-
chanik schufen: A.C. CLAIRAULT (1713-1765),J.L. LAGRANGE (1736-1813),
P.S.M. LAPLACE (1749-1827), U.J.J. Le VERRIER (1811-1877), J.H. POIN-
CARE (1854-1912). Als besonderer Hohepunkt gilt die Entdeckung des Planeten
Neptun durch FE.G. GALLE (1812-1910) im Jahre 1846 dank eines Hinweises von
Le VERRIER, der den vermuteten Ort aus einer Bahnstérung des Planeten Ura-
nus rechnerisch abgeleitet hatte. — Die Losung des Drei- und Mehrkorperproblems
zihlt nach wie vor zu den klassischen Aufgaben der analytischen Himmelmecha-
nik. Inzwischen dominieren auch hier, wie {iberall, die computergestiitzten Me-
thoden der numerischen Mathematik. — Zur Geschichte der Astronomie wird auf
[46, 47], als erzédhlerische Einfiihrung in die Astronomie auf [48—52], als Sachbuch
auf [53-57] und als Lehrbuch (auch fiir interessierte Laien) auf [S8-60] verwiesen.

2.8.1 Astronomische Entfernungsmessungen im Altertum

Die ilteste astronomische Vermessung geht auf ARISTARCHOS von SAMOS
(310-230v. Chr.) zuriick: Der Mond erscheint im ersten Viertel als Halbmond. Das
bedeutet, der Winkel zwischen den Achsen Mond-Sonne und Mond-Erde ist ein
rechter (90°). Lisst sich zu diesem Zeitpunkt der Winkel zwischen den Richtun-
gen Erde-Sonne und Erde-Mond bestimmen, der Winkel werde mit « abgekiirzt,
gilt (Abb. 2.178):
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Abb. 2.178 Mond

rechtwinkliges Dreieck
bei Halbmond

I/ ey
Mond 1!‘3{{1

‘) Erde

Hierbei ist ryong der Bahnradius des Mondes um die Erde und g4, der Bahnra-
dius der Erde um die Sonne. ARISTARCH bestimmte « zu 87°; das ergibt:

, 1
MMond _ 0687° = 0,0523 = —
TErde 19

Dieser Quotient, Aristarch’sche Zahl genannt, galt weit bis ins Mittelalter als gesi-
cherter Wert, also ca. 1700 Jahre lang. Tatsdchlich betrigt o 89,853°, was auf

1
IMond _ ) 002566 = ——
TErde 390

fiihrt. Die erste Neubestimmung geht auf J. KEPLER (1571-1630) zuriick, der den
Quotienten seinerzeit zu 1/400 ermittelte.

ERATOSTHENES von KYRENE (284-202 v.Chr.) bestimmte erstmals die
GroBe der Erdkugel: Thm war bekannt, dass sich am Tag der Sommersonnen-
wende die Sonne in einem tiefen Brunnen in Syene spiegelt (Syene ist das heutige
Assuan am oberen Nil). Das bedeutet: Die Sonne steht in diesem Moment exakt
senkrecht zu der an diesem Ort an die Erdkugel angelegten Tangentialebene. Be-
kannt war auch, dass zu diesem Zeitpunkt ein Obelisk in Alexandria einen Schatten
mit dem Schattenwinkel & = 7°10" = 7,16° wirft (Abb. 2.179).

Abb. 2.179
Obelisk in

Alexandria - //-:’/
/

tiefer Brunnen
in Syene

L

Erdradius: Rg,y.
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Ist Rggge der Erdradius, gilt demnach bei Ansatz einer parallelen Sonnenein-
strahlung (in Annéherung):

arco - Rgqe = a = Entfernung Syene/Alexandria

Die Entfernung zwischen den beiden Stidten betrigt ca. 5000 (dgyptische) Stadien.
Mit diesem Wert folgt der Erdradius zu:
5000
Ripge = —— = = 40.011 Stadien.
arc o 7,16 - /180

Das liefert einen Erdumfang von 2 - 40.011 - 7 = 251.400 Stadien. Wird eine
(dgyptische) Stadie zu 157,5m = 0,1575km angesetzt, ergeben sich Radius und
Umfang der Erde zu:

REge = 6302km (ca. 6368 km);
Ugge = 2 -7 -6302 = 39.597km (ca. 40.011km)

Die Klammerwerte geben die heute giiltigen Mittelwerte an. Der Vergleich lasst
erkennen, dass ERATOSTHENES eine sehr genaue Bestimmung gelang (ca. 1 %
genau), wobei einschrinkend gesagt werden muss, dass sowohl die Entfernung a
wie auch die genaue Linge einer Stadie nicht sicher iiberliefert bzw. bekannt sind.
Die Idee der Messung ist in jedem Falle bestechend.

Eine weitere bedeutende Messung gelang HIPPARCHOS von NIKAIA (190-
125 v. Chr.) und zwar die Bestimmung des Durchmessers der Erdbahn um die
Sonne. Fiir HIPPARCH stand die Erde nicht im Mittelpunkt der Welt! Die Bestim-
mung gelang ihm aus der von ihm gemessenen Zeit, die eine totale Mondfinsternis
dauert, in der sich der Mond im Kernschatten der Erde bewegt. Abb. 2.180 zeigt
diese Situation im Himmelsraum, d. h. die Lage von Erde und Mond zueinander
wihrend einer Mondfinsternis: Fiir einen Umlauf um die Erde benotigt der Mond
29,5 Tage. Die Dauer einer Mondfinsternis bestimmte HIPPARCH zu 2% = 2,67
Stunden. Da sich der Mond tiglich um 360°/29,5 = 12,2° auf seiner Bahn um
die Erde weiter bewegt, sind das in Bogengrad bzw. -minuten in 2,67 Stunden:
(2,67/24) - 12,2° = 1,357° = 81,4. Das ist in Abb. 2.180 jener Winkel 28, um
den der Mond im Erdschatten wandert.

Aus der Figur entnimmt man: @« + 8 = y + 8. Denn es gilt y = o + ¢ und
§=pB—¢,womity +8 = a+ e+ 8 —e = a+ B bestitigt ist. Gemessen wurde
der Winkel y seinerzeit zu 15,5 (das ist jener Winkel unter dem der Radius der
Sonnenscheibe von der Erde aus erscheint). Aus der Figur folgt:

T'Erdbahn
= Oy

& - I'Erdbahn — ﬂ * "Mondbahn -
T"Mondbahn
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Mondbahn

Tondoann

Abb. 2.180

Setzt man das Bahnverhiltnis nach ARISTARCH zu 19 an (s. 0.), ergibt sich:
=19«
Nunmehr kann 8 mit dem Winkel § = 81,4’ /2 bestimmt werden:
a+19.-0a =155 +814/2=562 - oa=28l" B=19-a=534
Fiir die Radien von Mond- und Erdbahn findet man damit schlie8lich:

Fhondbahn = Rprde/ arc B = 6302/(53.4 - /180 - 60) = 406.000 km
FErdbabn = Rerae/ arc o = 6302/(2.81 - 77/180 - 60) = 7.710.000 km

Bei dieser Rechnung ist der Erdradius nach ERATOSTHENES zu 6302 km ange-
setzt.

HIPPARCHOS war ein sehr exakter Beobachter. Er gilt als Begriinder der astro-
nomischen Mathematik, insbesondere der Trigonometrie. Da seiner Berechnung
die Aristarch’sche Zahl 19 zugrunde lag, waren die von ihm ermittelten Bahn-
radien zwar falsch, das von ihm angewandte Messprinzip ist indessen wiederum
bestechend. Geht man von der korrekten Zahl aus, ndmlich 390, ergibt sich:

a=0,1437 — B =56,00
—  FMondbahn = 386.455km = 386 - 10 km;
FErdbabn = 150.760.000km = 151 - 10%km

Diese Werte stimmen gut mit den heute giiltigen iiberein.
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Anmerkung
Geht man von dem von HIPPARCHOS ermittelten Wert fiir den Erdbahnradius aus, ergibt
sich fiir die Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne der Wert:

27 - 7.710.000/ (364,25 - 24 - 60 - 60) = 1,54km/s.

Der richtige Wert ist 30,1 km/s. Da das Gravitationsgesetz im Altertum nicht bekannt war,
konnte nicht erkannt werden, dass eine Bahngeschwindigkeit 1,54 km/s zur Gewéhrleistung
einer stabilen Sonnenumrundung viel zu gering ist.

2.8.2 Das Weltbild des PTOLEMAUS

Das Weltbild des C. PTOLEMAUS (100-160 n. Chr.), das in seinem Hauptwerk
,Almagest‘ zusammengefasst ist und 1% Jahrtausende Bestand haben sollte, wird
,Geozentrisches Weltbild* genannt, weil es die Erde in den Mittelpunkt der Welt
stellt. Diesem Weltbild gingen ein Jahrtausend wihrende astronomische Beobach-
tungen und Deutungen voraus. Die Babylonier waren die ersten, denen genauere
astronomische Beobachtungen und Erkenntnisse gelangen, u. a. erkannten sie Pe-
rioden im Himmelsgeschehen, z. B. wiederkehrende Planetenstellungen. Uber die
dgyptische Astronomie ist wenig Konkretes bekannt. Bestimmend fiir die weitere
Entwicklung der Astronomie wurden die Beobachtungen und Berechnungen der
Griechen. Sie wurden im vorangegangenen Abschnitt kurz dargestellt. Ergéinzend
sind zu den Genannten nachfolgende astronomische Gelehrte zu erwihnen:

e THALES von MILET (650-560 v. Chr.): Er sah die Erde als eine auf dem Was-
ser schwimmende Scheibe.

e Fiir die Pythagoreer, die sich auf PYTHAGORAS von SAMOS (580-500
v. Chr.) beriefen, bewegten sich die Planeten einschlieSlich Sonne und Mond
auf Kreisen innerhalb der Ekliptik mit ihren Tierkreissternbildern, also in der
Ebene des Himmeldquators und das in unterschiedlicher Entfernung zur Erde.
Die Fixsterne sahen sie ebenso.

e Spiter kursierten erste heliozentrische Ansitze, wonach sich die Planeten Mer-
kur und Venus um die Sonne bewegen wiirden. — Fiir ANAXAGORAS von
KLAZOMENAI (500-428 v.Chr.) war die Erde eine Kugel. — Auf EUDO-
XOS von KNIDOS (400-350 v.Chr.) geht das erste sphirische Weltmodell
zuriick: Er nahm an, dass sich alle Himmelskorper auf kugeligen Sphéren um
die Erde bewegen, wobei sich jede einzelne Sphire um eine eigene Achse
dreht. Fiir die Planeten fiihrte er Epizykeln ein. Die Erde wurde etwas aus
dem Mittelpunkt der die Epizykeln tragenden Planeten-Kreisbahnen verscho-
ben. Diese Epizykel- und Exzentertheorie wurde von HERAKLEIDOS von
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Abb. 2.181

PONTOS (388-310 v. Chr.) und in der Folge von APOLLONIOS von PERGE
(ca. 260-190 v. Chr.) weiter vervollkommnet, u. a. mit der Ansicht, dass sich
die Erde einmal tdglich um ihre Achse dreht. — Von ARISTARCH (s. 0.) wurde
die Sonne als ruhender Mittelpunkt des Planetensystems und der Fixsternsphére
gesehen, eine Auffassung, die sich bekanntlich nicht durchsetzte.

e HIPPARCH von NIKAIA (s.0.) erstellte mit ca. 1000 Fixsternen den ersten
ausfiihrlichen Sternenkatalog.

Alle vorgenannten Deutungen und Messungen (vgl. auch Bd. I, Abschn. 1.2.3
und 3.5.1) und vieles mehr, wurde von C. PTOLEMAUS aufgegriffen und ma-
thematisch vervollkommnet. Fiir das christlich geprigte Abendland wurde dieses
geozentrische Weltbild mit der Erde als Mittelpunkt des von Gott erschaffenen
Kosmos zur absoluten Wahrheit, von der Kirche zum Glaubensdogma, erhoben.

Abb. 2.181a zeigt das Sphiarenmodell. Die zeitweise riickldaufigen Planeten-
bewegungen vor dem Hintergrund der Fixsternsphédre wurden durch komplizier-
te Epizykelbahnen erklért, hierbei ist der Deferent der Trigerkreis des Planeten.
Abb. 2.181a zeigt als Beispiel die Saturn-Epizykeln. Die Sonnenbahn liegt im
Modell leicht exzentrisch. Die im Laufe der Jahrhunderte aufgetretenen Abwei-
chungen im Umlauf der Planeten wurden durch Korrekturen an den Epizykeln
ausgeglichen.

2.8.3 Das Weltbild des KOPERNIKUS

In seinem Hauptwerk ,De revolutionibus orbium coelestium‘ (Uber die Bewegung
der Himmelskorper) schlug NICOLAUS KOPERNIKUS (1473-1543) das helio-
zentrische Weltbild vor. Danach liegt die Sonne im Zentrum der Welt, die Erde
ist ein Planet mit einem Mond. Die Drehung der Fixsternsphire entsteht durch die
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Abb. 2.182
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Rotation der Erde um ihre Achse (Abb. 2.181b). Genau besehen sah auch KOPER-
NIKUS den Mittelpunkt der Planeten-Kreisbahnen nicht im Zentrum der Sonne
gelegen, sondern im Mittelpunkt der Erdbahn und der lag fiir ihn etwas exzentrisch
zum Sonnenmittelpunkt. Da KOPERNIKUS bei der Ausarbeitung seines Modells
auf die antiken Entfernungsdaten angewiesen war, boten die von ihm berechneten
Planetenbahnen gegeniiber jenen nach dem ptolemiischen Modell zunéchst kei-
ne wesentlichen Vorteile, weshalb das neue Weltmodell auch wenig Zustimmung
unter seinen Zeitgenossen fand. Nach wie vor stellte auch er sich die riickldufige
Bewegung der Planeten durch deren Epizykelbahnen verursacht vor.

Tatsdchlich kommt es durch die Bewegung der Erde um die Sonne vor dem
Fixsternhintergrund zu einer gelegentlichen riickldufigen Bewegung der Planeten.
Diese Bewegung ist nur scheinbar riickldufig, was sich wie folgt erklidren ldsst:

Nimmt man einen dufleren Planeten P als feststehend an und bewegt sich die
Erde auf ihrer Bahn von der Stellung 1 tiber 2 nach 3 (Abb. 2.182), verlduft die
Planetenbahn, von der Erde aus betrachtet, scheinbar riickldufig. Der Winkel o,
unter dem von P aus der Erdradius gemessen werden konnte, ist bei der Stellung 1
am grofiten, bei der Stellung 2 gleich Null und bei der Stellung 3 in Gegenrichtung
wieder am groBten. Man nennt « die jahrliche Parallaxe des Planeten. Indem § in
der Stellung 2 gemessen wird und zwar fiir jenen Ort des Fixsternhimmels, an dem
der Planet scheinbar bei der Stellung 1 stand und aus der Uberlegung heraus, dass
die Fixsternsphére im Vergleich zur Planetenbahn unendlich weit entfernt ist, somit
o = B ist, kann das Verhiltnis des Planetenbahnradius zum Erdbahnradius aus

T'Erdbahn .
— = SInuo
T'Planetenbahn
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bestimmt werden. Die Uberlegung bleibt in Anniiherung auch giiltig, wenn die
Bewegung des Planeten auf seiner Bahn beriicksichtigt wird. Die Abschitzung
lasst sich auf die inneren Planeten modifiziert erweitern. Im Ergebnis fand KO-
PERNIKUS folgende Abstandsverhiltnisse fiir die Planeten von der Sonne in der
Astronomischen Einheit (AE): Merkur 0,38 (0,387), Venus 0,72 (0,723), Mars 1,52
(1,524), Jupiter 5,22 (5,203), Saturn 9,21 (9,546). Die Klammerwerte geben den
heutigen Kenntnisstand wieder. (Die Astronomische Einheit ist der Erdbahnradius
um die Sonne, vgl. zur MaBeinheit von AE: Bd. I, Abschn. 2.4). —

EinschlieBlich der Erde waren seinerzeit sechs Planeten bekannt (man nannte
sie auch Wandelsterne), die restlichen drei wurden erst spiter entdeckt: Uranus im
Jahre 1781, Neptun im Jahre 1846 und Pluto im Jahre 1930. (Dem Letztgenannten
wurde der Planetenstatus inzwischen wieder entzogen, weil als zu klein befunden.)

Die Anzahl der entdeckten Planetenmonde hat sich in jiingerer Zeit dank der
genaueren Beobachtungsmdglichkeiten deutlich vergrofBert, heute liegt die Anzahl
bei 175. EinschlieBlich jener um die Zwergplaneten sind es wohl 250 (2015).

2.8.4 Das Weltbild des de BRAHE

Mit T. de BRAHE (1546-1601) gelang der Durchbruch in ein neues astronomi-
sches Zeitalter. Mittels seiner hochgenauen Instrumente war eine Vermessung der
Planeten und Sterne mit einer bis dahin unerreichten Prizision méglich. Vom déni-
schen Konig gefordert, vermal3 er als Hofastronom von der Sternwarte Uraniborg
aus den Himmel. Die Sternwarte lag auf der Insel Hven im Oresund. Im Jahre
1596 kam er nach Augsburg. Im Jahre 1599 wurde er schlieflich nach Stationen
in Leipzig, Rostock und Basel kaiserlicher ,Mathematicus‘ in Prag. Er hinterlie3
einen riesigen Datenfundus.

Dariiber hinaus machte er sich auch Gedanken iiber die Gestalt der Welt und
entwarf das in Abb. 2.183 schematisch skizzierte Weltmodell: Es war wohl als
Kompromiss gedacht: Sonne und Mond umrunden die Erde, alle anderen Planeten
die Sonne, die inneren auf Kreisen. die dulleren auf Epizykeln.

Insgesamt war das 16. Jahrhundert noch von grofler Unsicherheit geprigt,
wenngleich die Fortschritte in der Astronomie bedeutend waren. Die Erfindung
des Fernrohres (1608) trug dazu bei. Von G. GALILEI (1564—-1642) wurden hier-
mit vier Jupitermonde entdeckt, auch die Ringe des Saturns. Erst seit 1980 weil3
man aufgrund neuer Textfunde, dass GALILEI um die Jahreswende 1612/13 den
Planeten Neptun bereits gesichtet hat. Den in sein Tagebuch eingetragenen Befund
deutete er indessen als (Fix-)Stern.
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Abb. 2.183

2.8.5 Planetengesetze von KEPLER

Im Jahre 1601 wurde J. KEPLER (1571-1630) in Prag Nachfolger von de BRA-
HE. Hier diente er dem Kaiser Rudolf II als Hofastronom (und Astrologe). Er hatte
schon einige Zeit zuvor bei de BRAHE als Assistent gearbeitet. Auf der Grundla-
ge des hinterlassenen Datenmaterials entwickelte er spéter die nach ihm benannten
kinematischen Gesetze, wozu er wohl 15 Lebensjahre bendtigte. Das 1. und 2.
Gesetz wurde im Jahre 1609 (in ,Astronomia Nova‘) und das 3. Gesetz im Jahre
1619 verotfentlicht (in ,Harmonice Mundi‘). Im Jahre 1627 brachte er die sogen.
Rudolphini’schen Tafeln heraus, die eine bedeutend genauere Berechnung der Pla-
netenbahnen ermoglichten.

In jlingeren Jahren war er in seinem Denken noch stark religios-metaphysisch
geprigt gewesen, sein erstes Buch ,Mysterium Cosmographicum® (1596) ist dafiir
Beleg.

Die Kepler’schen Gesetze lauten:

1. Die Bahnen der Planeten um die Sonne sind Ellipsen, die Sonne liegt in
einem der beiden Brennpunkte der Ellipse.

2. Der von der Sonne zu den Planeten gezogene Ortsvektor iiberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Flichen (Abb. 2.184a). Man spricht vom Flidchensatz.
An dem der Sonne néchsten Bahnpunkt (Perihel) bewegt sich der Planet am



284 2 Mechanik ll: Anwendungen

Perihel

Abb. 2.184

schnellsten, an dem am weitesten entfernten Bahnpunkt (Aphel) am langsams-
ten. Das Gesetz ist gleichbedeutend mit dem Satz von der Drehimpulserhaltung
des Planeten auf seiner Bahn.
3. Die Quadrate der Umlaufzeiten 7 zweier beliebiger Planeten verhalten

sich wie die 3. Potenz ihrer groSen Halbachsen (Abb. 2.184b):

TZ 3

_12 = a_; =K

T; a;
K ist eine fiir das ganze Sonnensystem geltende Konstante, die Konstante war
KEPLER noch nicht bekannt.

Die Gesetze wurden von KEPLER nicht aus irgendwelchen Naturgesetzen herge-
leitet, sondern phanomenologisch gefunden. Erst . NEWTON (1642—-1727) konn-
te die Gesetze theoretisch bestitigen bzw. aus ihnen das Gravitationsgesetz folgern.

Die Vorgehensweise KEPLERs bei der Herleitung des 1.Gesetzes lisst sich wie
folgt erlautern (Abb. 2.185): Die Umlaufzeiten der Planeten in Tagen waren seiner-
zeit bekannt, z. B. Mars 687 Tage. Das bedeutet, nach einem Marsjahr steht Mars
(von der Sonne aus betrachtet) wieder an derselben Stelle. Wird als Ausgangszeit-
punkt jene Konstellation gewihlt, bei welcher Sonne-Erde-Mars auf einer Linie
liegen und wird diese Stellung der Erde mit E( abgekiirzt (Zeitpunkt 0), so steht
Mars nach 687 Tagen wieder an derselben Stelle, nicht dagegen die Erde, ihre Stel-
lung in der gemeinsamen Bewegungsebene ist jetzt E;. Gegeniiber Ej ist £ um
2 -365 — 687 = 43 Tage weiter vorgeriickt. Nach abermals 687 Tagen erreicht der
Mars wieder seinen Ausgangsort, die Erde befindet sich am Ort E;, usw. Die Win-
kel oy, o usw. konnte KEPLER dem Datenmaterial seines Vorgédngers de BRAHE
entnehmen.
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Abb. 2.185
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Die Winkel B, B, usw. ergeben sich aufgrund des sich aufsummierenden Nach-
laufs. Ausgehend von den so gewonnenen Bahnelementen konnte KEPLER die
Bahnpunkte zeichnen und dabei die elliptische Form der Mars- und Erdbahn erken-
nen. Fiir die Bahnen der anderen Planeten gelang ihm der Nachweis auf analogem
Wege. Das 2. und 3. Gesetz konnte KEPLER ebenfalls aus den Messdaten kine-
matisch folgern. — Die iiberaus sorgfiltige Arbeitsweise von J. KEPLER Ilésst sein
Werk Astronomia Nova [61] erkennen.

1. Anmerkung
Die Gleichung der mit ihrem Mittelpunkt im Nullpunkt eines x — y-Koordinaten-Systems
aufgespannten Ellipse lautet (Abb. 2.186a):

2 2
o
a b?

a ist die grofie und b die kleine Halbachse der Ellipse. Deren Brennpunkte liegen im Abstand
e vom Mittelpunkt entfernt (Abb. 2.186b):

e =+a%—bh?
Als numerische Exzentrizitit bezeichnet man den Quotienten
e
£=—
a

Es erweist sich, dass die Planetenbahnen im Gegensatz zur Darstellung zu Abb. 2.186 eher
Kreise als Ellipsen sind, ihre numerische Exzentrizitit ist sehr gering. Abb. 2.187 zeigt die
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Abb. 2.186

Bahn des Planeten Pluto. Wie bereits erwihnt, wird Pluto seit dem Jahre 2006 nicht mehr
als Planet gefiihrt. Das Folgende wird dennoch an dessen Bahn erldutert, die Bahn weist
ndmlich im Vergleich mit den Bahnen aller anderen Wandelsterne die grofite Exzentrizitét
auf, dennoch erscheint sie als Bild eher als Kreis: Aus der grofiten und kleinsten Entfernung
zwischen Sonne und dem Planeten mit 49,3 AE und 29,7 AE folgt die grole Halbachse zu:

a = (49,34+29,7)/2 = 39,5AE
Die Exzentrizitit betrdgt demnach:
e =1395-297=980AE,

vgl. Abb. 2.186.

Weiter folgt: b = va? —e? = 38,26 AE und ¢ = ¢/a = 0,248. Hiermit kann die in
Abb. 2.187 wiedergegebene Bahnkurve gezeichnet werden. Obwohl die Exzentrizitit relativ
grof ist, dhnelt die Bahnkurve dem Augenschein nach eher einem Kreis.

2. Anmerkung

Gegeniiber einer Darstellung in kartesischen Koordinaten ist es vorteilhafter, die elliptischen
Planetenbahnen in Polarkoordinaten darzustellen. Uber die Theorie der Kegelschnitte lassen
sich dadurch neben der Ellipsenbahn auch die Hyperbel- und Parabelbahn erfassen. Im Fal-
le der Ellipse dient einer der Brennpunkte als Ursprung des Polarkoordinatensystems, vgl.
Abb. 2.188. Hiervon ausgehend werden der Radiusvektor » und der Winkel ¢ gegeniiber der
groflen Halbachse als Bestimmungsstiicke vereinbart. Fiir die Ellipse gilt alternativ fiir r:

a’ —e? 1—¢? 1 )4

= . = -b: .
a+e-cosg 1+e-cosg “ (1+&-cosp) l4+¢e-cose “

Es bedeuten:

b
ezi; p=— (<1
a a
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Abb. 2.187
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Die Formel mit dem Parameter p ist auch auf die Hyperbel (¢ > 1) und die Parabel (¢ = 1)
anwendbar. Fiir den Kreis gilt: ¢ = 0. Alle Kegelschnitte haben demnach in Polarkoordi-
naten (deren Nullrichtung vom Pol bis zum nichstgelegenen Scheitel weist) Gleichungen
derselben Form. In Abb. 2.188 sind die Kegelschnitte fiir p = 4,0 gemeinsam dargestellt.

Abb. 2.188 Hyperbel (e=1 5)
f‘i-ParabeI (e=10)

e Ellipse (¢ =0,5)

Kreis (=0) |P=4,0
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Abb. 2.189
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Als weitere Form der Ellipsendarstellung dient die sogen. Exzentrische Anomalie und der
zugehorige Scheitelkreis. Mit dieser Darstellung lassen sich die drei Kepler’schen Gesetze
geschlossen darstellen. Diese Darstellungsform wird in den Fachbiichern der Astronomie
abgehandelt.

3. Anmerkung

Aus den elliptischen Bahnen diverser ,Fixsterne®, die iiber Jahre hinweg vermessen wurden,
war es moglich, auf das Vorhandensein eines ,Schwarzen Loches® im Zentrum der Milch-
strale (Galaxis) zu schliefen, es muss im gemeinsamen Brennpunkt der Bahnen liegen.
Abb. 2.189 zeigt eine dieser Bahnen, aufgenommen im Zentrum der Milchstrale. Das ist
eine der wenigen indirekten Moglichkeiten, Schwarze Locher zu orten.

2.8.6 Gravitationsgesetzvonl. NEWTON und einige
Folgerungen

2.8.6.1 Zur Herleitung des Gravitationsgesetzes

Ausgehend von den Kepler’schen Gesetzen folgerte . NEWTON (1642-1727) im
Jahre 1666 das Gravitationsgesetz, wobei er zunéchst vom System Erde-Mond aus-
ging; Erddurchmesser und Mondbahnradius waren seinerzeit in guter Anniherung
bekannt, ebenso, dank der Fallversuche von G. GALILEI die Beschleunigung auf
der Erdoberfldche, vgl. Abschn. 2.3.1.
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Abb. 2.190
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Abb. 2.190 zeigt das Erde-Mond-System. Die heute giiltigen GroéBen sind hierin
eingetragen:

Erdradius: Rr =6,37-10%m,
Mondbahnradius:  ry = 3,84 - 108 m,
Erdbeschleunigung: ar = g = 9,81 m/s?

(Indizes: E: Erde, M : Mond).
Geht man von einer Kreisbewegung aus, berechnet sich die Bahngeschwindig-
keit des Mondes zu (Bahnldnge durch Umlaufzeit):

21 -y
Ty

'y =

Ty ist die (siderische) Dauer der Umrundung des Mondes um die Erde, sie betragt:
Ty = 27,32d (d: Tage).

Die zentrifugale Beschleunigung des Mondes aus seiner Bahn heraus, berechnet
sich hiermit zu (Abschn. 2.2.3):

v  An?-ry  An?ory 472.3,84- 108
a = — = = =
R T2 (27,3224 - 60 - 60)2

=272-10"m/s?

Damit der Mond seine Bahn nicht verldsst, muss er vermoge der Gravitations-
Wechselwirkung von seinem Mutterplaneten, der Erde, durch eine Kraft angezo-
gen werden, die die Fliehkraft authebt. Das bedeutet, er muss eine Beschleunigung
in Richtung Erdmittelpunkt erfahren, der dem zuvor ausgerechneten Wert ent-
spricht, also 2,72 - 1073 m/s?. Eine Masse auf der Erdoberfliche wird zum Erdmit-
telpunkt mit ¢ = 9,81 m/s? beschleunigt. Das Verhiltnis der Beschleunigungen
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auf der Erde und auf dem Mond (letztere durch die gravitative Wechselwirkung
zwischen den beiden Himmelskorpern) betrigt demnach:
9,81

Qe _ 20 _ 3606 & (60)

ay  2,772-1073
Offensichtlich und interessant ist nun, dass das Verhiltnis des Abstandes zwischen
einer Masse auf dem Mond bis zum Erdmittelpunkt und einer Masse auf der Erd-
oberfldche bis zum Erdmittelpunkt ebenfalls

ru 3.84-108 )
M2 (60
R~ 637100 = (60

betrigt. Daraus folgerte NEWTON, dass die Schwerebeschleunigung, die von der
Erde ausgeht, mit dem Quadrat des Abstandes abnimmt. Zudem folgerte er, dass
die Anziehungskraft zwischen zwei Korpern ihrer Masse jeweils proportional ist.
Das fiihrte auf das Gesetz fiir die Gravitationskraft:

F:G'ml'mz

2
Hierin ist r der Abstand zwischen den Schwerpunkten der beiden Korper mit den
Massen m bzw. m,. Die Kraft wirkt wechselseitig. G ist eine Konstante, sie war
I. NEWTON zunichst nicht bekannt.

G ldsst sich nur durch Messung bestimmen, was erstmals H. CAVENDISH
(1731-1810) im Jahre 1798 gelang. Abb. 2.191 zeigt die von ihm hierfiir gebau-
te Gravitationswaage: Der Balken der Waage héngt an einem diinnen Quarzfaden.
Teilabbildung b zeigt das System in der Aufsicht. Mit der Waage war es mog-
lich, unterschiedlich schwere Bleikugeln mit unterschiedlichen gegenseitigen Ab-
stinden zu realisieren. Die Kraft ist gleich der Drehfederkonstanten des Fadens
multipliziert mit dem sich einstellenden Drehwinkel. Auf diese Weise wurde von
CAVENDISH fiir die unterschiedlichsten Waagebeladungen der Wert

G =6,754-10""m*kg 572

gefunden. Ebenso konnte er die Gleichheit von tridger und schwerer Masse zeigen.

Weitere Messungen wurden spiter von J.H. POYNTING (1852-1914): 6,698
und K. BRAUN (1850-1918): 6,658 angestellt. Nochmals spiter wurden die Mes-
sungen von L. EOTVOS (1848-1919) und seinen Nachfolgern mit abermals ge-
steigerter Genauigkeit fortgesetzt und hierbei die Materialunabhingigkeit von G
bestitigt.

Die von EOTVOS konstruierte Drehwaage war so empfindlich, dass er sie zur
gravimetrischen Lagerstittenerkundung (Erdolprospektion) erfolgreich einsetzen
konnte.
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Abb. 2.191 a m

Cavendish-
Waage
(1798)

Ergidnzend sei erwdhnt, dass NEWTON eine Abschitzung von G versuchte,
indem er die mittlere Dichte des Erdkorpers zu p = 5 - 10°kg/m? ansetzte, das
ergab eine Erdmasse von

4 4
mg = pg - Vi :pE-gn-Rg =5. 103-§7r-(6,37- 10%)° = 5,43.10* kg

Wird die Schwerkraft eines auf der Erdoberfldche liegenden Korpers mit der Masse
m (F = m - g) mit der auf den Korper einwirkenden Gravitationskraft durch die
Erde mit der Masse m g im Abstand Rr vom Erdmittelpunkt gleichgesetzt, folgt:

mpgeg-m

R}

_g-REL  9.81-(6,37-10%)?
T omg  5.43-10%

- G =735-100 " m3kg's72
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Dieser Wert liegt gegeniiber dem richtigen um ca. 10 % zu hoch, was darauf beruht,
dass NEWTON die mittlere Dichte der Erde mit p = 5-10°kg/m?® gegeniiber dem
richtigen Wert, p = 5,52 - 10° kg/m?, zu niedrig abgeschiitzt hatte.

Anmerkung

Das Gravitationsgesetz ldsst erkennen, dass die Gravitationskraft proportional zum Rezi-
prokwert des Abstandsquadrates ist. Man spricht daher vom (1/r2)-Kraftgesetz. Es ist auch
fiir die elektrostatische Kraftwirkung giiltig (Bd. III, Abschn. 2.2.1). Die Krifte wirken
zentral zueinander. — In kosmischen Riaumen ist (1/r2) ein winziger Wert. Dass sich die
Gravitation im Universum dennoch so bedeutend auswirkt, z. B. im Wechselspiel der Sterne
und Sternsysteme untereinander, beruht auf den beteiligten riesigen Massen. Grundsétzlich
ist die Gravitation von allen Wechselwirkungskriften die schwichste. Wodurch sie ausgelost
wird, ist immer noch nicht endgiiltig geklirt, vgl. hier Bd. IV, Abschn. 1.3.6.

2.8.6.2 Drittes Kepler'sches Gesetz
Wendet man die Formel fiir die zentripetale Beschleunigung auf das Sonne-
Planeten-System an, lautet sie fiir einen Planeten, der die Sonne umkreist:

vi  Anterp
aP = —_— = 72
rp TP

Multipliziert mit der Masse des Planeten folgt damit die vom Planeten auf die Son-
ne hin gerichtete Kraft, die mit der von der Sonne ausgehenden Gravitationskraft
im Gleichgewicht steht, zu:

4% -mp - rp
Fp =mp-dp = T
P

Gemail dem 3. Keplerschen Gesetz gilt fiir die Umlaufbahn des Planeten:
T;=K-r}

Setzt man diesen Ausdruck in vorstehende Gleichung ein, ergibt sich:

FP: > =

472 - mp - rp (4712) mp mp
_— = _— - —_ >
Tp Tp

K-r3 K )

Das Ergebnis bestitigt das (1/r2)-Gesetz. Im Riickschluss ist es der Beweis fiir das
3. Kepler’sche Gesetz. (In der vorangegangenen Beweisfiihrung allerdings unter
der Annahme, dass sich der Planet auf einer Kreisbahn bewegt!)
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Abb. 2,192 ™
my

f f
i

0
=Sl =

Wegen des Wechselwirkungsgesetzes (Lex III nach NEWTON) gilt fiir die zwi-
schen den Massen m; und m, wirkenden Gravitationskrifte (Abb. 2.192):

= 7 . my m;
Fy=—F: |F|=|m-a| =|my-a;] mita :y-ﬁundaz:y-r—2

Im Falle einer kreisformigen Bewegung rotieren m; und m, um einen gemeinsa-
men Mittelpunkt. Die Abstinde r; und r, stehen im Verhiltnis

r my

L) m)

zueinander (Hebelgesetz), siche Abb. 2.192. Das lisst sich wie folgt zeigen: Aus
der Gleichgewichtsgleichung m-a; = m;-a, und der Gleichheit der Umlaufzeiten
T; = T, der beiden Massen um den gemeinsamen Schwerpunkt, ergibt sich mit

4% 4% -1y
a, = 5 und a, = 3
T, T;

das Abstandsverhéltnis aus

47[2 r 47[2 I
my = my
le T22
zu:
r nmy
mip-ry =mj-r —> _—= —
r nm)
Hieraus ldsst sich mit r = r; + r, die Formel
r
r =
1 +m1/m2

fiir die Berechnung des gemeinsamen Schwerpunktes anschreiben.
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Von einem Planeten um die Sonne oder von einem Mond um einen Plane-
ten lassen sich die Umlaufzeiten und die gegenseitigen Abstidnde relativ genau
messen. Das ermdglicht die Bestimmung der Masse des jeweiligen Muttergestirns
und damit die Berechnung ihrer mittleren Dichte. Fehlt ein Satellit, entf#llt diese
Moglichkeit. Fiir das Sonne-Planeten-System geht die Losung von nachstehenden
Beziehungen aus (Index S: Sonne, P: Planet):

ms -mp 47%rp

5 und F =mp-ap = mp -

F=G —
Tp Ty

Werden die Krifte gleich gesetzt, ergibt sich:

2.3
_47'rrP' mg

m ; = —
S G T2 Ps

Entsprechend folgt fiir ein Planeten-Mond-System (Index P: Planet, M : Mond):

47r2r,f,, mp
P G- T}é PP VP

G ist die Gravitationskonstante: G = 6,6742- 10~ m*kg™' s~2.

Die Bestimmung setzt eine moglichst exakte Kenntnis der Bahnparameter vor-
aus. V ist in den Formeln das Volumen des jeweiligen Himmelskorpers.

Die Umlaufzeit eines Satelliten im Abstand rsyeny um einen Himmelskorper,
wobei unter Satellit ganz allgemein ein Planet um die Sonne, ein Mond um sei-

nen Planeten oder ein technischer Erdsatellit um die Erde gemeint ist, folgt nach
Umstellung obiger Gleichungen zu:

re 1
Satellit
Tsatentit = 270 | —————
G- MHimmelskorper

Die Bahngeschwindigkeit des Satelliten bestimmt sich aus:

_ 27 - TI'Satellit _ G- MHimmelskorper
USatellit = T =
Satellit T'Satellit

Sind Umlaufzeit Tguenie und Abstand rsqepn; genau bekannt, berechnet sich die
Masse des Himmelskorpers mittels der Formel:

3 2 .
T Satellit _ USatettit * "Satellit
G -T2 G

Satellit

2
MHimmelskorper — 4w



2.8 Astronomie |: Himmelsmechanik — Sonne, Planeten, Monde und Kometen 295

Hiermit ldsst sich zum Beispiel die Masse der Sonne (ganz allgemein die Masse ei-
nes Sterns) oder eines Planeten bestimmen, wenn sich Abstand und Umlaufzeit des
Satelliten messen lassen (wobei im Falle eines Planeten die Masse seiner Monde,
die ihn mit derselben Umlaufzeit begleiten, enthalten ist).

Beispiel

Jupiter ist der gro3te und massereichste Planet im Sonnensystem (vgl. Abschn. 2.8.10.8). Er
wird von einer groflen Zahl von Monden mit Durchmessern zwischen 2 km und 5000 km um-
kreist. Vier der Monde wurden bereits im Jahre 1610 von G. GALILEI entdeckt. Ganymed
ist der grofite von ihnen. Von ihm ausgehend wird gerechnet:

Fsaetic = 1,070 10°m,  Tsyen = 7.1552 = 6,18192-10° s
Aus obiger Gleichung folgt die Masse des Planeten zu:
Myupiter = 1,897 - 107 kg.
Der mittlere Radius des Planeten betrégt:
Riyupiter = 6,984 - 107 m.

Hiermit berechnet sich das Volumen

4
Vipiter = gn : R?upitcr = 1,427 - 10%* m3
und die mittlere Dichte zu:
iter 1,897 - 1077 k k
p = Thter = 1329 -5 (Erde: p = 5520 ~2)
VJupiler 1,427 . 1024 m?3 m3

Jupiter weist eine vergleichsweise grofle Abplattung auf:
Riquaior = 7.1492-10'm,  Rpy = 6,6990 - 10’ m
Die ,Abplattung® ist zu
f _ RAquamr — Rpgl = 0.0630
RAquator

definiert.

Fiir den groBten und kleinsten Bahnabstand zur Sonne wurden fiir Jupiter die in
Abb. 2.193a angeschriebenen Werte gemessen. Hieraus folgen die Parameter @, e, b und
29,8 der elliptischen Bahn zu (vgl. Abschn. 2.8.5):

a=(7,4148,15)-10" /2 = 7,780 - 10" m,
e = (7,780 — 7,410) - 10" = 0,370 - 10" m,
b=+va?—e2=7771-10"m,

e 0370-10'"
g=—=——— =0,048
a 7,780 - 101
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o

*Jupiier

Perihel Py l Aphel

761.0M 81501 —

Abb. 2.193

Ausgehend vom 3. Keplerschen Gesetz wird die Umlaufzeit berechnet, wobei auf die Bahn-
daten der Erde Bezug genommen wird:

3
a .
2 __ “lupiter 2 _ 2 -3 3
TJupiler = 73 ) TErde = (TErde ) aErde) * A Jupiter
Arde

Fiir Tg;qe ist deren siderische Umlaufzeit zu
Terdesia. (= asig.) = 365d6h9min 9,54 s = 365,25636d = 3,1558150 - 107 s

und fiir die groe Halbachse ag;q. = 1,496 - 10'"" m anzusetzen. Fiir den obigen Klammer-
ausdruck, der Kepler’schen Konstanten K (siehe Abschn. 2.8.5), ergibt sich:

K = T2, - agh = 2,97459-107" s> m™>
Fiir Tyupier liefert die Rechnung:
Thupiter = 3,742659 - 10% s = 11,86 agq .

Im Umfeld von Jupiter befinden sich mehr als 60 Monde und mindestens zwei (schwache)
Ringsysteme. — Interessant sind zwei sogen. Trojanergruppen, die sich auf der Jupiterbahn
mit derselben Geschwindigkeit wie der Planet selbst bewegen. Die Trojaner zéhlen zu den
Planetoiden. Thre Lage fillt mit den sogen. Librations- oder Lagrange-Punkten des Drei-
korperproblems ,Sonne-Planet-Planetoid* zusammen. Planetoiden an diesen Stellen wurden
1772 von J.L. LAGRANGE vorausgesagt und hundert Jahre spéter hier tatsdchlich entdeckt
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(Abb. 2.193b). Wie die Figur zeigt, bilden die Librationspunkte mit dem Planeten und der
Sonne je ein gleichseitiges Dreieck. Die Trojaner liegen an diesen Punkten nicht fest sondern
durchlaufen nierenformige Bahnen mit einer Umlaufperiode von mehr als 150 Jahren. Kor-
perlich haben die Trojaner keine Kugelform. Hektor ist mit ca. 400 km x 300 km der grofite
Brocken unter ihnen. Die Anzahl der Trojaner wird auf mehrere Tausend geschiitzt.

2.8.6.3 Erdsatelliten - Geostationdre Satelliten
Die um die Erde kreisenden Satelliten unterliegen selbstredend den Gesetzen
von NEWTON und KEPLER, wobei Erde und Satellit jeweils als Punktmas-
se behandelt werden konnen. Die Bewegung im Raum ist eine Funktion der
sechs Kepler’schen Bahnelemente. Die Funktion kann auf der Grundlage der
sechs Lagrange-Storungs-Differentialgleichungen ermittelt werden. Hierbei ist
es notwendig, den gravitativen Einfluss von Mond und Sonne, den Einfluss des
Luftwiderstandes und jenen des solaren Strahlungsdrucks als Storgrofen mit
zu erfassen. Heutzutage kommen dafiir praktisch ausschlieflich Verfahren der
numerischen Mathematik in Form von Zeitschrittverfahren zur Losung der Bewe-
gungsgleichungen zum Einsatz.

Die Aufgabe, die ein Satellit zu erfiillen hat, bestimmt seine Bahnhohe (H). Zu
jeder Bahnhohe gehort eine bestimmte (mittlere) Bahngeschwindigkeit:

G- MErde
240 .
USaeellit = 1/ —————» MEe ~ 6107 kg;
T'Satellit

— _ 6 _
I'satellit = RErde + H, RErde - 67370 -10 m, TSate]lit =2m- rSate]lit/vSatellit

Fiir den (fiktiven) Fall H = 0 findet man: vgyeniy = 7926 m/s = 7,93 km/s, man
spricht von der 1. Kosmischen Geschwindigkeit, Ts,enic = 5049s = 1h24m9s.

Satelliten werden fiir zivile und militdrische Zwecke eingesetzt, im erstgenann-
ten Falle z. B. fiir navigatorische, geodétische, geophysikalische und meteorologi-
sche Aufgaben. Entsprechend unterscheiden sie sich beziiglich Bauform, Energie-
versorgung und Messsystem. Mit den europiischen Sentinel-Satelliten ist seit 2014
ein hochauflosendes digitales Erdbeobachtungssystem in 13 Farben im Einsatz.

Grofle Bedeutung haben Navigations- und Positionierungssysteme, Abk.:
GNSS (Global Navigation Satellite System):

e GPS (Global Positioning System, USA), seit 1993 in Betrieb, 21 Satelliten + 3
Reservesatelliten in 20.200 km Héhe:

r = Rgqe + 20.200 = 26.570km;
T =42.751s ~ 11 h53 min

(Abb. 2.194).
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Abb. 2194 ey O
N

GLONASS (Global Navigation Satellite System, Russland), seit 2010 in Be-
trieb und im weiteren Ausbau, 21 Satelliten 4+ Reservesatelliten, in 19.100 km
Hohe tiber der Erde:

¥ = Rprge + 19.100 = 25.470km;
T =40.119s ~ 11 h09 min

Galileo (EU): 30 Satelliten in 23.616 km Hohe,

r = Rgqe + 23.616 = 29.986 km;
T =52.613s &~ 14h22min,

Inbetriebnahme 2018, dann mit ca. 13 Milliarden € aufgelaufenen Kosten, Kos-
ten wihrend des Betriebs jahrlich 600 Millionen €.

Beidou (China), im Aufbau mit 35 geplanten Satelliten.

Terrar-X-Radarsatellit, seit 2007 in Betrieb, niedrig fliegend in 514 km Hohe,

r = Rgqe + 514 = 6884 km;
T = 5674s ~ 1h35min.

Eine Sonderstellung nehmen die sogenannten Geostationiiren Satelliten ein: Sie
werden so positioniert, dass sie exakt tiber einem bestimmten Punkt der Erdober-
flache stehen, das bedeutet, sie bewegen sich synchron mit der Eigenrotation der
Erde. Thre Umlaufbahn lésst sich wie folgt angeben: Die Lage eines geostationiren
Satelliten bleibt am Himmel dann ortsfest, wenn die Dauer seines Umlaufs gleich
einem Sterntag (siderischer Tag) ist. Die siderische Umlaufzeit 7' der Erde betragt:

23h56m4s = 86.164s (< 24-60-60 = 86.4005).
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Abb. 2.195 Satellit

Erde (E)

Auf der Erdoberfliche ist die Erdbeschleunigung im Abstand Rg;4. vom Erdmit-
telpunkt gleich g = 9,81 m/s? (Abb. 2.195). Diese Beschleunigung nimmt qua-
dratisch mit der Hohe ab. Das bedeutet, im Abstand » vom Erdmittelpunkt betréigt

die Erdbeschleunigung:
( RErde )2
g-[—=
r

Wird diese Beschleunigung mit der zentripetalen Beschleunigung, die der Satellit
auf seiner Bahn erfihrt, gleichgesetzt, also mit 4%~

Ti , folgt nach Umformung:

3 g'Rlzirde'T2

T'Geostationirer Satellit = 42 s

T betrigt, wie angegeben, T = 86.164 s.
Mit den in Abb. 2.195 angeschriebenen Grofien ergibt sich:

¥ Geostationirer Satellit — 42.164 km,

also eine Hohe ca. 35.786 km iiber der Erde.

Typische geostationdre Satelliten sind Wettersatteliten, z. B. Meteosat in sei-
nen verschiedenen technischen Versionen (seit 1997 im Einsatz) und die Systeme
Astra, Entelsat, Inmarsat, Alphasat und weitere, die der Telekommunikation die-
nen bzw. dienten.
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Abb. 2.196
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2.8.6.4 Gravitation innerhalb und auBBerhalb einer Kugelmasse

Die bisherigen Uberlegungen in diesem Kapitel gingen von der Vorstellung einer
gravitativen Wechselwirkung zwischen zwei Punktmassen aus, das bedeutet, die
Masse der wechselwirkenden Korper wurde in deren Schwerpunkt konzentriert
gedacht. Die Aufgabenstellung wird im Folgenden auf einen Korper endlicher

Ausdehnung, einen Kugelkorper, erweitert.

Bevor das Problem fiir die Vollkugel gelost wird, muss geklédrt werden, wel-
che gravitative Kraft auf eine Punktmasse 7 im Innenraum einer diinnwandigen
Hohlkugel von dieser ausgeiibt wird. Die Oberfldche einer solchen Hohlkugel be-
trigt A = 47R?, wenn R ihr Radius ist. Ist d die Wanddicke und p die Dichte,
berechnen sich Volumen und Masse der Hohlkugel in Anndherung zu:

V=A-d=4nR*-d,

M=p-V=p-47R*-d

Es handelt sich um eine sehr diinne Kugelschale! Innerhalb der Kugelschale wird
ein beliebiger Punkt P betrachtet. Ein wiederum beliebiger geradliniger Strahl, der
durch P hindurch tritt, trifft die Schale in zwei Punkten, 1 und 2, vgl. Abb. 2.196a.

Zwei von P ausgehende infinitesimale Strahlenkegel (in der Abbildung schraf-
fiert) mit gleichgrofen Offnungswinkeln und mit dem zuvor erklirten Strahl im
Zentrum, schneiden aus der Schalenfliche zwei infinitesimale Fldchenelemente d A
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heraus. Sie haben eine gegengleiche Winkellage. Sie stehen im Verhiltnis

dA] 6‘12

dAz N C%
zueinander. ¢; und ¢, sind die Abstinde zwischen dem Punkt P und den Punk-
ten 1 und 2. Vorstehende Relation gilt immer, auch dann, wenn Punkt P nicht in
der durch den Mittelpunkt der Hohlkugel verlaufenden Ebene liegt. Die beiden
infinitesimalen Strahlenkegel miissen nur, wie vorausgesetzt, einen gleichgroflen
rdaumlichen Zentriwinkel haben.

Die Gravitationsbeschleunigungen, die von den infinitesimalen Massen dm,
und dm; in Richtung auf Punkt P ausgehen, sind:

d ~dA;-d d dA; - d
a1 =G "211:GP 21 =G "212:GP 22
1 ‘1 %) 5

Bildet man das Verhiltnis a;/a,, findet man unter Einbeziechung der oben ange-
schriebenen Relation fiir dA,/d A,:

ai. G-p-d dA, 3

aa G-p-d c? dA, =1
Das bedeutet: Die Beschleunigungen, die eine Masse m in irgendeinem beliebi-
gen Punkt P infolge der jeweils gegeniiberliegenden infinitesimalen Masse auf der
Hohlkugelfldche erfihrt, sind gegengleich. Deren Summe hebt sich zu Null auf.
Diese Uberlegung kann auf die gesamte Schale der Hohlkugel erweitert werden:
Was fiir den betrachteten Punkt gilt, gilt fiir jeden anderen auch. Das bedeutet:
Innerhalb einer Kugelschale mit homogener Massenbelegung ist die Gravitation
Null. — Eine Kugelschale mit endlicher Dicke (Abb. 2.196b) kann aus unendlich
vielen Schalen infinitesimaler Dicke zusammengefiigt gedacht werden. Da fiir jede
dieser Schalen die vorangegangene Aussage gilt, gilt sie auch fiir den Innenraum
einer Kugelschale endlicher Dicke.

Eine (massive) Vollkugel ldsst sich aus einer inneren (i) Vollkugel und einer
duBeren (a) Hohlkugel zusammensetzen. In Abb. 2.197a ist dargestellt, wie sich
eine Vollkugel mit dem Radius R auf dreierlei Weise aus einer kleineren Vollkugel
und einer passenden gro3eren Hohlkugel aufbauen ldsst. Auf der Oberfldche einer
inneren Vollkugel mit dem Radius r; und der Masse

3

i

4
Ml:le:pgnr
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Abb. 2.197

betrigt die zum Mittelpunkt hin gerichtete Gravitationsbeschleunigung:

G M;
a, = . —_—
1 }’2

i
Die Dichte der Vollkugel und damit jene der Teilkugeln sei homogen. Wird der
obige Ausdruck fiir M; in die Formel fiir a; eingesetzt, lautet sie:

a; = gn-G-p-ri
Das bedeutet: Die Beschleunigung wichst linear mit dem Radius der inneren Voll-
kugel an. Da von der dufleren Hohlkugel keine Gravitationswirkung nach innen
ausgeht, gilt das vorstehend angeschriebene Ergebnis fiir jeden innerhalb der Voll-
kugel im Abstand r; vom Kugelzentrum entfernt liegenden Punkt und das fiir alle
Punkte bis zur Oberfliche der Kugel. Kurzum, die Gravitationsbeschleunigung im
Inneren einer Vollkugel im Abstand r vom Mittelpunkt berechnet sich zu:

Abb. 2.197b zeigt den linearen Anstieg. Wird die Formel mit R*/R3 erweitert,
folgt:

M ist die Masse der Vollkugel mit dem Radius R. Diese Kugel kann z. B. mit der
Erdkugel gleichgesetzt werden. Dann gilt fiir jeden beliebigen Punkt im Erdinne-
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ren im Abstand r vom Mittelpunkt:

MErde r r
a(r)=G- : =g- (r < REwe)
R]23rde RErde RErde ¢

Auf der Erdoberfliche ist

M, Erde

)
RErde

g=G

die Erdbeschleunigung, vgl. Abschn. 2.8.6.1. Auf eine Masse m auf der Erdober-
flache wirkt die Gravitationskraft:

MErde m

2
R Erde

F = —a(R) -m=-G (r = RErde)

Das ist derselbe Wert, der sich ergibt, wenn die Erdmasse im Zentrum vereinigt

gedacht wird. Damit ist gezeigt, dass die Masse eines kugelférmigen Korpers wie

eine Punktmasse in dessen Zentrum (= Schwerpunkt) behandelt werden kann.
AuBerhalb der Erde betrigt die Gravitationsbeschleunigung:

a(ry=aG -

M Renae \

zrezg'(J (r > Rgrde)

r r

Entsprechend ergibt sich die Kraft auf eine Masse m im Abstand r vom Zentrum:
F(r) = —m -a(r) fir r > Rgqe. Der Verlauf der Gravitationsbeschleunigung ist
in Abb. 2.197b wiedergegeben.

2.8.7 Energie im Gravitationsfeld

2.8.7.1 Potentielle und kinetische Energie im Gravitationsfeld

Um die potentielle Energie eines Korpers der Masse m im gemeinsamen Gravi-
tationsfeld mit dem Korper der Masse M zu berechnen, wird das in Abb. 2.198a
dargestellte Koordinatensystem aufgespannt. Der Radiusvektor 7 reiche vom Null-
punkt bis zum Punkt mit dem Abstand r = |F|. In Richtung des Radiusvektors,
also in Richtung des Einheitsvektors &,, wirke die Kraft F. Sie sei eine Funktion
des Abstandes . Die von F bei einer Verschiebung um d7 geleistete Arbeit ist:

dW = F -d¥; F =F(r)
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4
s

Abb. 2.198

Auf dem Weg von r = r4 bis r = rp verrichtet die Kraft die Arbeit (Abb. 2.198b):
e
W:/ﬁd?
4

Vgl. Abschn. 1.11; daselbst Abb. 1.25. F werde nunmehr mit jener Anziehungs-
kraft identifiziert, die die Masse m im Abstand r infolge der Gravitationswechsel-
wirkung mit der Masse M, die im Nullpunkt liege, erfahrt:

M-m
. 2 -er

F=-G

r

Dem Ausdruck ist ein Minuszeichen voran gesetzt, weil die Gravitationskraft in
Richtung M, also entgegen der Positivdefinition von F bzw. é,, wirkt. Wird F in
die obige Gleichung fiir W eingesetzt, lautet der Ausdruck fiir die Arbeit:

B

M.
W:—/G~ ™ ar

72

rA

Es werde nunmehr W fiir den Fall berechnet, dass die Masse m ins Unendliche
verschoben wird. Die Integration erstreckt sich dann von r = r4 bis r = rp = oco.
Im Unendlichen ist die Gravitationswirkung Null. Mit der allgemeinen Losung des



2.8 Astronomie |: Himmelsmechanik — Sonne, Planeten, Monde und Kometen 305

Integrals [ r=2dr = —r~' = —1 folgt fiir W:
M - o M -
W= [+G~ m} —0-Gg. 2"
r 4 r4q

Dieses Ergebnis wird auch gewonnen, wenn andere Integrationswege gewihlt wer-
den, wie in Abb. 2.198c angedeutet: Wege 1, 2 oder 3. — Auf Kreisbogen um
M wird in tangentialer Richtung keine Arbeit geleistet, sondern nur auf zentralen
Wegkomponenten, die von M aus radial nach aulen gerichtet sind. Als Ergebnis
der Integration kann festgehalten werden, dass die Lageenergie (potentielle Ener-
gie) Epo im Gravitationsfeld im Abstand r gleich

M -m

Epot =-G- -

ist. Epo ist die von r bis r = oo im Gravitationsfeld aufsummierte Arbeit. Sie

steht im Abstand r als Arbeitsvermogen im Gravitationsfeld zur Verfiigung.
Bewegt sich die Masse m im Abstand r relativ zur Masse M mit der Geschwin-

digkeit v, wohnt ihr des weiteren die Bewegungsenergie (kinetische Energie) Eyi,

inne:

2

Eyin = Fmev

Die Gesamtenergie im Gravitationsfeld betrigt demnach:

M -m

1
E:Ekin+Ep01:5m‘U2_G .

Innerhalb eines geschlossenen Systems, z. B. Erde/Mond oder Sonne/Planet, ist
E (zeitlich) konstant. Es gilt das Energieerhaltungsgesetz. Ist M die Masse des
Zentralgestirns, m jene des Satelliten und r der Abstand des Satelliten vom Zentral-
gestirn, kann aus vorstehender Beziehung gefolgert werden (vgl. hier Abb. 2.184a):

e st r klein (Perihelstellung bei einer Planetenbahn), ist v grof,
e ist r grof3 (Aphelstellung bei einer Planetenbahn), ist v klein.

Als Beispiel werde verfolgt, wie sich die Energie eines Korpers der Masse m dndert, wenn

der Korper vom Punkt B im Abstand rp vom Mittelpunkt der Masse M in Richtung M bis

zum Punkt A im Abstand r4 herunter féllt (Abb. 2.199a). Die potentielle Energie dndert sich
M- -m M- -m

auf —G - .
g r'g

von —G -
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Abb. 2.199

Die Differenz (Anderung ,neu‘ gegen ,alt®) betrigt dann:

1 1
AEpm:—GMm(a—g)

Hat der Korper in der Hohe B die Geschwindigkeit vp und in der Hohe A die Geschwindig-
keit v, ergibt sich die Anderung der kinetischen Energie zu:

2 2
m-v m-v m
A B 2_ .2
AEg, = — =—- (] —v})

Die Anderung der Energie auf der Bahn von B nach A betriigt demgemsf insgesamt:

1 1
AE:Aam+Aam=4}qu(———)+ﬂmﬁ—ﬁ)
rq rp 2
Da es sich um ein abgeschlossenes System mit £ = konst. handelt, ist diese Anderung Null
(AE = 0). Das erméglicht es, v aus der vorstehenden Gleichung frei zu stellen:

1 1
vy = \/vi, +2GM (— — —)
r'g '

Die Abnahme der potentiellen Energie bei der Bewegung von B nach A geht mit einer Zu-
nahme der kinetischen Energie und damit der Geschwindigkeit einher. Das gilt auch, wenn
die Bewegung auf einer krummlinigen Bahn erfolgt, wie in Abb. 2.199b dargestellt.

Fallt der Korper mit der Masse m aus der Hohe B (vp = 0) in Richtung auf einen kugel-
formigen Korper der Masse M mit dem Radius R, gilt beim Aufschlag auf die Oberflidche
des Korpers mit 74 = Rund r3 = R + H (Abb. 2.200):

m-
+5'UA:0

1 1
—G-M-m-[=-—
m(R R+H
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Abb. 2.200 m

Hieraus kann v, frei gestellt werden:

\/ G-M H
vy = 20—

R2 1+ H/R

Im Falle der Erde ist G - M/R? die Erdbeschleunigung, also gleich g. In diesem Falle gilt,
wenn der Fall aus geringer Hohe erfolgt (H < R):

H
£ T+ H/R

~ /2gH

Vg = 2

Das ist die Aufschlaggeschwindigkeit beim Fall auf die Erde (auf Abschn. 2.3.1 wird ver-
wiesen).

2.8.7.2 Startgeschwindigkeit einer Rakete in eine
Satellitenumlaufbahn

Die fiir unterschiedliche Zwecke eingesetzten Erdsatelliten umkreisen die Erde auf
vorab festgelegten Kreisbahnen. Der Bahnradius, bezogen auf den Erdmittelpunkt,
ist von der Aufgabenstellung der Satellitenmission abhéngig. Gesucht ist die Start-
geschwindigkeit, um eine Bahn im Abstand r zu erreichen. Auf dieser Bahn muss
die Bahngeschwindigkeit des Satelliten so grof} sein, dass Gleichgewicht zwischen
der zentrifugalen und gravitativen Kraft auf die Satellitenmasse m besteht:

m-M
2

(U = vSatelliten—Kreisbahn)

Hieraus folgt die Bahngeschwindigkeit des Satelliten, die erreicht werden muss:

Usatelliten-Kreisbahn = \/G : M/r = \/g : RZ/r
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Die Startgeschwindigkeit, um diese Bahngeschwindigkeit zu erreichen, ldsst sich
wieder aus dem Energieerhaltungsgesetz berechnen (vgl. die Ausfiihrungen im
vorangegangenen Abschnitt):

1 5 M -m 1 5 M -m
Em * UStart — G- T - Em * Usatelliten-Kreisbahn — G- =0

Aufgelost nach vg,, folgt:

1 1 1R
UStart = 2GM ﬁ — E = 2gR 1— 57

(r = Fsaelliten-Bahnradius, M : Erdmasse, R: Erdradius).

2.8.7.3 Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete
Soll eine Trigerrakete von der Erde aus eine Sonde in den Weltraum, also in die
Unendlichkeit des Alls, befordern, muss sie das Gravitationsfeld der Erde iiber-
winden. Beim Verlassen der Erdoberfldche bedarf es der Startenergie:
5 M -m

Estan = Emv -G- R
Hierin ist M die Erdmasse, R der Erdradius und m die Masse der Rakete mit
Treibstoff und Nutzlast. v ist die gesuchte Startgeschwindigkeit. Diese muss so
hoch eingestellt sein, dass bei Erreichen des unendlich entfernten Raumes die Ge-
schwindigkeit der Rakete und damit ihre kinetische Energie gerade Null sind; die
potentielle Energie geht bei Erreichen r = oo ohnehin gegen Null. Beim Start
muss demnach (mindestens) folgende Bedingung erfiillt sein:

1 ) M -m
AE = EStan - EBeimF]ugwirdr:ooeneicht = Em * URlucht — G- T - (0 - 0) =0

Hieraus folgt die sogen. Fluchtgeschwindigkeit zu:

UFlucht = \/2GM/R: \/2gR

Man spricht auch von der 2. Kosmischen Geschwindigkeit.
Fiir die Erde findet man mit M = 6 - 10**kg und R = 6370 - 10° m:

Ve = 11.200m/s = 11,2km/s
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(Auf dem Mond betrigt die Fluchtgeschwindigkeit ca. 1,6 km/s, auf dem Planeten
Jupiter ca. 60km/s.) Ist v < Vpcne, kehrt das Projektil zuriick. Beim Start muss
U > Upnene erfiillt sein, um den freien Weltraum zu erreichen. Die Formel fiir
Vriehe gilt unabhédngig von der Masse der Rakete! Abhéngig von deren Masse sind
selbstredend Anfangsbeschleunigung und Antriebskraft einzustellen.

2.8.7.4 Potentielle Energie auBerhalb und innerhalb einer
Kugelmasse

Die potentielle Energie der Punktmasse m im gemeinsamen Gravitationsfeld mit

der Kugelmasse M ist auBBerhalb der Kugelmasse gleich

M -
Epot = _G—m (V > R)v
r

vgl. Abschn. 2.8.7.4.

Innerhalb der Kugelmasse lisst sich die potentielle Energie analog zu Ab-
schn. 2.8.6.4 herleiten, vgl. auch Abb. 2.197a. Die Gravitationskraft ist demgemaf
zu

M-m r
R? R

F(ry=—-m-a(r)=-G-
gegeben. Bei einer infinitesimalen Verschiebung von F(r) um dr wird die Arbeit
dW = —F(r)dr

verrichtet. Wird die Gleichung fiir F(r) eingesetzt, ergibt sich nach Integration:

M-m r
dw =G - %2 Edr
M-m 1 M-m 1 r?

Der Freiwert C folgt aus der Bedingung, dass W(r) im Abstand r = R vom
Zentrum entfernt, also auf der Kugeloberfldche, gleich der potentiellen Energie an
dieser Stelle ist, also gleich dem hier vorhandenen Arbeitsvermogen:

Mm 1 R M.
W(R) =G - " = n

3 .
S c=-¢g.2 " c=_->¢g.2 "
RZ R + R 2 R
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27 L1033

M.m

0
LW Faktor - 6
15 R

Abb. 2.201

Wird C eingesetzt, folgt nach kurzer Umformung:

b9 2 [ (3]

Im Zentrum (r = 0) betrigt die potentielle Energie:

3 M -m
E = 0 frd ——G -
pot (7 ) > R
Das ist dem Betrage nach der 1,5-fache Wert des Wertes von E,, an der Ober-
fliche. Abb. 2.201b zeigt den Verlauf von E inner- und auBerhalb der Kugel-
masse.

2.8.8 Gravitationsenergie - Eigenenergie

Eine Konfiguration von Massen (ein Massenkontinuum) besitzt aufgrund der ge-
genseitigen Abstinde der Massenelemente eine potentielle (Eigen-)Energie. Sie
kann als jene Arbeit gedeutet werden, die aufgewendet werden muss, um die
Massenkonfiguration aus dem Unendlichen in die betrachtete Stellung zu ver-
schieben.

2.8.8.1 Gravitationsenergie einer Konfiguration aus Punktmassen

Fiir zwei Punktmassen m, und m, mit dem gegenseitigen Abstand r|, betrigt die
potentielle Energie (Abb. 2.202a):

Epot:_G‘ml mzz—EG'(ml M2+m2 1)

r2 r2 I
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Abb. 2.202 a b ™

My
31
M

my m9 lpX] my

Bei drei Punktmassen gilt beispielsweise (Abb. 2.202b):

Epot:_G'( 1 2+ 2 3+ 3 l)

r2 23 3
1 mip-mjp my - M nmy - ms ms - ny ms - n; nyp-ms
=—-G- + + + + +
2 12 1 23 32 731 3

Offensichtlich lassen sich fiir Ep, bei n Punktmassen zwei alternative Formeln
anschreiben:

n n

m;-m; ! e

i#j : i=1j=1

In der rechtsseitigen Alternative sind Terme mit i = j auszuschlieen, anderen-
falls wire das die Eigenenergie einer Masse mit sich selbst.
Die vorstehende Betrachtung gilt gleichermallen

e fiir die Konfiguration von Himmelskorpern in fester rdumlicher Zuordnung,
z. B. fiir Sterne in einer Galaxie wie.
e fiir die Konfiguration von Atomen in einem festen Verbund.

Beispiel
Unter der Annahme, dass eine Galaxie aus n Sternen besteht, die (im Mittel) alle dieselbe
Masse M und denselben gegenseitigen Abstand r haben, folgt aus vorstehender Formel:

1 M?
Epm:—EG(n—l)nT

Wird von 800 Milliarden Sternen mit einer mittleren Masse gleich der Sonnenmasse ausge-
gangen, ergibt die Rechnung (M = 2-10¥kg, r = 3-10*' m):

1 +11 +11 —11 (2'1030)2 50 52
EP012—56,6710 (810 )(810 )W=—28510 ~=3-107"]

Die Einheit kommt durch folgende Umrechnung zustande: m?> kg s™ = Nm = J (Joule).
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Abb. 2.203

2.8.8.2 Gravitationsenergie einer Kugelmasse

Gegeben ist eine Kugelmasse mit dem Radius R. Die Dichte p sei im Mittel kon-
stant (die Masse sei homogen verteilt). Zum Zwecke der Losung wird zunéchst die
potentielle Energie zwischen der wechselwirkenden Kugelmasse mit dem Radius
r und der benachbarten Kugelschale mit der Dicke dr formuliert (Abb. 2.203):

37 -r3) - (p-dur?dr) :—Gp2~E7r2-r4dr

(p
dE.. = -G -
pot r 3

Anschliefend wird iiber alle Wechselwirkungen von r = 0 bis r = R integriert:

T 16 ¢ 16 5|k
Epot = / dEpy = —sz—n2~/r4dr = _sz_,TZ.’_
3 3 51,
r=0 0
16
— —sz—ﬂz . RS
15

Die Vollkugel mit dem Radius R hat die Masse:

4 3
M:p~§rr-R

Wird p freigestellt und in vorstehende Gleichung fiir £, eingefiihrt, lautet das
gesuchte Ergebnis:
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Beispiel
Unterstellt man, die Sonne habe eine homogene Masseverteilung mit der mittleren Dichte p,
berechnet sich Epq zu:

(2-10%)
7-10°

Tatséchlich ist die Dichteverteilung innerhalb der Sonne ungleichférmig, weshalb der wirk-
liche Wert von dem hier berechneten abweicht.

3
Epo = —3 6,67-107'". =2,29-10* Joule

Die Gravitationsenergie hat die Bedeutung einer Bindungsenergie. Es ist jene
Energie, die frei wird, wenn sich die urspriinglich im Unendlichen liegenden mate-
riellen Bestandteile zu einem Kugelkorper gravitativ vereinigen. Absolut gesehen
hilt die Energie die Kugelmasse zusammen, sie bindet sie, und 16st bei ausreichen-
der Grofle der Masse infolge des sich hierbei einstellenden hohen Drucks und der
hierauf beruhenden hohen Temperatur die Kernfusion im Inneren des Korpers aus.
Insofern beruht auch das Fusionsfeuer der Sterne letztlich auf der Wirkung der
Gravitation.

2.8.9 Beispiele zur Himmelsmechanik

In den voran gegangenen Abschnitten wurden Grundfragen, welche die Krifte auf
Massen und deren potentielle und kinetische Energie in einem Gravitationsfeld
betreffen, diskutiert. Hiervon ausgehend werden anschliefend einige elementare
Beispiele zur Himmelsmechanik behandelt.

1. Beispiel
Ausgehend von der Theorie der Kegelschnitte in Polarkoordinaten werden im Folgenden
Formeln zur Berechnung der Bahnelemente von Planeten und Monden ohne Nachweis
zusammengestellt.

Fiir die Beschreibung einer elliptischen Bahnkurve gilt alternativ (vgl. Abb. 2.186
und 2.204):

a’ —e? 1—¢? 1 )4
r =

a+e-cose 1+e¢e-cosgp a 1+ e-cose 1+ e-cose

a ist die groBe und b die kleine Bahnhalbachse einer elliptischen Bahn (¢ < 1). Fiir die
Kreisbahn als Sonderfall der elliptischen Bahn gilt: « = b = r (¢ = 0). e ist der Abstand der
Brennpunkte vom Mittelpunkt der Bahnkurve. Im Brennpunkt wird das Koordinatensystem
r, ¢ aufgespannt, r: Bahnradius; ¢: Winkel (wahre Anomalie); ¢: numerische Exzentrizitit:

e
E=—; p=-—
a a
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Abb. 2.204

Perihelgeschwindigkeit:

Aphelgeschwindigkeit:

_|G-M (1-¢
Vaph = a 1+e¢

G: Gravitationskonstante, M : Masse des Zentralgestirns.

Beispiel: Bahn des Erdkorpers
Berechnung einiger Bahnkennwerte:

a=149,6-10°m, &=0,0168; e =2513-10"m;
b=+a?—e2=149,62-10°m; b/a = 0,99986

Perihelabstand:
r=a(l —g)=09832-a = 147,1-10°m,
Aphelabstand:

r=a(l+¢) =10168-a=152,1-10"m.
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a b
2
Punkte v EE“.' Esin —0,5 E& Esin / Eﬂ
1 30,3 | -5394 | 2,743 2,697 -0,5085
1 2 298 | -5216 | 2565 2,779 -0,4917
3 3 293 | -5304 | 2653 2,652 -0,5002
0% | 0@ | .10® 40%
m/s J J J
Abb. 2.205

Im Mittel betrdgt der Abstand zwischen Sonne und Erde: r = 149.,6 - 10°m = AE (Astro-
nomische Einheit). Geschwindigkeiten im Perihel und Aphel:

Uper = 30,30 - 10 m/s  bzw.:  vypn = 29,30 - 10° m/s,
Mittelwert: Vpigel = 29,80 - 10° m/s

(Masse der Sonne: Msone = 1,99 - 10°° kg), Geschwindigkeit im Schnittpunkt der Hoch-
achse mit der Bahnkurve (Punkt 2 in Abb. 2.205): v = 29,80 - 103 m/s.

Fiir mggqe = 5,974 - 10** kg lassen sich die in der Tabelle der Abb. 2.205 eingetragenen
Werte fiir die potentielle und kinetische Energie in den Punkten 1 (Perihel), 2 und 3 (Aphel)
mittels nachstehender Formeln berechnen:

MSonnc * MErde
. — 2
Epot =-G , 3 Exin = E * MErde = U

Man erkennt, dass in guter Annédherung
1
Eyin = _5 . Epol

gilt. Das ist kein Zufall, sondern Aussage des sogen. Virialsatzes (s.u.). — Im vorliegenden
Falle ist die Umlaufbahn der Erde nahezu kreisformig. Fiir Kreisbahnen gilt der Virialsatz
exakt, im Ubrigen im zeitlichen Mittel.

Epo ist jenes Arbeitsvermdgen des sich um das Zentralgestirn bewegenden Trabanten,
das er innehiitte, wenn er im Gravitationsfeld aus seiner Bahn ins Unendliche verschoben
wiirde. Bezogen auf das Zentralgestirn ist der Weg vom Perihel ins Unendliche ldnger als
vom Aphel. DemgemiB ist £ per groBer als Epoqaph, absolut gesehen.

Bildet man fiir verschiedene Bahnpunkte die Summe E = Ejo + Exiy, bestitigt man fiir
jeden Punkt der Bahn:

E = —2,651-10%J = konst.

Die Energie dndert sich auf der Bahn somit nicht, wie es das Energieerhaltungsgesetz ver-
langt.
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Abb. 2.206 m v v+dv

2. Beispiel Virialsatz

Betrachtet man zwei Bahnpunkte in infinitesimalem Abstand, unterscheiden sich die Radi-
usvektoren dem Betrage nach um (r +dr)—r = dr (Abb. 2.206). Die potentiellen Energien
differieren in den beiden Punkten um:

GM -m GM -m 1 1
AE o = — o =GM - - —
pot r+dr ( r ) m(r r+dr)

_GM -m | 1
- r 1+dr/r

Wird der Klammerterm entwickelt, folgt:
1 1 1 { dr n dr\? dr\? n dr
14+dr/r - r r r T

GM -m dr

Somit gilt:

AEpy = ;

Die kinetischen Energien in den beiden Punkten differieren um
1 , 1 , 1
AEkin=Em'(U+dv) —E-m«v %Em«Zv«dv%mv«dv

Bildet man den Quotienten A Eyi,/A Epq, erhilt man:

A Eyin m-v-dv ) r? dv

AEyy GM-m-dv '~ GM 'dr

Geht man fiir v von

aus und differenziert nach r, folgt:

dv 1 1\ _s
E = (GM)z . (__)r 2
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Werden v und ihre Ableitung in den obigen Ausdruck fiir A Ey;,/AE, eingesetzt, ergibt
sich:

A Eyin r? 1 1 1
=—— . (GM)Z-r"2.(GM):2 -
AL =g (MG

1

2

-r

[

N =

Damit ist der Virialsatz erldutert, nicht bewiesen, denn die Reihenentwicklung und der Lo-
sungsansatz fiir v = v(r) gelten so nicht streng, sondern nur in Anniherung, im zeitlichen
Mittel.

Wird r gleich rygie gesetzt, erhélt man fiir die Erde die Bahngeschwindigkeit zu:

GM 6,6742-10-11.1,99.103° 3
v = = =29,80-10°m/s
T'Mittel 149.6 - 10° -

Der Virialsatz wurde urspriinglich fiir abgeschlossene Systeme in der Statistischen Mechanik
der Gase eingefiihrt, er erlaubt auch Abschidtzungen fiir Sternsysteme.

3. Beispiel
Fiir die elliptische Bahn des Halley’schen Kometen gelten folgende Bahnparameter in der
Astronomischen Einheit AE = 149,6 - 10° m:

a=17960AE, b =4585AE, e =17365AE, &= 0,96687

Berechnet man die Geschwindigkeiten im Zeitpunkt der Bewegung durch das Perihel und
das Aphel ergibt sich: vy, = 5,417 - 10*m/s bzw. vgpn = 9,12 - 10> m/s. Der Rechnung
liegen fiir Sonne und Komet folgende Massen zugrunde: Msome = 1,99 - 103 kg, myomer =
1,00 - 10" kg.

Die Geschwindigkeit im fernen Umkehrpunkt fillt offensichtlich nahezu auf Null ab. In
Abb. 2.207a ist der Verlauf der Geschwindigkeit fiir einen halben Umlauf tiber dem Winkel

a b
234 Epots Exin: E
1510 . .
i : ""._ SN i |
"ﬁm,mtm ? ; | R, Ew.:ne!]atw.___.
st - | — vt —
ms | 38310 mys | Differenz: — - I R S e |
| E=Epu+Emn=z — % —————1
©: 05m . us.mz’: 2 AATIB IR —1 '
LY e BN ] TN
110+ | —Q| \£1sz5 - T
Di—r——t—3 Y ([ S SR S
01 02 02 0405 0607 Q8 03 m ¥ 0 010203 04050607 0809
b 765.2/2-381Johre — =

Abb. 2.207
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« aufgetragen, berechnet nach der oben angeschriebenen Formel. Der Verlauf von Ep, und
Eyi, ist in Abb. 2.207b wiedergegeben. Fiir alle Bahnpunkte findet man: £ = —2,4716 -
102" J = konst., wie es sein muss.

Mit Hilfe des 3. Kepler’schen Gesetzes ldsst sich die Dauer eines vollen Umlaufs des
Kometen berechnen, ausgehend von der Umlaufzeit der Erde (Indizes E: Erde, K: Komet):

T2 & 3 17,950 AE)3
_Igza_l( S Ty =T, “_lea. (17,950 AE)” 3) = 76,11 a (Jahre)
T2 d} a3 (1 AE) ==

4, Beispiel

Gesucht ist ein Formelsystem, mit dem es gelingt, eine Satelliten- oder Raketenbahn nu-
merisch zu berechnen. Es soll sich dabei ganz allgemein um die Bahn eines Planeten, eines
Mondes, eines Kometen, eines Raumsatelliten oder einer Tréigerrakete im Gravitationsfeld
eines ,Muttergestirns‘ handeln.

Ausgehend von einem Anfangszustand zum Zeitpunkt ¢ = 0 werden Schritt fiir Schritt
die Bahnordinaten berechnet, entweder als Raumkurve im Koordinatensystem x, y, z oder
vereinfacht als Bahnkurve in der Ebene im Koordinatensystem x, y (oder r, ¢). Die Aufgabe
fallt in das Gebiet der numerischen Mathematik. — Im Folgenden wird ein sehr einfacher
Algorithmus fiir die Berechnung eines ebenen Bahnverlaufes vorgestellt. Dazu werden im
Zeitpunkt ¢ fiir den Bewegungszustand des (Flug-)Korpers der Masse m vereinbart:

w

x =x(),y =y(): Bahnordinaten
vy = vx(), v, = vy (t): Geschwindigkeitskomponenten in Richtung x bzw. y

ay = a,(t),a, = a,(t): Beschleunigungskomponenten in Richtung x bzw. y

Der Weg entlang der Bahnkurve sei s = s(¢). Abb. 2.208a zeigt die Wegordinaten zu defi-
nierten Zeitpunkten. Das Zeitintervall zwischen diesen Zeitpunkten wird als jeweils gleich
lang angesetzt, es wird also mit einer ,dquidistanten‘ Zeitskala gerechnet. Die Zeitpunkte
werden durch die Laufvariable i voni = 0,1,2,... iiberi — 1,7,i 4+ 1 usw. gekennzeich-
net. Im Zeitpunkt #; sind i - At Zeitintervalle seit Anfang der Bewegung durchlaufen.
Betrachtet werde der Zeitbereich von #;_; iiber #; bis #; |, wie in Abb. 2.208b, c skiz-
ziert. Die zugehorigen Wegordinaten seien s;_1, s; und s;4;. In diesen Zeitpunkten habe der

o]
-0
7]

auf der Bahn

Wegstrecke s

=)

naherungswei
paraliel

Abb. 2.208
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Korper die Bahngeschwindigkeiten v;_;, v; und v;; und in Richtung der Bahnkurve die
Bahnbeschleunigungen a;_;, a; und a; ;. Geschwindigkeit und Beschleunigung werden im
Folgenden durch einen bzw. zwei hoch gestellte Punkte gekennzeichnet:

s=s(), v=§=35@1), a=35=35().

Die Geschwindigkeit im Zeitpunkt #; wird als Steigung der Bahnkurve iiber der Zeitspanne
2 - At bei Fortschreiten von #;_; bis #; 1, angenihert (Abb. 2.208b)

Sit1 — Si—1

1
2-At 2-At

Vi =8 = (i1 —5i-1)

Neben dieser geometrischen Deutung gibt es eine andere: Der stetige Bahnverlauf wird durch
einen polygonalen ersetzt (Abb. 2.208c). Von den Steigungen zwischen den Punkten i — 1
und i sowie zwischen i und i + 1 wird der Mittelwert gebildet und dieser Wert als Naherung
fiir die Geschwindigkeit im Punkt i angesehen:

Asi_y _Si = Si—1 Asi it _ Si41 —Si
At At At Ar
S 5= 1 (Asi—lj ASi,i+1) _1! (Sf —Sic1 | Sitl —Si) _ 1 (Siat = Si1)
ALY, At AN, At 2- A1

Die Beschleunigung im Punkt i berechnet sich aus der bezogenen Anderung der Geschwin-
digkeiten in den beiden benachbarten Intervallen nach einer entsprechenden Formel:

Asiivi _ Asicii 1
At At —-
At At

Sit1 —Si Si _Si—l) 1
_ = =28 4 s
( At At (A71)? (Si41 i+ Si-1)

:S:,' =
Mit den vorstehenden Gleichungen sind die beiden gesuchten Differenzenformeln abgelei-
tet. — Neben der vorstehenden Herleitung, die vom geometrischen Bewegungsablauf ausgeht,
lassen sich die Formeln auch mittels der Taylor-Entwicklung herleiten. Dieser Weg hat den
Vorteil, dass ein Fehlerglied anfillt, welches eine Aussage iiber den Genauigkeitsgrad der
Formel erlaubt. Auch lassen sich auf diese Weise spezielle Randformeln angeben und Diffe-
renzenformeln hoherer Genauigkeit finden. — Neben dem auf den vorstehenden Formeln
basierenden Differenzenverfahren, stehen fiir die Losung der Bewegungsdifferentialglei-
chungen hochgenaue Zeitschrittverfahren zur Verfiigung. Die Fachbiicher zur numerischen
Mathematik geben Auskunft: Verfahren nach Euler-Chauchy, Heun, Runge-Kutta, Houbolt,
Newmark, Wilson und anderen [62, 63], vgl. auch [10]. Zur Thematik Himmelsmechanik
existieren keine elementaren Einfiihrungen, auf die Fachbiicher vom K. STUMPFF (1885-
1970) und M. SCHNEIDER (1935-2016) wird verwiesen, vgl. auch [64]. — In den anschlie-
Benden Beispielen wird gepriift, welche Genauigkeit mit den oben abgeleiteten Formeln
erreicht werden kann.

5. Beispiel
Die Internationale Raumstation ISS (Intern. Space Station) hat eine Masse von ca.
415.000 kg. Die Hohe ihrer kreisformigen Bahn ist variabel. Geht man im Beispiel von
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Abb. 2.209 8,0x10°- )

]
6,0!10 - ~

2,0x10°

E=N

e
E;o
\\
//

o
=)

-2,0x10°

-4,0)(1 06 \\| //
6,0x10° . <

Wegordinate y -y, inm

-8,0x10°

-1,2x10"  -8,0x10° -4.0x10° 00
Wegordinate x - X inm

h = 493 - 103 m iiber dem Erdboden aus und setzt den Radius der Erdkugel zu 6363 - 10° m
an, betriigt der Abstand vom Erdmittelpunkt: risg = (6370 4 493) - 103 = 6863 - 103 m. Mit
MErge = 5.9 - 10%* kg berechnet sich die Umlaufzeit zu:

Tiss (6.863 - 10°)3
Tiss = 27| =355 — 27 = 5692.85
G - Mprae 6.6742-10-11.59. 102  2==2

In Stunden betrigt die Umlaufzeit: T = 5692,8/3600 = 1,581 h und die Geschwindigkeit:

6,863 - 10°
Uiss = ZHW =7574,748 m/s = 27.269km /h

Berechnet man die Kreisbahn numerisch mit Hilfe obiger Formeln, ausgehend von den
Startkoordinaten x, = 6,863 - 10°m und y, = Om und der Startgeschwindigkeit vy =
7574,748 m/s, muss erwartet werden, dass der Ausgangspunkt nach einer Umrundung wie-
der erreicht wird. Abb. 2.209 zeigt die berechnete Kreisbahn. (Wegen der unterschiedlichen
Skalierung in Richtung x und y erscheint der Kreis in der Figur als Ellipse. Auf die Wieder-
gabe des Rechenprogramms wird unter Hinweis auf das nichste Beispiel verzichtet.)

Die Auswirkung von vier unterschiedlichen Zeit-Schrittweiten A¢ auf das Ergebnis der
numerischen Berechnung wird aus der folgenden Gegeniiberstellung deutlich, wenn die Dau-
er einer Bahnumrundung mit dem oben angegebenen Rechenwert 7 = 5692,8 s verglichen
wird:

At =1s: 5694.1s (0,023%)
At =2s:  5695.4s (0,046 %)
At =5s: 5698,0s (0,091 %)
At =10s: 5703,1s (0,180 %)
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Abb. 2.210

Die Klammerwerte geben die relative Abweichung zum strengen Wert in Prozent an. Ein-
sichtiger Weise sinkt die Genauigkeit der Rechnung je grofler Ar gewihlt wird. Insgesamt
ist die Genauigkeit des Resultats als sehr gut zu bewerten.

6. Beispiel: Berechnung einer Raketenbahn im Gravitationsfeld der Erde

Abb. 2.210 zeigt einen kugelformigen Korper mit der Masse M, es handele sich um die Er-
de. Im Zentrum wird das Koordinatensystem x, y aufgespannt. Gesucht sei die Bahnkurve
einer Rakete mit der Masse m, die im Startpunkt O mit den Koordinaten xg, yo und mit der
Geschwindigkeit vy unter einem definierten Winkel abgeschossen wird. Die Geschwindig-
keitskomponenten im Startpunkt werden mit vy und vy abgekiirzt. Sie miissen, wie X, Yo,
bekannt sein. Gesucht sind im Zeitpunkt ¢ die Bahnkoordinaten x = x(¢) und y = y(¢) des
Flugobjektes. Es wird im Folgenden der einfachste Fall unter nachstehenden Voraussetzun-
gen gelost:

e Die Masse m wird als konstant betrachtet. Tatsdchlich verliert die Rakete Treibstoff, ihre
Masse verringert sich. Ist der Treibstoff verbrannt, bewegt sich die Rakete ab diesem
Zeitpunkt frei im Gravitationsfeld. Streng genommen sind somit zwei Flugphasen zu
unterscheiden: Flug der Rakete als Korper mit zeitverinderlicher Masse m = m(t) unter
Schub, anschlielend freier Flug als Korper ohne Schub.
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e Beim erdnahen Aufstieg bleibt die bremsende Wirkung des Luftwiderstandes innerhalb
der Erdatmosphire unberiicksichtigt.

e Die Gravitationswirkung der anderen Himmelskorper, insbesondere jener von Sonne und
Mond, bleibt ebenfalls auler Betracht.

Die Gravitationskraft auf der gemeinsamen Linie zwischen dem Erdmittelpunkt und der
Rakete, also zwischen M und m, und deren Komponenten in Richtung x und y betragen:

M-
|F|=G - zm
.
M- M-
FR=-2F=-c¢. "2 2"
r r? r r3
M - M .
F=-Y.F=_¢G mYy__ 2 ™M,
r r2 r r3

Die auf den Flugkorper m einwirkenden Kraftkomponenten haben die entgegen gesetzte
Richtung zur Positivdefinition von x und y, sie sind daher negativ, vgl. Abb. 2.210.
Fiir das Objekt lauten die Bewegungsgleichungen:

Fr=m-a,, F,=m-a,

a, und a, sind die Beschleunigungskomponenten in Richtung x und y. v, und v, sind die
Geschwindigkeits- und x und y die Bahnkomponenten.
Alle Bewegungsstiicke sind Funktionen der Zeit ¢; zusammengefasst:
x=x(), y=y@:
vy = vy (?), Uy = Uy([);
ax =ax(t), ay =a,(r)

Der Abstand, also der Radiusvektor zwischen den Mittelpunkten der beiden beteiligten Kor-
per mit den Massen M und m ist ebenfalls eine Funktion der Zeit:

r=r(t) = Vx*@) + y*(1)

Die kinetischen Gleichgewichtsgleichungen im Bahnpunkt x, y zum Zeitpunkt ¢ lauten:

M-m M d*x M

-G x—m-a,=0 — a+G—=x=0 —- —S+G-—-x=0
r r3 dr? r3
M-m M d?y M

-G 3 y_m‘ay:() —> av-i-Gr—}y:O — ﬁ—’_Gr_Sy:O

Uber r = r(t) sind die beiden Differentialgleichungen miteinander gekoppelt; ausgeschrie-
ben lautet das Differentialgleichungssystem:

d?x X d?y y
—+GM-———— =0, —5+GM-————=0
dr? + 2+ )12 12 + 2+ )12
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Eine analytische Losung dieses gekoppelten Gleichungssystems ist schwierig; man spricht
vom Zweikorperproblem. Das Problem zihlt zu den sehr friihzeitig behandelten Aufgaben
der Himmelsmechanik. — Zum Zwecke der numerischen Losung werden die Beschleuni-
gungskomponenten im Zeitpunkt ¢ durch die im 4. Beispiel hergeleiteten Formeln ersetzt.
Das bedeutet: Die Differentialgleichungen werden in Differenzengleichungen tiberfiihrt:

1 Xi GM 2
W(xiJrl_zxi'i‘xi—l)"‘GM‘_ =0 - Xxp= [2—?(&) ]'xi_xi—l

1 : GM
W(yi+l_2yi+Yi—l)+GM'r_3:0 = Yitl :[Z—F(AI) :|'yi_Yi—l
=

Im Startpunkt 0 sind xg, yo und v,9, v,0 gegeben. Fiir den ersten Zeitschritt von 0 bis 1 wird
modifiziert gerechnet:

X1 = X0+ vox - AL, y1 = yo+ voy - At

Im Zeitpunkt 1 sind damit die Bahnwerte bekannt. Da auch die Werte fiir Punkt O bekannt
sind, kann mittels obiger Formeln von Bahnpunkt 1 auf Punkt 2 geschlossen (extrapoliert)
werden, weiter von 2 auf 3, von 3 auf 4 und so fortlaufend, was sich unschwer programmie-
ren lasst.

Zahlenbeispiel

Die Rakete starte von der Erdoberfliche im Punkt O mit den Koordinaten: xo = yy =
4,50 - 10°m (ry = 6,370 - 10° m, Radius des Erdkorpers) und den Geschwindigkeitskom-
ponenten vyy = 750 m/s und v,o = 1300m/s. Bezogen auf das Koordinatensystem gemif
Abb. 2.210 berechnet sich & aus tana = vy/vyo zu & = 60°. Nach Programmierung des
Algorithmus liefert die Zahlenrechnung das in Abb. 2.211a wieder gegebene Ergebnis. Of-
fensichtlich kehrt der Flugkorper nach einer gewissen Flugdauer um und schldgt spiter auf

Tangente im Startpunkt
a N’a:?izsemmm:c?eu
1,2)(105 % W v ,.—-\\ .

— S S R B ] - + Er-“\‘
£ 5 \‘ | = 10208 mis | o
= 1,0x10° %7%1 : ,/ I 10306ms | /z/ /
> 8,0x10" Aubrefipunk 4 / 1o = 0806 mis | LA
i 2 )}) / 2 &
5 6,0x10' 21 £
o / K Ji g= ; rd

I S 1x10
B 40x10" 7t N / $
= m}\ JJ"I = 0l |
o 2'0:‘10‘ I / | 7),\ [ _?—' AL . A Erde = |
00 WEEED e e ——
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Abb. 2.211
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der Erde wieder auf. Berechnungen mit den unterschiedlichen Zeitschrittweiten At = 1s,
2sund 5 s liefern praktisch identische Ergebnisse.

Die Fluchtgeschwindigkeit von der Erde betrigt mit den im Zahlenbeispiel angesetzten
Werten (M = 5,9-10** kg, R = 6,370-10° m): vgjuen = 11.200m/s. Abb. 2.211b zeigt den
Bahnverlauf fiir fiinf unterhalb der Fluchtgeschwindigkeit liegende Startgeschwindigkeiten
v, jeweils mit einem Startwinkel « = 60°. Bezogen auf die an den Startpunkt angelegte
Tangente ist das ein Winkel von 45° + 60° = 105°. Wie erkennbar, unterscheiden sich die
Auftreffpunkte nur wenig voneinander.

Inzwischen hat sich sehr viel ,Weltraummiill* aus ausgebrannten Raketen- und
anderen Triimmerteilen, sowie aus inaktiven Satelliten, angesammelt. Ca. 20.000
grofle Teile werden von der Erde aus verfolgt, von insgesamt 300 Millionen Teilen
bis herab in den mm-Bereich! Es wird daran geforscht, den Miill zu entsorgen,
indem er gezielt eingefangen und in einen Absturzorbit iiberfiihrt wird.

2.8.10 Sonnensystem

2.8.10.1 Sonne und Planeten (Wandelsterne)

Bezogen auf das Alter des Universums mit 13,82 - 10° Jahren ist das Sonnensys-
tem mit 4,56 - 10° Jahren vergleichsweise jung. Das Sonnensystem liegt ca. 26.000
Lichtjahre (Lj) vom Zentrum der Galaxis (der Milchstra3e) entfernt, also an deren
Rand. Das System ist aus einer riesigen, wohl 50 bis 100 Lj umfassenden Wolke
verwirbelten molekularen Gases und Staubes, dem solaren Urnebel, entstanden.
Der Staub stammte aus den mineralischen und metallischen Partikelresten einer
oder mehrerer vorangegangener Sternexplosionen (Supernovae). Durch gravitati-
ve Wirkung biindelte sich im Zentrum der Wolke vorrangig Wasserstoffgas als
leichtestes Element zu einem gewaltigen kugelformigen Korper, der Sonne. Infol-
ge des mit der Tiefe ins Sonneninnere anwachsenden hohen Drucks und der damit
einhergehenden hohen Temperatur fusionierten irgendwann zwei Wasserstoftkerne
zu einem Heliumkern. AnschlieBend setzte die Kernfusion kaskadenartig ein, die
Kernfusion war geziindet. Das war die Geburtsstunde unserer Sonne, eines neuen
Sterns. Anfangs setzte sich das Material der Sonne aus 82 % Wasserstoft (H), 17 %
Helium (He) und zu 1 % aus anderen Spurengasen zusammen. Inzwischen besteht
das Sonnenplasma aus 73 % H, 25 % He und 2 % schwereren Elementen, u. a. Koh-
lenstoff. Pro Sekunde fusioniert in der Sonne eine Masse von ca. 4,26-10°kg (4,26
Milliarden Kilogramm) Wasserstoff und wird als Energie abgestrahlt (Bd. IV, Ab-
schn. 1.2.5.1). Als Kernbrennstoff reicht der vorhandene Wasserstoffvorrat wohl
noch fiir weitere 4,5 - 10° Jahre. Wenn dieser aufgezehrt sein wird, wird sich die
Sonne (sie ist ein Stern der GroB3e G2V) zu einem ,Roten Riesen® aufblihen und
dabei die Bahn von Merkur und Venus, gar jene der Erde, erreichen. Schlie3lich
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Abb. 2.212 «— Erde zum Vergleich
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wird sie, nachdem sie ihre gewaltige materielle Hiille schichtenweise abgestofien
hat, zu einem ,Weillen Zwerg‘ schrumpfen und irgendwann nach weiterer Abkiih-
lung verloschen (Bd. III, Abschn. 3.9.8.4 und 3.9.8.5).

Abb. 2.212 zeigt die Sonne in schematischer Darstellung. Im Zentrum liegt der
Kern, die Temperatur betriigt hier ca. 15 - 10° K. Dem Kern schliefen sich die
Strahlungs- und Konvektionszone an. In der Strahlungszone erreicht die Tempe-
ratur ca. 2 - 10 K. Zum Rand hin folgt die Photosphire (nur 400 km michtig).
Sie hat eine kornige Oberfliche in Form von etwa rechteckiger Granularen, quasi
,blubbernden‘ Gasballen. Die Temperatur betrdgt hier 5770 K. Aus dieser Schicht
dringt die elektromagnetische Strahlung (vorrangig sichtbares Licht) aus, welche
die Chromosphire anschlieBend passiert. Letztere ist mit 12.000 km miéchtiger als
die Photosphire. Thre Dichte ist gering, sie geht in die Korona iiber.

Bedingt durch die unterschiedliche Rotation der inneren Schichten zueinander
und die hiermit verbundene Reibung baut sich im Sonnenkorper ein gewaltiges
Magnetfeld mit wechselnder Polung auf. Durch dessen Krifte wird hei3es solares
Plasma aus der Sonne heraus geschleudert, man spricht von Protuberanzen. Sie
erreichen Hohen bis 100.000km, gelegentlich noch hoher aufsteigend. Die Form
der filamentartigen Protuberanzen ist iiberwiegend schleifenartig.

Auch die Sonnenflecken (um 500 bis 1000 K kiihler) mit einer Ausdehnung bis
10.000km beruhen auf der Wirkung des solaren Magnetfeldes. Sie treten in elf-
jéhrigem Rhythmus verstirkt auf, ebenso, damit in Verbindung stehend, die sogen.
Flares mit verstirkter UV- und Rontgenstrahlung, sowie die koronalen Massen-
auswiirfe (CMEs). Das sind solare Eruptionen. Sie dauern wenige Minuten bis
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zu Stunden. Die hierbei ausgestoBBene Materie durchdringt mit hoher Geschwin-
digkeit (3 - 10°km/h) als Sonnensturm (Sonnenwind) das ganze Sonnensystem.
Auf der Erde wird der Sonnenwind durch die Erdatmosphére weitgehend abgefan-
gen, nur in seltenen Fillen erreichen die Materieteilchen die Oberfliche der Erde.
Dann kann es zu Stérungen der Strom- und Funktechnik kommen, in seltenen Fél-
len zu Zerstorungen (01.09.1859, 13.03.1989). — In den nordlichen und siidlichen
Polregionen 16st der Sonnenwind durch Wechselwirkung mit dem Magnetfeld Po-
larlichter in der Hochatmosphire aus (Bd. ITI, Abschn. 3.7).

Die Sonne wird von einem Strahlenkranz ionisierten Gases umbhiillt und das in
einer Michtigkeit, die ihrem Radius entspricht, es ist die sogen. Korona. Sie ist
von sehr geringer Dichte, ihre Temperatur betrigt wohl 1-10° K und mehr. Nur bei
totaler Sonnenfinsternis wird sie von der Erde aus sichtbar.

Die Sonne ist ein Stern des Spektraltyps G2V mit folgenden Merkmalen:

e Radius 6,96 - 103 m (£ 109 Erdradien),

e Masse 1,99 10 kg (= 333.000 Erdmassen), die Masse der Sonne umfasst ca.
99,3 % der Masse des gesamten Sonnensystems,

e Mittlere Dichte 1409kg/ m? (£ 25,5 % mittlere Erddichte), die Dichte im Son-
nenkdrper ist extrem unterschiedlich, innen 100.000kg/m?, aufen 10kg/m?3,

e Periode der Eigenrotation ca. 25 Tage am Aquator und ca. 34 Tage an den Polen,

e Geschwindigkeit der Sonne in Richtung auf das Sternbild Herkules (einschliel3-
lich des gesamten Sonnensystems) ca. 20 km/s. Die Umlaufgeschwindigkeit
des Sonnensystems um das Zentrum der Galaxis betrdgt rund 220 km/s und die
Umlaufzeit 2,25 - 108 Jahre, man spricht vom ,Kosmischen Jahr*.

Wie ausgefiihrt, formte sich das Sonnensystem einst aus einer rotierenden Mate-
riescheibe gewaltigen AusmalBes. Die Rotationsenergie hatte das Gesamtsystem
von vorangegangenen Supernovae bezogen, aus deren Materie sich das Ganze bil-
dete, insbesondere die Sonnenmasse im Zentrum der Scheibe. Das Gesetz von der
Erhaltung des Drehimpulses verlangt, dass die Rotation iiber alle Zeiten aufrecht-
erhalten bleibt.

AuBerhalb der Sonne verklumpten die harten Partikel innerhalb der Scheibe
zu Flocken, zu Brocken, zu Blocken und schlielich zu steinigen Planetesimalen,
die sich zu Planeten gravitativ ballten. Am Ort ihrer Bildung hatten die Planeten
jene Geschwindigkeit, die eine stabile Umlaufbahn sicherte, die demgemédfl mit
den Grundgesetzen der Mechanik, in diesem Falle mit den Kepler’schen Gesetzen,
korrespondierte.

Zunichst bildeten sich in relativ kurzer Zeit (in ca. 10 - 10° Jahren) in groBerer
Entfernung von der Sonne die Gasplaneten Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun.
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Abb. 2.213

Sie haben einen festen Kern aus Gestein und Eis. Spiter entstanden in einem
vergleichsweise langen Zeitraum (in ca. 100 bis 300 - 10® Jahren) die sogen. ter-
restrischen Planeten Merkur, Venus, Erde und Mars. Sie bestehen vorrangig aus
mineralischer und metallischer Materie, umgeben von einer diinnen gasformigen
Atmosphire (Merkur trigt keine).

Wihrend der Entstehungsphase wurden die planetarischen Korper durch die
Kollisionsenergie der einschlagenden Materie glutfliissig erhitzt, die schwereren
Metalle, vorrangig Eisen und Nickel, sanken in den Kernbereich ab, die leichteren
Mineralien verblieben im Randbereich. Auf diese Weise hat sich auch die Erde in
ihre unterschiedlichen Kern- und Krustenschalen ausdifferenziert.

Zwischen den inneren und dufleren Planetensystemen bewegt sich innerhalb
einer kreisringféormigen Scheibe eine riesige Anzahl von Planetoiden (Asteroiden)
unterschiedlicher Form und Groe.

AuBerhalb des Neptuns kreisen weitere Kleinplaneten, eingebettet in einen gi-
gantischen Materiestrom, dem sogenannten Kuiper-Giirtel (man spricht in dem
Falle von Transneptun-Objekten (TNO)). Nochmals entfernter kreisen in der das
Sonnensystem allseits umgebenden Oort’schen Wolke weitere Korper bei tiefster
Temperatur. Aus den genannten Bereichen stammen viele der gelegentlich bis ins
Innere des Sonnensystems eindringenden Kometen.

Abb. 2.213 zeigt den Aufbau des Planetensystems. In der Tabelle der Abb. 2.214
sind die wichtigsten Kenndaten der acht Planeten des Sonnensystems (bezogen
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Korperdaten Bahndaten
Planet | Raguator | V | p m Bahn- | Umlauf | Rotation | MNum. Inkli- Mittlere
| radius Exzentr. | nation Temp.
Merkur | 0,383 | 0,056 | 0,98 | 0,055 | 0,387 | 0,241 | 586 | 0,2056 | 7,005° | +167°C
Venus | 0,949 | 086 | 095 | 0815 | 0,723 | 0,616 | 2430 | 0,0068 | 3,395° | +464°C
Ede | 1 | 1 1 1 1 T | 1 | 00157 | - +15°C
Mars | 0533 | 0,15 | 0,71 | 0,108 | 1,524 | 1,881 | 1,026 | 0,0934 | 1851° | —63°C
Jupiter | 11,21 | 1316 | 0,24 | 3178 | 5203 | 11,86 | 041 | 00484 | 1305° | —108°C
Salum | 945 | 764 | 093 | 952 | 9537 | 2945 | 044 | 00542 | 2484° | -138°C | 62 |
Uranus | 401 | 64 | 023 | 145 | 1919 | 8402 | 072 | 00472 | 0,770° | -197°C | 27
Neptun | 3,88 58 | 030 | 171 | 3007 | 1648 | 067 | 00086 | 1769° | —200°C | 14
Ceres | 0,076 | 0,00042 | 0,38 | 0,0002 | 277 | 4,605 | 0,378 | 0,0758 | 1059° [ —106°C | 0
Pluto | 0,186 | 0,00644 | 0,34 | 0,0022 | 3948 | 2479 | 6,387 | 0,2488 | 17,14° | -229°C | 5 |
Ers | 0,182 | 0,00809 | 0,46 | 0,0028 | 67,69 | 5569 ? 04421 | 4414° | —243°C | 1
Alle Daten bezogen auf die Erde:
Riquater = 6378 km; V: Volumen = 1,083-10'2 km3; p: Dichte = 5515 kg/m? m: Masse = 5,97-10% kg
Bahrradius = 149598 km (AE); Umlaufzeit in Erdenjahren, Rotationsperiode in Erdentagen

B D ro| =| =] =| Monde

Abb. 2.214

auf die Erde) zusammengefasst. Die drei Kleinplaneten Ceres, Pluto und Eris sind
in der Tabelle mit aufgenommen. Ceres bewegt sich innerhalb des Planetoiden-
Giirtels. Pluto (einschlieflich seiner fiinf Monde) und Eris umkreisen die Sonne in
eisiger Entfernung im Kuipergiirtel. Pluto wurde ehemals zu den Planeten gezihlt.
Im Jahre 2006 wurde ihm von der IAU (Internationale Astronomische Union) der
Status eines Planeten aberkannt, zu gering sei seine Grofe, zu exzentrisch seine
Bahnebene. Im Jahre 2015 konnte die Raumsonde ,New Horizons‘ Pluto im Vor-
beiflug vermessen, anschlieBend soll sie den Kuipergiirtel weiter erkunden.

Die Astronomie wird in vielen Biichern abgehandelt, liberwiegend mit farbi-
gem Bildmaterial und interessanten Details, auch zur Geschichte der Disziplin.
Die Himmelskunde hat die Menschen seit alters her fasziniert. Zur Vertiefung sei
auf die Zeitschrift Sterne und Weltraum verwiesen und zwecks eines anspruchs-
volleren Einstiegs auf die bereits zitierte Literatur [53—60] und auf [65]. Die Sonne
selbst ist ein faszinierender Stern [66, 67].

2.8.10.2 Stellung der Planeten - synodische/siderische Zeit

Wie ausgefiihrt, werden die um die Sonne kreisenden kugelférmigen Himmelskor-
per als Planeten bezeichnet. Sie bewegen sich ndherungsweise in einer gemein-
samen Ebene auf elliptischen Bahnen. Als Bezugsebene dient die Bahnebene der
Erde um die Sonne, man nennt sie ekliptikale Ebene und ihre Randlinie am Him-
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mel Ekliptik. Gegeniiber dieser Ebene weisen die anderen Planetenbahnen eine
mehr oder minder gro3e Winkel-Neigung (Inklination) auf (vgl. Abb. 2.214). — Die
Planeten werden beziiglich ihrer Stellung zur Erde in innere und duflere und be-
ziiglich ihres Aufbaues als untere und obere bezeichnet. Die inneren Planeten sind
Merkur und Venus und die unteren die erddhnlichen Planeten Merkur bis Mars. —
Abb. 2.215 enthilt Benennungen zur Kennzeichnung der Planetenstellungen.

In den jdhrlich erscheinenden astronomischen Jahrbiichern sind die monatli-
chen Planetenstellungen vor dem Himmelshintergrund und den im Laufe des Jah-
res entlang der Ekliptik wechselnden Tierkreiszeichen ausgewiesen.

Die unteren (erddhnlichen) Planeten umschliefen keine Materie-Ringe, wohl
alle oberen. Letztere werden von vergleichsweise vielen Monden umkreist (Ab-
schn. 2.8.10.8).

Abb. 2.216a zeigt, wie die inneren Planeten von der Erde aus vor dem Fix-
sternhimmel erscheinen, sie stehen entweder in unterer oder oberer Konjunktion in
Bezug zur Erde.

Bei den dufleren Planeten sind Konjunktion und Opposition markante Stellun-
gen (Teilabbildung b). Aus den Abbildungen wird deutlich, wann die Planeten
von der Erde aus gut, médBig oder nicht sichtbar sind. Merkur ist wegen seiner
Sonnennihe stets nur kurz zu sehen, Venus dagegen als Abend- und Morgenstern
iiberwiegend in schonem Glanz, Mars in Opposition um Mitternacht als kleiner
Stern in rotlichem Licht. — Die inneren Planeten kreisen schneller als die Erde,
die dufleren langsamer. Abb. 2.216¢ zeigt als Beispiel die wechselnde scheinbare
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Grofle und Helligkeit der Planeten im Laufe eines Jahres, was durch den unter-
schiedlichen Abstand zwischen ihnen und der Erde im Jahreslauf bedingt ist. (Die
gelegentlich von der Erde aus zu beobachtende mutmaBliche Riickbewegung der
duBeren Planeten in Form einer Schleife vor dem Himmelshintergrund wurde be-
reits in Verbindung mit Abb. 2.182 erklért, vgl. auch Abb. 2.216b.)

Ein wichtiger Parameter jeder Planeten- und Mondbahn ist die Umlaufzeit, sie
wird auch als Periode bezeichnet. — Als Beispiel werde die Umlaufzeit des Planeten
Mars um die Sonne betrachtet. Mars gehort zu den duferen Planeten. Abb. 2.217
zeigt seine Umlaufbahn und jene der Erde. Die Umlaufperiode der Erde betrigt:
Terde = 365,25636d, d = Erdentag.

Die Oppositionsstellung von Mars und Erde sei fiir die folgende Betrachtung
die Bezugsposition. In diesem Falle liegen Sonne, Erde und Mars auf einer Ge-
raden. Vollendet der Mars einen vollen Umlauf, erscheint er, von der Sonne aus
gesehen, exakt an derselben Stelle am Fixsternhimmel. Die Dauer dieses Umlaufs
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bezeichnet man als seine siderische Periode, sie kennzeichnet den wahren Umlauf
des Planten, hier: T sid.-

Mars bewegt sich langsamer als die Erde, seine siderische Periode dauert mehr
als zweimal so lange wie die Erdumlaufbahn, sie betrigt: Ty sia. = 686,98 d. Fiir
Mars und Erde folgen die Winkelgeschwindigkeiten (w = v/r = 27/ T) aus:

2 2
;. WMars =

WErde =

b
TErde TMars,sid.

Abb. 2.217 zeigt neben der ersten auch die nachfolgende Oppositionsstellung der
beiden Planten. Bei dieser hat sich Mars einmal um die Sonne und dariiber hinaus
noch ein gewisses Stiick weiter bewegt. Die Zeit, die der Planet fiir diese Strecke
benotigt, also von Opposition bis zur nichsten Opposition, bezeichnet man als
seine synodische Periode, sie ist die auf die Erde bezogene Umlaufzeit. Die Erde
benotigt bis zum Erreichen dieser Stellung einen zusétzlichen Umlauf, anders stellt
sich die erneute Opposition nicht ein. Der von Mars iiberstrichene Winkel bis zum
Erreichen dieser ins Auge gefassten Stellung ist seine Winkelgeschwindigkeit mal
seiner synodischen Periode. Fiir die Erde gilt das Analoge, erginzt um den Winkel
2m (vgl. Abb. 2.217):

WMars * TMars.ser =2+ WErde * TMars,syn.

Setzt man obige Ausdriicke in die Gleichung ein, folgt nach Umformung:

1 1 1

TMars,syn. TErde TMars,sid.

In Zahlen ergibt sich fiir den Planeten Mars mit Ty 5ia. = 686,98 d:

1 1 1 1
Tuviassyn, 365,25636d  686,98d  779,94d

TMars,syn = 779794d

Fiir die beiden inneren Planeten gilt eine modifizierte Formel.

Da sich die Planeten nicht auf einer Kreis- sondern auf einer Ellipsenbahn be-
wegen, haben die diskutierten Umlaufzeiten die Bedeutung von mittleren Perioden.

Auch fiir die Umrundung eines Mondes um seinen Planeten interessiert die
Fragestellung. Sie werde am Beispiel des Erdmondes geklirt: Abb. 2.218 zeigt
den Umlauf der Erde um die Sonne und gleichzeitig den Umlauf des Mondes um
die Erde und das fiir zwei unterschiedliche Zeitpunkte bzw. Mondstellungen.

Die dargestellten Stellungen unterscheiden sich um die Dauer einer vollstidndi-
gen Umkreisung des Mondes um die Erde: Stellungen 1 und 2. In diesen Stellungen
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Abb. 2.218
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erscheint der Mond von der Erde aus jeweils exakt als Halbmond. Diese Zeit
zwischen zwei gleichen Mondphasen bezeichnet man als synodische Periode des
Mondes: Twviond,syn.- Sie ldsst sich exakt von der Erde aus messen. Die hierbei vom
Mond {iberstrichene Bahnlidnge ist etwas lidnger als es der vollen Umkreisung der
Erde um 360° entspricht. Bei seiner Umkreisung der Erde um 360° wiirde ein Fix-
stern vom Mond aus gesehen mit einer festen Visiereinrichtung wieder an derselbe
Stelle erscheinen. Das wire seine siderische Periode: Tyjondsia.- Die synodische
Periode dauert ldnger als die siderische. Die Perioden sind iiber die Formel

1 1 1
= +
TMond,sid. TErde TMond,syn.

miteinander verkniipft. In Zahlen folgt fiir Tyiond,syn. = 29,53059d:

1 1 1 1
Tuondsia.  365.25636d + 29,53059d  27,32166d

- TMond,sid. = 277321 66d

Erwihnt sei an dieser Stelle die sogen. Titius-Bode-Formel. Sie besagt, dass der
mittlere Abstand der Planeten von der Sonne (in Astronomischen Einheiten, AE)
in Anniherung der Formel

r, =04403-2"

gehorcht (aufgedeckt wurde sie von D. TITIUS (1729-1796) und E. BODE (1747—
1826)). Fiir den Exponenten # ist zu setzen: Merkur: n = —oo, Venus: n = 0,
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Abb. 2.219
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Erde: n = 1, Mars: n = 2, Planetoiden: n = 3, Jupiter: n = 4, usf. Die Abwei-
chungen liegen im Wenige-Prozent-Bereich. Beim Neptun liegt die Abweichung
allerdings bei 27 %. Auch fiir den Planetoidengiirtel ist die Formel zu ungenau.
Ein inneres Naturgesetz, das der Formel zugrunde liegen konnte, ist nicht bekannt.

2.8.10.3 Merkur

Abb. 2.219 zeigt die Bahnen von Erde und Merkur um die Sonne, einschlieBlich ih-
rer Perihel- und Aphelstellungen (A und P) in Verbindung mit den kalendarischen
Erddaten. — Die mittlere Dichte des Merkur ist etwas geringer als jene der Erde,
was auf einen vergleichbaren Aufbau mit einem Eisen-Nickel-Kern schlie3en ldsst,
er erfasst wohl ca. 3/4 des Durchmessers (Abb. 2.220). Das Magnetfeld ist den-
noch schwach, was vermutlich auf der langsamen Rotation des Planeten beruht.
Dadurch werden nur geringe gegenseitige Schiebungen und Reibungen innerhalb
des Eisenkerns induziert.

Wegen der Nihe zur Sonne und ihrer starken gravitativen Wirkung einerseits
und des von der Sonne ausgehenden starken Sonnenwindes andererseits, konnte
sich auf dem Planeten keine gasformige Atmosphire bilden bzw. halten. Dieser
Umstand hat extreme Temperaturunterschiede zwischen Tag und Nacht zur Folge.
Das beruht auch auf der bereits erwihnten sehr langen Rotationsperiode, sie dauert
58,6 Erdentage und der Umlauf um die Sonne 88 Erdentage. Das gemeinsam hat
zur Folge, dass, bezogen auf die Sonne, ein Sonnentag auf dem Planeten 1,98 ~ 2
Merkurjahre dauert!
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Abb. 2.220
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Da jeglicher Wind fehlt, gibt es auf dem Planeten seit seiner Entstehung kei-
ne Erosion. Die krustige, wiistenartige und relativ flache Oberflache ist sehr alt
und iibersdt mit Einschlagkratern aller Gréenordnungen, der grofite weist einen
Durchmesser von ca. 1550 km auf, es ist das Carolis-Becken.

2.8.104 Venus

Die Venusbahn verladuft fast kreisformig. Die Entfernung bis zur Sonne betrégt ca.
0,7 AE. Der Planet hat mit einem Durchmesser von 12.104 km nahezu die Grofie
der Erde.

Seine mittlere Dichte betrigt 5250kg/m?, das sind 95 % der Erddichte. Der
Durchmesser des Eisenkerns wird zu 6000 km geschitzt.

Je nach Stellung in Bezug zur Erde erscheint der Planet von der Erde aus als
eine Sichel mit einem Abstand von 42 - 10° km oder als kleine runde Scheibe mit
einem Abstand von 258 - 10° km von der Erde, vgl. Abb. 2.221.

Gegendiiber der Erde weist der Planet einige Besonderheiten auf:

e Die Rotation um die eigene Achse ist gegenldufig zum Drehsinn der Bahn um
die Sonne, man nennt eine solche Rotation retrograd. Die Dauer eines Um-

Abb. 2.221
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laufs um die Sonne betrdgt 225 Erdentage, die Dauer einer Rotation um die
eigene Achse 243 Erdentage. Das bedeutet: Der Venustag dauert ldnger als ein
Venusjahr! Als Folge dieser extrem langsamen Rotation stellen sich, wie beim
Merkur, nur geringe gegenseitige Bewegungen innerhalb des fliissigen Eisen-
kerns ein, was auch in diesem Falle das schwache magnetische Feld erklart.

e Auf der Oberfliche lastet eine ca. 100 km michtige sehr dichte Gashiille aus
96 % Kohlendioxid (auf der Erde sind es 0,03 %) und 3,5 % Stickstoff sowie
Spuren von Argon. Am Boden herrscht ein Druck von 90 bar, das ist das 90-
fache des atmosphirischen Drucks auf Erden in Hohe des Meeresspiegels.
Druck und Dichte sind innerhalb der Venusatmosphire unterschiedlich gestaf-
felt, das gilt auch fiir die Stromungsverhiltnisse mit zum Teil extrem heftigen
Stiirmen in unterschiedlichen Hohen.

e Die Oberfliche der Venus ist von aullen nicht einsehbar. Dank der vielen, seit
1966 durchgefiihrten Raummissionen ist der Planet inzwischen umfassend kar-
tiert. Die Oberfliche zeigt mehr als 1000 Vulkane, auch ausgedehnte Lavafliisse
und -becken. Die Vulkane sind tiberwiegend aktiv. Der Venusmantel ist glithend
heif3, ebenso die unteren Schichten der Gashiille, wohl bis max. 500 °C! Das hat
zur Folge, dass die Temperaturunterschiede auf der Venustag- und Venusnacht-
seite vergleichsweise gering sind, obwohl die Eigenrotation so lange dauert und
obwohl nur 2 % des Sonnenlichts die Venusoberfliche erreicht. Die Gashiille
wirkt wie eine Isolierung, wie ein ,Treibhaus‘. Lebensformen, wie auf der Er-
de, konnten sich auf dem Planten nicht entwickeln. Wasser ist nur in geringstem
Umfang vorhanden und das in Form von Schwefelsduretropfchen.

2.8.10.5 Erde
Von der Sonne aus gesehen, ist die Erde der dritte Planet. Die Erde zu erforschen
ist Aufgabe der Geowissenschaften.

Die Bahn der Erde um die Sonne ist nahezu kreisformig (¢ = 0,01674). GrofBiter
und kleinster Abstand von der Sonne unterscheiden sich nur geringfiigig: 1,471 -
10'"' m (Perihel, sonnennichste Stellung am 2. Januar), 1,521 - 10" m (Aphel, son-
nenfernste Stellung am 5. Juli). Der mittlere Abstand ist mit 1,495979 - 10" m
als Astronomische Einheit (AE) vereinbart — Die Geschwindigkeit auf der Bahn
um die Sonne betrigt im Mittel 29,8 km/s = 107.219km/h. — Das Jahr dauert
365,25636 Tage. — Die siderische Rotationsperiode um die eigene Achse dauert
23h56 min4,099s und die synodische (gegeniiber der Sonne) 24 h (24 Stunden,
24 - 60 - 60 = 86.400 Sekunden). — Umlaufbahn und Rotation weisen denselben
Drehsinn auf, vgl. Abb. 2.222.

Gegeniiber der ekliptikalen Ebene ist die Rotationsachse um 66,55° geneigt.
Lage und Richtung der Drehachse bleiben bei der Umrundung der Sonne unver-



336 2 Mechanik Il: Anwendungen

a P
///’///’//7 .

KA

T vso Manz

7

Erdrotation

A

Mai Nordlicher
al Polarkreis

—_-—

Nérdlicher

Y
Aquator 2

Stdlicher g2z
Wendekreis Z

Sidlicher
Mondbahn Polarkreis

Mondbahn
(ein Monat

Quelle: Erforschter Weltraum
Freiburg: Herder-Verlag 1975

Abb. 2.222

dndert. Dadurch ist der Sonneneinfall auf der Erdoberfliche im Laufe des Jahres
unterschiedlich. Auf diesem Umstand beruhen die Jahreszeiten.

Aus Abb. 2.222 gehen alle weiteren Einzelheiten hervor: Pole, Polarkreise,
Wendekreise und Aquator. Ab 21. Juni geht polseits des nordlichen Polarkreises
die Sonne nicht mehr unter, polseits des siidlichen Polarkreises nicht mehr auf
(£66,55° Breite). Das Entsprechende gilt umgekehrt ab 21. Dezember. Am 21.
Mirz bzw. 23. September sind Tag und Nacht gleich lang (Tag- und Nachtgleiche).

Der Form nach ist die Erde ein abgeplattetes Rotationsellipsoid, die Abplattung
betrigt:

f= 6376,137 — 6356,752

=0,00335 = ———
6378,137 298,253
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Diese Ausformung beruht auf der von der Erdrotation ausgehenden zentrifuga-
len Beschleunigung, sie ist in der Aquatorebene am groBten. Man bezeichnet die
Erdform als Geoid. Der Erdkorper ist gegeniiber einem idealen Rotationsellipso-
id nochmals unregelmiBiger (,kartoffelartig®) geformt. Das beruht auf der Dichte-
bzw. Masseinhomogenitit innerhalb des mehrschaligen Erdaufbaues. — Die Erde
gliedert sich wie folgt von innen nach auflen: Innerer fester Eisen-Nickel-Kern
(Radius 1230 km), fliissiger Eisen-Nickel-Mantel (2260 km dick), innerer (visko-
ser) und duferer (fester) Silikat-Mantel (insgesamt ca. 2900 km dick). Die Dicke
der Erdkruste selbst ist gering, die ozeanische Kruste zwischen 8 bis 10 km, jene
unter dem Festland bis 50 km dick. Die feste (sprode) Kruste besteht vorrangig aus
basischen und sauren Silikaten (vgl. hier Bd. IV, Abschn. 2.4.2.2)

Das magnetische Feld beruht auf den gegenseitigen Materialverschiebungen in-
nerhalb der metallisch-fliissigen Kernschale. Da die Erde relativ schnell rotiert, hat
das einen vergleichsweise starken Magnetismus zur Folge. Die magnetische Feld-
stirke klingt auferhalb des Erdkorpers rasch ab (Bd. III, Abschn. 1.4.1). Ohne das
Magnetfeld hitte sich wohl Leben auf Erden nicht entwickeln konnen, es verhin-
dert das Eindringen der Partikel des Sonnenwindes bis zur Erdoberfliche.

Wihrend die Atmosphire auf den Nachbarplaneten Venus und Mars vorrangig
aus CO, besteht (auf dem Mars nur in sehr geringer Dichte), ist hiervon auf der
Erde nur wenig vorhanden, auf der Erde dominieren bis etwa 100 km Hohe Stick-
stoff (N, 78 %), Sauerstoff (O,, 21 %) und 1 % Edelgase. Der Hohe nach weist
die Erdatmosphire einen wechselnden Schichtenaufbau mit stark verénderlichen
Druck- und Temperaturverhiltnissen auf (vgl. Bd. III, Abschn. 2.7.4).

Eine Besonderheit des Erdkorpers ist seine Prizession. Hierunter versteht man
die zeitverdnderliche Verlagerung der Rotationsachse entlang des Auflenmantels
eines (virtuellen) Kegels, dessen Spitze im Erdschwerpunkt ruht. Abb. 2.223a zeigt
die Schwenkung der Drehachse und den zugehorigen Drehsinn. Die Umlaufzeit
dieser kreiselnden Bewegung betriagt 25.750 Jahre (,Platonisches Jahr‘). In die-
sem Zeitraum durchmisst der Nordpol am nordlichen Sternenhimmel einen Kreis
(der Siidpol einen entsprechenden). Abb. 2.223b zeigt die Kreisbahn des Nord-
pols am Himmel, beginnend im Jahre 2000 v. Chr. iiber 0 (Chr. Geb.) bis 2000
n. Chr. (heute) und so fort. Die Abbildung zeigt die Konstellation der Sterne auf
dem Himmelsgewolbe, welche die Erdbewohner wihrend eines Platonischen Jah-
res in Richtung der Rotationsachse sehen.

Die Priizession hat ihre Ursache in dem in der Aquatorebene liegenden Wulst,
der durch die Zentripetalbeschleunigung hervor gerufenen wird. Der Wulst hat eine
Dicke (eine Uberwélbung) von ca. 20 km. Er liegt nicht in der Bahnebene, ist also
nicht zur Sonne hin gerichtet (Abb. 2.224a). Der der Sonne zugewandte Teil des
Waulstes unterliegt einer stirkeren Anziehung als der von ihr abgewandte. Dadurch
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besteht die Tendenz, die Erdachse aufzurichten, wie in Abb. 2.224b, ¢ schematisch
angedeutet. Der der Erde innewohnende Drehimpuls um die Rotationsachse wirkt
dem entgegen. Die Erdachse weicht dem eingeprigten Kippmoment aus. Die Er-
de verhilt sich wie ein Kreisel. — Auch der Mond ist an der Prizession beteiligt,
seine Bahnebene fillt nicht genau mit der dquatorialen zusammen. Gegeniiber der
ekliptikalen ist seine Bahnebene unter dem Winkel 5,15° geneigt. Man spricht von
lunisolarer Prizession.

Der Einfluss der iibrigen Planeten auf die Erdbahn (planetare Pridzession) ist
verschwindend gering, wohl bewirkt deren Gravitation eine schwache langfristige
Verlagerung der ekliptikalen Ebene.

Da sich bei der Umrundung der Sonne nicht der Erdmittelpunkt auf der el-
liptischen Bahn bewegt sondern der gemeinsame Schwerpunkt des Erde-Mond-
Systems, liegt der Schwerpunkt des Mondes im Laufe eines Mondumlaufs einmal
der Sonne nidher (Neumond) und einmal der Sonne ferner (Vollmond). Dieser Um-
stand bewirkt ein weiteres geringes Kippen der Erdachse. Das macht sich in einer
kurzperiodischen Schwankung der Erdachse bemerkbar (Periode: 18,6 Jahre). Man
nennt dieses Phinomen Nutation. — SchlieSlich verindern sich der Neigungswin-
kel der Erdachse im Zyklus von ca. 41.000 Jahren und die Bahnexzentrizitit im
Zyklus von ca. 110.000 Jahren. — Mit alledem sind bei gleichbleibender Sonnen-
einstrahlung, kontinuierliche Schwankungen des Erdklimas verbunden: Kalt- und
Warmzeiten wechseln sich in kurz- und langfristig tiberlagernden Zyklen ab und
das mit unterschiedlicher Intensitit innerhalb der verschiedenen Regionen der Er-
de, ein kompliziertes Geschehen mit erheblichen Auswirkungen auf das Klima und
die irdischen Lebensbedingungen (Bd. V, Abschn. 1.2.7).

2.8.10.6 Erdmond - Sonnen- und Mondfinsternis — Gezeiten

Der Mond ist ein vergleichsweise gro3er Trabant. Man spricht beim Erde-Mond-
System daher auch von einem Doppelplaneten. — Die Exzentrizitét ist mit ¢ =
0,0549 sehr gering, das bedeutet, die Mondbahn um die Erde ist nahezu kreis-
formig. Der Mond bewegt sich auf seiner Bahn mit 1,023 km/s. Die siderische
Umlaufzeit um die Erde dauert 27d7h 43,7 min = 27,32166d, die synodische ca.
2% Tage ldanger (vgl. oben). —

Rotationssinn und Umlaufsinn stimmen beim Mond {iiberein, ihre Dauer ist
gleichlang! Das bedeutet: Der Mond dreht sich wihrend der Umrundung der Er-
de exakt einmal um seine eigene Achse (man spricht von gebundener Rotation).
Das hat zur Folge, dass der Mond der Erde immer nur seine , Vorderseite‘ zukehrt,
die ,Riickseite, ist von der Erde aus nicht einsehbar. (Wegen minimaler Geschwin-
digkeitsschwankungen ist dennoch etwas mehr als die Hélfte zu sehen.) Dank der
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Abb. 2.225

Mondphasen flir
einen Erdbewohner

Mondmissionen ist die Oberfliche des Mondes inzwischen im Detail kartiert, auch
seine ,Riickseite‘.

Die Bahnebene des Mondes stimmt mit jener der Erde weitgehend iiberein
(Bahnneigung 5,15°). Die unterschiedlichen Mondphasen sind von der Erde aus
gut nachvollziehbar:

Neumond — Halbmond — Vollmond — Halbmond — Neumond (Abb. 2.225).

Nach gewissen Zeitriumen kommt es zu einer Ubereinstimmung der Himmels-
korper auf der Linie Sonne-Mond-Erde, dann spricht man von einer Sonnenfins-
ternis (einer partiellen oder totalen, Abb. 2.226a).

Bei einer Ubereinstimmung auf der Linie Sonne-Erde-Mond stellt sich eine
Mondfinsternis ein (Abb. 2.226b). Die Zeit, in welcher der Mond im Kernschat-
ten verweilt, betriigt etwa 1,5 Stunden, jene der Finsternis insgesamt ca. 7 Stunden
(Abb. 2.227).

In Abb. 2.228 ist das Entstehen einer Sonnenfinsternis nochmals genauer dar-
gestellt, sie kann nur bei Neumond auftreten: In Teilabbildung a erkennt man den
Bereich der totalen Finsternis auf der Erde im Kernschatten und die beidseitig
liegenden Bereiche der partiellen Finsternis. Die Dauer einer totalen Sonnenfins-
ternis betrdgt 7 Minuten und 31 Sekunden. Auf der Erde wird dabei ein Streifen
von 272km Breite erfasst. In Teilabbildung b ist der bei der Sonnenfinsternis in
Stiddeutschland am 11.08.1999 iiberstrichene Streifen wiedergegeben.

Der Mond besitzt praktisch keine Atmosphire, die Temperaturunterschiede
zwischen Nacht und Tag sind auf der Mondoberflache mit —160 °C und +120°C
sehr hoch. Die Oberfliche ist absolut trocken. Es wird vermutet, dass sich in
grofieren Tiefen Spuren von Wasser befinden.



2.8 Astronomie |: Himmelsmechanik — Sonne, Planeten, Monde und Kometen 341

Abb. 2.226 a Sonnenfinsternis
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Bei den bisherigen sechs Missionen wurde der Mond von 12 Menschen betre-
ten. Die erste Mondlandung fand 1969 statt, die fiinf weiteren folgten bis 1972, bei
jeder waren 2 Astronauten beteiligt.

Der Trabant ist inzwischen gut erforscht. Dank der mitgebrachten Bodenpro-
ben geht man beziiglich seiner Entstehung von folgendem Szenario aus: Kurz nach
ihrer Ausformung vor ca. 4,53 Milliarden Jahren kollidierte die Erde mit einem in-
stabilen, etwa marsgro3en Asteroiden (man gab ihm den Namen ,Theia‘). Hierbei
wurde glutzédhes Material aus beiden Korpern herausgeschleudert, vorrangig silika-
tes aus den oberen Schichten. Aus diesem Material bildete sich der Mond auf einer
sehr nahen Umlaufbahn. Im Erdkorper verblieb ein relativ hoher Eisenanteil aus
beiden Korpern. Das konnte erkldren, warum der Mond nur einen relativ kleinen
metallischen Kern besitzt: Die mittlere Dichte der Erde betrigt 5515kg/m?, jene
des Mondes 3343 kg/m>. Im Laufe der Jahrmilliarden wuchs der Abstand zwi-
schen Mond und Erde an, von rund 20.000km zu Anfang auf 384.000 km heute,
was u. a. auf dem mit der Gezeitenwirkung einhergehenden , Verlust an kinetischer
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Abb. 2.228 a partielle Sonnenfinsternis
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Energie beruht. In heutiger Zeit nimmt der Abstand zwischen Erde und Mond alle
100 Jahren um ca. 3,8 m zu. — Man geht davon aus, dass die Erde ihre au3erordent-
lich hohe Bahn- und Rotationsstabilitdt der Ndhe zum Mond und der Rotation um
den gemeinsamen Schwerpunkt zu verdanken hat. Den erdnahen Planeten Venus
und Mars fehlt ein solcher stabilisierender Partner, deren Rotation ist vergleichs-
weise kreiselnd-schlingernd. Ohne die hohe Stabilitdt ihrer Bahnparameter hitte
die Erde nicht jenes gleichformige Klima gehabt, das fiir die Entwicklung der ho-
hen Lebensformen auf Erden notwendig war.

Gegen die oben erlduterte Hypothese, wonach der Mond aus dem Material
der Erde und jenem des seinerzeitigen Kollisionsasteroiden entstanden ist, gibt
es Einwinde: In diversen Mondproben wurden dieselben prozentualen Anteile an
Elementen bestimmt, wie sie sich auf der Erde finden. Der Asteroid miisste dem-
nach dieselben Anteile enthalten haben wie auf der Erde, soll doch der Mond aus
beiden entstanden sein, was als eher unwahrscheinlich angesehen wird.

Die Nihe von Mond und Erde und die Rotation um ihren gemeinsamen Schwer-
punkt bewirkt das Gezeiten-Phinomen mit Ebbe und Flut. Um es zu erkléren,
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Abb. 2.229 a
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wird zunichst untersucht, welche Krifte auf eine (Probe-)Masse m an verschie-
denen Orten auf der Erdoberfliache einwirken (etwa m = 1kg). Der Einfluss des
Mondes werde dabei zunichst nicht einbezogen. Setzt man fiir die Erde

MEge = Mg = 5,974-10%*kg;  Rpwe = Re = 6,371 - 10° m (Mittelwert)
an, folgt die gravitative Kraft auf die (Probe-)Masse m zu:

m-mg 1 m-5,974-10%*
>— = 6,6742-107" -

F=G- m-o,274- 0
R2 (6,371 - 105)2

= 9,826 -m.

Die Kraft wirkt in Richtung auf den Erdmittelpunkt (Abb. 2.229a).

Da sich der Abstand zwischen m und der Rotationsachse mit der geographi-
schen Breite édndert, sind die zentripetalen Krifte auf die Masse m an den ver-
schiedenen Orten auf der Erdoberfliche unterschiedlich grof3 (Teilabbildung b).
Ausgehend von der Ebene des Erdédquators betragen die Abstinde zwischen der
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Rotationsachse und der Erdoberfliche in den einzelnen Breitengraden:

=0 r=06371-10°m,
¢ =30 r=5571-10%m,
@ =60 r=3,186-10°m,
=90 r=0m

Bei der Rotation (Dauer einer vollstindigen Drehung: 24 Stunden = 66.400 s) be-
rechnet sich die Zentripetalkraft

472 .1
=

F=m

in Hohe der einzelnen Breiten zu:

9=0% F=00337-m,
¢ =30 F =0,0291-m,
¢ =60 F =00168-m,
9 =90 F=0

Den Verlauf der Krifte iiber den Erdumfang zeigt Abb. 2.220b. Sie sind um zwei
GroBenordnungen kleiner als die oben ausgewiesene, radial wirkende Gravitati-
onskraft. Die Zentripetalkrifte sind mit den (konstanten) gravitativen Kréften unter
Beriicksichtigung der Winkelrichtung vektoriell zu tiberlagern. Die Wirkung der
zentripetalen Beschleunigung fiihrt, wie ausgefiihrt, zur Geoidform des Erdkor-
pers, selbstredend einschlieBlich der Wasseroberfliche der Ozeane.

Den vorstehenden Kriften auf die Massen m iiberlagern sich jene, die durch den
Mond hervorgerufen werden. Sie entstehen erstens durch die Anziehung des Mon-
des und zweitens durch die Zentripetalbeschleunigung der Erde-Mond-Rotation
um die durch den gemeinsamen Schwerpunkt des Erd-Mond-Systems verlaufende
Achse, die nicht mit der Rotationsachse zusammenfillt, sondern senkrecht auf der
Erde-Mond-Ebene steht. Der Abstand des Systemschwerpunktes vom Erdmittel-
punkt folgt aus (vgl. Abb. 2.229c¢):

1

f=—r
! 1+m1/m2

Hierin ist zu setzen: m; = Mgge, M2 = Myond = 7,348 - 102 kg und r =
384.400km (mittlerer Abstand zwischen Erde und Mond). Die Rechnung ergibt:
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r1 = 4669km. Der Schwerpunkt des Systems liegt innerhalb des Erdkorpers! Die
unterschiedlichen Abstinde der Massen auf der Erdoberfliche von der gemein-
samen Rotationsachse lassen sich nunmehr angeben. Die eine Hilfte der Wulst-
Masse liegt dem Mond niher @, die andere liegt dem Mond ferner @, entsprechend
sind die Anziehungskrifte, die vom Mond bewirkt werden, unterschiedlich. Sie be-
rechnen sich fiir eine Masse m, einmal in Richtung auf den Mond und einmal in
Gegenrichtung zu:

®: r =3,7803-108m: F = 3,4318-107° - m —
@: r =3,9077-108m: F = 3,2116-107° - m —

(vgl. Abb. 2.229c): Die Drehung um den gemeinsamen Schwerpunkt dauert etwa
einen Monat, genau: 27,32166d = 2,3606 - 10° s. Mit den Abstinden 1702 km @
und 11.040km @ folgen die zentripetalen Krifte aus dieser Drehung zu:

@: r=1,702-10°m: F = 1,2058- 107> -m —
@: r=11,040-10°m: F = 7,8002- 107 - m <

Die gravitativen Krifte auf m vom Mond und die zentripetalen Krifte des Erd-
Mond-Systems auf m sind offensichtlich von gleicher GroBenordnung, ihre Uber-
lagerung in den Punkten @ und @ ergibt:

®: F = (3,4318 4 1,2058) - 107° - m = 4,6376- 107 - m —
@: F = (3,32116—7,8002) - 107> - m = —4,5886- 107 - m <

Hiermit ist erldutert, warum sich immer zwei etwa gleich hohe Flutberge in den
Meeren der Erde in Richtung und in Gegenrichtung zum Mond bilden. ,Unter die-
sen Ortlich und zeitlich nur schwach verinderlichen Flutbergen dreht sich die Erde
um ihre Rotationsachse tiglich hinweg‘. Das fiihrt zweimal am Tag zu Ebbe und
Flut. Die Flutberge brechen sich an den Kiisten (= Brandung). Hierbei wird die
ihnen innewohnende Energie zerstreut. Eine entsprechende Energiedissipation ist
mit der Gezeitenwirkung im Erd- und Mondkorper verbunden (sie werden stindig
,geknetet‘). Das alles geht zu Lasten der Rotationsenergie von Erde und Mond und
der Bahnenergie des Erde-Mond-Systems: Die Rotations- und Umrundungszeiten
steigen an, der gegenseitige Abstand wéchst.

Die oben erlduterte Ursache fiir das Gezeitenphdnomen diirfte keinesfalls er-
schopfend dargestellt sein, hierzu gehort auch die Frage des Drehimpulstransfers
innerhalb des Systems in den zuriickliegenden Erdzeiten, dabei wire auch die Fra-
ge interessant, wie michtig die Gezeiten und ihre Auswirkungen waren, als sich
Mond und Erde in der Friihzeit noch viel ndher umrundeten.
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2.8.10.7 Mars

Der Mars ist mit einem Aquatordurchmesser von 6794 km nur etwa halb so groB
wie die Erde. Seine mittlere Dichte betriigt 3940kg/m?, das sind 72 % der Erddich-
te. Insgesamt erreicht die Masse des Mars nur ca. 11 % der Erdmasse. Es handelt
sich somit um einen vergleichsweise kleinen Planeten. — Die Umrundung der Son-
ne wihrt ca. 687 Erdentage (Tarssia.)- Die Rotation um die eigene Achse dauert
mit 27,623 h etwas lianger als die Erdrotation. — Je nach Bahnstellung schwankt
die Entfernung zwischen Erde und Mars zwischen ca. 55,8 - 10° km und dem 7,1-
fachen Wert davon, entsprechend unterschiedlich erscheint die GroBe des Planeten
von der Erde aus als rotliche Scheibe.

Die Marsatmosphire ist sehr diinn, sie besteht zu 95 % aus CO,, und zu 3 % aus
N, sowie aus Spuren von Argon. Der Gasdruck auf der Marsoberfliche erreicht
nur 1% des atmosphirischen Drucks auf Erden. — Die Aquatorneigung ist mit
25,20° ca. 7% groBer als jene der Erde, es gibt vergleichbare Jahreszeiten. — Die
Temperatur betriagt im Mittel —63 °C, sie schwankt zwischen ca. —140 °C (eisig)
und 30 °C (warm).

Die Oberfldche ist iiberwiegend sandig-wiistenartig und mit gerdlligen Stein-
und Felsbrocken iibersét. Es handelt sich um eisenoxidisches (rostiges) Boden-
material, einschlieBlich Anteilen aus Si, Mg, Ka, Al. Vieles ist basaltisches Erup-
tivmaterial (Lava) aus der ehemals aktiven Vulkantitigkeit herriihrend. Der Vul-
kanismus muss méichtig gewesen sein. Uralte erloschene Vulkanberge erreichen
Hohen bis 26.000 m. GroBriaumig gibt es Graben- und Rillenformationen sowie
eine riesige Anzahl von Einschlagkratern unterschiedlicher GroBe. Flussbette las-
sen auf ehemals gewaltige Strome schlieSen. — An den Polen breiten sich in den
Marswintern grof3e Eiskappen aus (bei —120 °C), bestehend aus Wasser- und CO,-
Trockeneis. Wihrend der Marssommer verbleiben hiervon meist nur kleine Reste
(bei —15 °C) iibrig. In den oberen Breiten des Mars werden nach wie vor ausge-
dehnte Wasservorkommen in Form von Permaeis im Krustengestein vermutet. —

Die bisherigen Marsmissionen mit Marsorbitern und Marsrovern erlauben ein
detailreiches Bild vom Nachbarplaneten. Die Oberfliche ist weitgehend kartiert.
Kiinftige Missionen werden das Bild weiter vervollstindigen. Insbesondere geht
es auch um die Frage, ob sich organische Substanzen oder gar fossile Lebensfor-
men einfachster Art, z. B. in Form von Bakterien oder Mikroben, aus fritherer Zeit
finden lassen. Der im Jahre 2004 abgesetzte Rover ,Opportunity‘ hat in zehn Jah-
ren etwa 40 km abgefahren, lebensfreundliche Spuren hat er nicht entdeckt. — Ob
es je einen bemannten Flug zum Mars geben wird, bleibt abzuwarten. Ein tiefe-
rer Sinn fiir ein solches Unternehmen erschliet sich einem kaum. — Eine aktuelle
Dokumentation zur Marsforschung einschlielich Bildmaterial enthilt [68].
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Abb. 2.230

Uranus

Neptun

Der Planet wird von zwei kleinen Monden umkreist, Phobos und Deimos, sie
haben keine Kugelform.

2.8.10.8 Gasplaneten Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun
Die vier groflen Gasplaneten haben eine Reihe von Gemeinsamkeiten:

e Es herrscht eisige Kilte, die tiefsten Oberflaichentemperaturen erreichen ca.
—120 °C bei Jupiter und ca. —200 °C bei Neptun.

e Die Bahnen der Planeten fallen weitgehend mit der ekliptikalen Ebene zusam-
men, es sind niherungsweise Kreise. Abb. 2.230 zeigt zeitgleiche Perihelposi-
tionen.

e Von der Erde aus sind die Gasplaneten umso ungiinstiger sichtbar, je weiter sie
entfernt liegen, da auch ihr Durchmesser im Vergleich zum nichstgelegenen Ju-
piter, im Verhéltnis 1 : 0,84 : 0,36 : 0,35 abnimmt, vgl. Tabellen in Abb. 2.214
und 2.231.

e Die Dauer ihrer Eigendrehung ist vergleichsweise kurz (=~ 10/10,6/17/16 Stun-
den), entsprechend hoch ist die Umfangsgeschwindigkeit auf der Oberfliche.
Das bedingt sehr hohe Windgeschwindigkeiten in ihrer Atmosphire. Auf Jupi-
ter werden bis zu 500 km/h erreicht, auf Saturn und Uranus bis zu 250 km/h.

e Die hohe Rotationsgeschwindigkeit hat aulerdem eine starke Abplattung zur
Folge. Das beruht auch auf dem wenig festen Material der duf3eren Planeten-
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Planet | Bahnr. | Umlauf | Rotation | Durchm. | Durchm. | Masse | Dichte | Monde | Ringe
inAE;1|sid.a;2 | sid.d;3 | Aquator | Pol !
Jupiter | 5,203 | 11,86 | 0414 | 142984 | 133706 | 3178 | 0,24 67 ja
Satum | 9,537 | 2945 | 0444 | 120536 | 108728 | 952 | 013 | 62 ja
Uranus | 19,191 | 84,02 | 0718 | 51118 | 49946 145 | 023 27 ja
Neptun | 30,069 | 164,79 | 0,671 49528 | 46682 171 | 030 | 14 -
1: GroBRer Bahnradius; 2: in Erdenjahren, 3:in Erdentagen; Durchmesser in km
Bahnradius, Umlaufzeit, Rotationszeit, Masse, Dichte in Bezug zur Erde

Abb. 2.231

Abb. 2.232
Jupiter
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R = 14000 km
30000°C
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3: Flissiges Gas
Wasserstoff und
Helium

schale, der Kruste. Die Abplattung der vier Planeten betrégt: 0,065/0,098/0,023/
0,058.
Bei Saturn ist die Abplattung mit ca. 11 % am hochsten.

e Die mittlere Dichte ist bei allen vier Planeten dhnlich gering, was auf einen
vergleichbaren Aufbau schliefen ldsst. — Abb. 2.232 zeigt den schalenférmi-
gen Aufbau des Planeten Jupiter: Im Inneren wachsen Druck und Temperatur
stark an. Der Gesteinskern umfasst wohl 15 bis 20 Erdmassen. Die zweite
Schale besteht aus Wasserstoff in metallisch-fliissiger Konfiguration, die drit-
te aus verfliissigtem Gas (H und He), der Ubergang von der fliissigen Schale
zur gasformigen Hiille, beides in groBer Michtigkeit, ist eher flieBend. Neben
Wasserstoff und Helium ist in der Hiille Ammoniak und kristalliner Wasser-
dampf vorhanden. Die Drehung der einzelnen Schalen verlduft nicht synchron,
man spricht von differentieller Rotation.
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Abb. 2.233

Jupiter mit 'Rotem Fleck'
(Foto von der Voyager-Sonde, NASA)

Jupiter vereinigt ca. 65 % der Masse aller Planeten in sich. Von ihm geht ein
starker gravitativer Einfluss auf die Bahn aller anderen Planeten und Kometen
aus. Charakteristisch sind Hell-Dunkel-Wolkenbénder und ein riesiger ortsfester
Wolkenwirbel, der sogenannte ,Grof3e Rote Fleck*, mit einer Ausdehnung von ca.
40.000km, vgl. Abb. 2.233. — In der Hiille des Planeten toben regelméBig gewal-
tige Gewitterstiirme mit hoher Blitzfolge. — Seit Juli 2016 wird die Physik des
Planeten von dem NASA-Satelliten ,Juno‘ erkundet. — Von den 67 Monden sind
die vier grofBten bereits von G. GALILEI im Jahre 1610 entdeckt worden: Io, Eu-
ropa, Ganymed und Kallisto. Astronomisch sind sie wegen ihrer unterschiedlichen
Beschaffenheit sehr interessant. Sie bilden um Jupiter quasi ein eigenes ,Plane-
tensystem*. Unter ihrer dicken Eiskruste werden gewaltige Ozeane aus fliissigem
Wasser vermutet. Die Raumsonde ,Juice® soll sie ab dem Jahre 2030 (in einer Ent-
fernung von nur 800 km) detailliert untersuchen.

Dank des Ringsystems mit seiner sehr differenzierten, sogenannten Cassi-
nischen Teilung, ist Saturn der wohl beriihmteste Planet im Sonnensystem. Der
Ring (ca. 400m dick) umfasst hunderttausend Einzelringe. Sie bestehen aus
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Uranusbahn

Abb. 2.234

Brocken von zehn Meter Durchmesser bis herunter zu sandigem Gestein in Staub-
korngrofle, zudem aus tiefgefrorenem Eis (Wasser, Methan und Ammoniak). Auch
Saturn wird von vielen Monden umkreist. Titan ist der grofite und ist von einer
Atmosphire aus N, und CH4 umgeben.

Die Besonderheit des Planeten Uranus ist die Lage seiner Rotationsachse und
die zur Bahnrichtung gegenldufige Rotationsrichtung. Abb. 2.234 gibt hierzu Aus-
kunft. Auch Uranus hat zwei Ringsysteme. Sie sind indessen nur schwach ausge-
prégt und liegen weit auseinander. Der Planet wurde im Jahre 1781 entdeckt.

Neptun zieht in eisiger Ferne seine Bahn. Sein Umlauf um die Sonne dauert ca.
165 Erdenjahre; entdeckt wurde der Planet im Jahre 1846.

Wie ausgefiihrt, werden die Gasplaneten von einer grolen Zahl von Monden un-
terschiedlichster Grof3e und Beschaffenheit begleitet. Dank der von den Raumson-
den angefertigten Fotos im Verlauf der bislang erfolgreich durchgefiihrten Missio-
nen und der dabei durchgefiihrten Messungen sind die Gasplaneten, ihre Monde
und ihre Ringsysteme gut erforscht. In den Biichern und Zeitschriften der Astro-
nomie sind die Erkundungsergebnisse ausfiihrlich dokumentiert.

Ob es den bislang nur anhand himmelsmechanischer Berechnungen georteten
massereichen Gasplaneten Planet Nr. 9 wirklich gibt, weit hinter dem Kuipergiirtel
gelegen, miissen Teleskopbeobachtungen noch bestitigen (2015/2016).

2.8.10.9 Zwergplaneten - Planetoiden (Asteroiden) - Meteoriden
AuBler den Planeten mit ihren Monden umkreisen noch viele weitere kleine und
grof3e Objekte die Sonne. Sie verteilen sich
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Abb. 2.235
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auf den Hauptgiirtel (auch Planetoiden- oder Asteroidengiirtel genannt) im Ab-
stand von 2,2 bis 3,2 AE von der Sonne entfernt, zwischen Mars und Jupiter
gelegen (Abb. 2.235),

den Kuipergiirtel jenseits des Neptuns und

auf die noch weiter entfernt liegende Oort’sche Wolke.

In den beiden letztgenannten Bereichen herrscht eisige Kélte. Die Korper bestehen
aus Eis und mineralischem Gestein.

Es werden unterschieden:

Zwergplaneten (auch Kleinplaneten genannt): Es sind relativ gro3e Himmels-
korper, von deren Masse eine so hohe Schwerkraft wihrend ihrer Entstehung
ausging, dass sich aus den aufgesammelten Planetesimalen eine Kugelform
bilden konnte, zumindest niherungsweise. Wihrend die Planeten das meiste
Material bei ihrer Entstehung rundum gravitativ aufsammelten, verblieb im
Umfeld der Zwergplaneten noch viel Material iibrig. — Ein groler Zwergpla-
net im Asteroiden-Hauptgiirtel ist: Ceres (975 km). Groflere Zwergplaneten im
Kuipergiirtel sind Eris (2326 km), Pluto (2374km), Sedna (1700 km), Orcus
(1700 km), Makemake (1502 km). Quaoar (1250 km) und Haumea (ein ellipsoi-
der Korper, 1920 x 1540 x 990km). Die Klammerwerte geben den Durchmesser
der Kleinplaneten an. Zum Teil werden sie von Monden umkreist.
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Abb. 2.236 © Mathilde (253)

© Ida (243)
@ Steins (2867)
@ Eros (433)

® Gaspra (951)

Quelle: NASA

e Planetoiden/Asteroiden: Hierunter fallen Korper unterschiedlicher Grofie mit
unregelmifiger Gestalt (Abb. 2.236). Meist sind sie wie alle Planeten und Mon-
de mit Einschlagkratern {ibersit. Ihre Anzahl diirfte in allen drei oben genannten
Bereichen viele hundert Millionen, gar Milliarden, betragen, wenn man auch
samtliche kleinen Objekte im Meter-Bereich mit zéhlt. Die Korper bestehen
tiberwiegend aus silikathaltigem Gestein, viele wohl auch aus nickelhaltigem
Eisen. — Ca. 600.000 Objekte sind dezidiert bekannt, davon tragen 17.000 einen
Namen. Im Zuge der laufenden Durchmusterung werden stindig weitere ge-
sichtet und in die Registrierung aufgenommen.

Im Hauptgiirtel gibt es eine grofle Zahl von Asteroiden, die sich auf elliptischen
Bahnen der Erde ndhern, zum Teil bis in den inneren Mondbahnbereich hinein! In
diesem Falle spricht von Erdbahnkreuzern oder von NEOs (Near Earth Objects).
Von ihnen wurden bisher mehr als 19.500 Objekte mit Durchmessern zwischen
100 und 1000 Metern entdeckt. 1500 werden wegen ihres Bahnverlaufs als ,po-
tenziell* gefdhrlich bewertet. — Fiir die Gefdhrdungseinstufung wurde die sogen.
Turin-Skala entwickelt.

Vor 65 Millionen Jahren, also am Ende der Kreidezeit, traf ein 10 km grofer
Asteroid die Erde. Hierbei wurde ein Krater von 180 km Durchmesser geschlagen.
Durch die aufgewirbelte Materie verdunkelte sich die Welt. Wihrend der unmit-
telbar sich anschlieenden Eiszeit wurde die gesamte Pflanzen- und Tierwelt auf
Erden weitgehend vernichtet, dazu gehorte auch die Welt der Dinosaurier.

Es sind auf der festen Erdkruste ca. 190 Asteroidenkrater identifiziert, un-
ter anderem der Barring-Krater in der Wiiste von Arizona mit 1260 m Durch-
messer und 174 m Tiefe. Er bildete sich vor 49.000 Jahren beim Einschlag eines
20 m groflen Brockens; er war wohl Teil eines 47 m groBen Korpers, der in 14 km
Hohe beim Eindringen in die Atmosphire zerbarst. — Im Bereich des heutigen
Deutschlands wurden das Nordlinger Ries (220 km) und das Steinheimer Becken
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(23,5km) erst im Jahre 1904 als Einschlagkrater identifiziert. Sie entstanden vor
mehr als 15 Millionen Jahren zeitgleich, als ein groBer Brocken beim Eindringen
in die Erdatmosphire auseinander brach. — Infolge der Erdplattenverschiebung,
der tektonischen Gebirgsverwerfungen und der starken Verwitterung und Erosi-
on ist die iiberwiegende Zahl der die Erde einstmals getroffenen Einschlagkrater
getilgt (ca. 175 Krater konnten bisher als solche identifiziert werden). Wo immer
diese Voraussetzungen wegen einer nicht vorhandenen Atmosphére nicht gegeben
sind, wie auf den Planeten Merkur, Mars und dem Erdmond, sind die Oberflichen
seit der Friihzeit des Sonnensystems stark vernarbt. — Auf die Thematik der von
einem Asteroideneinschlag ausgehenden Gefihrdung wird in Bd. V, Abschn. 1.2.8
nochmals eingegangen.

Als Meteoriden bezeichnet man Objekte im mm- bis cm-Durchmesser-
Bereich. Tritt ein solches Objekt in die Atmosphire der Erde ein, spricht man
von einem Meteoriten oder Meteor. Je nach Grofe und Fallgeschwindigkeit
dringt der Korper mehr oder weniger tief in die Lufthiille ein. Infolge Reibung an
den Luftmolekiilen und der hierbei entstehenden enormen Reibungshitze schmilzt
das Material, was mit einem Aufleuchten einher geht. — Kleine Objekte im mm-
bis ein bis zwei cm-Bereich verdampfen dabei in 90 bis 110 km Hoéhe. Sie tauchen
am nichtlichen Himmel mit einer kurzen Leuchtspur auf, es sind die vertrauten
Sternschnuppen. Zu bestimmten Zeiten treten sie verstirkt auf und zwar dann,
wenn sich die Erde durch die Relikte eines ehemals zerborstenen Kometen bewegt.
Offiziell werden 64 Meteorstrome unterschieden, zu ihnen zihlen die Perseiden (in
der Zeit von 10.08. bis 14.08), die Leoniden (11.11. bis 20.11.) und die Geminiden
(12.12. bis 15.12.).

Mittelgrofle Objekte (bis 5 cm) dringen in die Lufthiille bis auf eine Tiefe von
50km herab ein, groB3e bis auf eine Tiefe von 10km. Im letztgenannten Falle
spricht man von Feuerkugeln oder Boliden und zwar dann, wenn sie ca. fiinf Mi-
nuten oder ldnger leuchten, hidufig mit einem Lichtblitz einhergehend. Thr Licht
erreicht Vollmondhelligkeit. In Europa gehen im Mittel 50 Feuerkugeln im Jahr
nieder. Vielfach erreichen sie die Erdoberflache in zum Teil abgeschmolzenem Zu-
stand. Beim Aufschlag wird ein Teil der kinetischen Energie in Warme umgesetzt.
Der Aufschlag wird als Explosion wahrgenommen.

Die Herkunft der Meteoriden ist unterschiedlich. Entweder stammen sie als
Trrldufer aus dem auBerplanetarischen Raum oder es sind Uberbleibsel aus der
Friihzeit des sich ausformenden Sonnensystems. Uberwiegend handelt es sich, wie
ausgefiihrt, um Materiereste ehemaliger Kometen.

2.8.10.10 Kometen (Schweifsterne)
Im Sonnensystem sind knapp 1000 Kometen bekannt. Es sind vergleichsweise
kleine Korper. Sie bestehen aus mineralischem Staub, Wasser und Gasen in tief ge-
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frorenem Zustand (u. a. Kohlenoxid, Methan, Ammoniak). Nihert sich der Komet
der Sonne, erwidrmt sich seine Oberfliche. Von dieser trennen sich feinste Partikel
in hochster Verdiinnung ab. Es bildet sich eine Hiille aus Staub und Gas um den
Kometen. Mit zunehmender Anniherung an die Sonne 16sen sich immer weitere
Bestandteile ab und ,verdampfen*. Die Partikel begleiten den Kometen als Schweif
auf seiner Bahn. Durch den Lichtdruck des Sonnenwindes wird der Staubschweif
vom Kometen weggedringt. Der Schweif kann eine Linge von tausenden Kilome-
tern erreichen. Die Gashiille um den Kern (die Koma) und der Schweif leuchten
des Nachts im Sonnenlicht.

Es kann vorkommen, dass ein Komet in Sonnennéhe auseinander bricht, wie im
Jahre 2000 der Komet ,Linear‘, vermutlich weil entweichender Wasserdampf den
Kern sprengte. — Es kommt auch vor, dass ein Komet vom Planeten Jupiter ver-
moge dessen hoher Gravitation angezogen wird und dabei in diesen hineinstiirzt,
wie es im Jahre 1994 dem Kometen ,Shoemaker-Levy 9 erging. Um 1960 war
er vom Planeten eingefangen worden und hatte ihn mehr als 30 Jahre als Mond
umkreist. Ahnliche Fille sind belegt, auch solche, bei denen der Komet aus seiner
,Mondbahn‘ um Jupiter wieder heraus geschleudert wurde.

Es werden periodische und nichtperiodische Kometen unterschieden. Periodi-
sche Kometen durchstreifen den Raum um die Sonne auf einer elliptischen Bahn
mit relativ kurzer Orbit-Zeit, wie beim ,Encke-Kometen* alle 3,3 Jahre oder mit
einer sehr langen, wie beim ,Kohoutek-Kometen* alle 75.000 Jahre. Nichtperiodi-
sche Kometen bewegen sich auf einer Hyperbel- oder Parabelbahn und erscheinen
nach ihrem Auf- und Abtauchen nie wieder. — Bei der Sonnenumrundung verlieren
die periodischen Kometen viel Masse, im Laufe der Zeit nimmt ihre Helligkeit ab,
irgendwann verloschen sie.

Am bekanntesten, weil am hellsten, ist der ,Halleysche Komet‘, benannt nach
E. HALLEY (1656-1742), der das Erscheinen des Kometen im Jahre 1758 anhand
historischer Aufzeichnungen zutreffend voraussagen konnte. Das Auftauchen des
Kometen ist ca. 30-mal anhand geschichtlicher Belege bezeugt. Seine Wiederkehr-
periode betrdgt 76,1 Jahre. Im Jahre 2061 wird ,Halley‘ wieder erscheinen.

Seine Abmessungen werden zu 8 mal 15 km geschitzt. 1986 wurde der Komet
von fiinf Raumsonden im Vorbeiflug erkundet, die ESA-Sonde ,Giotto‘ kam ihm
mit 600 km am néchsten.

Nach dem 3. Keplerschen Gesetz gilt mit dem Index H fiir Halleyscher Komet
und E fiir Erde (Abschn. 2.8.5):

T2 T3 76,12/3
THoa ~ =i er = ycar= 17,96 AE
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Abb. 2.237

Jupiter

Die numerische Exzentrizitét betriagt ¢ = 0,967. Das ergibt fiir die Kennwerte des
elliptischen Umlaufs:

ey =¢ey-apy =0,967-17,96 = 1737AE; by = ,/1 —81211 -ag = 4,48 AE
ag +ey =3533AE; ay —ey =0,59AE; 2ay = 35,92AE

Das Perihel der Bahn liegt zwischen Merkur (0,38 AE) und Venus (0,72 AE) und
das Aphel auBlerhalb des duB3ersten Planeten, also zwischen Neptun und Pluto; vgl.
Abb. 2.237. Mit dem ,Stern von Bethlehem* hat der Komet nichts gemein.

Die Kometen stammen iiberwiegend aus fernen Regionen des Sonnensystems,
ihre Materie ist uralt, weil unverindert. Einige wurden vielleicht als Irrldufer aus
dem kosmischen Raum von der Sonne eingefangen. Jenseits des Planeten Nep-
tun, also weit drauflen innerhalb der Oort’schen Wolke, diirfte es einige Milliarden
Kometen geben.

Ihre Erkundung erlaubt Riickschliisse auf friihe Entwicklungsstadien des Son-
nensystems. Neuere Forschungen lassen vermuten, dass sich aus ihrem riesigen
Reservoir an Wassereis die irdischen Ozeane im Friihstadium der Erde gebildet
haben, als sie (und vereiste Asteroiden) in groler Zahl auf der Erde niedergingen.

Die im Jahre 2004 gestartete ESA-Sonde ,Rosetta‘ erreichte im Jahre 2014 den
Kometen ,67P/Tschurjumonow-Gerasimenka‘ (genannt , Tschuri) und umrundete
ihn. Auf dem Flug dorthin hatte die Sonde im Jahre 2008 den Asteroiden ,Steins*
(24,5km) und im Jahre 2010 den Asteroiden ,Lutetia® (&100km) passiert und
erforscht. Der von der Sonde aus ca. 23 km Hohe abgeworfenen Lander ,Philae*
erreichte die Oberfliche des Kometen nach ca. sieben Stunden Abstieg. Wegen der
extrem geringen Gravitationskraft (nur ca. 1/100.000-tel der Erdbeschleunigung)
konnte das Gerit keine sichere Position einnehmen und kippte zur Seite. Das Ma-
nover der Sonde gilt dennoch als Meisterwerk der Weltraumforschung
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In ehemaligen Zeiten galt das Auftauchen eines Kometen als Menetekel, viel
Unbheil hatte die Menschheit und jeder Sterbliche zu erwarten, Hungersnote, Seu-
chen und Kriege. — ARISTOTELES (384-322 v. Chr.) lehrte: Die Kometen stam-
men aus feuchten und faulen irdischen Siimpfen, in Sonnennihe entziinde sich
ihr Faulgas. So waren die Vorstellungen auch noch im Mittelalter. Im Laufe der
Jahrhunderte kamen weitere ,Theorien‘ hinzu. — In seiner 1577 publizierten Ab-
handlung ,De Cometa Anni 1577° konnte T. de BRAHE (1546-1601) anhand
des damals auftauchenden Kometen den astronomischen Hintergrund des Him-
melsphidnomens endgiiltig kldren.

Es ist nachvollziehbar, dass in alten Zeiten der Kometen-Spuk bei den Zeitge-
nossen Furcht und Schrecken ausloste, fiir die Astrologen war das ein eintragliches
Geschift. Dass ihre Zunft in heutiger Zeit immer noch viele Anhénger und Gliu-
bige findet, verwundert.
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Thermodynamik

3.1 Einfiihrung - Historische Anmerkungen

Unter dem Begriff Thermodynamik werden alle Erscheinungen zusammengefasst,
die mit dem Begriff Wirme in Verbindung stehen. Man hiitte als Uberschrift auch
,Wirmelehre‘ oder , Wiarmetheorie* wihlen konnen. — Wiarme beruht in allen Ag-
gregatzustinden eines Stoffes, als Festkorper, als Fliissigkeit oder als Gas, auf der
thermischen Bewegung seiner Atome bzw. Molekiile, also auf deren kinetischer
Energie. Deren Bewegung ist entweder gebunden, wie in Festkorpern, oder frei,
wie in Fliissigkeiten und Gasen. Warme ist eine Energieform. Je hoher der Ener-
gieeintrag ist, umso intensiver ist die thermische Bewegung der Teilchen und umso
hoher ist die Temperatur. Dabei zeigt sich, dass die kinetische Wérmeenergie li-
near mit der absoluten Temperatur 7" ansteigt, vice versa. Ausgehend von dieser
Erkenntnis lassen sich eigentlich alle Warmevorgénge deuten und begreifen.

Die Sinnesempfindungen kalt und warm sind vermutlich den meisten tierischen
Lebewesen eigen. Sicher haben auch die Urmenschen warm als wohltuend emp-
funden, wenn sie sich um das Lagerfeuer scharten und als belastend, wenn sie
der briitenden Sonnenhitze ausgesetzt waren. Am Feuer garten sie ihre Beute, hir-
teten spéter Ziegel aus Lehm, brannten Topfe aus Ton, schmolzen Metalle aus
Erz. In ihren Mythen und Religionen spielte das Feuer eine wichtige Rolle, auch
bei den Opferriten. Die griechischen Naturphilosophen, wie ARISTOTELES. sa-
hen im Feuer eines der vier Urelemente, spiter kam ein weiteres hinzu (Bd. I,
Abschn. 1.1.2). So stellte man sich auch im Mittelalter die Dinge noch vor. Man
wusste wohl, wie Wirme entsteht, was Wirme ist, wusste man nicht.

Ein erster wichtiger Schritt, um die Frage, was Wirme ist, zu kldren, war die
Erfindung des Thermometers. Hiermit konnte die Hohe der Temperatur in Gra-
den gemessen werden, was quantifizierende Experimente ermoglichte. Erfunden
wurde das Thermometer mit einer passenden Skala im Jahre 1714 von D.G. FAH-
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RENHEIT (1686-1736) und spiter nochmals im Jahre 1742 von A. CELSIUS
(1701-1744) mit einer modifizierten Skala, vgl. Bd. I, Abschn. 2.6.

Die erste Wiarmehypothese geht auf J. BLACK (1728-1799) zuriick. Er pos-
tulierte 1760 einen ,latenten und verborgenen Wirmestoff*, den er ,Caloricum*
nannte. Wenn sich der Zustand eines Korpers dndert, entbindet oder verschluckt er
Caloricum. Man sah das Substrat quasi wie eine schwerelose unsichtbare Fliissig-
keit, die beim Wirmeiibergang von einem Korper auf den anderen iibergeht oder
von ihm aufgenommen wird, dhnlich, wie das von G.E. STAHL (1659-1734) pos-
tulierte ,Phlogiston‘, eine im Stoff verborgene Substanz, welche beim Verbrennen
entweicht. Die Wirmestoffhypothese lag vielen spiteren Forschern bei ihren Uber-
legungen und Berechnungen zugrunde, um Probleme der Wirmeiibertragung zu
16sen, wie z. B. bei A.L. de LAVOISIER (1743-1794), P.S.M. LAPLACE (1749-
1827), J.B.J. FOURIER (1768-1830) und S. CARNOT (1796-1832). Mit der Hy-
pothese gelangen erfolgreiche Schliisse!

Was sich mit dem Ansatz indessen nicht erkliren liel, war die durch Reibung
bewirkte Erwdrmung eines Korpers (bekanntlich erwédrmen sich beim Reiben die
Handflachen).

R. BOYLE (1627-1691) vermutete schon friih, Warme beruhe auf der Bewe-
gung atomarer Partikel im Inneren der Stoffe, so deutete auch D. BERNOULLI
(1700-1782) den Gasdruck auf eine das Gasvolumen begrenzende Wand und
schuf damit die Grundlage der Gastheorie. G.W. LEIBNIZ (1646-1716) hatte
bereits zuvor die ,lebendige Kraft* im Inneren der Stoffe ins Spiel gebracht und
damit indirekt den Energiebegriff eingefiihrt. B. THOMPSON (1753-1814, spéa-
ter Lord RUMFORT, Planer des Englischen Gartens in Miinchen) hatte beim
Aufbohren von Kanonenrohren festgestellt, dass die hierbei aufgewandte Rei-
bungsarbeit proportional zur Wirme ist, die dabei entsteht. Aus alle dem wurden
die entscheidenden Folgerungen gezogen: Wiarme ist eine Energieform. Sie
entsteht, wenn Arbeit verrichtet wird. Antriebsarbeit geht in Wiarme iiber und um-
gekehrt. R. MAYER, J.P. JOULE, spéter R. CLAUSIUS und H. v. HELMHOLTZ
schufen die tragfihigen Fundamente der Thermodynamik. J.C. MAXWELL und
L. BOLTZMANN bauten das Gebiet der Statistischen Mechanik aus, die Theorie
der Mehrkorpersysteme, speziell die Theorie der Gase, die im Jahrhundert zuvor
eher phanomenologisch entwickelt worden war [1].

Die Thermodynamik ist eine der physikalischen Disziplinen, auf denen die mo-
derne Technik, gemeinsam mit anderen, fundiert ist. Sie ist faszinierend, weil sich
mit ihr Begriffe wie Energie und Entropie behandeln und kldren lassen, damit auch
so wichtige Themen wie energetische Antriebe und allgemeine Energieversorgung,
schlieflich viele Phanomene des Alltags. — Zur Thermodynamik wird neben den
zahlreichen Grundlagenbiichern der Physik auf [2—4] verwiesen.



3.2 Verhalten von Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen bei Warmeeintrag 363

Im Folgenden werden zunéchst die Abhingigkeiten zwischen den Gréen Vo-
lumen (V') und Druck (p) als Funktion der Temperatur (7") fiir Feststoffe, Fliis-
sigkeiten und Gase behandelt. Fiir den gasformigen Aggregatzustand der Stoffe
lassen sich die Gesetze mit Hilfe des Impulssatzes herleiten und auf diese Weise
die Thermischen Gasgesetze begriinden. Sie standen am Anfang der Physik (vgl.
Bd. I, Abschn. 2.7). Anschliefend werden die Hauptsitze der Wirmetheorie dis-
kutiert, einschlie3lich aller hierauf beruhenden vielfiltigen Folgerungen. Sie sind
fiir viele Erscheinungen in der Natur von fundamentaler Bedeutung, selbstredend
fiir viele Bereiche der Technik, man denke an Antriebsmotoren aller Art.

3.2 Verhalten von Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen bei
Warmeeintrag

3.2.1 Festkorper bei Warmeeinwirkung

Bei einer Erhohung der Temperatur um AT verldngert sich ein Stab aus homoge-
nem Material, beispielsweise aus Metall, um die Linge Alr. Alr wichst linear
mit AT an:

Alr=ar-1-AT — Ilp=I1+Alr=0+ar-AT)-1 [or] =K

[ ist die Ausgangslinge des Stabes (Abb. 3.1a). Das Gesetz besagt: Die Lingenin-
derung Alr eines Stabes ist der Temperaturdnderung AT proportional. Steigt die
Temperatur, verldngert sich der Stab, sinkt sie, verkiirzt sich der Stab. Bei einem
Anstieg der Temperatur werden die Molekiilschwingungen intensiver, sie nehmen
einen groBeren Raum inne, es tritt eine Volumenvergroferung ein; bei einer Ab-
kiihlung verkleinert sich das Volumen.

Anmerkungen
Ein Temperaturanstieg oder -abfall kann anstelle mit A7 in Kelvin (K) auch mit A%} in Grad
Celsius (°C) charakterisiert werden: AT = Av.—

Als tiefste bislang auf Erden gemessene Aufientemperatur gilt offiziell der Wert & =
—93,2°C, er wurde im Zentrum der Antarktis registriert.

o ist in obiger Formel der Temperatur-Ausdehnungskoeffizient. o7 ist eine
Stoffkonstante. In Abb. 3.1c sind Werte notiert. Sie gelten fiir gédngige atmosphé-
rischen Bedingungen. — Als Dehnung bezeichnet man die auf die urspriingliche
Linge bezogene Lingenzunahme; die Temperaturdehnung betrigt demnach:

Al
ST:TT:O[T‘AT
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Abb. 3.1

So gesehen, ist a7 die Dehnung bei einer Temperaturerh6hung um AT = 1K.
Man bezeichnet a7 daher auch als Temperatur-Dehnzahl.
Bei einem Korper in Flichenform mit der Fliche A gilt:

mit /37" =2 ur.
Wird ein Korper mit dem Volumen V' in Ginze gleichformig erwérmt, wichst
das Volumen um:

mit yr = 3 - ar.
In Abb. 3.1b ist die VolumenvergroBerung eines Wiirfels veranschaulicht.

1. Anmerkung
Fiir einen Quader mit den Kantenléngen a, b, ¢ gilt streng und genéhert:

Vi =[(1+ar-AT)-a]-[(1 + a7 -AT)-b]-[(1 +ar-AT) -]
=(+4ar-ATY a-b-c=0+ar-AT -V~ (+ar-AT)-V

Im Allgemeinen konnen die Anteile mit o und &3, die sich beim Ausmultiplizieren des
Klammerterms hoch drei ergeben, als Terme hoherer Kleinheitsordnung vernachldssigt wer-
den.

2. Anmerkung

Genau betrachtet, ist a7 keine Konstante. Abb. 3.1d zeigt, wie oy mit der Temperatur
schwach ansteigt. Auf die Beriicksichtigung dieses Effektes kann bei praktischen Berech-
nungen verzichtet werden. Ausnahmen bilden Untersuchungen zu speziellen Komponenten
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in der Kraftwerks- und Anlagentechnik, ebenso in der Tiefkiihltechnik und bei Untersuchun-
gen von Brandzustinden, bei welchen die Temperatur hohe Werte erreicht.

Ist o die Dehnzahl bei # = 0 °C und nimmt sie linear mit der Temperatur zu, gilt: a7 =
aro + pr - 0. pr ist der Steigungskoeffizient. Aus Abb. 3.1d entnimmt man beispielsweise
fiir Stahl: pr ~ 0,007 - 1079, das bedeutet: ay = (12,0 + 0,007 - ) - 1075, Steigt die
Temperatur von ¥ auf ¥}, an, berechnet sich die Temperaturdehnung eines Stabes zu:

Alr KT
br = — = [Olro (0 =y + 7(1922 - 1912)]

3. Anmerkung

Es gibt eine Eisen-Nickel-Legierung mit 36 % Nickel, die sich durch einen extrem geringen
ar-Koeffizienten auszeichnet: a7 = 0,5 - 107°. Der Werkstoff wurde 1896 von C.E. GUIL-
LAUME (1861-1938, Nobelpreis 1920) entdeckt. Die Legierung kommt als Material fiir
Schiffstanks zum Einsatz, in denen verfliissigtes Erdgas bei —168 °C transportiert wird.

3.2.2 Erganzungen und Beispiele zur Verformung von
Festkorpern bei Warmeeinwirkung

Treten in Bauteilen technischer Anlagen gegeniiber der Aufstellungstemperatur
(z.B. 10 °C) Temperaturschwankungen von beispielsweise AT = A% = +£25K
auf, betridgt die Liangenidnderung im Falle einer 100 m langen Stahlkonstruktion,
etwa einer 100 m langen Stahlbriicke:

Alp =ar-1-AY = £12,0-107°-100- 25 = £0,030m = £30mm

Der Doppelhub betrigt 2 - Al = 60 mm. — Wenn Temperaturverformungen blo-
ckiert werden, besteht die Gefahr, dass in einer Konstruktion Schiden in Form von
Abplatzungen oder Rissen entstehen. Um sie zu vermeiden, werden in baulichen
Anlagen Dehnfugen in grofleren Abstinden eingeplant. — Bei Briicken werden an
einem der beiden Briickenenden verschiebliche Rollen- oder Gleitlager zwischen
Briicke und Widerlager angeordnet (Abb. 3.2a, b), bei kurzen Briicken geniigen
sogenannte Verformungslager (Gummilager).

Abb. 3.2¢, d zeigt zwei spezielle Lagertypen des modernen Briickenbaues in
Form eines Topf- und eines Kalottenlagers. Sie zeichnen sich durch eine geringe
Bauhohe aus, was von Vorteil ist.

Bei Rohrleitungen, insbesondere solchen zum Transport hei3gehender Medien,
miissen in die Rohrleitung Kompensatoren eingebaut werden (Abb. 3.3b). Bei lan-
gen Leitungen werden Rohrbereiche mit U- oder Lyra-Bogen zwischengeschaltet,
wie in Abb. 3.3c skizziert.
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Wird die Léngenédnderung vollstindig verhindert, entstehen Zwingungsspan-

nungen:

Al

AUT:E‘AE‘T:E :E'OIT‘Al?

E ist der Elastizititsmodul des Materials, vgl. Abschn. 2, Abb. 3.17. Aoy ist
unabhingig von der Liange! Kann sich keine Lingeninderung einstellen, bauen
sich Druckspannungen auf. Sie konnen bei schlanken Baugliedern ein seitliches
Ausknicken auslosen. Aus diesem Grund wurden ehemals Eisenbahnschienen auf
Liicke verlegt. Verzichtete man darauf, bestand die Gefahr einer Gleisverwerfung
an heilen Tagen (Abb. 3.3d). Heute liegen die Schienen liickenlos auf schweren
Betonschwellen, die tief im Schotter eingebettet sind. Durch deren Schwere wird
ein Ausknicken des Gleises verhindert. Gleichwohl, die Erfahrung zeigt, dass an
extrem heilen Sommertagen und bei linger andauernder direkter Sonneneinstrah-
lung dennoch Gleisverwerfungen moglich sind. Das gilt auch fiir Schnellstralen
(Autobahnen) mit einem Belag aus fugenlos verlegten Betonplatten geringer Di-
cke (20 cm, die Dicke sollte 30 cm betragen). Oberseitig kann die Temperatur auf
50°C und hoher ansteigen, unterseitig bleibt sie deutlich darunter. Man spricht
beim Aufwolben des Stralenbelags von ,Blow-up®. Sie tritt sprungartig auf und
bedeutet eine todliche Gefahr fiir die Verkehrsteilnehmer!
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Abb.3.3 a Briicke
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b Wellkompensator d Gleisverwerfung
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Gleis auf Holzschwellen

Zwingungen und fallweise Verwerfungen treten auch dort auf, wo Materia-
lien mit unterschiedlichem Temperaturausdehnungskoeffizient fest miteinander
verbunden sind und wo zwischengeschaltete Dehnungselemente (Gummileisten,
Schrauben mit Langlochern) fehlen. Gefdhrdet sind beispielsweise untereinan-
der fest gefiigte Bauteile aus Stahl, Aluminium, Kunststoff oder/und Glas. Deren
Dehnverhalten ist z. T. sehr verschieden.

Die Spulen der Elektromagneten des LHC (Large Hadron Collider) am CERN
werden auf 1,9 K iiber dem absoluten Temperaturnullpunkt (0K = —271,15°C)
mit fliissigem Helium abgekiihlt, dabei verkiirzt sich der ca. 27 km lange Ring um
80 cm. Den hiermit verbundenen Verschiebungen miissen die Lager des Ringrohres
zwiangungsfrei folgen konnen.

Die Bauweisen Stahlbeton und Spannbeton sind nur méglich, weil Stahl und
Beton etwa die gleichen Temperaturausdehnungskoeffizienten aufweisen. Wire
das nicht so, wiirden Stahlbewehrung (Armierung) und Beton bei Temperaturin-
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derungen unvertriglich gegeneinander arbeiten, die Haftung der Bewehrung wiirde
zerriittet.

Beim Legen eines Radreifens macht man sich die Wiarmeausdehnung zu Nutze:
Der stihlerne Radreifen wird erhitzt und auf das Rad geschoben, nach Abkiihlung
zieht er sich zusammen und sitzt unverriickbar auf dem Rad fest. So wurden bzw.
werden die Eisenreifen auf Holzridder montiert. Die Fertigung einer Schrumpfver-
bindung zwischen Rad und Welle beruht auf demselben Prinzip.

Bei einer Bi-Metall-Verbindung sind zwei metallische Elemente mit unter-
schiedlichem Dehnungskoeffizienten fest miteinander verbunden. Bei Tempe-
raturdnderung verbiegt sich die Verbindung. Nach Eichung kann ein solches
Bi-Metall-Element zur Temperaturmessung genutzt werden, z.B. als Steuerele-
ment in Thermostaten.

Beispiele
Stellt sich innerhalb eines Bauteilquerschnittes bei einseitiger Temperaturerhhung ein Tem-
peraturgefille zwischen Ober- und Unterseite ein, kriimmt sich das Bauteil. Das kann z. B.
ein Stab sein (Abb. 3.4a). Der Temperaturunterschied ist in der Abbildung mit Ad und die
Dicke des Querschnittes in Richtung des Temperaturgradienten mit /2 abgekiirzt. Die rtliche
Kriimmung betrédgt: k = o - %
Ist ein solcher Temperaturgradient iiber die Lange eines Tréagers konstant vorhanden,
stellt sich (bei 4 =konstant) eine kreisformige Biegelinie ein. Fiir einen beidseitig gelenkig
gelagerten Trager der Linge / berechnen sich die mittige Durchbiegung f und der Enddreh-
winkel ¢ bei einer solchen Temperaturbeanspruchung zu (Abb. 3.4b):

7 AY 12 AY ]
=0r— " —, =7+ — - —

Ty YT
Da sich Briickentrédger infolge einer Temperatureinwirkung und unter Verkehrslast iiber den
Auflagern um den Winkel ¢ verkanten (drehen), miissen die hier liegenden Briickenlager

Abb. 3.4 a Sonneneinstrahlung
S einseitige Erwarmung
el

—
I
i
e

e
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nicht nur verschieblich, sondern auch kippfihig sein, damit Zwidngungen und Beschéadigun-
gen am Tragwerk und an den Lagern vermieden werden.

Ein (turmartiger) Freitrager verbiegt sich bei Sonneneinstrahlung, wie in Abb. 3.4c skiz-
ziert. Im Falle einer konstanten Dicke berechnen sich Durchbiegung und Drehwinkel am
freien Ende zu:

1% Al?l
ar - —— - — = 7 + — -
T 7 5 @ T 7

\
I

Bei turmartigen Antennentrégern diirfen aus funktechnischen Griinden bestimmte Grenzwin-
kel @Grenze in Hohe der Antenne nicht iiberschritten werden, anderenfalls wiirde die
Sendekeule zu stark verzerrt. Gitterkonstruktionen sind in solchen Fillen gegeniiber
vollwandigen (rohrartigen) Konstruktionen im Vorteil, weil sich nur geringere Tempera-
turverformungen einstellen.

3.2.3 Fliissigkeiten bei Warmeeinwirkung

Fliissigkeiten fiillen ein Volumen aus. Fiir die Volumeninderung bei einer Tempe-
raturerhohung gilt obige Formel fiir AV unverdndert:

Hierbei ist unterstellt, dass die Fliissigkeit eine freie Oberfliche hat. Der Volu-
menausdehnungskoeffizient yr liegt 10- bis 100-mal hoher als im Aggregatzu-
stand ,fest‘, was auf dem a priori lockeren Molekiilverband beruht. In der Tabelle
der Abb. 3.5a sind yp-Werte fiir gdngige atmosphérische Bedingungen als Anhalt
ausgewiesen. Die von der Temperatur abhingige Dehnzahl von Wasser geht aus
Abb. 3.5b hervor.

Abb. 3.5 a b v Wasser:
Stoff ¥r mn—ﬂﬁ ]T 111
[Quecksiber | 180 | 0™ T[T ||
Glycerin | 480 [T 11 p
| Mineralol | 700 L 5 5 7 o
Maschinendl | 900 500 | | | ,/' |
Benzn [ 1000 [ T
Benzol 1100 ATT1 1
Alkohol 1100 T AT T 111
Rther 1600 A1 T
w0 g1 TITTT]1.
-3].40(; 50 3100 °C
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Erhoht sich die Temperatur einer Fliissigkeit und gleichzeitig die Temperatur
des offenen GefiBes, das die Fliissigkeit enthilt, wird man zunichst die Volu-
menénderung des GefdBles und anschlieend die Volumeninderung der Fliissigkeit
bestimmen, um die Auswirkung der Temperaturerhohung auf die Fiillhohe im Ge-
faf} zu berechnen.

Ist die Fliissigkeit in einem Gefa3 eingeschlossen, entwickelt sich bei einer
Temperaturerhohung oder -senkung ein Uber- bzw. Unterdruck. Fliissigkeiten ver-
halten sich sehr ,steif*, der Kompressionsmodul liegt hoch, d. h. eine Fliissigkeit ist
nur schwach kompressibel. Die sich bei Temperaturanstieg aufbauende Drucker-
hohung folgt aus: Apr = K- AVr/V. K ist der Kompressionsmodul. Fiir Wasser
gilt: K ~ 2-10°N/m?.

Hinweis
Fiir Festkorper berechnet sich K iiber den Elastizitdtsmodul E zu: K = E/3-(1—2p), p ist
die Querkontraktionszahl, fiir Stahl gilt z. B.: u© = 0,3.

Fiir Flissigkeitsthermometer ist Quecksilber (Hg) als Fiillung geeignet, da es
zwischen —39°C und +356 °C fliissig ist. Zudem ist der Ausdehnungskoeffizi-
ent im Temperaturbereich von —35°C bis +350°C weitgehend konstant, auch
tritt keine Benetzung der Rohren-Innenwandung ein. Nachteilig ist die Toxizitét
(Giftigkeit) des Stoffes. Aus diesem Grund kommen heutzutage fiir Fliissigkeits-
thermometer Toluol (—90 °C bis +110°C) oder Pentan (—200 °C bis 435 °C) zum
Einsatz, auch Alkohol oder Ethanol. Der yr-Wert der genannten Fliissigkeiten be-
trigt in allen Fillen ca. 1,100 - 1073,

Die Verwendung von Quecksilber fiir Fieberthermometer (Messspanne: +36 °C
bis +44 °C) ist inzwischen verboten. — Alternativ werden Digitale Fieberthermo-
meter eingesetzt. Sie messen die von einem Sensor erfasste Temperaturdnderung
iiber die hierbei auftretende elektrische Widerstandsédnderung. — Beim Infrarotther-
mometer wird die Temperaturstrahlung (meist im Ohr) gemessen und die Strah-
lungsintensitit im Gerit verarbeitet.

3.2.4 Anomalie des Wassers

Wasser zeigt oberhalb des Schmelzpunktes (£0 °C) ein uniibliches Verhalten: Es
dehnt sich bei steigender Temperatur oberhalb von 0 °C bis zur Temperatur ¢ =
4 °C nicht aus, sondern schrumpft. Die Dichte steigt in diesem Temperaturbereich,
das bedeutet, es wird ,schwerer‘. Erst oberhalb ¢+ = 4°C dehnt sich Wasser aus,
die Dichte sinkt, es wird ,leichter’. Zusammengefasst: Bei ¢} = 4°C ist Wasser
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am dichtesten (,schwersten,). Abb. 3.6 zeigt die Dichte-Temperatur-Kurve destil-
lierten Wassers fiir zwei Temperaturbereiche. Diese sogen. Anomalie des Wassers
beruht auf der temperaturabhiingigen Packungsdichte der Wassermolekiile. Sie ist
bei ¢ = 4°C am hochsten.

Wenn bei tiefer Lufttemperatur im Winter die Temperatur der oberflichennahen
Wasserschicht eines stehenden Gewiissers auf ¢ = 4 °C sinkt, taucht das derart er-
kaltete Wasser der Oberfliche in die Tiefe ab, wirmeres Wasser steigt auf. Erst
wenn das Wasser im gesamten Becken weitgehend auf 4 °C abgekiihlt ist, beginnt
das Gewisser, von der Oberfliache aus, zu gefrieren (Abb. 3.7). Ein Durchfrieren
des Gewissers tritt bei ausreichender Tiefe nicht ein. Eis ist zudem ein schlech-
ter Wirmeleiter, unter der Eisdecke bleibt die Wirme bei einer Temperatur 4 °C
,gefangen‘. Das ermoglicht der Flora und Fauna am Grund des Gewiissers zu iiber-
leben. Ohne diese Anomalie des Wassers hitte sich das Leben auf Erden nicht
entwickeln konnen!
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Abb.3.8 Eismeer

Anmerkungen
Gefrorenes Wasser, also Eis, schwimmt auf fliissigem Wasser, weil es, wie erldutert, im
festen Zustand leichter ist als im fliissigen. —

Wegen des Salzgehaltes liegt die Dichte von Meerwasser hoher, sie betrédgt ca.
1025kg/m>. Die Dichte eines Eisberges (aus Siiwasser bestehend!) betriigt wegen der
Lufteinschliisse nur ca. 920 kg/m?. Die Spitze des schwimmenden Eisberges ragt daher ca.
10 % aus dem Wasser heraus, wie man mit Hilfe des archimedischen Prinzips bestitigen
kann (Abb. 3.8).

Unter Druck sinkt der Schmelzpunkt des Wassers, man spricht von Druckschmelzen.
Hierauf beruht das Wandern der Gletscher: Unter ihrer Eigenlast verfliissigt sich das Eis
am Boden des Gletschers. Die dariiber liegende Eismasse gleitet ab. — Unter den Kufen
von Schlitten und Schlittschuhen schmilzt das Eis infolge des lokal hohen Drucks. Der Rei-
bungskoeffizient sinkt dadurch nochmals weiter ab. Bei strenger Kilte wirkt das Eis beim
Eislaufen ,stumpf*, weil sich der Effekt nicht so ausprigen kann.

In (Fels-)Spalten gefrierendes Wasser dehnt sich aus (unterhalb 4 °C, wie gezeigt), was
sich als Sprengkraft auf das Gestein auswirkt. Das befordert, gemeinsam mit dem abflie-
Benden Wasser, die Erosion der Gebirge. — Gefiillte Wasserleitungen konnen beim Gefrieren
bersten. — Das durch Risse unter Fahrbahndecken von Stralen eindringende Wasser vermag
den Belag beim Frost aufzusprengen, wodurch der Schaden progressiv fortschreitet. (Die
Abhingigkeit des Schmelzpunktes von Druck und tieferer Temperatur ist bei Wasser recht
komplex. Neben der oben erwihnten Anomalie gibt es weitere, insofern ist Wasser ein ,be-
sonderer Saft‘.)

3.2.5 Gase bei Warmeeinwirkung

3.2,5.1 Ideale Gase - Thermisches Gasgesetz

Im gasformigen Aggregatzustand bewegen sich die Atome/Molekiile nochmals in-
tensiver als im fliissigen. Sie sind untereinander losgelost. Ihre mittlere Geschwin-
digkeit steigt mit der Temperatur. Der Raum wird von den Gasatomen/-molekiilen
im Mittel gleichformig ausgefiillt. Im Vergleich zum fliissigen Aggregatzustand
sind Teilchen- und Massendichte extrem gering. Man spricht von einem idea-
len Gas, wenn das Eigenvolumen der Teilchen im Vergleich zum Gasvolumen so
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Abb. 3.9
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gering ist, die Teilchen liegen dann soweit auseinander, dass ihre gegenseitige gra-
vitative Wechselwirkung vernachlissigt werden kann.

Bei konstantem Druck dehnt sich Gas umso stirker aus, je hoher die Tempe-
ratur ansteigt. Dabei dehnt es sich im Gegensatz zur Fest- und Fliissigphase nicht
nach einem stoffabhingigen sondern in allen Fillen nach einem stoffunabhéngi-
gen Gesetz aus! Es lautet:

mit yr = 537z = 0,003661 - K.

Mit Hilfe des in Abb. 3.9 dargestellten Gasthermometers kann die Tempera-
tur einer Fliissigkeit gemessen werden: Durch den Druck des erwiarmten Gases
wird der Fliissigkeitsspiegel der im gewinkelten Rohr liegenden Fliissigkeit (z. B.
schweres Quecksilber) um A/ verschoben. Damit geht eine Anderung der Ge-
wichtskraft in der Fliissigkeitssdule einher. Nach entsprechender Eichung des Fliis-
sigkeitsstands, z. B. orientiert am Schmelz- und/oder Siedepunkt von Wasser, kann
die Apparatur als Thermometer eingesetzt werden. Geeignet ist das Gasthermome-
ter von —270 °C bis ca. 1000 °C. Werden hiermit unterschiedliche Gase vermessen,
bestitigt man folgenden Befund:

Das ist das Thermische Gasgesetz fiir ideale Gase; es handelt sich um ein Natur-
gesetz! Es gilt in Anndherung auch fiir reale Gase, vorausgesetzt, die Temperatur
im Gas ist hoch genug und liegt weit genug vom Siedepunkt der Fliissigphase ent-
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fernt. Das Gesetz besagt: Das Produkt aus Druck (p) und Volumen (V') ist der
absoluten Temperatur (7'), gemessen in Kelvin, proportional. Abb. 3.10 zeigt den
Graphen p als Funktion von 7', wenn V konstant ist. Alle Geraden gehen vom
absoluten Nullpunkt aus. Die Giiltigkeit endet dort, wo der Stoff bei sehr tiefer
Temperatur vom gasformigen in den fliissigen Zustand iibergeht. — Beispiele fiir
die Siedetemperatur bei Umgebungsdruck:

Stickstoff (N;): —196°C
Sauerstoff (0,): —183°C,
Methan (CHy): —162°C,
Wasserstoff (H): —253°C,
Helium (He): —269°C.

In obiger Gleichung bedeuten weiter:

n: Teilchenmenge in Mol,
R: Universelle Gaskonstante:

R =8,316J/(molK) = 8,316 Nmmol ' K™

Wird das Thermische Gasgesetz umgestellt, gilt fiir zwei Zustidnde 1 und 2:

pV
n-T

pi-Vi pp W

R =
ny - T ny- Ty

Hiervon ausgehend folgen die fiir ein ideales Gas geltenden Gesetze, wie sie in der
Friihzeit der Physik erkannt und postuliert wurden (Bd. I, vgl. Abschn. 2.7.3).
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Abb. 3.1

Die erste zutreffende Deutung und Beschreibung des Gasdrucks geht auf
D. BERNOULLI (1700-1782) zuriick, publiziert in seiner Schrift ,Hydrodynami-
ca‘ (1738).

Die Gasgesetze lauten:

Gesetz von R. BOYLE und E. MARIOTTE: T' = konst: p - V' = konst

Erstes Gesetz von J.G. GAY-LUSSAC: p = konst: /T = konst

Zweites Gesetz von J.G. GAY-LUSSAC: V' = konst: p/T = konst

Gesetz von A. AVOGADRO: Alle Gase, gleich welchen chemischen Stoffes,
enthalten unter gleichen Bedingungen gleich viele Teile (Atome oder Molekii-
le).

Fiir die Zustinde eines idealen Gases mit einer bestimmten Stoffmenge gilt nach
Umstellung obiger Gleichung: % = n- R = konst.

Die gegenseitige Abhingigkeit der Zustandsgréen p, V und T nach diesem
Gesetz zeigt Abb. 3.11 in einem dreidimensionalen Zustandsdiagramm. Es hat die
Form einer hyperbolisch gekriimmten Fldache. Die Darstellung ist schematisch zu
sehen. Aus dem Diagramm ist die Abhingigkeit zwischen zwei Grofien erkenn-
bar, wenn die jeweils dritte konstant gehalten wird: Kurven fiir 7 = konst sind
Hyperbeln: p - V' = konst.

Dieses Gesetz wurde von R. BOYLE und E. MARIOTTE als erstes Gasge-
setz entdeckt. Auf die Erlduterungen in Bd. I, Abschn. 2.7.3 wird an dieser Stelle
nochmals verwiesen. — Wie sich das Thermische Gasgesetz fiir ideale Gase auf der
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Basis eines vergleichsweise einfachen mechanischen Modells herleiten bzw. deu-
ten ldsst, wird an spiterer Stelle gezeigt, auch die Erweiterung des Gesetzes auf
reale Gase.

3.2,5.2 Zur praktischen Anwendung des Thermischen
Gasgesetzes

Ist die Stoffmenge eines Korpers gleich ,1 Mol‘, so besteht der Korper aus 6,022 -

10?3} Teilchen. Diese Definition gilt unabhiingig vom Aggregatzustand. Fiir eine

Stoffmenge ,1 Mol‘ wird n = 1 mol geschrieben, n ist das Formel- und mol das

Einheitenzeichen fiir die Stoffmenge n. Die Anzahl der Teilchen der Stoffmenge

n = 1 mol nennt man Avogadro’sche Konstante:

Ny =6,022-10% mol™"  oder N4 = 6,022 -10%° kmol™!

kmol heiflit Kilomol, das ist das 1000-fache von einem Mol.

Teilchen konnen Atome, Ionen, Molekiile oder andere Elementarteilchen sein.
Im Folgenden wird unter dem Begriff ein , Teilchen® ein (Gas-)Molekiil verstanden
(wenn nichts anderes gesagt ist). Molekiile bilden die Bausteine der Materie, auch
der Gase, von Ausnahmen abgesehen, z. B. Edelgase, sie sind einatomig.

Hat ein Korper eines bestimmten Stoffes die Stoffmenge n = 1mol, nennt
man die zugehorige Masse ,Molare Masse* m,. Sie wird in kg gemessen. Man er-
hélt die Molare Masse eines Stoffes, indem man die absolute Masse des einzelnen
Molekiils (m,) mit N4 multipliziert. Die absolute Masse m, erhdlt man, indem
die relative Atommasse (m,) mit der Atomaren Einheit ¥ = 1,6605 - 107" kg
multipliziert wird. Die Molare Masse bleibt fiir einen Stoff beim Wechsel des
Aggregatzustandes unveriindert, da sich die Anzahl der Molekiile beim Ubergang
in einen anderen Aggregatzustand weder vergrofert noch verkleinert: Es gilt das
Massenerhaltungsgesetz.

Beispiel

Kohlendioxid CO,: C: m, = 12,011, O: m, = 15,999 (Angaben zur Relativen Atommasse
m, und zum Periodensystem der Elemente enthélt Bd. I, Abschn. 2.7 und 2.8). Die Molare
Masse berechnet sich in folgenden Schritten:

COy: m, = 12,011 +2- 15,999 = 44,009

1,6605 - 10727 - 44,009 = 73,081 - 107" kg

my = 73,081 -107>" kg - 6,022 - 10% mol™' = 440,096 - 10~*kg mol ™"
= 0,044096 kg mol ! & 44 g/mol

- my
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Von dem Gas werde eine Menge der Masse m = 1 kg betrachtet. Deren Stoffmenge betrégt:

m 1000 ¢
n=—=———=22"7mol
my  44g/mol ————

Hierfiir lautet die Gasgleichung:

pV=nRT — p[%]V[mﬂ=n[mol].R[n1:)TK]T[K]

—p-V=278315-T —p-V=18875-T

Von dieser Gleichung ausgehend konnen unterschiedliche Fragestellungen bearbeitet wer-
den.

Als ,Normbedingungen® sind (auf der Erdoberfliche) die Zustandsgrofen Luftdruck und
Lufttemperatur zu p = 1,01325 - 10°Paund ¢ = 0°C (T = 273,15K) vereinbart. 1 kg
eines CO,-Gases nimmt unter diesen Bedingungen folgendes Volumen ein:

V= 188,75-T  188,75-273,15

= = 0,5088m® = 508.8 dm = (508,81)
) 1.01325 - 10

Dividiert man dieses Volumen durch die Stoffmenge n = 22,7mol, ergibt sich das Molare
Volumen zu:

v 0,5088m’
Vy = — = -

= = =0,0224m’/mol = 22,4m* /kmol  (22,41/mol)
n 22,7 mol

Alle Gase nehmen unter gleichen Bedingungen dasselbe Molare Volumen ein,
die Anzahl der Molekiile ist hierin fiir alle Gase gleichgrof (Satz von AVOGA-
DRO). Dieser sich aus der allgemeinen Gasgleichung fiir ideale Gase ergebende
Befund konnte auch fiir die meisten realen Gase experimentell bestitigt werden.
Ist die Dichte des realen Gases sehr hoch, gilt die Thermische Gasgleichung nicht
mehr. Die Gleichung bedarf dann einer Modifikation.

3.2.,5.3 Einfiihrung in die kinetische Gastheorie

Betrachtet werde ein einatomiges Gas, das sich in einem geschlossenen Raum be-
findet. Die Anzahl der Atome sei V. Die Atome werden als kleine harte Kiigelchen
gedeutet. Thre Einzelmasse sei m,. Wenn sie gegen die Wand, die den Raum um-
gibt, prallen, moge dieser Prallstof vollelastisch sein, das bedeutet, es wird beim
StoB keine Energie zerstreut (dissipiert). Von den Atomen wird ein einzelnes her-
aus gegriffen. Es trage die Nummer 7. i ist die Laufvariable voni = 1 bisi = N.
Im momentanen Zeitpunkt ¢ habe das Atom i die Geschwindigkeit v;. Deren Kom-
ponenten in den Richtungen x, y, z seien v;,, v;y, v;- (Abb. 3.12a).
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Abb. 3.12 a b
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Innerhalb des Zeitintervalls Az (von ¢ bis t + At) bewege sich das betrachtete
Atom mehrfach zick-zack-formig zwischen den Trennwinden in Richtung x hin
und her. Die Raumtiefe in dieser Richtung sei /.

Die eine Wand des Raumes sei ein Kolben mit der Flidche A. Das Volumen im
Zylinder istdann V' = A -/, vgl. Abb. 3.12b. Durch Verschieben des Kolbens kann
das Volumen verindert werden. Innerhalb des Zeitintervalls Az legt das Atom auf
seinem Zick-Zack-Kurs insgesamt die Strecke v;, - At zuriick (Weg = Geschwin-
digkeit mal Zeit). Bei jedem zweiten PrallstoB trifft das Atom auf die Kolbenfldche.
Innerhalb At betrigt demnach die Anzahl der Stofle gegen die Kolbenfldche:

Uiy - At
21

Bei jedem dieser Sto8e ist der Impuls des Atoms i gleich m, - v;, (Impuls = Masse
mal Geschwindigkeit). Sowohl beim Aufprall wie anschlieBend beim Riickprall
wird ein Impuls abgesetzt, denn der Prallstof} ist, wie vorausgesetzt, elastisch. Die
Summe der beiden Impulse auf die Kolbenfliche ist demnach: 2 - m, - v;,. In der
Zeiteinheit At betrdgt somit der Gesamtimpuls auf die Flidche des Kolbens:

Uiy - AL mg - At

Alix =2my - vjy - 51 = | Ujx

Der abgesetzte Impuls wird hier mit / abgekiirzt. Es ist der Einzelimpuls des
Atoms i mit der Geschwindigkeit v;, in Richtung x. Da die N Atome dieselbe
Masse aber unterschiedliche Geschwindigkeiten haben, bewirken sie gemeinsam
im Zeitintervall At die Impulsénderung:

N N

At At 2

A[x:m”l 2 fo:m"l NE:UI_A
i=1 '

i=1

Hinweis
> ist das Summenzeichen. Die Summe erstreckt sich voni = 1bisi = N.
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Die Geschwindigkeit der einzelnen Atome ist ungleich. Handelt es sich bei-
spielsweise um 5 Atome (N = 5) mit den Geschwindigkeiten 1, 5, 3, 5, 6, betrigt
der Summenausdruck in vorstehender Gleichung:

P+5+3+5246 142549425436 _ 9% _
5 N 5 Ts 7

Einen solchen Ausdruck nennt man ,quadratischen Mittelwert. Der Ausdruck
wird durch das Symbol (-) gekennzeichnet. Mit dieser Vereinbarung kann die
Gleichung fiir A7, zu AI, = “¢2L. N - (v2) angeschrieben werden. Die im Mittel
innerhalb des Zeitintervalls At in Richtung x auf die Kolbenfliche A abgesetzte
Kraft ist gemiB Lex IT (Kraft = zeitliche Anderung des Impulses, vgl. Abschn. 1.5;
die zeitliche Anderung ist hier At):

Der auf die Kolbenfliche wirkende Druck p = F/A betriigt (Kraft durch Fliche):

F mg-(v) N
p:Z:N'Tf:V‘ma‘(U)%)
Das Gas sei homogen: Es gibt innerhalb des Gasvolumens keine bevorzugte Rich-

tung: Die quadratischen Mittelwerte der drei Geschwindigkeitskomponenten sind
gleichgroB. Jede Komponente liefert denselben Anteil an der Geschwindigkeit v:

(02) = (1) = (2) = (?)/3

Damit nimmt die Gleichung fiir p folgende Form an:

)
<v2> N p.Vzg.N.<%> (a)

Die Grof3e

2
(Exin) = <m02 0 > (b)

ist die mittlere (durchschnittliche) kinetische Energie der einzelnen Teilchen (hier
der einzelnen Atome). Multipliziert mit N, erhilt man die gesamte im Volumen V'
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enthaltene mittlere kinetische Energie des Gases. Von diesem Ansatz ausgehend,
wird die Temperatur des Gases zu

3
(Exin) = E kg T (©

definiert. Die mittlere kinetische Energie der Gasteilchen und die Temperatur im
Gas verhalten sich proportional zueinander.

In dieser Vereinbarung ist (3/2) - kg ein Proportionalititsfaktor. kz kann nur
im Experiment bestimmt werden. Die Definition bedeutet: Wenn die mittlere ki-
netische Energie des Gases Null ist, ist auch 7' gleich Null. Dem Erreichen der
Temperatur Null (also dem Absinken der Gastemperatur auf Null), gehen die Ag-
gregatzustinde fliissig und fest voraus. Im Temperaturnullpunkt kommt jede Be-
wegung der Teilchen zum Erliegen. —

Wird (a) tiber (b) mit der Vereinbarung gemif (c) verkniipft, folgt:

pV=N-kgT ()

Damit ist das Thermische Gasgesetz fiir ideale Gase hergeleitet. Im vorliegenden
Fall fiir einatomige Gase. Das Gesetz wurde durch unzéhlige Experimente verifi-
ziert. Hierbei wurde fiir kz der Wert: kg = 1,381 - 10723 J/K bestimmt. Auch kp
ist eine Naturkonstante! Sie wurde nach L. BOLTZMANN (1844-1906) benannt,
man spricht daher auch von der Boltzmann’schen Konstante.

Die Herleitung des Gesetzes mag erstaunen, weil der fiir makroskopische Kor-
per (,elastische Kugeln®) geltende Impulssatz offensichtlich zu einem zutreffenden
Ergebnis fiihrt, hier fiir mikroskopische Partikel (Atome)! Noch mehr: Die Herlei-
tung gilt unverdndert auch fiir mehratomige Gase. In diesem Falle werden anstelle
der Atome die Gasmolekiile als winzige kugelférmige Teilchen mit der Masse
m, begriffen, wobei m, die gemeinsame Masse jener Atome beinhaltet, die im
Molekiil vereinigt sind. Wihrend sich ein einzelnes Atom nur in drei Richtungen
translatorisch bewegen kann, haben die Atome in einem Molekiil zusétzliche Be-
wegungsmoglichkeiten (Freiheitsgrade), unter anderem rotatorische. Das fiihrt auf
einen modifizierten Ausdruck fiir die innere Energie des Gases und damit zu einer
modifizierten Definition der Temperatur (vgl. Abschn. 3.2.5.5, 1. Ergédnzung).

Herrschen in zwei unterschiedlichen Gasen gleichen Volumens V' gleicher
Druck p und gleiche Temperatur T, enthalten sie gleich viele Teile, wie man aus

_rV

kg T
erkennt: Die rechte Seite ist unabhingig von der chemischen Sorte des Gases! Das
ist die Aussage des Avogadro’schen Gesetzes.
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Die Stoffmenge n eines Gasvolumens in Mol kann berechnet werden, indem
die Gesamtanzahl der Teilchen durch N4 (Avogadro-Konstante) dividiert wird:

n = N/NA

Setzt man N = n - N4 in (d) ein, erhélt man einen modifizierten Ausdruck fiir das
abgeleitete Gasgesetz:

pV=n-Ny-kg-T=N-kg-T (e)
Wird schlieBlich noch die Universelle Gaskonstante zu

J
R =Ny -kp =8316——
ATTB mol K

vereinbart, erhilt man:
p-V=n-R-T )

Die Gleichungen (d), () und (f) sind gleichwertige Versionen des Thermischen
(kinetischen) Gasgesetzes. Das Gesetz gilt fiir ideale Gase. Wird (e) nach p, also
nach dem Gasdruck im Volumen V/, frei gestellt, folgt schlief3lich:

N N

p % B PN " KB PN v

py ist die Teilchendichte im Gas, Einheit [m—3]. Der Gasdruck ist dieser Dichte
und der Temperatur proportional.

3.2.5.4 Barometrische Hohenformel
Zwischen den Luftschichten z und z + Az tiber Grund betrigt die (Luft-)Druck-
differenz (Abb. 3.13):

Ap=p(E)—p(z+Az)=—p-g-Az

Die Gleichung beinhaltet die Gleichgewichtsbedingung in lotrechter Richtung. p
ist die Luftdichte und g die Erdbeschleunigung. In der Hohe z 4+ Az ist der Druck
geringer als in der Hohe z, bei Anstieg um Az sinkt der Druck, die Druckénderung
in obiger Gleichung ist daher negativ.

Erlduterung zur Gleichgewichtsgleichung: A ist der Querschnitt der Luftsiule,
p-A-Az istdie Masse und (p - A - Az) - g die Gewichtskraft des Volumens der
Schichtdicke Az. Wird diese durch A dividiert, ergibt sich: |[Ap| = |AF/A| =
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|p-g-Az|.—Ist N die Anzahl der Luftteilchen (O,, N;) einer Volumeneinheit V'
in Hohe z und ist m, die Teilchenmasse, berechnet sich die Dichte der Luft zu:
N -m, p-V

—

N:
V my

p:

Die Gasgleichung (¢) nimmt damit folgende Form an (auf die Indizierung von kp
mit B wird verzichtet):

pVeNkT — pv=btVior o p=M?
myg k-T
Die Teilchendichte p ist proportional zum Druck p: Je hoher der Druck, umso
hoher die Dichte. —

Nach Ubergang von der finiten Dicke Az der betrachteten Luftschicht auf die
infinitesimale Dicke dz, lautet die obige Gleichgewichtsbedingung:

my-g dp a8
dp = —p-90-dz = — p-d .
p=—p-g-dz e Pdr — kT

Das ist eine Differentialgleichung fiir den Druck p in der Hohe z: p = p(z). Die
Losung lautet

p=0

pz) = C e B

Indem diese Losung in die Differentialgleichung eingesetzt wird, kann ihre Rich-
tigkeit bestitigt werden. Der in der Losung vorhandene Freiwert C kann aus der
Bedingung, dass der Druck am Boden (z = 0) gleich py ist, gewonnen werden:
Setzt man p(z) = p(z¢) = po fiir z = zy = 0 folgt unmittelbar:

C:po.
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Abb. 3.14

=

Héhe iiber dem Erdboden

Luftdruck

Die gesuchte barometrische Hohenformel lautet damit

_Mag _ro. .z
p(z):po.g k7 = pg-e pog, (g)
wenn noch aus der Gasgleichung p = py fiir p = po frei gestellt und in die
vorstehende Gleichung eingesetzt wird:
Py = mg - Po N mg _ &
T kT kK-T  po

Grundlage der vorangegangenen Herleitung ist die Annahme, dass Erdbeschleu-
nigung und Temperatur hohenunabhingig, also konstant sind. Das ist nur bis zu
einer gewissen Hohe innerhalb der unteren Luftschicht ndherungsweise richtig.

Bei konstanter Temperatur sinkt der Druck exponentiell mit der Hohe, damit
sinkt entsprechend die Dichte

Mg
k-T
und ebenso die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit (die Luft wird ,diin-
ner‘). Abb. 3.14 zeigt, wie der Druck und damit die Dichte p mit der Hohe abneh-
men. In der Hohe z = k - T/m, - g nimmt die e-Funktion die GroBe e~! = 0,37

an. Das bedeutet: Der Druck fillt auf 37 % gegeniiber py ab; die zugehorige Hohe
betrigt ca. 8000 m.

p=1"7=P

1. Anmerkung
Die barometrische Formel ldsst Folgendes erkennen: Da die Teilchenmasse (m,) im Ex-
ponenten der e-Funktion steht, ist der Gradient, mit dem Druck und Dichte mit der Hohe
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abnehmen, von der Gasart abhingig. Bei einer reinen Wasserstoffatmosphire wire die Ab-
nahme schwicher als bei der vorhandenen Luftatmosphire (H, hat eine um den Faktor ca.
15 geringere Molekiilmasse als N, und O,). Eine reine Wasserstoffatmosphire wiirde we-
sentlich weiter in den Weltraum reichen und wire wohl ldngst entwichen. Die Masse der
Luftmolekiile ist dagegen gerade so geartet, dass die Erdanziehung sie gegen ein Entweichen
(infolge der durch die Sonneneinstrahlung verursachten Wirmebewegung) halten kann.

2. Anmerkung
Das Gewicht (die Gewichtskraft) eines Luftteilchens der Masse m,, betrigt im Gravitations-
feld mit g = konst: m, - g. DemgemiB betrigt die potentielle Energie des Teilchens in Hohe
z gegeniiber jener am Erdboden (Niveau 0):
Epot(z) =(m,-g)-z

Hiervon ausgehend kann die Hohenformel auch zu

p(2) _ Epot(d)

L = e kT

Po

angeschrieben werden. — Fiir zwei unterschiedliche Héhen z = h; und z = h,, wobei
hy > h; gelten moge, betrigt das Druckverhiltnis:

P2 _ Epot2—Epot.1
£ T

Pi

Das Verhiltnis der Teilchendichten p,/p; und der Teilchenanzahlen N,/N; in Hohe des
Niveau 2 gegeniiber Niveau 1 entspricht dem Verhiltnis p,/p; der zugehérigen Driicke auf
den beiden Niveaus. Wird die Differenz der potentiellen Energien auf den beiden Niveaus
mit AEpo = Epo2 — Epor1 abgekiirzt, gilt zusammengefasst:

pp_No_pp 2
et Nt p

Der rechtsseitige Ausdruck, also die e-Funktion, wird als Boltzmann’scher Faktor be-

zeichnet. Er tritt bei thermodynamischen Problemen dann auf, wenn es darum geht, die

Verhiltnisse in einem Gas auf zwei unterschiedlichen thermischen Energieniveaus miteinan-

der zu vergleichen.

3. Anmerkung

Wiirde die Sonne ihre Einstrahlung iiber Nacht einstellen, wiirde die Temperatur alsbald so
tief absinken, dass sich die Luftatmosphére bei ca. —190 °C verfliissigen und bei ca. —210°C
verfestigen wiirde, die Erde wire anschlieend mit einer ca. 10 m dicken Kruste aus gefro-
renem Stickstoff und Sauerstoff bedeckt. Auch das Wasser der Meere wiirde bis in grof3e
Tiefen gefrieren. Wie sich die Wirme des Erdkerns auf das Geschehen auswirken wiirde, ist
miilige Spekulation. Denkbar wire das Szenario, sollte die Erde infolge einer kosmischen
Katastrophe ins Weltall geschleudert werden. Dank der dem Planetensystem innewohnenden
hohen Stabilitit, ist dieser Fall auszuschlieen.
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3.2,5.5 Erweiterungen zur kinetischen Gastheorie

Die in Abschn. 3.2.5.3 vorgestellte Gastheorie bedarf in mehrfacher Hinsicht einer
Reihe von Zuschérfungen. Um welche es sich dabei im Einzelnen handelt, soll im
Folgenden in gebotener Kiirze gezeigt werden.

1. Erweiterung: Gasgesetz mehratomiger Gase Die oben gezeigte Herleitung
galt fiir einatomige Gase. Sie fiihrte auf die Definition der Temperatur idealer Gase
als Funktion der mittleren kinetischen Energie ihrer Atome, (c):

3
(Exin) = 3 kg -T

Die mittlere kinetische Energie eines idealen Gases ist gleich der Summe der ki-
netischen Energien ihrer einzelnen Geschwindigkeitskomponenten:

My - V> mgy - v? mgy - v2
(Ekin>:< u2 x>+ 112 Y +< 02 4>

Fiir jede einzelne Komponente gilt (c), in Verbindung mit (b) bedeutet das:

2
Mo\ L (M) Ly (et
2 2 2 2 2

Jede Geschwindigkeitskomponente (vy, vy, v;, das sind die drei atomaren Frei-

1
) Lor

heitsgrade des einatomigen Gases) liefert zur mittleren kinetischen Energie des
Gases einen gleich hohen Beitrag (Abb. 3.15a).

Bei mehratomigen Gasen treten weitere Bewegungskomponenten der Atome im
Molekiil hinzu: Wird die Verbindung der Atome eines zweiatomigen Molekiils als
starr angesehen (bildlich als ,Hantel‘), vermag sich deren Schwerpunkt ebenfalls
in drei (unabhingigen) Richtungen translatorisch zu bewegen (Abb. 3.15b, Nr.: 1,
2 und 3). Zu diesen drei Bewegungen treten zwei rotatorische hinzu. Das sind jene
Rotationen, mit denen sich die beiden Atome um zwei beliebige, zur gemeinsamen
Verbindungslinie senkrecht stehende Achsen (unabhéngig von einander) bewegen
konnen (Abb. 3.15b, Nr.: 4 und 5). Eine Rotation um die Verbindungsachse ist
auch moglich, liefert indessen keinen Beitrag, da die Atome als Massenpunkte
betrachtet werden.

Die Verbindung zwischen den Atomen ist real nicht starr, sondern kann auf-
grund der molekularen Wechselwirkung zwischen den Atomen als federelastisch
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Abb. 3.15 a Einatomiges Gas
L B 2 K|
v
¥ Vy 4
¥

b Zweiatomiges Gas

gedeutet werden, das liefert einen weiteren Freiheitsgrad in Richtung der Verbin-
dungsachse (Abb. 3.15b, Nr.: 6). Jeder Freiheitsgrad liefert nach dem ,Gleich-
verteilungssatz den gleichen Beitrag zur mittleren kinetischen Energie. Ist f der
Freiheitsgrad, sind es f* Anteile, die in ihrer Summe die mittlere kinetische Ener-
gie ausmachen. Die Definition der Temperatur 7" geméal (c) wird fiir molekulare
(mehratomige) Gase zu

1
(Ekin>:f'5‘kB‘T (h)

erweitert, vgl. Abschn. 3.2.5.3.

2. Erweiterung: Maxwell’sches Verteilungsgesetz Wie ausgefiihrt, bewegen
sich die Gasteilchen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten, es gibt solche mit
hoher, solche mit geringer und solche mit mittlerer Geschwindigkeit. Es ist zu
erwarten, dass die Teilchen mit mittlerer Geschwindigkeit am hdufigsten vertreten
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a b
fiv) Geschwindigkeits-Verteilung f{v) f(v) Geschwindigkeits-Verteilung f{v)

0 - Geschwindigkeitv v

Abb. 3.16

sind. Thre Auftretenswahrscheinlichkeit diirfte von einer Funktion beherrscht wer-
den, wie in Abb. 3.16 als Hypothese gemutmalt: Die Wahrscheinlichkeitsfunktion
der Geschwindigkeit ist hierin als Ordinate iiber der Geschwindigkeit als Abszis-
se aufgetragen. Die Summe unter der Fldche ist gleich 1, was 100 % entspricht:
Innerhalb des betrachteten Bereiches sind die Geschwindigkeiten gemall dem Kur-
venverlauf verteilt. Die schraffierte Fldche in Abb. 3.16a gibt jenen Prozentsatz
von v an, der kleiner/gleich v* ist. Aus der Darstellung in Abb. 3.16b folgt der
Prozentsatz jener Teilchen, deren Geschwindigkeit zwischen v und v + dv liegt.
Im Jahre 1859 wurde die in Abb. 3.16 als Hypothese angenommene Wahr-
scheinlichkeitsfunktion von J.C. MAXWELL (1831-1879) hergeleitet und im Jah-
re 1876 von L. BOLTZMANN theoretisch begriindet. Sie lautet (vgl. 3. Ergén-

zung):

f() me P, w2 .

=4 -vT-e T 1)
N 2kpT

In Abb. 3.17 sind je vier Graphen dieser Funktion fiir zwei Gase, Stickstoff N, und
Sauerstoff O,, wiedergegeben und das fiir vier Temperaturen. In der Wahrschein-
lichkeitstheorie nennt man solche Graphen Dichteverteilung (im vorliegenden Fal-
le fiir die Haufigkeitsverteilung der Teilchengeschwindigkeit). Die Funktion selbst
nennt man Dichtefunktion, vgl. Bd. I, Abschn. 3.9.2.

Die absolute Molekiilmasse der Gase betrigt:

Stickstoff Np:  m, = 214,007 - 1,66054 - 10727 = 46,48 - 1072" kg und
Sauerstoff Oy: m, = 215,999 1,66054 - 107? = 53,14- 1077 kg

Die Massen sind selbstredend unabhingig von der Temperatur, hier gewéhlt 100,
300, 500 bzw. 700 K. Man erkennt: Je hoher die Temperatur ist, umso weiter ver-
schieben sich die Kurven zu hoheren Molekiilgeschwindigkeiten.
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Abb. 3.17

Zwei Kennwerte lassen sich explizit angeben: Jene Geschwindigkeit, die die
Teilchen bei einer bestimmten Temperatur 7" des Gases am héufigsten (am wahr-
scheinlichsten) von allen moglichen Geschwindigkeiten annehmen (= Maximum
der Dichtefunktion)

(2kB . T)‘/2
Umax = | —

mg

und jene, von der aus gesehen, alle anderen Geschwindigkeiten beidseitig gleich
hiufig auftreten (= 50 %-Fraktile), das ist die durchschnittliche Geschwindigkeit
mit der sich die Teilchen bewegen:

3kp - T\"?
Umittl = (B—) (: 1,225 - vmax)
mgq

Die Zahlenwerte dieser beiden Kennwerte sind fiir die oben angegebenen Gase und
Temperaturen in den beiden Abbildungen eingetragen.

3. Erweiterung: Herleitung des Maxwell’sches Verteilungsgesetzes Die mo-
mentane Geschwindigkeit eines Gasteilchens ist unterschiedlich hoch. Sie ist von
der Abfolge und der Weglinge zwischen den StoBen abhingig. Jedes Teilchen
bewegt sich zick-zack-formig in zufilliger Weise durch das Gasvolumen. Es ist
einsichtig, dass es unmoglich ist, den Wegverlauf zu berechnen, wohl ldsst sich
eine Aussage iiber die wahrscheinliche Geschwindigkeit machen, mit der sich ein
Teilchen an einem bestimmten Ort bewegt. Dass das Geschehen im Gas von der
eingeprigten Wirme (= Energie) bestimmt wird, ist ebenso einsichtig.
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Jedem Teilchen wohnt eine seiner momentanen Geschwindigkeit v entspre-
chende kinetische Energie inne: m, - v2/2. — Im Gasvolumen gibt es keine be-
vorzugte Richtung. Der Geschwindigkeitsvektor kann jede Richtung gleichwahr-
scheinlich annehmen, das bedeutet: Rundum wird der Vektor die Kugelfliche 47 -
v? gleichwahrscheinlich durchstoBen. — Wird zur Kennzeichnung der kinetischen
Energiednderung zwischen den Zustinden v und v 4+ dv der in der 2. Anmerkung
in Abschn. 3.2.5.4 angegebene Boltzmann’sche Faktor tibernommen, kann fiir die
gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte der momentanen Geschwindigkeit der Ansatz

mg-v2

f(v):K-47r-v2-efﬁ =K 47 -v? e 2T

gewihlt werden. K ist eine noch zu bestimmende Konstante. Mit der Wahrschein-
lichkeit = 1 (100 % sicher) liegt die Geschwindigkeit zwischen v = O und v = oo:

0 o0

mgv2
/f(v)dvzl — /K.4n.vz.g77$o_T:1
0 0

oo
2
_mgw
— 47T'K‘/U2‘e 26T =]
0

Fiir das bestimmte Integral ist die Losung explizit bekannt (vgl. math. For-
melsammlungen). Davon ausgehend ldsst sich die Konstante K berechnen. Sie

lautet:
m 3/2
e (7)
27 -k-T

Eingefiigt in den obigen Ansatz fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte f(v) bestitigt
man das Maxwell’sche Verteilungsgesetz.

4. Erweiterung: Freie Weglidnge In Abschn. 3.2.5.3 ist unterstellt, dass es sich
bei den Atomen um Teilchen handelt, die mit Masse behaftet sind. Zudem werden
sie als punktformige Gebilde ohne raumliche Ausdehnung angesehen. Gemal die-
ser Annahme konnen die Teilchen nicht gegenseitig zusammenprallen. Wird die
Annahme aufgegeben und werden die Atome als winzige Kiigelchen mit endli-
chem Radius gedeutet, sind gegenseitige Stole moglich und das umso héufiger,
je dichter sie im Gas verteilt sind. Ist 7 der Radius eines Atoms, stolen zwei von
ihnen bei gegenseitiger und gleichzeitiger Anniherung dann zusammen, wenn ihr
Abstand kleiner/gleich 2r ist (Abb. 3.18a). Die Kreisflache mit dem Radius 2r um
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a
Kein StoR: StoR:
. u E
o <Ir o : Wirkungs-
querschnitt
Abb. 3.18

den Mittelpunkt des kugelférmigen Teilchens nennt man , Wirkungsquerschnitt*:
o = - (2r)?> = 4xr?. Das Auftreffen eines Atoms auf diese Fliche hat einen
StoB3 zur Folge (es be,wirkt‘ einen Stof3, Abb. 3.18b).

Die Teilchen fiillen das Volumen des Gases im Mittel gleichformig aus. Je-
weils einzeln ist ihr gegenseitiger Abstand unterschiedlich, ebenso jeweils ihre
Geschwindigkeit. Einsichtiger Weise wird es einen gegenseitigen Abstand zwi-
schen ihnen geben, der dominiert. Diesen am héufigsten vorhandenen Abstand
zwischen den Teilchen nennt man ,mittlere freie Weglidnge*, sie wird mit [ ab-
gekiirzt.

Abb. 3.18c zeigt die momentane Situation zweier Atome zueinander. Der lokale
Rauminhalt bis zum Zusammentreffen mit dem benachbarten Atom betrigt: o - [.

Werden die N Atome im geschlossenen Gasvolumen V' in ihrer Gesamtheit
betrachtet, betrigt der auf ein einzelnes Atom entfallende lokale Rauminhalt im
Mittel: +/2 - o - {. Der Faktor /2 beriicksichtigt, dass sich alle Atome raumlich
gleichzeitig regellos bewegen und demgemil die mittlere freie Weglidnge bis zum
néchsten Zusammenstof3 grofer als die anschaulich geometrische ist. Alle infini-
tesimalen Volumina fiillen zusammen das Volumen V aus. Aus dieser Bedingung
lasst sich die mittlere freie Wegldnge ableiten:

V=N-V2-0-1

~

- 1 1 1 1
- == =

N‘ﬁ.é].n.rz N/Vﬁ4ﬂr2_ﬁ4ner2

pn ist die Teilchenanzahl pro Volumeneinheit (Teilchendichte) = N/ V [1/m?].
Durch Abschitzung der mittleren freien Linge und des Durchmessers von Luft-

molekiilen unter Normalbedingungen, gelang es H. LOSCHMIDT (1821-1895) im

Jahre 1865, deren Anzahl pro Volumeneinheit abzuschétzen; der Wert lag um den
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Faktor 15 zu niedrig. Im Laufe der Zeit konnte die Zahl immer genauer experi-
mentell ermittelt werden. Man nannte sie einst Loschmidt’sche-Zahl, heute heif3t
sie Avogadro-Konstante (V).

3.2,5.6 Ergdanzungen und Beispiele

Abkiirzungen und Einheiten der thermodynamischen Grofien
m,: Relative Masse eines Teilchens (eines Atoms oder Molekiils). Fiir die Ato-

me der einzelnen chemischen Elemente kann m, dem Periodensystem der
Elemente entnommen werden.

m,: Absolute Masse eines Teilchens in kg: m, = u - m,

u:  Atomare Masseneinheit: ¥ = 1,66054 - 1072’ kg

N: Anzahl der Teilchen eines Gases mit dem Volumen V/

m: Masse des Gases in kg = Masse aller Teilchen: m = N - m,

V: Volumen des Gases in m>

p:  (Massen-)Dichte des Gases inkgm™: p = m/V

pn: Teilchendichte des Gases pro Volumeneinheit: py = N/V inm™

p:  Druck des Gases in N -m2 (1IN =1 kgm s72)

: Temperatur in K

n:  Stoffmenge im Gasvolumen V in mol: n = N/N, mit Ny = 6,02214 - 107

mys: Molare Masse in kg mol™': my, = m/n. Die molare Masse my =
1kg mol~! enthilt N4 Teilchen: my, = Ny -my

Vs Molares Volumen in m®mol™': Vj; = V/n. Vjy = 1m*>mol™! enthilt N,
Teilchen.

R: Universelle Gaskonstante: R = 8,31447J mol~' K~!

kg: Boltzmann-Konstante: kz = 1,38065- 1022 JK~!' (1J = 1 Nm).

3

1. Ergdnzung: Spezifische Gaskonstante, molare Masse
Wird in der Zustandsgleichung (a) fiir ideale Gase die Stoffmenge n durch n = m/my
ersetzt, ergibt sich fiir das Gasgesetz die Gleichungsversion:

pV _m

L
T mpyy

Der Quotient R/my, wird als spezifische Gaskonstante bezeichnet:

R
Ry = —
mpy

R; ist stoffabhidngig. Mit dieser Vereinbarung lautet die Zustandsgleichung:

p-V _

T m - Ry
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Abb. 3.19 Gas R, My o
Wasserstoff-Gas H 4124 2,016 0,08995
Stickstoff N2 297 28,01 1,250
Sauerstoff Oz 260 32,00 1,428
Kohlenmonoxid CO 297 28,01 1,250
Kohlendioxid CO; 189 44,01 1,963
‘Stickoxid NO 217 30,01 1,339
Methan CHa 518 16,04 0,716
Propan C3Hs 189 44,10 1,967
Wasserdampf H20 462 18,01 0,8038
Luft 289 28,89 1,289

JK! -kg‘1 kg -kmol™ kg- m3
=g-mol™’

Fiir Wasserstoffgas (H,) berechnet sich R; in folgenden Schritten:

m, =2-1,00794 = 2,01588

—  mg=u-m, =1,66054-107".2,015882 = 3,34745 - 10~*" kg

—  my = Ny -my = 6,02214-10% - 3,34745 - 107%" = 2,01588 - 10> kg mol ™!

— Ry = R/my = 831447/2,01588 - 107> = 4124 K 'kg™'.
R und my, sind in der Tabelle der Abb. 3.19 eingetragen. — Der Zahlenwert der Mola-
ren Masse in kg mol~! ist gleich dem Zahlenwert der relativen Atom- bzw. Molekiilmasse:

my = m, inkgkmol™! = kg/kmol = g/mol.
Als physikalische Normalbedingungen sind vereinbart:

9 =0°C — Tp=273,15K und py=1013,25hPa = 101.325Pa (~ 1 bar)

Anstelle Normalbedingung spricht man auch von Normbedingung, Standardbedingung,
Normzustand, Normalatmosphére oder NN (Normal iiber Null).
Als technische Normalbedingungen sind vereinbart:

9o =20°C — T,=293I15K
und Luftdruck wie bei der physikalischen Normalbedingung.

Fiir Wasserstoffgas (H,-Gas) folgt fiir die (Massen-)Dichte p, unter physikalischen Nor-
malbedingungen aus der Zustandsgleichung:

pV m __p P
— =m-R, — == - p=
T VTR, TR,
101.325
S =2 =0,08995 kg m™>

To-R, 273,15 4124
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Auch dieser Wert ist fiir andere Gase in der Tabelle der Abb. 3.19 eingetragen. — Fiir Pro-
pangas (C3;Hg) liefert eine entsprechende Rechnung:

m, =3-12,0107 4+ 8- 1,00794 = 44,0962;
my = 7322351077 kg;  my = 44,0962 - 10~ kgmol !
R, = 8,31447/44,0962 - 107> = 189J K~ ' kg~

po = 101.325/(273,15 - 188,53) = 1,96735 kg m™>.

Luft ist ein Gasgemisch in den Volumeneinheiten: N, = 78 %, O, = 21 %, Spurengase: 1 %
u.a.: Argon. Die in der Tabelle der Abb. 3.19 fiir Luft eingetragenen Werte folgen aus den
Werten fiir N, und O, durch Einrechnung ihres prozentualen Auftretens in der bodennahen
Atmosphire.

2. Erganzung: Druckverhéltnisse in Gasflaschen (Beispiel)
In einer Gasflasche mit einem Volumen von 151 = 15 - 1073 m? befinden sich 25 kg Sauer-
stoff O bei einer Temperatur von 20 °C = 293,15 K. Gesucht ist der Gasdruck:

m 25 3
p=—-T-Ry = ——-293,15-260 = 1,27 - 10° Pa
Vv 15-1073 —

Im Vergleich zum Luftdruck unter Normalbedingungen ist das der 1254-fache Wert! — In-
folge eines Brandes erhitze sich die Gasflasche samt Inhalt auf 400 °C = 675,15 K. Gesucht

ist die Erhohung des Gasdrucks in der Flasche. Allgemein gilt fiir zwei unterschiedliche
Zustinde:

)41 )23 T, s 675,15
r_n = p -2 =127-10°.
o | PR 293,15

=2,93.10%Pa

Der Gasdruck steigt proportional im Verhéltnis der absoluten Temperaturen der beiden Zu-
stinde, hier also im Verhiltnis 2,93 : 1,27 = 2,30 : 1, also auf den 2,3-fachen Wert.

3. Ergdanzung: Mittlere freie Wegldnge
Unter physikalischen Normalbedingungen berechnet sich die mittlere Molekiilgeschwindig-
keit im Wasserstoffgas zu (99 = 0°C — Ty = 273,15K):

(mg = 3,347 -107% kg):

3-kgT _ [3-1,38065-1023 273,15
mittel = = = 1838 = 6619km/h
Uit \/ e \/ 3347107 m/s = E619km/h

Ein Kubikmeter (1,0 m?) des Gases hat bei diesen Bedingungen eine Masse von

V101325 1.0
m=20. " -~ 0,08995kg
T, R, 273.15 4124
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Das einzelne H,-Molekiil hat eine Masse von (s.0.): m, = 3,347 - 107?” kg. Somit sind in
1,0m? des Gases

m 0,08995

— = =269-10%"
m,  3,347-10"27

N =

H,-Teilchen enthalten. — Die Teilchendichte pro Raumeinheit (1,0 m?®, bzw. mm?) betriigt:

N 269107
PN=9 7700

=2,69-10¥m™> =2,69- 10" mm™ = 26.900.000.000.000.000 mm >

Der Radius eines Wasserstoffmolekiils liegt in der GroBenordnung 1 - 10719 m. Die mittlere
freie Weglédnge berechnet sich hierfiir zu:
1 _ 1
on N2 4w 12 2,69-10%5 - /247 - (1-10710)2
=2,0918 - 10" m = 2,0918 - 10_* mm = 0, 00021 mm

1=

3.2.5.7 Reale Gase - Erweitertes Thermisches Gasgesetz

Einen Hinweis, dass sich reale Gase nur in Anniherung als ideale Gase behandeln
lassen, liefert die Abweichung gemessener yr-Zahlen fiir die thermische Volumen-
dnderung vom theoretischen Wert:

= 0,003661 K™!

07305
Fiir eine Reihe von Gasen sind in Abb. 3.20 gemessene Koeffizienten zusammen-
gestellt. Sie gelten fiir Temperaturen, die deutlich iiber der zur Fliissigkeitsphase
gehorenden Temperatur liegen.

Die Behandlung realer Gase als ideale Gase ist nicht moglich, wenn ihre Teil-
chendichte sehr hoch liegt, entweder infolge eines zu hohen Drucks oder/und in-
folge einer zu tiefen Temperatur (in der Nidhe der Umwandlung zur Fliissigkeit).
Dann werden zwei Effekte zunehmend wirksam:

Abb. 3.20 Gas 1T
He 3,661
Ne 3,662
[ Ar | 3671
02 3672
CO, | 3,726

10781
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e Je enger die Teilchen gepackt sind, umso hoher wird der Einfluss ihrer gegen-
seitigen gravitativen und elektrischen Wechselwirkung (Kohésion).

e Bei hoher Teilchendichte erreicht der Eigenvolumenanteil im Vergleich zum
Volumen insgesamt eine nicht mehr zu vernachléssigende GroBe, was sich auf
das kinetische Verhalten der Teilchen auswirkt.

Es gibt unterschiedliche Vorschlidge, um vorstehende Einfliisse zu beriicksichtigen.
Einer der Vorschlige sieht vor, in die thermische Zustandsgleichung fiir ideale Ga-
se (Gleichung (f)) einen ,Realgasfaktor® Z als Korrekturfaktor aufzunehmen:

Es handelt sich hierbei um keine Konstante, sondern um eine temperatur- und
druckabhingige Grofe. Fiir Luft betrégt sie bei gingigem Druck und hoher Tem-
peratur etwa 1,1, bei tiefer Temperatur etwa 0,9, bei Temperatur im Ubergang zur
Verfliissigung etwa 0,4. Der Ansatz eines einzelnen Faktors ist offensichtlich ei-
ne zu grobe Niherung. Friihzeitig wurde von J.D. v.d. WAALS (1837-1923) eine
Zustandsgleichung fiir reale Gase mit zwei Koeffizienten entwickelt (1873, No-
belpreis 1916). Sie ermoglicht eine weitgehende Anpassung an das experimentell
gefundene Verhalten der Gase. Die Gleichung lautet (ohne Herleitung):

n?-a
(p+ I/2)‘(V—n‘b)=n‘R‘T, .
. ()
alternativ: (p + —2) -(Vu—b)=R-T

Via
a und b sind Stoffkonstante. Im Grenzfall zum idealen Gas gehen die Konstanten

gegen Null. Die Gleichung nimmt dann die bekannte Form
p-V=n-R-T

an. n ist die Stoffmenge und R die Universelle Gaskonstante. Soll mit der Teil-
chenzahl gerechnet werden, lautet die modifizierte Gleichung:

n’-.a
(p-i- Vz)'(V—n-b)zN‘kB-T (k)
kp ist die Boltzmann’sche Konstante.

In der Tabelle in Abb. 3.21 sind fiir eine Reihe von Gasen die Werte ¢ und b
ausgewiesen. — Von den oben genannten Abweichungen eines realen Gases gegen-
iiber einem idealen, erfasst a den erstgenannten Einfluss (gegenseitige gravitative
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Abb. 3.21 Gas a b Ty Px
Wasserstoffgas Hz 0,0245 26,6 33 1,29
Helium He 0,0035 238 5 0,23
Neon Ne 0,21 17,1 44 2,66
Argon Ar 0,136 323 150 4,85
Xenon Xe 0,415 51,0 290 | 590
Stickstoff Ny 0,137 38,6 126 3.39
‘Sauerstoff 0; | 0,138 318 155 | 506
Kohlendioxid COz 0,362 42,5 | 304 742
Methan CHs 0,230 43,1 191 4,58
Propan CiHs 0,937 90,3 370 4,26
Wasserdampf H;0 0,555 305 647 220

N-m*.mol 2= 10%.m*.mol '| K 10%.Pa=
Pa-m® -mol 105 .N-m?

und elektrische Wirkung) und b den zweitgenannten (Eigenvolumen). — Wird (j)
bzw. (k) nach p aufgelost, folgt:

n-R-T n? N -kg-T n?

T g B L

V—n-b V:  V-n-b V?

Abb. 3.22 zeigt fiir unterschiedliche Temperaturen die Graphen p (Druck) als
Funktion von V' (Volumen). Die Darstellung erlaubt eine Reihe wichtiger Einsich-
ten:

p:

1. Fiir hohe Temperaturen (Kurven Nr. 1 und 2) verlaufen die p-V-Kurven (man
nennt sie Isothermen) in Anniherung wie Hyperbeln. Das Verhalten ist jenem
eines idealen Gases dhnlich. Hohe Temperaturen bedeuten hohe thermische
Energie der Gasteilchen.

2. Es gibt eine Temperatur Tx (Kurve Nr. 3) fiir welche die Zustandskurve einen
Wendepunkt aufweist. Diesem kritischen Punkt K ist das Wertepaar pg, Vi
zugeordnet.

3. Fiir tiefere Temperaturen (Kurve Nr. 4 und darunter) durchlaufen die Kurven
ein Minimum und ein Maximum, anschlie3end fallen sie kontinuierlich ab. Ein
solches Verhalten lédsst sich experimentell nicht verifizieren. Die Kurven verlau-
fen vielmehr iiber einen gewissen Bereich horizontal (Aufrechterhaltung des
Drucks). Dieser Bereich kennzeichnet den Ubergang von der gasférmigen in
die fliissige Phase. Oberhalb des kritischen Punktes lésst sich das Gas nicht ver-
fliissigen. J.C. MAXWELL erkannte, dass die Flichen unter- und oberhalb der
horizontalen Phasengeraden gleichgrof} sind (in der Abbildung sind sie schraf-
fiert).
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Abb. 3.22 p 4[ 1
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Das Wertetripel Tk, px, Vi folgt aus (k): Im Punkt K verlauft die p-V'-Kurve lokal
horizontal. Der Punkt ist gleichzeitig Wendepunkt: Erste und zweite Ableitung von
p nach V sind hier Null. Die Rechnung ergibt:

8a

:m; VK=3nb —> VM'K:?)b

a
T, = —
K PK = 5752
Die Werte Tk, px sind in Abb. 3.21 eingetragen. — Sind fiir Punkt K die Gré8en
Tk, px, Vi .k bekannt, lassen sich mit Hilfe der Formeln die Konstanten a und b
berechnen. — Wie oben angedeutet, wurden neben der van der Waal’schen Glei-

chung weitere Zustandsgleichungen fiir reale Gase entwickelt.

3.3 Hauptsatze der Warmelehre und Folgerungen

3.3.1 Innere Energie - Energieeintrag durch Warme und
mechanische Arbeit

Der im vorangegangenen Abschn. 3.2 gebrauchte Begriff fiir Warme und die ent-
sprechende Verwendung im tidglichen Umgang bediirfen im Folgenden einer Zu-
schirfung. Dazu werden zunichst zwei Gedankenexperimente durchgefiihrt:
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Abb. 3.23
1. Drei Korper A, B, C unterschiedlichen Stoffes und Aggregatzustandes haben

eine unterschiedliche Temperatur. Die Korper liegen in einem wirmeisolierten
Raum auf thermischen Kontakt. Die Luft in dem Raum wird als ,K6rper‘ D mit
der Temperatur T betrachtet (Abb. 3.23). Die Temperaturen seien unterschied-
lich: Ty # Tp # T¢ # Tp. Sie beruhen auf den unterschiedlichen thermischen
Bewegungsenergien der jeweils korpereigenen Atome bzw. Molekiile. Entlang
der Kontaktflichen werden die weniger intensiven Teilchenbewegungen eines
kilteren Korpers durch die intensiveren des benachbarten wirmeren Korpers
verstiarkt: Vom wirmeren Korper wird Energie zum kélteren Korper iibertra-
gen. Entsprechend vollzieht sich die Ubertragung im Inneren der einzelnen
Korper. Das dauert solange, bis alle Korper dieselbe Temperatur angenommen
haben: Ty = Tp = T¢ = Tp. Jetzt bewegen sich in allen Korpern die Teil-
chen jeweils gleich intensiv: Die mittlere (statistische) Geschwindigkeit der
sich ungeordnet bewegenden Teilchen ist innerhalb der Korper jeweils gleich-
hoch. Die anfinglich bevorzugte thermische Bewegung von warm nach kalt,
die mit einer stoffabhingigen ,Stromungsgeschwindigkeit‘ verlief, ist mit dem
Erreichen des thermischen Gleichgewichts beendet. In dem geschilderten Bei-
spiel wird Innere Energie durch Zufuhr bzw. Abzug von Wirme iibertragen
bzw. entzogen.

Innerhalb eines warmeisolierten Raumes gleite ein Korper mit der Masse m
auf einer schiefen Ebene abwirts. Im Ausgangpunkt der Bewegung (Zeitpunkt
t = 0) betréigt die potentielle Energie, bezogen auf das Ruheniveau:

E(O):Epot(o)zm'g'hzm-g-l-sina

g ist die Erdbeschleunigung, «, & und / sind geometrische Groen und in
Abb. 3.24 erklért.

Zum Zeitpunkt ¢ sei der Korper um die Strecke s abwirts gerutscht. Zu diesem
Zeitpunkt setzt sich die Energie aus drei Beitridgen zusammen:

E(t) = Epot(t) + Ekin(t) + I’Vrei(l‘)
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Abb. 3.24 Warmeisolierung —

h=1-sin

Im Einzelnen bedeuten E},o(f) momentane potentielle und Ey, () momentane
kinetische Energie im Zeitpunkt 7, in welchem der Korper um s abwirts ge-
rutscht ist. Die Energieanteile betragen: s = s(¢) ist der Weg und v = v(¢) die
momentane Geschwindigkeit:

Epw=m-g-(I—s)-sina, Egy=m-v?/2

Mit Wi(?) ist die Reibungsarbeit abgekiirzt. Ist u der Reibungskoeffizient
(konst), betragt die von der Reibkraft entlang der Strecke s verrichtete Arbeit:

W;ei = Reibkraft mal Weg = - (m-g-cosa) -s

Um diesen Arbeitsbetrag erhoht sich die Innere Energie im System, was mit
einer Erhohung der Temperatur einhergeht: Entlang der aufeinander reiben-
den Fldchen werden den oberflichennahen Molekiilen zusétzliche Bewegungen
aufgezwungen. Sie regen ihrerseits die weiter innen liegenden Molekiile an. So
wird die Energie (Wirme) weiter geleitet. Unter System werden hier alle Teile
innerhalb des isolierten Raumes verstanden, es ist ein geschlossenes System.
Schligt der gleitende Korper auf, bleibt er liegen. Es stellen sich plastische
Verformungen ein. Die hierbei geleistete Formidnderungsarbeit ist gleich der
kinetischen Energie beim Aufschlag. Auch durch diesen Arbeitsbeitrag wird
die Innere Energie weiter erhoht und damit die Temperatur. Insgesamt hat sich
die potentielle Energie zu Anfang der Bewegung in Innere Energie umgesetzt,
die letztlich den Korper, die Rutsche und die umgebende Luft erwédrmt. Die
Temperatur in den einzelnen ,Korpern® ist zunichst unterschiedlich, im Laufe
der Zeit gleichen sich die Temperaturen einander an.
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1. Anmerkung

Real wire in dem 2. Beispiel noch die Bremskraft durch die Luft zu beriicksichtigen. Die
turbulent verwirbelten Luftteilchen reiben aneinander, was mit einer Erwdrmung einhergeht.
Der Luftwiderstand verringert die Gleitgeschwindigkeit, was sich in einer Minderung der
durch die plastische Verformung verursachten Energieumsetzung auswirkt.

2. Anmerkung

Wird in dem 2. Beispiel die Energiedifferenz AE = E(t) — E(0) gebildet und Null gesetzt
(es gilt das Energieerhaltungsgesetz einschl. Innerer Energie fiir geschlossene Systeme, also
AE = konst), folgt fiir die Geschwindigkeit am Ende der Gleitbahn, wenn der Luftwi-
derstand unberiicksichtigt bleibt: v = (2g - (sina — i - cos ) - 5)'/2. Gleiten kommt nur
zustande, wenn die Bedingung sina > pu - cos « erfiillt ist. Im Falle « = /2 ergibt sich:
v = (2g - h)'/? (freier Fall), wie es sein muss.

Die Einsichten aus den beiden obigen Beispielen lassen sich wie folgt zusam-
menfassen: Die Temperatur ist der Inneren Energie der thermischen Teilchenbewe-
gung proportional. Sie kann durch Eintrag von Wirme oder/und durch Verrichtung
von Arbeit gesteigert werden, insofern sind Wirme und Arbeit dquivalent. Die
Innere Energie ist eine Zustandsgrofie, Wirme und Arbeit sind Austausch-
grofen.

Anmerkungen
Der Herleitung des Thermischen Gasgesetzes liegt der Ansatz einer temperaturabhéngigen
Teilchenbewegung zugrunde. Das Gesetz ist experimentell umfassend verifiziert.

Fiir Fliissigkeiten lieferte R. BROWN (1773-1858) bereits im Jahre 1827 einen Hin-
weis auf eine ungeordnete thermische Teilchenbewegung: Unter einem Mikroskop sah er
Samen und Pollen, die sich zick-zack-formig auf einer Fliissigkeit hin und her bewegten.
Verursacht wird die Bewegung in diesem Falle durch die von den sich regellos bewegenden
Molekiilen ausgehenden Stofie. Der Befund konnte immer wieder experimentell bestitigt
werden. — Das gilt auch fiir das unregelmifige ,Zittern* der Atome im Kristallgitter. Sie
schwingen um ihre Ruhelage und das umso heftiger, je hoher das Material erhitzt wird. Zur
Beobachtung bedarf es dazu eines Rasterelektronenmikroskops. — Bei sinkender Temperatur
verlangsamt sich die thermische Bewegung. Sinkt die Temperatur auf den absoluten Null-
punkt, kommt jegliche Bewegung der Teilchen zum Erliegen. Bei —273,15°C ist aus den
Atomen/Molekiilen nahezu alle Energie entwichen. Man spricht bei diesem extremen Ag-
gregatzustand vom Bose-Einstein-Kondensat, benannt nach S.N. BOSE (1894-1974) und
A. EINSTEIN (1879-1955).

3.3.2 Hauptsaitze der Thermodynamik

Nullter Hauptsatz Befinden sich zwei Korper A und B im thermischen Gleich-
gewicht und ebenso Korper A mit einem dritten Korper C, so befinden sich auch
die Korper B und C im thermischen Gleichgewicht. Der Temperaturmessung mit
einem Thermometer liegt dieser Satz zugrunde.
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Erster Hauptsatz Die Innere Energie kann durch Zufuhr von Wirme oder/und
Arbeit erhoht werden: A Ej,, = AQ + AW. AQ ist die durch Wérme zugefiihrte
Energie und AW die durch Arbeit zugefiihrte. Die Temperatur dndert sich propor-
tional zu A Ej,,. (Hinweis: A Ej,, wird vielfach mit U abgekiirzt.)

Zweiter Hauptsatz Die Innere Energie ,stromt‘ von selbst von einem Korper
hoherer Temperatur zu einem Korper tieferer Temperatur. Das gilt auch fiir alle
Bereiche innerhalb eines Korpers. Wird keine Wérme oder/und Arbeit eingetragen,
streben alle Korper in einem abgeschlossenen System den Zustand des thermischen
Gleichgewichts an. In diesem Zustand gibt es fiir die Warme keine bevorzugte Be-
wegungsrichtung. Der Zustand ist im statistischen Mittel durch die groBtmogliche
thermische Bewegungsregellosigkeit gekennzeichnet, es ist der Zustand der maxi-
malen Entropie.

Hinweise
1) Die Entropie wird mit S abgekiirzt, sie wird an spéterer Stelle ausfiihrlich erklirt. — 2) Es
lassen sich weitere Versionen des Zweiten Hauptsatzes postulieren.

Dritter Hauptsatz Es ist nicht moglich, den absoluten Temperaturnullpunkt auf
experimentellem Wege zu erreichen. — Im absoluten Nullpunkt geht die Entropie
mit der Temperatur gegen Null (T — 0, § — 0); Theorem nach W. NERST
(1864—-1941).

3.3.3 Warmekapazitat

Welche Energie muss einem Korper zugefiihrt werden, damit sich seine Tempe-
ratur um einen bestimmten Wert erhoht, welche Wirme, welche Arbeit? Es zeigt
sich, dass die erforderliche Energiezufuhr von der Art des Stoffes und vom Ag-
gregatzustand abhingig ist, also davon, ob er fest, fliissig oder gasformig ist. Die
Energiezufuhr kann aus mechanischer Arbeit oder aus elektrischer, chemischer
oder einer anderen Energieform bestehen.

3.3.3.1 Warmekapazitit von Festkorpern und Fliissigkeiten
Als Wirmemengenzunahme ist definiert:

AQ =c-m-AT

c ist ein Stoffwert in der Arbeits- bzw. Energieeinheit J pro Kilogramm Stoff und
pro Kelvin Temperaturerhhung: J - kg~' - K~!. Der Wert (c) wird als spezifische
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Abb. 3.25 Stoff ¢ | Stoff c
Gold 129 | Austen. Stahl 510
[Blei [ 129 |FemitStahl | 532 |
Platin 133 | Ziegel 800 + 900
Zinn 228 | Beton 890
[Siber (235 |Glas | 750 - 850
Kupfer 385 | Holz 1700 + 2400
| Zink 388 | Gummi 1400 + 1600
Nickel 444 | Benzin, Ol u,a. 2020 |
_Eisen 449 | Wasser 4187
Aluminium 897 = yon = his
cin Ji(kg-K)

Wirmekapazitit bezeichnet. Es ist jene Warmemenge, die notwendig ist, um die
Temperatur eines Korpers eines bestimmten chemischen Stoffes mit der Masse
m = lkgum AT = 1K = 1°C zu erhohen. — In Abb. 3.25 sind fiir eine Reihe
von Stoffen die c-Werte fiir deren gingige Aggregatzustinde notiert. Offensicht-
lich ist die spezifische Wirme von Wasser extrem hoch.

Hinweis

Anstelle Joule rechnete man ehemals mit der Einheit Kalorie (cal): Eine Kalorie war als jene
Wirmemenge definiert, welche die Temperatur von 1 g Wasser von 14,5 auf 15,5 °C erhoht.
Umrechnung in J: 1 cal = 4,187 J. 1000 cal nannte man ,Grof3e Kalorie*: kcal.

Beispiel

Mit Hilfe eines Heiwasserkochers mit 1800 W Leistung werde folgender Versuch durchge-
fiihrt: Ein Liter Wasser werde von 10 °C auf 100 °C, also auf Siedetemperatur, erhitzt. Die
hierfiir erforderliche Zeit werde zu 220 Sekunden gemessen. Ausgehend von der Leistung
des Gerites und der gemessenen Zeit berechnet sich die aufgewandte (,verbrauchte*) Energie
zu: (Energie = Leistung mal Zeit = Arbeit pro Zeiteinheit mal Zeit):

Eee = 1800 - 220 = 396.000] (W -s)
Wird AQ = E. gesetzt, folgt ¢ zu (im = 1kgund AT = 100 — 10 = 90K):

_ 396000 _ 0 T
1,0-90 — kg-K

396.000 = ¢ -1,0-90

Aus genauer Messung ist bekannt (s. 0.):

Wasser (fest, Eis: —10°C):
Wasser (fliissig):

¢ =2050]/kg - K
¢ =4187J/kg - K

Der Quotient 4187 /4400 liefert fiir das Beispiel 0,95, was auf einen guten Wirkungsgrad des
Wasserkochers schlieflen lédsst.
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Abb. 3.26
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Als Erster postulierte R. MAYER (1814-1878) im Jahre 1842: Wirme ist ei-
ne Energieform. Er formulierte auch das Energieerhaltungsgesetz und dehnte es
auf alle Vorgénge in der lebenden Natur aus. Auch berechnete er als Erster das
Wirmeenergiedquivalent, indem er aus der einem Gas zugefiihrten Warmearbeit
jene mechanische Arbeit bestimmte, mit der ein Gewicht in eine bestimmte H6-
he angehoben werden konnte. — H. v. HELMHOLTZ (1821-1894) erweiterte das
Energieerhaltungsgesetz auf die verschiedenen Energieformen. Das fiihrte in der
Physik und Chemie zur Akzeptanz des Gesetzes. — J.P. JOULE (1818-1889) war
es schlieBlich, der ab 1845 das mechanische Wirmezquivalent durch weitere Ex-
perimente immer préziser bestimmen konnte; 1852 entdeckte er gemeinsam mit
W. THOMSON (Lord KELVIN, 1824-1907) den Joule-Thomson-Effekt, der zur
Grundlage der Gasverfliissigung in der Kiltetechnik werden sollte.

Abb. 3.26 zeigt eines der von J.P. JOULE erdachten Experimente zur Bestim-
mung des Warmedquivalents: Es handelt sich um ein Riithrwerk mit Schaufeln.
Zwischen den Schaufeln liegen schmale mit Fliissigkeit gefiillte Spalte, z. B. ge-
fiillt mit Wasser. Senkt sich der Korper infolge seines Gewichts, drehen sich die
Schaufeln. Durch die Reibung innerhalb der Fliissigkeit tritt in dieser eine Erwér-
mung ein. Der Abnahme der potentiellen Energie des Korpers der Masse m um
G-A=m-g-A, mit A als Senkung des Korpers, entspricht eine bestimmte Tem-
peraturerhohung (Erwédrmung) der Fliissigkeit. Sie kann mit dem Thermometer
gemessen werden (die Reibung in den Lagern des Riihrwerks ist bei der Auswer-
tung zu beriicksichtigen).
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Abb. 3.27

1. Ergdnzung

In ein mit einer Fliissigkeit (1) gefiilltes, wiarmeisoliertes Gefaf3 (2) mit den Temperaturen
T, bzw. T, wird ein Korper (3) gelegt. Letzterer habe die Temperatur 75. Es gelte 75 > T,
T3 > T,. Abb. 3.27a, b zeigt die Anordnung. Beim Einlegen des Korpers (3) wird die iiber-
schiissige Fliissigkeit abgeschopft und die Vorrichtung abgeschlossen. Nach ausreichender
Wartezeit stellt sich ein thermisches Gleichgewicht ein. Die zu diesem thermischen Gleich-
gewichtszustand gehorende Temperatur sei 7', Teilabbildung c. Der Korper mit der Masse
m3 hat Wirme abgegeben, die ,Korper® mit den Massen 7| und m, haben Wirme aufge-
nommen. Die Anderungen der Wirmemengen betragen:

AQy=ci-m - (T—=T), AQr=cr-my-(T—-Ty), AQ3=c3-m3-(T3—-T)

Dank der Wirmeisolation bleibe die (Wirme-)Energie im System in voller Hohe erhalten,
das Energieerhaltungsgesetz verlangt:

AQ + AQy = AQ;

Sind ¢; und ¢; bekannt, kann aus dieser Gleichung nach Einsetzen der Ausdriicke fiir AQ,
AQ> und AQ; die unbekannte spezifische Wiarmekapazitit c; frei gestellt und anschlie-
Bend aus den Messwerten m, my, m3 und Ty, T, T3, T zahlenméBig bestimmt werden. Die
Einrichtung ist dem Prinzip nach ein Kalorimeter. Mit diesem kann die spezifische Wirme-
kapazitit eines Stoffes gefunden werden (Mischungsverfahren).

2. Ergdnzung
Um die molare Wiarmekapazitit herzuleiten, wird die sich auf die Masse m =1 kg bezie-
hende spezifische Wiarmekapazitit ¢ auf die zugehorige Stoffmenge 7 in Mol umgerechnet:

A . A
_Q:mc.AT — —Q:C~AT
n n n
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Abb. 3.28 Stoff c my C
Gold 129 | 0,19697 254
Blei 129 | 0,20720 26,7
Platin 133 | 0,19508 259
Zinn 228 | 0,11871 271
Silber 235 | 0,10787 25,3
Kupfer 385 | 0,06355 245
Zink 388 | 0,06539 254
Nickel 444 | 0,05869 26,1
Eisen 449 | 0,06585 | 251

| Aluminium | 897 | 002698 | 242 |
Wasser 4187 | 0,01802 | 754
Jkg K | kgimol | Jimol K

Hierin ist C die molare Wirmekapazitit:

m-c
C=——=my-c, CinJ-mol™'-K!
n

In der Tabelle der Abb. 3.28 sind fiir eine Reihe von Metallen und fiir Wasser die spezifischen
und die molaren Wirmekapazitidten zusammengestellt. Wie erkennbar, betrdgt C fiir alle
Metalle ca. 25J/mol - K. Fiir Wasser liegt der Wert dreimal so hoch. AQ folgt aus AQ =
C-n-AT.

3.3.3.2 Warmekapazitat von Gasen (,V = konstant’)

In Abb. 3.29a ist ein wirmeisolierter Behilter mit dem Volumen V' dargestellt,
in welchem ein Gas eingeschlossenen ist. Uber ein im Boden des Behiilters lie-
gendes Reservoir kann dem Gas eine definierte Wiarmemenge (quasi per Schalter)
zugefiihrt oder entzogen werden. Wird die Wirmemenge A Q ,zugeschaltet®, wird
die Temperatur des Gases um AT angehoben. Infolge Erhohung der Temperatur

Abb. 3.29 a V:konstant b
g.
i)
2
‘© p+Ap
. .
=K/ [ a8
Warmereservoir
seresevoi () / @
/Z!/l o e - b T iiler
Gas: m, V, T f-Gas: m,V, T+AT
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wichst der Druck an. Die Innere Energie steigt proportional mit der abgesetzten
Wirmemenge und zwar gemill dem Gesetz:

AEmy = AQ =cy -m- AT (,V = konstant®)

m ist die Masse und cy die spezifische Wiarmekapazitit des Gases. Der Index V
ist ein Hinweis auf den Prozesstyps ,V = konstant‘. — Die Wirmekapazitit ¢ von
Festkorpern und Fliissigkeiten ist mit ¢y identisch.

3.3.3.3 Warmekapazitat von Gasen (,p = konstant’)

Abb. 3.30 kennzeichnet einen anderen Prozesstyp: Der Druck im Gas steht mit
der Gewichtskraft des auf dem Kolben (im Vakuum) aufliegenden Korpers im
statischen Gleichgewicht, Fg sei sein Gewicht, das bedeutet: Der Druck p im Gas-
volumen bleibt konstant:

FG:p'A — p:FG/A

A ist die Fldche des Kolbens.

Es werde dem Gas wieder eine Warmemenge in Hohe AQ aus dem Wirme-
reservoir zugefiihrt. Die Gastemperatur wird sich dadurch erhohen und das Gas
wird sich ausdehnen. Die Gewichtskraft verschiebt sich entgegen ihrer Wirkrich-
tung um A#h, sie verrichtet eine negative Arbeit. Die spezifische Wirmekapazitit
dieses Prozesses wird zu ¢, vereinbart (, p = konstant®). ¢, ist durch die Beziehung
AQ = ¢, -m- AT definiert. Die von Fg verrichtete Arbeit F - Ah ist gleich der
von der Druckresultierenden p - A verrichteten Arbeit:

p-A-Ah=p-dV.
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Demnach gilt fiir diesen Prozesstyp:
AEjw, =AQ —p-dV =c,-m-AT —p-dV (,p = konstant*)

3.3.3.4 Molare Warmekapazitat - Thermodynamischer
Freiheitsgrad

Die Gleichsetzung der in den beiden vorangegangenen Abschnitten (Abb. 3.29

und 3.30) angeschriebenen Inneren Energien ergibt nach Umformung:

cy -m-AT =c,-m-AT —p-dV
p-AV
—_ —_ =
TV T AT

Hierbei ist unterstellt, dass die Gassorte und alle anderen Ausgangsparameter der
beiden Prozesstypen gleich sind. — Wird das Thermische Gasgesetz fiir p = kon-
stant, also

p-AV =m-R;-AT
nach R; freigestellt

p-AV
m-AT

und mit er vorstehenden Beziehung verkniipft, folgt:
cp—cy = Ry

Das bedeutet: Die spezifische Gaskonstante R; ist gleich der Differenz der spe-
zifischen Wirmekapazititen der Fille ,p = konstant® und ,V = konstant‘. Das
ermoglicht eine messtechnische Bestimmung von R;.

Die molaren Warmekapazititen Cy und C, sind fiir die beiden Prozesstypen
iiber

m:-cCy

AEu,=n-Cy- AT mit Cy = =cCcy - -my

und

AEpw=n-C,-AT —p-dV =n-(C, — R)- AT
m-cp

mit C, = =cp-my
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Gas mu cv Cp Cv 2R Co (f2+1)-R
He 0,0201797 | 62043 | 1030,2 1252 | 312-R=1247 | 20,79 | 5/2-R=20,79
Ar 0,0399480 | 31166 | 52043 1245 | 3/2-R=1247 | 20,79 | 5/2-R=20,79

N | 00280134 | 742,50 | 103950 | 20,80 | 5/2-R=20,79 | 20,12 | 7/2-R=29,10
0, | 00319988 | 65565 | 917.85 | 2098 | 512-R=20,79 | 2937 | 7/2-R=29,10

CO; | 00440095 | 640,09 | 83209 | 28,17 | 6/2-R=2494 | 36,62 | 8/2-R=3326

[N:O | 0,040013 | 64521 | 83861 | 2839 | 672:R=2494 | 3690 | 82-R=33

kg/mol Jikg K Jikg K | Jimol K Jimol K . Jimol K Jimol K

Abb. 3.31

definiert. my, ist die molare Masse des Gases. — Beim Typ , p = konstant® ist das
Thermische Gasgesetz in der Form p - AV = n - R - AT beriicksichtigt.

In der Tabelle der Abb. 3.31 sind fiir eine Reihe ein-, zwei- und mehratomiger
Gase deren molare Wirmekapazititen angeschrieben. Hieraus konnen ¢y und ¢,
berechnet werden:

cy =Cy/my bzw. ¢, = Cy/my.
Wird C, — Cy gebildet, bestitigt man:
C,—Cy =R.

Das bedeutet: Die Allgemeine Gaskonstante R ist gleich der Differenz der molaren
Wirmekapazititen der Fille , p = konstant‘ und ,V' = konstant".

In Abschn. 3.2.5.5 (Gleichung (h)) wurde erldutert, dass die mittlere kinetische
Energie der Gasmolekiile eines idealen Gases dem thermodynamischen Freiheits-
grad f proportional ist:

(Exin) = g-kB-T: g-n-R-T
Fiir einatomige Gase gilt f = 3 (drei Translationen), fiir zweiatomige Gase gilt
f = 5 (drei Translationen und zwei Rotationen) und fiir drei- und mehratomige
Gase: f > 6. Die Innere Energie eines Gases ist gleich der mittleren kinetischen
Energie seiner Molekiile:

Einn = (Ekin> - Einn =

2
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Das fiihrt im Falle des Prozesstyps ,V = konstant® auf

N~

und im Falle des Prozesstyps , p = konstant* auf:

g-n-R-T:n-(CP—R)-T — Cp:(g—{—l)-R

Der Vergleich mit den Messwerten in der Tabelle der Abb. 3.31 lésst fiir ein- und
zweiatomige Gase eine befriedigende Ubereinstimmung erkennen, fiir Gasmolekii-
le mit mehr als zwei Atomen gilt das nicht. Offensichtlich ist die molekulare Mo-
dellierung (vgl. Abb. 3.15) dann zu grob. Mit Hilfe der Quantentheorie 14sst sich
die Diskrepanz erkldren. Mit ihrer Hilfe kann auch begriindet werden, warum der
aktive thermodynamische Freiheitsgrad mit ansteigender Temperatur anwichst.

3.3.4 Phasenumwandlung - Schmelzwarme -
Verdampfungswiarme

Wird die Temperatur stetig gesteigert, also die Innere Energie eines Korpers durch
kontinuierliche Warmezufuhr erhoht, geht der Stoff vom festen in den fliissigen
und schlieBlich in den gasformigen Aggregatzustand iiber. Bei sinkender Tempe-
ratur, also Wiarmeentzug, vollzieht sich die Phasenumwandlung in umgekehrter
Richtung. Abb. 3.32 zeigt linksseitig das Verhalten als Schema. Die Vorgiénge sind
wohlbekannt. Die Zustandsfolgen bei Temperatursteigerung bzw. Temperatursen-
kung verdeutlicht das Bild rechtsseitig.

Den Ubergang von fest auf gasférmig und umgekehrt (unter Umgehung der
Fliissigkeitsphase) nennt man Sublimation.

Die Umwandlung fest = fliissig bzw. fliissig & gasformig erfolgt nicht sprung-
haft/spontan. Es bedarf vielmehr eines bestimmten Wirmeeintrags bzw. —entzugs,
bis die vollstindige Umwandlung abgeschlossen ist. Wihrend dieser Zeit liegt ein
Mischzustand fest/fliissig bzw. fliissig/gastormig vor. Jene Warme in J, die er-
forderlich ist, um die Masse 1kg eines Stoffes vom Zustand fest in fliissig bei
der Schmelztemperatur Ts umzuwandeln, ist Lg. Lg ist ein Stoffwert in J/kg.
Man nennt Lg spezifische Schmelzwirme. Die Schmelztemperatur bezeichnet
man auch als Schmelzpunkt. Fiir den Ubergang fliissig/fest gelten dieselben Wer-
te. Erstarrungstemperatur = Schmelztemperatur, spezifische Erstarrungswirme =
spezifische Schmelzwirme.
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Phasen bzw. Ubergénge bei stetiger
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Abb. 3.32

Die Umwandlung fliissig = gasformig vollzieht sich bei der Verdampfung-
stemperatur Ty (Siedetemperatur). Bei Umkehr spricht man von Kondensation.
Fiir die vollstindige Umwandlung der Masse 1 kg bedarf es der spezifischen Ver-
dampfungswirme Ly .

Anstelle spezifische Schmelzwirme und Verdampfungswérme spricht man
auch von Umwandlungswérme oder Umwandlungsenthalpie. Bei allen Umwand-
lungen wird vorausgesetzt, dass der Umgebungsdruck konstant bleibt, anderenfalls
bedarf es Ergénzungen.

Die Vorginge lassen sich atomar/molekular gut verstehen: Bei Erhohung der
Temperatur eines Festkorpers und damit Steigerung der Inneren Energie nehmen
die Warmeschwingungen der Atome/Molekiile an ihren festen Plidtzen zu, schlie3-
lich 16st sich deren Bindung: Einzelne Teile gehen vom festen in den fliissigen
Zustand iiber. Das vollzieht sich bei Aufrechterhaltung der Schmelztemperatur
solange, bis das gesamte Festgeriist abgebrochen ist, bis beispielsweise ein Eisbro-
cken vollstindig in fliissiges Wasser iibergegangen ist. Beim Sieden ist es dhnlich:
In der Fliissigkeit bilden sich Gasblasen, die Kohésionskrifte zwischen den Ato-
men/Molekiilen werden tiberwunden. Die Umwandlung der Fliissigkeit in Gas,
also beispielsweise von Wasser in Wasserdampf, dauert solange bei Aufrechter-
haltung der Verdampfungstemperatur bis die Fliissigkeit vollstindig verdampft ist.
Bei anschlieBender Wirmezufuhr ist eine weitere Steigerung der Dampftemperatur
moglich.

In Abb. 3.33 sind fiir eine Reihe von Stoffen deren Schmelz- und Siedetempe-
ratur in K und °C sowie deren spezifische Schmelz- und Verdampfungswirmen
zusammengestellt. Alle Werte sind vom herrschenden Druck abhingig. Das betrifft
insbesondere die Verdampfung (und Kondensation)! Die Tabellenwerte gelten fiir
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Abb. 3.33 Stoff Ts Ts Ls Ty Tv Ly
(Normaldruck) | inK | in°C | kdlkg | inK | in°C | kJkg
Aluminium 933 660 | 397 [ 2740 | 2467 | 10860
Eisen 1811 1638 | 247 [ 3141 | 2868 | 6213
Kupfer 1357 | 1084 | 207 | 2840 | 2567 | 4730
Zinn 505 232 59 2533 | 2260 | 2450
Blei 600 327 2312290 | 2017 | 858
Silber 1235 962 | 1052485 | 2212 | 2350
Gold 1337 | 1064 64 |1 3080 | 2807 | 1645 |
Platin 2045 | 1772 | 1114100 | 3827 | 2614
Quecksilber 234 | -39 1] 630 357 | 295
Wasser / Eis 273 0| 334] 373 100 | 2256
Alkohol 159 | —114 | 109 [ 351 78| 855
Sauerstoff 54| —-219 14 90 | —183 213
Stickstoff 63| —210 25| 77| -196| 199
Wasserstoff 14| —259| 60 20| —253| 445
Helium 2| =211 | —— 4| —269 21

den atmosphirischen Normzustand (p = 1013 hPa = 1 bar). Auf Abschn. 3.2.5.6,
1. Ergédnzung, zur Definition des Normzustandes wird an dieser Stelle ver-
wiesen. —

Vielfach werden die spezifischen Wirmen in J/mol bzw. kJ/mol angegeben.
Fiir die Umrechnung benétigt man die Molmasse.

1. Beispiel
Aluminium:

m, =26,98; my =u-m, = 1,66056-10727.26,98kg = 44,802 - 107" kg;
my = Ny -my = 6,022142 - 107 - 44,802 - 1072 kg/mol

= 269,80 - 10~* kg/mol = 0,02698 kg /mol.
Schmelzwirme: 10,7kJ/mol: — Lg = 10,7/0,02698 = 397 kJ /kg.
Verdampfungswirme:  293kJ/mol: — Ly = 293/0,02698 = 10860kJ /kg.

2. Beispiel

Soll eine geschlossene (Konserven-)Dose mit wissrigem Inhalt erwdrmt werden, wire es
falsch, sie direkt auf die Herdplatte zu stellen, dann besteht Explosionsgefahr! Man stelle
sie in ein Wasserbad. Dieses kann nicht heifler werden als die Siedetemperatur, das gilt dann
auch fiir das Wasser in der Dose. Ein leichter in der Dose sich aufbauende Druck verhindert
den vorzeitigen Ubergang des Wassers in Wasserdampf. Das Wasserbad muss ausreichend
hoch sein und darf selbst nicht verdampfen!
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3.3.5 Warmeiibertragung
Es werden drei Formen der Wirmeiibertragung unterschieden:

o Wairmeleitung innerhalb ruhender Korper. Gemeint sind in erster Linie Fest-
korper, aber auch ruhende Fliissigkeiten und Gase, wie beispielweise in Bau-
materialien oder in Dammstoffen eingeschlossenes Wasser (Feuchte) bzw. in
Luftporen gefangene Luft. Bei der Wirmeleitung handelt es sich um einen
Energietransport.

o Wirmemitfiihrung in stromenden Medien. Man spricht auch von Wirmever-
frachtung oder Konvektion. Diese Form der Wirmetibertragung kann nur in
Fluiden und Gasen (fallweise auch in Korn- und Granulatschiittungen) stattfin-
den. Die materiellen Teilchen fiihren die Warme mit und geben sie an andere
Stelle niederer Temperatur untereinander oder an feste Korper tiber deren Ober-
fliche weiter. Konvektion besteht somit aus einem Energie- und Massentrans-
port. Er kann sich frei vollziehen (z. B. infolge Auftriebs in Schornsteinen) oder
erzwungen (durch Geblise befordert).

e Wirmestrahlung in Form elektromagnetischer Wellen. Deren Energie wird
von fester, fliissiger oder gasformiger Materie absorbiert. Die Wellen werden
ihrerseits von strahlender Materie ausgesandt (emittiert), z. B. von der Sonne
oder von flammenden Brandherden. Bei der Absorption wird Strahlungsenergie
in Innere Energie umgesetzt. Die Energie ist proportional der vierten Potenz der
Temperatur der Strahlungsquelle (7*). Wegen ihrer groen Bedeutung wird die
Wirmestrahlung in Bd. III, Abschnitte 2 und 3, eigens behandelt.

3.3.6 Warmeleitung - Warmemitfiihrung

Der Prozess der Warmeleitung kann zeitlich stationar oder zeitlich instationér ver-
laufen. Instationdr wire z. B. eine Wirmeiibertragung zwischen der Auflen- und
Innenluft durch eine Wand hindurch im Laufe eines Tag-Nacht-Zyklus. Die Tem-
peratur folgt dem Zyklus mit einer gewissen zeitlichen Verzdgerung.

Eine weitere (noch hohere) Instationaritit liegt dann vor, wenn die Wiarmequel-
le ortsveridnderlich ist, wie z. B. bei Schweillvorgéngen. In solchen Fillen werden
die sich beim instationdren Wirmeiibergang einstellenden orts- und zeitverander-
lichen Temperaturfelder von partiellen Differentialgleichungen beherrscht. —

Im Folgenden wird nur die stationdre Wirmeiibertragung behandelt. Damit ge-
lingen eine Reihe wichtiger Einsichten.

Nach dem 2. Hauptsatz der Wirmelehre verlduft der Wirmestrom immer
in Richtung von einem Bereich hoherer zu einem Bereich tieferer Temperatur.
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Abb. 3.34 zeigt den Temperaturverlauf durch eine Wand der Dicke d: Die Tempe-
ratur fillt von 7 (Innentemperatur) auf 7, (AuBlentemperatur) ab. Diese Situation
liegt im Winter bei Hauswinden vor. Der nichtlineare Verlauf in Teilabbildung
a wire typisch fiir eine instationdre Warmeiibertragung. Jener in Teilabbildung
b interessiert hier. Der Verlauf ist geradlinig (linear) angesetzt. Ein solcher Ver-
lauf kann sich nur einstellen, wenn die Wand durchgiingig aus einem homogenen
(einheitlichen) Stoff besteht, z. B. aus Beton. Gesucht ist die durch die Wand
hindurch tretende Wirmemenge pro Zeiteinheit, z. B in einer Stunde. Ein starkes
Temperaturgefille, also ein hoher Temperaturgradient AT/d = (T} — Tz)/d
zwischen Innen- und Auflenseite der Wand ist ein Hinweis auf einen starken
Wirmeaustausch. Im Falle 77 = T, herrscht thermischer ,Stillstand ‘.

Die Wirmemenge, die durch eine Wand bei stationdrer Warmestromung hin-
durch tritt, bezeichnet man als Warmestrom. Es ist einsichtig, dass die Intensitit
des Wirmestroms von der Stoffart und der Dicke der Wand abhingig ist.

Die Wirmestromdichte (g) ist jene Wirmemenge, die durch ein Bauteil mit
der Einheitsfliche A = 1 m? in der Zeiteinheit # = 1 s hindurch tritt:

J w
q=U-AT [gl= ——=—
m--S m

o

q ist proportional zum Temperaturunterschied AT = T} — T, in K (Kelvin). U
ist der Wirmedurchgangskoeffizient in der Einheit J/m? K's =W /m?K (ehemals
k-Wert). Der Kehrwert von U ist der Wirmedurchlasswiderstand R in m? K/W:

R=1/U

Fiihrt man Experimente an einer homogenen Wand durch, ergibt sich U zu:

U==
d



414 Thermodynamik
Stoff A inWimK | Stoff A inWim K
Kalkmértel 0,87 [ Nadelholz 0,13

| Zementmortel 1,40 | Laubholz 0,17+0,25
Normalbeton 1,90+210 [ Stahl/Eisen 2 50+60
Gasbeton 0,14+0,23 | Chrom-Nickel-Stahl 2 ~17
Vollklinker ! 0,81+1,20 | Kupfer 370+390
Voll- /Hochlochziegel 1) 0,50-+0,96 | Aluminium 2 240
Leicht-Hochlochziegel " 0,36+0,45 | Blei 35
Kalksandstein-Ziegel 1 0,50-+1,30 | Quecksilber 82
Holzwolle-Platten 0,090+0,150 | Wasser 3, 0°C 0,56
Polyurethan/Styropor 0,025+0,040 50°C 0,64
Kork/Korkplatten 0,040+0,090 100°C 0,68
Gummi (voll) 0,20 | Schnee (fest) 0,46
Abdichtungen/Belage ~0,20 | Eis ~23
Bitumen ~017 | Luftd,  0°C 0,021
FlieRen | 1,00 100°C 0,024
Glas | ~0,80 | Vakuum 0,00
") abhangig von der Dicke des Mauerwerks und der Lochform = yon = bis

2) abhangig vom Reinheitsgrad der Legierung, A steigt mit der Temperatur
3 A abhangig vom Druck, hier Normaldruck und ruhend-strdmungsfreier Zustand
malgebend: DIN 4108-4 u. DIN EN 12524

Abb. 3.35

A ist die Warmeleitzahl (Wirmeleitfihigkeit). Sie ist ein Stoffwert in der Einheit:
(J/m*-K-s)-m= (W/m?>-K)-m=W/m-K.

A wird im Experiment bestimmt. d ist die Dicke der Wand in der Einheit m. U
ist reziprok zur Wanddicke d (je dicker die Wand, umso geringer ist der Warme-
durchgang).

Metalle (allgemein kristalline Stoffe) besitzen ein hohes Wirmeleitvermdgen
(A liegt hoch), amorphe Stoffe ein geringes (A liegt niedrig). Fliissigkeiten und
Gase sind schlechte Warmeleiter. Aus diesem Grund ist die Warmeleitfahigkeit
poroser Stoffe gering, ihr Wirmeddammvermogen entsprechend hoch. Man denke
an geschdumtes Dammmaterial oder warme Wische (Stoffe aus Wolle, Winter-
jacken mit Daunenfiillung). Gute Wirmeleiter sind i. Allg. auch gute elektrische
Leiter.

In der Tabelle der Abb. 3.35 sind A-Werte fiir einige Materialien angegeben. Sie
sind am baulichen Wirmeschutz orientiert. Die Wirmeleitfihigkeit eines Bauteils
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(z. B. einer Mauer aus Ziegel) ist von der vorhandenen Durchfeuchtung abhéngig.
Eine hohere Feuchtigkeit in der Wand oder Decke steigert die Warmeleitfdhig-
keit gegeniiber dem trockenen Zustand und senkt entsprechend das Dammvermo-
gen, weil der Luftporenanteil reduziert ist. Bei volliger Durchnissung entfillt die
Diammwirkung der Wand weitgehend.

Die in den Bauvorschriften angegebenen A-Werte (Abb. 3.35) sind als Rechen-
werte bei reguldren Verhiltnissen zu begreifen.

Handelt es sich um eine aus n Stoffschichten mit unterschiedlichen A ;-Werten
aufgebaute Wand (j = 1 bis n, vgl. Abb. 3.36) ist die Wiarmestromdichte in allen
Schichten gleichgrof, sonst wire es kein stationédrer Beharrungszustand. Fiir jede
Schicht gilt:

AT; .
qi =U; - AT; = Aj.T =gq =konstant mit AT; =T; —T;;.
J
d; ist die Dicke der Schicht j. Zur Zihlung der Schichten sowie der Grenz- und
Randfldchen vergleiche man Abb. 3.36. — Fiir die Temperaturdifferenz innerhalb
jeder Schicht gilt
AT: = d_/
J = A] q

und fiir den Temperaturabfall innerhalb der Wand von der Randfldche 1 bis zur

Randfliche n + 1:
n n d
_ 2 : . 2 :_f
Tl - T;H—l - = AT} =dq = /\j



416 3 Thermodynamik
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Die Wirmestromdichte durch eine mehrschichtige Wand ist demnach:
T —T,
=g =U-(Ti = Tys1) = U - Alvang
Zj:l N

Zusammengefasst berechnet sich der Warmedurchlasskoeffizient zu:

1 1
nod T doy dy dn
Zj:l)t_j )L]+)Lz+"'+l”

U =

Der Wirmedurchlasswiderstand ist R = 1/U.

Beispiel

Die Temperaturen an den Randfldchen einer dreischichtigen Wand mit den Wiarmeleitfihig-
keiten A; = 0,60, A, = 0,25 und A; = 0,80 in W/m - K mogen betragen: ¥, = 30°C und
¥4 = —10°C, Abb. 3.37. Gesucht ist der Temperaturverlauf innerhalb der Wand. Wérme-
durchlasswiderstand und Wirmedurchgangskoeffizient berechnen sich zu:

di dy dy 006 025 004
= = + 4

R=4_ % = 4 = = 0,10 + 1,00 4 0,05
A A Az 0,60 025 ' 0,80 + +
=1,15m?> K/W
1 w
U=— =087
1,15 m2K

Die Wirmestromdichte betragt:

q=U-AT =U-A9 =0,87-(30 — (—10)) = 0,87 - 40 W/m> = 34,78 W/m>
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Abb. 3.38

Die Temperaturen in den einzelnen Grenzflichen berechnen sich zu:

d;

D=0 —q 3 = 02=30-3478-010 = 26.52°C;
J

93 = —8,26°C; ¥4 = —10,00°C

Die Wand habe die Fliche 4 = 10 m?. Hierfiir ergibt sich der Wirmestrom durch die Wand
zu:
0 =¢q-A=23478-10,00 = 347,.8W

Der Wirmeiibergang von einem stromenden (im Grenzfall ruhenden) Fluid
(also von einer Fliissigkeit oder einem Gas) auf einen Festkorper wird, wie aus-
gefiihrt, als konvektiver Wiarmeiibergang bezeichnet. Bei winterlichem Wetter
wird die Wirme der Innenluft beheizter Raume iiber die Innenfliche der Win-
de und Decken weitergeleitet. Nach Durchtritt der Wiarme durch diese wird sie
iiber die AuBlenfliche an die AuBenluft abgegeben. Bei sommerlichem Wetter voll-
zieht sich der Ubergang in umgekehrter Richtung. — Konvektion liegt auch bei der
Wirmeabgabe heifler Rauchgase auf die Futter von Schornsteinen oder auf de-
ren Rauchgasrohre vor. Hierbei handelt es sich einsichtiger Weise um ganz andere
Temperaturen wie im Falle beheizter Wohnrdume. Das gilt ebenso fiir Feuerungs-
anlagen in Kraftwerken aller Art beim Wirmeiibergang vom Heif3strom {iber den
Wirmetauscher an ein weiteres heill gehendes Medium.

Die jeweiligen Bedingungen zwischen dem Fluid und der Oberfliche des Fest-
korpers (oder umgekehrt) bestimmen die Hohe des Wérmeiibergangs. Der Warme-
iibergang wird durch die Wirmeiibergangszahl 4 in der Einheit W/m? K charakte-
risiert. Fiir die Warmestromdichte in der Konvektionszone wird gesetzt:

g=h-AT =h-(T, —To)
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AT ist in diesem Falle die Differenz zwischen der Temperatur 7; der Luft und
der Temperatur T auf der Oberfliche des Festkorpers (Abb. 3.38a). Da Luft als
Gas nur iiber eine geringe Wirmeleitfihigkeit verfiigt, liegt /2 bei stehender Luft
niedrig und bei stromender Luft hoch, weil im letztgenannten Falle mehr Wiir-
me von der Luft iibernommen und abgefiihrt wird. Bei den wirmephysikalischen
Berechnungen wird zudem angenommen, dass / einen gewissen Beitrag aus der
Wirmestrahlung pauschal beinhaltet. — Die konvektive Wirmeiibertragung ist ein
hochst verwickelter Vorgang, er ist u. a. vom Stromungscharakter des Fluids ent-
lang der Randflache (laminar oder turbulent) abhéngig.

Da die Wirmestromdichte von der Innenluft iiber die Wand auf die Auf3enluft
im stationdren Beharrungszustand konstant ist, vgl. Abb. 3.38b, kann gesetzt wer-
den:

q=nhi - (Toi—Toi) = A-(Toi — Toa)
=hy - (Toy — Tra) = gleichformig (konstant).

Der Index i steht fiir innen, der Index a fiir auBBen. A ist hier der Warmeiibergangs-
koeffizient fiir die Wand alleine mit der Dicke d = > d ;, Einheit W/ m2K.

1
Zn dj
Jj=1 2

Wird von q/h, = TL,' — To,', q/A = TO[ — TOa und q/ha = TOa — TLa die
Summe gebildet, folgt:

A=

1 1 1
C](h—i+Z+E)=TLi—TLa = q=U-(TLi —TLa)

mit

1
1,1, 1 7 nod 1
nwTata E""Zj:lfj""m

U ist der gesamtheitliche Warmedurchgangskoeffizient einschlielich der Konvek-
tion an beiden Randflichen. Der gesamtheitliche Wiarmedurchgangswiderstand ist
R=1/U.

1. Beispiel
Die Lufttemperaturen innen und aufen mogen betragen: ¥, = 21°C, ¥, = —5°C
(Abb. 3.39). Wie hoch sind die Temperaturen auf der Oberfldache einer einschaligen Wand,
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wenn fiir i; = 8 bzw. h, = 23 W/m? K gesetzt werden kann? 1/ A betrage 0,500 W/m K:

1

1 1
3 + 0,500 + 3= 0.1250 + 0,5000 + 0,0435 = 0,6685m* K/W

7
U = 1,496W/m>K
q

— =U-(Ti —Try) = 1,496 - (21 — (=5)) = 1,496 - 26 = 38,9W/m2.
q 38,9
Y =0, — — =21— — =16,13°C
i Li hi S
B, = — % = 16,13 —0,500-38,9 = 16,13 — 19,45 = —3.32°C
q 38,9
Vpg=0,—-—=-332——=-332-1,60=-5,0°C
La a ha 23 -y L
2. Beispiel

Fiir eine AuBenwand aus 36,5 cm Kalksandsteinziegel (A = 0,79 W/m - K) ohne Auflenputz
und 1,5 cm innenseitigem Kalkmortel (A = 0,87 W/m - K) berechnet sich der U-Wert mit
1/h, = 0,04m>K/Wund 1/h; = 0,13 m*K/W zu:

1 0,365 0,015
— =0,04 — = 40,13 = 0,040 4 0,462 + 0,017 + 0,130
U + 0.79 + 0,87 + + + +
=0,649m? K/W
— U =154W/m?K

1. Anmerkung

In Deutschland sind Heizung, Warmwasseraufbereitung und Beleuchtung in privaten und
offentlichen Gebauden mit 40 % am Gesamtenergieverbrauch beteiligt und in dieser Grofien-
ordnung auch am CO,-AusstoB3. Aus diesem Grund kommt neben umweltfreundlichen und
effizienten Heizkesselanlagen, ggf. in Kombination mit Solar- und Erdwédrmesystemen, der
Wirmeddmmung in Gebéduden die allergrofite Bedeutung zur Energie- und Kosteneinspa-
rung zu, fiir Tiiren und Fenster, Fassaden, Dach und Keller. Neben Polystyrol-, Schaumglas-
und Porenbetonplatten kommen Mineralfaserplatten aus Glas- und Steinwolle, auch solche
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aus Holzleichtfasern, Hanf und Flachs zum Einsatz. — Fiir Neubauten gelten strenge Auf-
lagen, ebenso fiir Bauten im Bestand, also Altbauten, bei baulichen Anderungen sowie bei
Verkauf und Vermietung. Grundlage sind das Energie-Wirmegesetz (EEWarmeG) und die
Energieeinsparverordnung (EnEV) in der jeweils magebenden Fassung. Wichtige Techni-
sche Regelwerke sind:

e DIN V 18599, 1-10:2007-02: Energetische Bewertung von Gebéduden — Berechnung des
Nutz-, End- und Primérenergiebedarfs fiir Heizung, Kiihlung, Liiftung, Trinkwasser und
Beleuchtung und

e DIN V 4108-6/10:2003-06: Wirmeschutz und Energie-Einsparung von Gebéduden — Be-
rechnung der Jahresheizwirme und des Jahresheizenergiebedarfs.

Auf das einschldgige Fachschrifttum [5-7] wird hingewiesen.

2. Anmerkung

Uber die Einfachverglasung ehemaliger Zeiten ging viel Wirme verloren. Heute kommen
Mehrfach-Wirmedidmmgldser mit Edelgasfiillung und zum Teil mit innenseitiger unsicht-
barer Edelmetall-Beschichtung zum Einsatz. Richtwerte fiir den Wérmedurchgangskoeffizi-
enten in W/ m2K sind: Einscheibengldser ca. 5,8, Zweischeibengliser ca. 3,0 bis herunter
auf ca. 1,5, Dreischeibengldser ca. 0,5! Letztere sind bei Neubauten inzwischen Standard. —
Durch die Umstellung der Beleuchtung auf LED-Technik lassen sich im Haushaltsbereich
bedeutende Energieeinsparungen erreichen (Bd. IV, Abschn. 1.1.6. 10. Erg.)

3.3.7 Verbrennungswirme - Brennwerte

Bei chemischen Vorgidngen (auch biochemischen) wird Wirme frei oder es muss
Wirme zugefiihrt werden. Verbrennung bedeutet Oxidation, also die chemische
Verbindung eines Elementes oder einer Gruppe von Elementen mit Sauerstoff. Bei
einer solchen Oxidation kann die Warme auch explosionsartig frei werden. Durch
die Aufnahme von Sauerstoff ist das Verbrennungsprodukt schwerer als der Aus-
gangsstoff.

Die Verbrennungsenergie wird durch den Brennwert (H) des chemischen Pro-
zesses gekennzeichnet. Der Brennwert ist definiert als die in der Masse m des
Stoffes chemisch gebundene (gespeicherte) Wirmeenergie Q'

m

H ist ein Stoffwert in der Einheit J/kg. In Abhingigkeit von der Art des Stoffes
wird der Brennwert entweder in der Einheit J (Joule) oder durch andere Einheiten
gleichwertig charakterisiert (hingewiesen sei an dieser Stelle auf die tabellarische
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Abb. 3.40 Stoff Brennwert [ Stoff Brennwert

kJ/kg | keallkg kJikg | kcallkg
Apfel 2120 510 | Butter 32480| 7760
Bananen 2770| 660 | Margarine 31840] 7610
Erdbeeren 1510 360 Ol 38830| 9280
Orangen 1630 390 | Milch 2760 660
Walnusskerne  [29500| 7050 | Emmentaler 45% | 16400| 3920
Blatisalat 630 150 | Roquefort 17280 4130
Tomaten 760| 180 |Brot 11000 2600
Kartoffeln 3640| 870|Frihstickspeck |27530| 6580
Reis 15400| 3680 | Schweinefilet 7290| 1740
Honig 12780 3050 | Rinderfilet 5279 1260
Mayonnaise 80% [ 32680| 7810 |Hahnchenbrust | 3270( 780

Zusammenstellung verschiedener Energieeinheiten in Abb. 1.29 in Abschn. 1.12.1.
Eine nicht mehr verwendete Einheit ist die Kilokalorie, ihre Umrechnung in Kilo-
joule lautet:

lkcal = 4,19kJ; 1kJ = 0,239kcal

Jeder Organismus, auch jener des Menschen, ist zur Aufrechterhaltung seiner Kor-
pertemperatur und der Funktion seiner Organe (Fortbewegung, korperliche und
geistige Téatigkeit) auf die Aufnahme von Energie in Form von Nahrung ange-
wiesen, ebenso auf die Aufnahme von Energie in Form von natiirlicher und/oder
kiinstlicher Strahlungswirme durch die Sonne und durch Verbrennungsvorgéinge
in Heizungen usf.

In Abb. 3.40 sind die Nihrwerte in kJ/kg bzw. in kcal/kg verschiedener Nah-
rungsmittel eingetragen. Man spricht in diesem Falle auch von physiologischen
Brennwerten.

Wie viele davon vom Organismus aufgenommen werden, ist von der Zube-
reitung (roh, gekocht) und von der individuellen Enzymausstattung der Person
abhingig.

Die Werte streuen stark! — In Ergéinzung zu den Tabellenwerten seien in pau-
schalierter Form in kJ/kg aufgelistet: Eiweil (Protein): 17.000, Kohlehydrate:
17.000, Zucker: 16.000, Fette: 38.000, Alkohol: 29.000. In der Einheit kcal/kg
liegen die Werte bei ca. einem Viertel der Werte in kJ.

1. Anmerkung
In vielen Lindern der Erde hat sich der Nahrungsbedarf infolge Verlagerung von einer
korperlichen zu einer sitzenden Tétigkeit bei gleichzeitiger Reduzierung der Arbeitszeit ver-
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Abb. 3.41 Nahrstoffbedarf in kJ pro Tag in kcal pro Tag
Personengruppe mannlich | weiblich | mannlich | weiblich
Jugendliche 10500 - | 10000- | 2500- | 2400-
(15 bis 20 Jahre) 13000 11500 3100 2800
Erwachsene

einfachste Arbeit 9000 8500 2200 2000
leichte Arbeit 9500 9000 2300 2200 |
mittelschwere Arbeit 12000 10000 2900 2400
| schwere Arbeit 14500 3500
~ schwerste Arbeit 16000 | | 3800
Alte (Ruhestand) 8500 | 8000 2000 1900

ringert. Die Nahrwertzufuhr hat sich in diesen Landern gleichwohl gegenldufig durch den
hier herrschenden Wohlstand erhoht. — Abb. 3.41 enthdlt in tabellarischer Form Richtwerte
fiir den Nahrwertbedarf pro Tag. Solche Angaben sind sehr pauschal und anfechtbar, weil sie
viel differenzierter sein miissten. Lebensalter, Korpergrofie, Gesundheitszustand und Jahres-
zeit wiren zu beriicksichtigen.

2. Anmerkung
Einen Anbhalt fiir das anzustrebende Korpergewicht gibt der sogen. Body-Mass-Index (BMI)
der Weltgesundheitsorganisation (WHO) nach der Formel:

BMI = Kdérpergewicht in kg/ (KorpergroBe in m)>

Als Anhalt gilt: BMI < 18,5: Untergewicht, 18,5-24,9: Normalgewicht (Idealgewicht),
>25: Ubergewicht, > 30: Fettleibigkeit (Adipositas). Um als normalgewichtig zu gelten,
sollte der BMI in jungen Lebensjahren eher bei 19/20 liegen, mit zunehmendem Alter kann
er leicht ansteigen. — Alternativ wird die sogen. Broca-Formel angewandt: Normalgewicht
in kg = (Korperldnge in cm) — 100: Idealgewicht davon bei Ménnern 90 %, bei Frau-
en 85 %; die Werte diirften zu niedrig liegen. Zahlenbeispiel: Fiir einen Mann mit einem
Korpergewicht 78 kg und einer Korpergrofie 1,76 m ergibt sich der BMI-Index zu: BMI =
78/(1,76)* = 25,2; die Broca-Formel liefert: Normalgewicht = 176 — 100 = 76 kg. (Hin-
weis: In allen Fdllen miisste es eigentlich Korpermasse in kg und nicht Korpergewicht
heillen!)

3. Anmerkung

Eine Didt zwecks Abnahme des Korpergewichts sollte mit 5000 kJ Zufuhr pro Tag beginnen,
fallweise spiter auf 4500 kJ sinkend; &rztlicher Rat ist empfehlenswert! — Aus den Tabellen-
werten in Abb. 3.42 geht hervor, wie vergleichsweise gering der Energieumsatz bei den
unterschiedlichen korperlichen Tétigkeiten ist, auch bei anstrengenden Sportarten.

4. Anmerkung
In Deutschland sind ca. 67 % der ménnlichen Erwachsenen iibergewichtig, davon 23 % fett-
leibig, bei den weiblichen Erwachsenen lautem die Zahlen 53 % bzw. 24 %, vgl. Abb. 3.43.
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Abb. 3.42

423
Tatigkeit Energieverbrauch
pro Stunde in kJ
Schaufeln/Sagen 2000
Gartenarbeit 1000
Gehen ¥ 800+1500"
Traben 1200
Dauerlaufen 2500
Wandern 1600
| Schwimmen V| 1600+3300 " |
Radfahren 1) 1200+2400 1
FuBball/Handball 2700
') langsam = schnell

Auch von den Kindern und Jugendlichen werden inzwischen ca. 20 % als iibergewichtig
eingestuft. In den USA liegen die Zahlen nochmals deutlich hoher. Fettleibigkeit trifft man
eher in drmeren und bildungsferneren Schichten an. — Ein leichtes Ubergewicht ist eher
von Vorteil, das Immunsystem ist stabiler, Stress wirkt sich weniger belastend aus, was sich
in einem geringeren Krankenstand und einer hohere Lebenserwartung niederschldgt. — Ho-
hes Ubergewicht oder gar Fettleibigkeit sind mit den bekannten Gefahren und Folgen fiir
die Gesundheit verbunden: Bluthochdruck, Herzinfarkt, Schlaganfall, Typ-2-Diabetes und
orthopddische Leiden aller Art. In Deutschland liegt die Zahl der Diabetiker bei ca. 6 Mil-
lionen; Jugendliche sind zunehmend betroffen. Weltweit leiden 430 Millionen Menschen an
Diabetes mellitus, mit steigender Tendenz. Fiir die staatlichen Gesundheitssysteme ist die

Abb. 3.43
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Entwicklung bedrohlich. — Verantwortlich ist ein zu hoher Zuckerverzehr, insbesondere iiber
Limonaden und Softdrinks. In Deutschland liegt der jahrliche Zuckerverbrauch pro Person
bei ca. 36 kg (um das Doppelte zu hoch), in den USA bei ca. 58 kg. Wichtig ist eine ausgewo-
gene Ernihrung, dazu Vitamine (Obst), Mineralstoffe und reichlich Fliissigkeit, schlieflich
viel Bewegung, Sport jeder Art, bis ins Alter. — Bei stindig zu hohem Zuckerverzehr vermag
die Bauchspeicheldriise nicht geniigend Insulin zur Regulierung des Blutzuckerspiegels aus-
zuschiitten. Dann kann zum Versagen kommen: Insulinresistenz: Diabetes. Der Zucker setzt
sich als Korperfett ab. Zu viel davon im Bauch- und Taillenbereich (, Apfeltyp®) ist besonders
gefihrlich, im Gesil- und Schenkelbereich (,Birnentyp‘) weniger. —

Als Empfehlungen fiir eine gesunde Erndhrung galt ehemals fiir das Energieverhéltnis
Eiweil} zu Fett zu Kohlehydrate: 15 % : 30 % : 55 %, heute eher: 20 % : 20 % : 60 %. Dem
steht der Rat entgegen, eine hohe kohlehydratanteilige Nahrung zu meiden. Wird zu viel da-
von angeboten, setzten sich die Kohlehydrate iiber Zucker in Korperfett um. Tédglich 750 kcal
(3200kJ) an Kohlehydraten (Brot, Nudeln, Kartoffeln) werden als ausreichend erachtet, mit
dem Vorteil, dass das Gewicht nicht zunimmt.

Trotz aller Forschungsarbeit in der Erndhrungswissenschaft werden die Wirkzusammen-
hinge in allen Einzelheiten immer noch nicht vollstdndig verstanden, auch nicht, in wie weit
das Essverhalten genetisch bestimmt ist und in seiner unmifigen Form als Suchterkrankung
zu sehen ist. — In vielen muslimischen Gesellschaften werden dicke Frauen bevorzugt, vor
der Hochzeit werden sie ,genudelt*.

5. Anmerkung

Ca 15 % der heutigen Menschheit leidet unter Hunger (2015). Das sind bei 7 Milliarden
Menschen auf Erden ca. eine Milliarde. Betroffen sind vorrangig Menschen in den Entwick-
lungslidndern in Asien und Afrika, auch in Teilen Stidamerikas. Hier liegt die Nahrwert-
aufnahme z. T. deutlich unter den in Abb. 3.41 angegebenen Richtwerten, eher bei 6500 bis
7000 kJ pro Person und Tag. Wird dieser Wertebereich dauerhaft und deutlich unterschritten,
leidet ein erwachsener Mensch an Hunger, was mit einer Schwiéchung der gesundheitlichen
Konstitution und als Folge davon mit hoherer Sterblichkeit einhergeht. Kinder sind beson-
ders betroffen, bei Hunger im Entwicklungsstadium verbleiben lebenslange Schidden. — Auf
der anderen Seite nimmt die Zahl der Ubergewichtigen, auch bei Kindern, in den Entwick-
lungslidndern wegen falscher Erndhrung drastisch zu, in Asien, sogar in Schwarzafrika.

6. Anmerkung

Zum Betreiben von Heizungsanlagen, von Motoren, Turbinen und Aggregaten aller Art be-
darf es zur Erzeugung von Wirme, Kraft und Elektrizitidt des Einsatzes von Brennstoffen.
In geschichtlicher Folge dienten bzw. dienen als Energiequellen: Holz, Wind, Wasser, Torf,
Braunkohle, Steinkohle, Erdol, Erdgas, Uran und in jiingerer Zeit Biogas und Sonnenlicht.
Abb. 3.44 enthilt fiir die genannten Brennstoffe deren Brennwerte in kWh/kg bzw. MJ /kg.

7. Anmerkung

Abb. 3.45 enthilt die Brennwerte von Kraftstoffen fiir den Land-, Schiffs- und Flugverkehr.
Die Dichte ist eingetragen, im Mittel liegt ihr Wert bei 80 % von Wasser. — Man bezeichnet
den Brennwert auch als ,Energiedichte’, sie erreicht bei Wasserstoff mit 150 MJ/kg einen
sehr hohen Wert. — Die bei der Kernspaltung von Uran 235 frei werdende Energie erreicht
mit 21.000.000 kWh/kg eine extreme Hohe!
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Abb. 3.44 Brennwert:
Stoff kWh/kg | MJ/kg
Braunkohle-Brikett 57| 205
Steinkohle 86| 310
Koks 771 277
Heizol 115 414
Erdgas 120] 432
Flissiggas 140]| 504
Laubholz 25 90
Nadelholz 30| 10,8
Industrie-Restholz 40| 144
Torf 58 210
Getreidestroh 37 123
Abb. 3.45 Stoff Brennwert P
kWhikg | MJ/kg | kg/m?3
Benzin 120] 432 720
Kerosin 119| 428| 800
Diesel 115] 414| 830

Abb.3.46 Stoff Brennwert
kJ/kg

Schwarzpulver 2800

Nitroglyzerin 6300

Schiebaumwolle 4400

Trinitrotuol (TNT) 4184

8. Anmerkung

Um bei einer Sprengung eine hohe Wirkung zu erzielen, ist die Energie in moglichst kurzer
Zeit frei zu setzen. Bei zivil eingesetzten Sprengstoffen (Tunnelbau, Bergbau) kommt es
auf ein hohes Arbeitsvermogen des Sprengstoffs an, bei militdrischen Sprengstoffen auf die
Erzeugung eines hohen Stodrucks. Vielfach bedarf es eines Initialsprengstoffes, um die
Explosion zu ziinden. Von der grofien Zahl verwendeter Sprengstoffe gibt Abb. 3.46 fiir
einige wenige die Brennwerte in kJ /kg an.

9. Anmerkung

Der Brennwert von TNT (Trinitrotuol) dient vielfach als Aquivalenzwert zur Kennzeichnung
von Kernwaffenwirkungen: Das TNT-Aquivalent betréigt mit T fiir Tonne, KT fiir Kilotonne
und MT fiir Megatonne.

1kg TNT £ 4,184 - 10°7, 1T TNT £ 4,184 -10°J.
IKT TNT £ 4,184-10'2J, 1MT TNT = 4,184-10"J
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Die im Jahre 1945 iiber Hiroshima abgeworfene Atombombe hatte eine Sprengkraft von
12,3 KT TNT und jene von Nagasaki von 22 Kt TNT. Die stirksten Wasserstoff-Bomben
hatten eine tausendfach hohere Sprengkraft: 1954 (USA): 15 MT TNT, 1961 (UdSSR): 50
MT TNT.

3.4 Thermodynamische Prozesse
3.4.1 Zustandsanderungen idealer Gase

Wie ausgefiihrt, bestimmen die Groflen Druck (p), Volumen (V') und Temperatur
(T) den Zustand eines idealen Gases. Andern sich zwei dieser GroBen und die
dritte nicht (sie bleibt konstant), spricht man von einer Zustandsénderung.

In Abb. 3.47 sind vier Gasprozesse mit ihren Charakteristika zusammengestellt:
Isochorer Prozess (Volumen bleibt konstant), isobarer Prozess (Druck bleibt kon-
stant), isothermer Prozess (Temperatur bleibt konstant) und adiabatischer Prozess
(der Prozess lduft ohne Wirmeaustausch mit seiner Umgebung ab).

In den folgenden Abschnitten werden wegen ihrer gro3en Bedeutung der iso-
therme und der adiabatische Expansions-/Kompressionsprozess in Verbindung mit
der hierbei geleisteten mechanischen Arbeit ausfiihrlicher behandelt. Sie bilden
die Grundlage fiir den dann zu diskutierenden Kreisprozess und damit fiir den in
Wirme- und Verbrennungskraftmaschinen ablaufenden Prozess. Diese Fragen ge-
horen zu den zentralen Themen der technischen Thermodynamik.

e Expansion steht fiir Ausdehnung (auch fiir Entspannung) und
e Kompression fiir Zusammendriickung/Stauchung (auch fiir Verdichtung).

a Isochor: V: konst. b Isobar: p: konst. C Isotherm: T: konst, d Adiabatisch:
Pr_ P2 _yonst L v Py Yy = py- Vg =bonst: P1-Vi* = py Vo =konst.
o N

P} Druck V§ volumen P} Druck P} Druck

pz R \rz - -
p] 1 p'l

2 "
Py ™~~~ P2

T r O i V _‘r; ) V
( h T Ty T, 0 Vi VW 0w vy
Temperatur Temperatur Volumen Volumen

Abb. 3.47
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Das p-V-Diagramm ermoglicht eine unmittelbare und anschauliche Berechnung
der vom Gas geleisteten Arbeit, wenn sich das Gas ausdehnt oder zusammenzieht.
Arbeit ist Kraft mal Weg. Wenn sich die Kraft mit dem Weg dndert, muss integriert
werden, vgl. Abschn. 1.11.

Abb. 3.48a zeigt als Beispiel einen isothermen Prozess: Bei konstanter Tem-
peratur steigt der Druck mit sinkendem Volumen (und umgekehrt). In Abb. 3.48b
sind die Zustdnde an einem Zylinder verdeutlicht. Es gilt:

p-V=p-"

Ist die Flache des Kolbens gleich A, betrigt das Volumen: V' = A - 5. s ist der
Kolbenweg. Die Zustandsgleichung kann somit auch zu

p‘A'S:pl‘A'Sl

formuliert werden. p- A ist die auf den Kolben einwirkende Kraft, damit gilt gleich-
wertig:

F‘S:Fl'Sl

Beispiel

Im Ausgangszustand (1) betrage das Volumen ¥; = 0,001 m> und der Weg s; = 0,1 m.
Der Gasdruck betrage p; = 2 - 10° Pa. Die Kolbenfliche sei 4 = 0,01 m?. Die zugehorige
Kolbenkraft ist dann:

Fi=p -A=2-10°.0,01 =2-10*N.

(Hinweis: Pa = N/m?, Pa-m? = N.)

Abb. 3.49 zeigt den F-s-Verlauf. In den Teilabbildungen a und b ist der kontinuierliche
Verlauf durch einen abgestuften angendhert. Die jeweiligen Mittelordinaten sind eingetra-
gen. Die Basis der Rechtecke betrédgt bei der ersten Unterteilung 0,050 m, bei der zweiten
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Abb. 3.49

0,025 m. Berechnet man die Teilflichen, folgt fiir die Arbeit bei einer Annidherung gemaf a
bzw. b (numerische Integration):

Anngherung a:  (16.000 + 11.430) - 0,050 = 1372Nm = 1372]
Anniherung b:  (17.780 + 14.550 + 12.310 + 10.670) - 0,025 = 1384 Nm = 1384]

Eine analytische Integration ist hier moglich (vgl. folgenden Abschnitt). Fiir die Kolbenkraft
F als Funktion von s gilt:

1 1 1
F=F-s5-—=2-104-0,10- — =2000 - -
S S S

Integral und Losung lauten:

0,20 0,20

ds 020 0.20
Fds =2000 | — = 2000 [Ins]gy = 2000 (In0.20 ~ In0.10) = 2000 -In ==
N ’ s

0.10 0.10
=2000-1In2 =2000-0,693 = 1386]

Die numerische Integration ergibt offensichtlich recht genaue Werte fiir die verrichtete Ar-
beit.

In Abb. 3.50a handelt es sich um einen Prozess, der sich aus vier Einzelpro-
zessen zusammensetzt; wobei sich der p-V'- bzw. F-s-Kurvenzug wieder schlief3t.
Wihrend der Prozesse 1-2 und 2-3 dehnt sich das Gas aus, wihrend der Prozesse
3—4 und 4-1 wird das Gas komprimiert (zusammengedriickt). In den Teilabbil-
dungen b, c, d und e sind die von den Einzelprozessen geleisteten Arbeiten als
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Abb. 3.50

schraffierte Flachen dargestellt. Werden sie zusammengefiigt, wird deutlich, dass
der Inhalt der eingeschlossenen Fliche die vom Gesamtprozess geleistete Arbeit
ist, das ist die Arbeit des hier dargestellten Kreisprozesses, die ist die schwarz
angelegte Fliche im p-V - bzw. F-s-Diagramm. —

Im Folgenden werden zunéchst der isotherme und der adiabatische Expansions-
und Kompressionsprozess betrachtet, anschlielend werden sie auf einen Kreispro-
zess angewandt.

3.4.2 Prozess der isothermen Expansion/Kompression

Abb. 3.51a zeigt einen mit einem idealen Gas der Stoffmenge n gefiillten Behiilter.
Das Gas nehme das Volumen V/; ein. Die Resultierende des Gasdrucks p stehe mit
der Kolbenkraft F' im Gleichgewicht: FF = p - A. A ist die Fldche des Kolbens.
Der Kolben schlieit den Behilter ab. Das Gas befinde sich mit dem allseitigen
Wirmereservoir mit der Temperatur 7" in thermischem Gleichgewicht.

Durch eine infinitesimale (quasi unendlich kleine) Hebung des Kolbens (um
ds, in der Abbildung iiberzeichnet) expandiert, vergroBert sich der Gasraum. Es
wird angenommen, dass diese Volumenausdehnung infinitesimal langsam erfolgt.
Durch den Wirmeiibergang aus dem Reservoir bleibt die Temperatur unverdndert
(isotherme Zustandsidnderung). Aus dem Thermischen Gasgesetz fiir ideale Gase
(p-V =n-R-T, vgl. Abschn. 3.2.5) kann unmittelbar auf p - V' = Kkonst.
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Abb. 3.51 a

:I)—S + dS—-—J

Warmereservoir

(wegen n = konst. und T = konst.) gefolgert werden. Demnach gilt (vgl. Fall ¢
in Abb. 3.47):

V
?vl:] — pl‘Vl:p2‘V2
2 2

Da die Temperatur konstant bleibt, erfihrt die Innere Energie keine Anderung:
dEypw, =dQ +dW =0

Die duBere Kraft verschiebt sich entgegen ihrer Wirkrichtung um ds. Die von ihr
verrichtete Arbeit ist negativ:

dW =—-F-ds=—-p-A-ds=—p-dV,
denn die Volumenidnderung ist gleich A - ds.

Die aufgenommene Wirmemenge verrichtet ausschlieBlich (wegen T =
konst.) mechanische Arbeit:

dQ =—dW =p-dV
Aus dem Thermischen Gasgesetz wird p frei gestellt

n-R-T

V=n-R-T — =
p n p v

und in vorstehenden Ausdruck fiir dQ = p - dV eingesetzt und integriert:

av

—n-R-T-
Q=n %
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Die zugeflossene Wiarmemenge steht mit der Volumenénderung von V nach V; in
direktem Zusammenhang. Das Integral tiber d V' erstreckt sich demgemél von V;
bis V5. Die Integration liefert:

V2
—n-R-T-ln=
O=n nV1

Hinweis zur Integration:
x2

1 X2

y = / ;dx = lnx|§f =Inx;—Inx; =In—

X1
x1

Der hergeleitete Zusammenhang zwischen dem Wirmetibergang und der Volu-
menédnderung gilt auch dann, wenn es sich um eine Kompression des Gasvolumens
handelt, immer unter Bedingung 7' = konst.

3.4.3 Prozess der adiabatischen Expansion/Kompression

Es wird dieselbe Ausgangssituation wie zuvor bei der isothermen Expansi-
on/Kompression betrachtet, allerdings sei der Behélter jetzt allseitig wiarmeisoliert,
vgl. Abb. 3.52. Bei einer infinitesimalen Verschiebung des Kolbens nach oben oder
unten kann keine Wirme zu- oder abfliefen, d.h. dQ = 0. Fiir die Innere Ener-
gie bedeutet das im Falle einer Ausdehnung des Gasvolumens, also bei einer
Verschiebung um d's:

dEmn:dW:—FdS:—pAds:_pdV

Bezugnehmend auf Abschn. 3.3.3.4 betriigt die Anderung von dEj,, bei einer An-
derung der Temperatur um d 7':

dEwn =n-Cy-dT

Abb. 3.52 a b

o—5 +05—=t

Warmeisolierung

..........
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Cy ist die molare Wirmekapazitit. Die Gleichsetzung mit d Ei,, = —p-d V (siehe
oben) ergibt:

n-Cy-dT+p-dV =0

Aus dem Thermischen Gasgesetzt wird 7" frei gestellt und differenziert:

p-V

pV=n-R-T — T=
n-R

1
dT = ——(dp-V + p-dV)
n-R
Wird d T mit der vorstehenden Gleichung verkniipft, ergibt sich nach kurzer Um-

formung (vgl. an dieser Stelle mit dem zuvor genannten Abschnitt):

dv dp
Cp V+CV p_O mltC +Cv—

Wird schlieBlich noch der sogen. Adiabatenkoeffizient zu

_ G
=
vereinbart, kann die Beziehung zu
dv d
K- — + P _ 0
4 )4

angeschrieben werden. Um die Zustandsidnderung bei der Expansion um ds, also
bei einer Anderung des Gasvolumens von V; nach V5 bzw. des Drucks von p; nach
P2, zu bestimmen, wird iiber die Gleichung integriert:

av rd
/ L0 - kWVE+inp2=0

— /c-(anz—anl)+(lnp2—lnp1):0

V K
- IhVy—hV +hp—lhp =0 — 1n(72) +1n&:0
1 P1

5\ >\
— 1n|:(—2) &] =0 — In [&(—2) = 1]
Vi D1 1\

Hinweis: 0 = In 1.
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Abb. 3.53 Gas K
Edelgase 1,67
Oz, No, Luft {140
Cco 140
CO: 1,30
Propan 1,14
| Methan [131]
Stadtgas 1.35
Dampf (100°C) [ 1,33

Nach Delogarithmierung und Umkehrung erhélt man das die adiabatische Ex-
pansion/Kompression kennzeichnende Gesetz:

V K
In Abb. 3.47 ist das p-V -Diagramm als Fall d wiedergegeben.

Die Grofe des Adiabatenkoeffizienten ist von der Gassorte abhingig. Fiir ein-
und zweiatomige (ideale) Gase gilt: k = 3/2 = 1,67 bzw. 7/5 = 1,40, vgl. wegen
C, und Cy Abb. 3.31. In der Tabelle der Abb. 3.53 sind «-Werte fiir reale Gase
ausgewiesen.

Wie ausgefiihrt, ist dQ bzw. Q gleich Null. Die bei der Expansion des Gasvo-
lumens verrichtete Arbeit beim Ubergang vom Volumen V; auf das Volumen V5
lasst sich berechnen, wenn aus

p.VK:pl.VlK

p frei gestellt, in die Gleichung fiir d W eingesetzt und anschlieBend integriert
wird (siehe hierzu Abb. 3.54,dW = —p -dV):

Vz VZ
p=p-VEVE S sz—/pl-Vl"-V"dV:—pl-Vl"-/V"dV
V] Vl
YK+l Va
= _p, . VK.
Pt —Kk + 1|y,

Hinweis zur Integration:

X3

1 1
y = /x”dx =7 n lx”+1 2= ] x£'+1 —x?“)

X1
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Abb. 3.54

Nach Zwischenrechnung folgt:
.V v, Kk—1
aw =20l (4
1 —« V2

3.4.4 Carnot-Kreisprozess

Da die beiden zuvor behandelten Prozesse allein vom Thermischen Gasgesetz fiir
ideale Gase und vom 1. Hauptsatz der Wirmelehre ausgehen, im Ubrigen an keine
irgendwie gearteten weiteren Voraussetzungen gebunden sind, gelten sie gleicher-
maflen fiir die Expansion wie fiir die Kompression eines Gasvolumens. Es handelt
sich um reversible Prozesse. Sie sind umkehrbar! Hierbei wird lediglich unter-
stellt, dass sich der Kolben im Gefil reibungsfrei verschieben kann. Auch soll das
Gas reibungsfrei stromen konnen.

Die Annahmen, dass beim isothermen Prozess das Wirmegleichgewicht kon-
tinuierlich gewahrt ist und dass beim adiabatischen Prozess keinerlei Wiarmeaus-
tausch iiber die Wandung stattfindet, sind von idealer Art. Real lassen sie sich nicht
umsetzen. Insofern handelt es sich bei beiden Einzelprozessen um Gedankenmo-
delle!

Dem im Nachfolgenden dargestellten sogen. Carnot-Prozess liegen die beiden
vorangegangenen Prozesse zugrunde. Das impliziert: Auch der Carnot-Prozess ist
ein Gedankenmodell. Aus ihm lésst sich gleichwohl eine bedeutende Schlussfolge-
rung fiir alle Wiarme- und Verbrennungskraftmaschinen ziehen. Der Prozess geht
auf N.L.S. CARNOT (1796-1832) zuriick, der ihn im Jahre 1824 publizierte, al-
so zu einem Zeitpunkt, als die Thermodynamik noch nicht entwickelt war. Man
spricht bei dem Modell auch von der Carnot-Maschine.

Der Prozess werde an einem Beispiel veranschaulicht. Dazu werden fiir vier
Einzelprozesse die p-V-Verldufe berechnet. Es handle sich um ein zweiatomiges
Gas mit einer Stoffmenge n = 2 mol.
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Prozess @ sei ein isothermer Expansionsprozess, beginnend mit einem Volumen
V; = 0,005 m? und einer Temperatur T = 750 K.
Ausgehend vom Thermischen Gasgesetz wird gerechnet:

n-R-T 2-8315-750  12.473
v % Ty

p:

Bei einer Vergroferung des Volumens auf V' = 0,009m?> sinkt der Druck auf
p = 1,386 -10°Pa.

Hiermit werde der Prozess @ fortgesetzt und hierbei von der Gasgleichung fiir
adiabatische Expansion ausgegangen. In dieser Weise wird fortgefahren. Das Er-
gebnis der Zahlenrechnung lautet mit folgenden Ansitzen:

@ Isothermer Expansionspr. von V; = 0,005 m3 auf V5 = 0,009m3, T = 750K,

@ Adiabatischer Expansionspr. von V; = 0,009 m? auf V, = 0,0128 m?, k = 1,4,

® Isothermer Kompressionspr. von V; = 0,0128 m? auf ¥, = 0,007 m?,
T = 650K,

@ Adiabatischer Kompressionspr. von V; = 0,007 m? auf ¥, = 0,005m>,
k= 1,4.

Abb. 3.55 zeigt das Resultat. Werden die p-V'-Verldufe zusammengefiigt, erkennt
man einen geschlossenen Kurvenverlauf, man spricht, wie bereits erwéhnt, von
einem Kreisprozess. Die isotherme Expansion bezieht ihre Wirme aus einem
Wirmereservoir mit 7 = 750 K. Wihrend des isothermen Kompressionsverlaufs
steht das Gasvolumen mit einem Wirmereservoir 7 = 650K in thermischem
Kontakt. Die aufgenommene Wiarmemenge mit der Temperaturdifferenz A7 =
750K — 650K = 100K wird in Arbeit am Kolben umgesetzt. Das ist der Inhalt
der in Abb. 3.55 schraffiert angelegten Fldche. Mit den obigen Formeln fiir die Ar-
beitsbetridge |AW| der beiden Prozesse lassen sie sich fiir das Beispiel der Reihe
nach berechnen:

@©: 7331J, @:3927], ®: 6354), @: 3927]
Fiir das Umlaufintegral ergibt sich:
73313+ 3927)J — 6354 — 39271 = 9771.

Bezogen auf die aufgenommene Wirmemenge des Prozesses @ bestimmt sich der
thermische Wirkungsgrad zu:

977

— = 0,133.
7331

Nthermisch =
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Abb. 3.55 : SP_< _V=0005m® | || l
206 N\ p=2495-10°Pa ‘ ‘ [
| 1
Pa isotherme Expansion (1)
T=750K; p=12473/V
2 N
06 adiabatische Kompression ()
p=1498/v
| |
3 V =0,009m°
15 Jv=0007m [ P i
Ti]E p=1386-10"Pa
‘ ‘ ) adiabatische Expansion (2)
, N p=1895/v14
isotherme Kompression I
” T =650K; p=10810/V Vv =0,0128m’
A 4 e 0B
106 . p\_ 0,845-10°Pa
0005 o m Y
Dieser lisst sich auch aus
Tin'n -T, sgan T, soan 650
Mibermisch = —oneng — JAwgane | LAwsane gy 22y () 867 = 0,133
TEingang TEingang 750

gewinnen. Die Formel erhilt man, wenn von den Formeln fiir die mechanische Ar-
beit der Einzelprozesse ausgegangen wird. Nermisch 1St nur von den Temperaturen
der Wirmereservoire abhéngig, sie gilt fiir beliebige gasformige Medien.

Das Ergebnis ist bemerkenswert, weil hiermit der hochstmogliche Wirkungs-
grad jedes Kreisprozesses bestimmt werden kann. Reale Prozesse sind nicht von
der idealisierten Art eines Carnot-Prozesses. Sie sind irreversibel, da die Einzelpro-
zesse der Expansion und Kompression ihrerseits irreversibel, also nicht umkehrbar,
sind: Verglichen mit dem Carnot-Prozess geht in diesem Falle ein hoherer Anteil
in Abwirme iiber; das bedeutet:

Nthermisch,irreversibel < Nthermisch,reversibel -

Aus der Formel fiir den thermischen (thermodynamischen) Wirkungsgrad
geht hervor, dass dieser umso hoher liegt, demnach umso giinstiger ist, je
groBer die Differenz zwischen Eingangs- und Ausgangstemperatur ist. Da-
her wird man bestrebt sein, eine Maschine mit einer moglichst hohen Be-
triebstemperatur gegeniiber der Temperatur der Abwirme zu fahren. Die
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Festigkeit des Maschinenmaterials, beispielsweise von Zylinder und Kolben eines
Verbrennungsmotors, setzt diesem Ziel Grenzen. Zudem: Tiefer als die Umge-
bungstemperatur kann T'oysgang nNicht liegen.

Schiitzt man z. B. Tgingang 20 900 K und T'aysgang zu 300K ab, ergibt sich:

300
Nthermisch,irreversibel < 1- % =1- 0,33 = 0,667
Ein solcher Wert ist real nicht erreichbar. Geht man von Tgipgang = 800K (527 °C)

und Tausgang = 400K (127 °C) aus, folgt:

1 400 =1-0,50 =0,50
Nthermisch, irreversibel < 800 - ’ — Y,y
Abziiglich der mit diversen Irreversiblen verbundenen Minderungen durch Rei-
bungseinfliisse, liegt man mit n ~ 0,4 als grobe Abschitzung fiir realistische
Prozesse etwa richtig. Es versteht sich, dass bei der Auslegung von Wirme- und
Verbrennungskraftmaschinen das Gebot eines hohen Wirkungsgrades oberstes Ziel
ist, wobei diesem Ziel das Gebot einer hohen Sicherheit mindestens gleichrangig
zur Seite steht.

3.4.5 Entropie - Entropiesatz

Die Entropie kennzeichnet den Grad der Unordnung in einem Stoffsystem. Sie ist,
wie die Energie, eine Zustandsgrof3e. Die Entropie wird mit dem Formelzeichen
S abgekiirzt. In einem geschlossenen System strebt die Entropie den hochstmog-
lichen Wert an. Das ist ein Naturgesetz. In dieser Form ist das Gesetz eine weitere
Version des 2. Hauptsatzes der Wirmelehre.

Die Entropie wurde von R. CLAUSIUS (1822-1888) im Jahre 1865 zur Be-
schreibung thermodynamischer Prozesse eingefiihrt. Ist dQ die zu- oder abgefiihr-
te Wiarmemenge und 7' die Temperatur wihrend dieses Warmeiibergangs, lautet
die Definition der Entropie nach R. CLAUSIUS:

_dQ J

5= %

ds T X

dS ist die Entropieiinderung, die mit der Anderung der Wirmeenergie dQ einher-
geht. Fiir reversible (umkehrbare) Vorgénge gilt dS = 0. Fiir irreversible (nicht
umkehrbare und das sind eigentlich alle Vorginge) gilt dS > 0, die Vorginge
streben selbsttitig einen Zustand hoherer Unordnung bzw. geringerer Ordnung an.
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Abb. 3.56 Wérmeisolierung—,

o Vakuum
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I
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L. BOLTZMANN (1844-1906) gelang im Jahre 1866 eine quantifizierende
Formulierung der Entropie. Er ging von der statistischen Mechanik der Gasmo-
lekiile aus, entwickelte somit, von einer mikroskopischen Betrachtung ausgehend,
die fiir den makroskopischen Zustand geltende Entropie. Seine Definition lautet:

S=k-lnw,

worin w die Zustandswahrscheinlichkeit der Teilchen ist. Es ist bemerkenswert,
dass sich die beiden Definitionen nach R. CLAUSIUS und L. BOLTZMANN in-
einander iiberfiihren lassen. Dieser Zusammenhang wird nachfolgend gezeigt; die
zundchst recht abstrakt und unanschaulich wirkende Grofe Entropie wird dabei
verstiandlicher werden.

dS > 0 gilt nach der Definition von L. BOLTZMANN fiir einen mikroskopi-
schen Zustand hoherer Wahrscheinlichkeit. Dass diese Zustandsénderung mit einer
hoheren Unordnung einhergeht, ldsst sich aus nachstehendem Beispiel folgern. Da-
zu wird von einem idealen Gas ausgegangen, das sich in einem wérmeisolierten
Gefal innerhalb einer Kammer mit dem Volumen V; befindet. Die Temperatur sei
T und die Anzahl der Gasmolekiile N, vgl. Abb. 3.56a. Die benachbarte Kammer
sei leer, ein Vakuum.

Wird die Trennwand entfernt, breiten sich die Gasmolekiile im ganzen Volumen
(V>) gleichformig aus (Teilabbildung b). Der Vorgang wird und kann sich nicht
selbsttitig riickentwickeln, das ist einsichtig, etwa in der Weise, dass sich alle Teil-
chen wieder im Volumenbereich V) einfinden. Insofern handelt es sich um einen
irreversiblen Prozess. — Die Anzahl der Teilchen schwankt in den verschiedenen
Bereichen des Volumen V, wegen des zufilligen Stogeschehens. Im Mittel stellt
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sich eine gleichfoérmige Verteilung der Teilchen ein. — Wihrend der Entfernung
der Trennwand wurde dem isolierten Behilter von aulen weder Wirme zugefiihrt
noch wurde welche entzogen, das bedeutet, in dem vergroferten Gasraum bleibt
die anfingliche Temperatur unverdndert, 7 = T, = T'.

Wird im thermischen Gasgesetz der Gasdruck p freigestellt, folgt:

N-k-T

.V=N-k-T = ,
V4 - P v

p=pl)

Das bedeutet: Da der Zihler (N - k - T') nach Entfernung der Trennwand konstant
bleibt, muss der Druck, wegen der Vergro3erung des Volumens (V, > V), sinken
(p2 < p1). — Da, wie ausgefiihrt, von aulen keine Wirme zugefiihrt noch abgezo-
gen wird, bleibt die Innere Energie der Gasteilchen konstant, anders formuliert:

Die Innere Energie erfihrt keine Anderung (dEin, = 0).

Die Wirme(-energie) verteilt sich gegeniiber dem urspriinglichen auf ein groferes
Volumen. Dabei erfihrt sie eine Anderung (4Q). Die Volumen- und Druckiinde-
rung geht mit mechanischer Arbeit der Teilchen einher: d W (Volumen 1 geht in
Volumen 2 iiber). Die Summe aus dQ und d W ist die Anderung der Inneren Ener-
gie (dEin). Einn bleibt konstant (Energieerhaltungsgesetz), sie dndert sich nicht:

dEp = dOQ +dW =0
V2

V2
N-k-T
—dw = — [ [cponyav = [ 2L gy

Vi

— dQ

V2
dv
N-k-T-/7:N.k.T.lnvwf:N.k.T.(anZ—lnvl)
Vi

— dQ:N-k-T-lnE
4
Nach dieser Vorbetrachtung wird verfolgt, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich
die N Gasmolekiile des Volumens V| anschlieBend in den beiden Volumina V;
und V, — V) verteilen, wobei hier als Beispiel V, = 2V unterstellt werde, d. h.
das Gesamtvolumen sei doppelt so grofl wie die beiden Einzelvolumina links und
rechts.
Abb. 3.57 zeigt der Reihe nach drei Fille: N = 1, N = 2bzw. N = 3. Im
Falle N = 1 besteht das Gas nur aus einem Molekiil (mit der Ziffer 1 benannt).
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Abb. 3.57

Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich nach Entfernung der Trennwand in V; authilt,
ist gleich 1/2 (Teilabbildung a):

~()-)

Im Fall N = 2 verteilen sich zwei Molekiile (mit den Ziffern 1 und 2 benannt) auf
die Volumina links und rechts. Die Wahrscheinlichkeiten hierfiir sind ungleich.
Die Wabhrscheinlichkeit, dass sich beide Molekiile in V; aufhalten, ist 1/4

(Teilabbildung b):
1 1\’
w = — = —
4 2

Im Falle N = 3 gilt fiir diesen Fall (alle drei Molekiile in V, Teilabbildung c):

()0
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Die Fille N = 4,5, ... erlauben nach Ausrechnung eine Verallgemeinerung fiir
N Teilchen:

g

Il
~—
N =
—
=

Bei einem Gas der Stoffmenge n = 1 mol ist die Anzahl der Teilchen gleich der
Avogadro-Konstanten: N = Ny = 6,022 - 10%3. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass sich im Falle N = N, alle Molekiile gleichzeitig im Volumen V) aufhalten,
ist einsichtiger Weise extrem gering, sie ist praktisch Null, indessen nicht ganz
Null, es konnte moglich sein.

Ist das Verhiltnis der Volumina Vi / V5 nicht 1 zu 2, sondern irgendwie beliebig,
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich N Teilchen (Molekiile) zufillig in V;
befinden, gleich:

Das ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das betrachtete Ereignis unter der Vor-
aussetzung, dass das Ereignis, wonach sich die {ibrigen Teilchen in V, befinden,
mit der Wahrscheinlichkeit w, eingetreten ist. Die Zunahme der Entropie fiir den
Fall, dass sich N Molekiile in V; befinden (S, gegeniiber S;), ist, ausgehend von
der obigen Definition der Entropie nach L. BOLTZMANN, demnach:

VAN
dS =8-S =k-lnw, —k -Inw, :k-lnwz—k-ln|:(—l) -w2i|

V2

v\N N
=k-lnwy,—k-In L —k-Inw, = —k -In L
V2 VZ

:—k-N-ln(E):k-N-ln(E)
Vs Vi

Die Verkniipfung mit der obigen Beziehung fiir dQ liefert das gesuchte Ergebnis:

Vs do do
dS=k-N-In|=)=k-N- ——— dsS = —
" (Vl) Nk-T T
Die Gleichwertigkeit der Entropiedefinitionen von R. CLAUSIUS und L. BOLTZ-
MANN ist damit fiir das Beispiel gezeigt. Sie gilt allgemein, auch fiir die Stoffzu-
stinde fliissig und fest. (Zur strengeren Herleitung vgl. das Fachschrifttum.)
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Abb. 3.58 Warmeisolierung akuum
m, T m, Tz
# Iy o
T1 > T2
Werden zwei Korper desselben Stoffes mit den Massen m; = m, = m und

mit den zunichst unterschiedlichen Temperaturen 77 und 73 in einem isolierten
geschlossenen System auf thermischen Kontakt zusammen gefiihrt, wobei 77 >
T, sein moge, stellt sich ein Wiarmestrom von 1 nach 2 ein (Abb. 3.58). Die
Temperaturen in den Korpern dndern sich um AT, bzw. AT,. Warmeabzug und
Wirmeaufnahme betragen nach Erreichen des thermischen Gleichgewichts:

AQ]Z—C'M‘ATl, AQQZC'M‘ATZ

c ist die Wirmekapazitit des Materials (Abschn. 3.3.3). Aus der Bedingung, dass
die abgezogene Wirmemenge gleich der zugefiihrten ist, ihre Summe also Null ist,

AQ1+ AQ, =0,
folgt nach Einsetzen der Ausdriicke fiir AQ| und AQ»:
ATy = AT, =AT =T, - T>.

Das bedeutet in diesem Falle: Die Anderung der Temperaturen ist dem Betrage
nach gleichgroB3. Die Entropien der Einzelprozesse betragen:
_ AQ c-m-AT

= 5 A S2
T, T

_AQy  c-m-AT

AS,
T, T,

Die Entropie des irreversiblen Gesamtprozesses des hier behandelten geschlosse-
nen Systems ist gleich der Summe der Entropien der Einzelprozesse:

1 1 T, — T,
AS = AS; +ASy = —com AT (2 - L) = —com.ar. 2210
T] Tz Tl'TZ

(N =T)-(T' —T) (Ty — T»)?

=c. AS =c-m-
c-m Tl‘Tz —> c-m TI'TZ
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Alle Terme im Zéhler und Nenner sind positiv, somit gilt:
AS >0

Die Entropie im Inneren des Korpers hat sich infolge eines vollstindigen Aus-
gleichs der Wirmebewegung der sich jetzt in einem vergrof3erten Raum befindli-
chen Molekiile erhoht und damit auch die Unordnung im System, was in direktem
Zusammenhang mit dem Wirmeiibergang vom kalten auf den warmen Korper
steht. Das ist die Aussage des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik.

Beispiel
Die Korper in Abb. 3.58 bestehen aus Aluminium, jeder mit der Masse m = 1kg. Die an-
fanglichen Temperaturen in den Korpern mogen vor dem Beginn des thermischen Kontaktes
betragen:
¥ =100°C — T; =373K bzw. ¥, =0°C — T, =273K
g Tl - TQ = 100K
Hierfiir liefert die Rechnung nach der vorstehenden Formel fiir AS (wegen ¢ vgl. Abb. 3.25):
(373 — 273)?
373-273

Die Anderung der Entropie ist positiv, das bedeutet: Die Entropie ist durch den thermischen
Korperkontakt angestiegen. Die Unordnung im System ist angewachsen.

AS =897-1,0- = 88,09J/K > 0

Die Bedeutung des Entropiebegriffs ist vielfiltig. Einige Aspekte werden hierzu
im folgenden Abschnitt erortert.

3.4.6 Erganzungen und Beispiele zum Entropiesatz

1. Der Satz: ,In der Mechanik treten nur reversible Vorginge (Prozesse) auf®,
wiirde in dieser Form nur zutreffen, wenn die Vorgénge reibungsfrei und ideal-
elastisch ablaufen: Die Bewegung eines in einem Kugellager aufgehingten
Pendels wird selbst in einem Vakuum irgendwann zur Ruhe kommen, weil es
kein reibungsfreies Kugellager gibt. — Fillt eine gehirtete Stahlkugel in einem
Vakuum auf eine gehirtete Stahlplatte, wird sie beim Riicksprung die Aus-
gangshohe nicht erreichen, weil beim Aufschlag infolge geringer lokaler plas-
tischer Stauchungen etwas minimale Energie ,verloren‘ gegangen ist. In den
beiden Beispielen entsteht etwas Wirme. Die Vorgidnge sind bei strenger Be-
trachtung demnach irreversibel. Vielfach, eigentlich meistens, ist es erlaubt und
angebracht, einen reversiblen Vorgang zu unterstellen, um eine zwar genéherte,
gleichwohl ausreichend genaue und praktische Losung fiir ein physikalisches
Problem zu finden.
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2. Wihrend man Begriffe wie Energie, Temperatur, Druck, Volumen mit einer
Anschauung verbinden kann, ist das beim Begriff Entropie nicht oder nur be-
dingt der Fall. Dabei ist der Begriff in der Thermodynamik ein iiberaus wich-
tiger. Er spielt auch bei chemischen Reaktionen, bei evolutionédren biologi-
schen Prozessen, zur Kennzeichnung eines kologischen Gleichgewichts (The-
ma Rohstoff/Umwelt), bei der Untersuchung 6konomischer Abldufe (Thema
Angebot/Nachfrage), in der Informationstheorie und in weiteren Bereichen der
Naturwissenschaften eine wichtige Rolle. — Man denke an eine Kohlelagerstit-
te. In dieser ist sehr viel chemische Energie in einem vergleichsweise kleinen
Volumen gespeichert, es handelt sich um eine ortliche Energiekonzentration
hochster Ordnung. Schon beim Abbau und der Forderung wird sie verringert,
Entropie wird erzeugt. Wird die Kohle verbrannt, wird der Zustand hochst-
moglicher Entropie in Form von Asche, Luftpartikel und Verbrennungsgasen
erreicht. Der Vorgang ist absolut unumkehrbar, also irreversibel. Das ist eine
Konsequenz des Entropiesatzes. Die sich einstmals angesammelte Energie ,ist
zwar nicht weg*, hat sich aber unwiederbringlich ins ,Nirgendwo* verfliichtigt.

3. Bei der Einfiihrung des Entropiebegriffs (1865) formulierte R. CLAUSIUS die
Sitze: Die Energie der Welt ist constant. Die Entropie der Welt strebt einem
Maximum zu. In der Konsequenz wiirde die vollstindige VergleichmiBigung
aller Vorginge im Weltall den Wirmetod im Kosmos bedeuten. Das wird heute
anders gesehen. Der Entropiesatz gilt namlich nur fiir geschlossene Systeme,
ein solches ist das Weltall nicht.

4. Eine groflere Allgemeinheit erreicht man in der Thermodynamik, wenn man
von der von J.W. GIBBS (1839-1903) vorgeschlagenen Fundamentalform fiir
die Innere Energie

n
dEinn:Xl‘le+X2~dY2+...+Xn-dYn:ZX,-~dY,-
1

ausgeht (hier in vereinfachter Notierung). Hierin steht X; fiir eine sogen. inten-
sive Grofle (Druck, Temperatur) und Y; fiir eine sogen. extensive Grofie (Volu-
men, Teilchenanzahl). Intensive GréBen sind solche, die bei der Verkopplung
von Systemen (z. B. bei thermischem Kontakt und nach einer gewissen Dauer)
denselben Wert annehmen (z. B. Druckausgleich, Temperaturausgleich). Inten-
sive GroBen sind solche, die im Gesamtsystem als Summe eingehen (z. B. zwei
Volumina vereinigen sich zu einem Volumen). Die Entropie ist eine extensive
GroBe. Hiervon ausgehend kann die innere Energie und damit die Entropie zu

dEw =T -dS—p-dV
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definiert werden. Der zweite Term ist die mechanische Energie, die beispiels-
weise am Kolben eines Zylinders verrichtet wird. Die Produktterme haben die
Einheit einer Energie, wie es sein muss.

5. Handelt es sich um einen Prozess mit einem idealen Gas ohne Warmeaustausch
nach aufien und innen, bleibt die Innere Energie im System unveridndert. Aus
der vorstehenden Gleichung kann fiir die Entropie gefolgert werden:

VEnde
dEmn=T.dS—n-R.T.d7V 0 - AS=n-R- / d7V

VAnfang

Hierin ist das thermische Gasgesetz p = n - R - T/ V eingearbeitet. Die Inte-
gration ergibt

VEnde

AS =n-R-[InVgrge —InVppgang] — AS=n-R-In
Anfang

6. Mit der vorstehenden Formel werde ein Diffusionsprozess behandelt, wie in
Abb. 3.59 veranschaulicht: In einer wirmeisolierten Doppelkammer mit den
ungleichen Volumina V; und V, befinden sich zwei unterschiedliche Gase 1
und 2. Deren Stoffmengen seien n; und n,. Nach Entfernen der Trennwand
vermischen sich die Gase zu einem neuen System mit dem Volumen V| + V5,
wobei sich Druck (p) und Temperatur (7") ausgleichen. Es mogen die Vor-
aussetzungen von Pkt. 5 gelten. Je fiir sich gilt fiir Gas 1 und Gas 2 vor der

Abb. 3.59 a Gas1:Vin Gas2:Vznm
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Vereinigung:
Vi + V. Vi+ V.
Gas1: AS;=n;-R-In (S 2, Gas 2: AS; :nz-R-lng
V] VZ
Nach der Vereinigung gilt im neuen System:
Vi+V; i +V;
AS:AS1+AS2:R-(n1-ln A ERH M 2)
1 2

Im Falle V| = V, und n; = n, ergibt sich beispielsweise:
AS=R-n-(In24+In2)=R-n-2-0693~14-R-n>0.
Betrigt die Stoffmenge der Gase jeweils 1 mol, folgt fiir AS als Zahlenwert:
AS =1,4-8314-1=16,64]/K

Ohne irgendeine Einflussnahme oder Wechselwirkung wird bei dem Diffusi-
onsvorgang Entropie, quasi aus dem Nichts, erzeugt. Nach der Diffusion der
Gase ineinander, sind sie vermischt in einem Zustand hoherer Unordnung, es
hat sich ein Entropiezuwachs (AS > 0) eingestellt; vgl. hier Bd. IV, Ab-
schn. 2.2.6, 13. Erg. —

Die Entropie umfasst, genau betrachtet, einen weiten Bereich in den Naturwissen-
schaften, in [8] wird der Begriff auf elementarer Grundlage dargestellt.

3.4.7 Warme- und Verbrennungskraftmaschinen

In Abschn. 1.14.1 sind Zahlenwerte fiir Wirkungsgrade n einzelner Komponenten
und solcher ganzer Anlagen bzw. Kraftwerke angegeben. Es fillt auf, dass der
Wirkungsgrad von Wasserkraftwerken den Wert 0,9 erreicht und somit sehr hoch
liegt: Modernste Wasserkraftwerke erreichen 0,95 (ehemalige Wasserridder 0,75).
Die Wirkungsgrade von Dampf- und Verbrennungsmotoren als Einzelkompo-
nenten und die von Kohle-, Gas- und Kernkraftwerken als Ganzes, liegen dagegen
deutlich niedriger. Grund hierfiir ist der vergleichsweise niedrige thermodynami-
sche Wirkungsgrad, wie er in Abschn. 3.4.4 abgeschitzt wurde. Er beruht letztlich
auf den bei allen Wirmeprozessen unvermeidbaren Warmeverlusten. Diesen Ver-
lusten iiberlagern sich weitere Verlustanteile aus Reibungen unterschiedlicher Art.



34 Thermodynamische Prozesse 447
Theoretische Kreisprozesse idealer Gase
a
Pty camot o 2 solger || 3ol
.
2 - 2 5
J [
h 5
3 1 1
' v S v S
2 3
p Otto T 3 3 Ericson T L
g 2 L
3 2
L
1 1 1 _
v i) v S
c
pd 72 3 Diesel T' 3 3 ool 1 , L
2 | 3/1
b I l/
L i 2 |
| 1
| 1
— - - - -~ $ -
v S v S

p. Druck, V: Volumen, T: Temperatur, S: Entropie  (Quelle: Dubbel, Abschn. D)

Abb. 3.60

Verluste sind auch mit Stromungsturbulenzen in Leitungen, mit Wirmeabstrah-
lung, mit der unvollstdndigen Verbrennung und dem prozessbedingten Energieauf-

wand fiir Pumpen, Kiihler, Warmetauscher, Filter usf. verbunden.

Es werden zwei Arten von Antriebsmaschinen/-motoren unterschieden:

o Wirmekraftmaschinen (WKM): Der Verbrennungsvorgang und damit das Re-
servoir der thermischen Energie liegen auB3erhalb des maschinellen Antriebsag-

gregats, z. B. Erhitzung von Wasser in einem Dampfkessel durch Verbrennung
von Kohle, Ol, Gas oder durch Kernspaltung in einem Reaktor.

e Verbrennungskraftmaschinen (VKW): Der Verbrennungsvorgang und das Wir-
mereservoir des thermischen Antriebs fallen zusammen, wie z. B. beim Otto-
oder Dieselmotor.

Grundlage fiir die Auslegung und Leistungsberechnung von Antriebsmaschinen al-
ler Art (auch von Kilteanlagen) ist die Technische Thermodynamik. In Abb. 3.60
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sind die p—V-und T —s-Diagramme der wichtigsten Kreisprozesse zusammenge-
stellt. Sie haben eher theoretische Bedeutung als Idealisierung realer technischer
Prozesse. ,Rechtsldufige® Prozesse kennzeichnen Antriebsanlagen, ,linksldufige
Prozesse Kiihlanlagen.

3.4.7.1 Kolbendampfmaschinen - Dampfturbinen

Die erste praktisch funktionierende Kolbendampfmaschine war eine Atmosphé-
rische Kolbenmaschine, sie erreichte nur n ~ 0,01. Sie wurde im Jahre 1712
von T. NEWCOMEN (1663-1729) fiir Zwecke des Bergbaues konstruiert. Dieser
Typ wurde 1769 von J. WATT (1736-1819) nach thermodynamischen Grund-
sdtzen verbessert, indem er einen separaten Kondensator anordnete und spiter
einen doppel wirkenden Zylinder mit einer Gestinge-Ventilsteuerung entwarf.
Auf ein groBes Schwungrad waren die Maschinen seinerzeit zur Erzielung eines
gleichformigen Laufes angewiesen. Es handelte sich um Niederdruckmaschinen
mit einem Wirkungsgrad  ~ 0,03. — R. TREVITHICK (1771-1833) baute 1801
die erste Hochdruckdampfmaschine. Sie kam auch in Lokomotiven zum Einsatz.
Damit begann in England das Eisenbahnzeitalter, in den USA 1830, in Deutsch-
land 1836. Die Dampftemperatur lag deutlich tiber 100 °C, es konnte mit htherem
Druck gefahren und auf einen Kondensator verzichtet werden, weil der Dampf
nicht mehr im Zylinder kondensierte. Nochmals spiter wurden sogen. Compound-
Maschinen mit zwei, drei und vier hintereinander geschalteten Zylindern mit
nochmals hoherem Druck und fiir Temperaturen zwischen 300 bis 600 °C gebaut.
SchlieBlich ging man zur HeiBdampferzeugung mit Flammrohriiberhitzern nach
der von W. SCHMIDT (1858-1924) im Jahre 1896 vorgeschlagenen Bauart iiber.
Neben Lokomotiven wurden Schiffe und Anlagen der Industrie und des Bergbaues
mit solchen Dampfmaschinen ausgestattet, auch dienten sie zum Antrieb elektri-
scher Generatoren. Der Wirkungsgrad konnte bei Einzylindermaschinen auf 0,3,
bei Mehrzylindermaschinen auf 0,4 und mehr angehoben werden.

Fiir heutige Wirmekraftanlagen kommen praktisch ausschlieflich Dampftur-
binen unterschiedlichen Typs zum Einsatz. Sie bestehen aus einer Welle mit meh-
reren hintereinander liegenden Leit- und Laufschaufeln, von einem kleineren zu
einem grofleren Durchmesser fortschreitend, dabei stufenweise dem Kessel- bzw.
dem Umgebungsdruck angepasst. Man spricht bei diesen vielstufigen Lauferturbi-
nen von Verbunddampfmaschinen. — Die ersten Dampfturbinen wurden von G.P.
de LAVAL (1845-1913) im Jahre 1883 und von C.A. PARSONS (1854-1931) im
Jahre 1884 entworfen und gebaut. Heute werden Turbinen bis zu einer Leistung
von 1600 MW gefertigt. Sie laufen i. Allg. mit 3000 U/min= 50Hz und treiben
einen Generator an. Die hohen Temperaturen und die extremen Fliehkrifte in den
Schaufeln setzten der Entwicklung zu noch hoherer Leistung Grenzen. —
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Abb. 3.61 Verdunstung
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Thermodynamisch bedingt geht am Ende des Wasser-Dampf-Prozesses im
Kondensator viel Energie als Abwérme ,verloren‘. Zur Kiihlung muss Fluss- oder
Seewasser zugefiihrt werden. Oder es wird ein Kiihlturm zwischengeschaltet.
Innerhalb des Turmes rieselt das heile Wasser iiber Geriiste ab. Durch die auf-
steigende Luft wird ein grofler Teil der Wiarme im Zuge der Verdunstung an die
Atmosphire abgegeben (Abb. 3.61). Bei einem 1000 MW Kraftwerk verdunsten
ca. 0,4 bis 0,6 m> Wasser pro Sekunde. Es sind dieses die (harmlosen) weillen
Wolken, die aus dem Kiihlturm heraus quellen.

Den hochsten Wirkungsgrad erreicht man bei voller Riickfiihrung des heillen
Wassers in den Fluss, aus dessen Zustrom das frische Kiihlwasser zunichst ent-
nommen wurde, also ohne Kiihlturm. Ein solches Vorgehen ist aus 6kologischen
Griinden nur selten vertretbar. — Moderne Dampfturbinenkraftwerke erreichen
einen Wirkungsgrad bis 0,45. Eine Steigerung gelingt im GuD-Kraftwerk (Gas-
und Dampfkraftwerk): Die Abgase der Gasturbine, bis 600 °C heil3, heizen einen
Dampferzeuger an, mit dessen Dampf parallel eine Dampfturbine angetrieben
wird, Wirkungsgrad der Gesamtanlage ca. 0,55 bis maximal 0,60.

Wo moglich und angebracht werden Kraftwerke mit Kraft-Warme-Kopplung
(KWK) betrieben. Hierbei wird neben der Erzeugung von Strom die Abwirme
iiber ein Fernwirmenetz fiir Heizzwecke benachbarter Siedlungen oder als Pro-
zesswirme, z. B. fiir die Chemische Industrie, genutzt. Fiir Kleinsiedlungen sind
Blockkraftwerke wirtschaftlich, einschlieBlich sogen. Minikraftwerke in Einfami-
lienhdusern. Als Gesamtwirkungsgrad werden Werte bis 0,90 erreicht. Hierbei
werden bei groBeren Kraftwerken je nach der Prioritit sogen. strom- und wirmege-
fiihrte Anlagen unterschieden. In dieser Form laufen viele Miillverbrennungsanla-
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gen. Der Heizwert von Mischmiill liegt zwischen 9 bis 11 MJ/kg. Fiir den Betrieb
und fiir die Rauchgasreinigung bedarf einer groen Menge an Eigenenergie. In der
Regel ist eine Zusatzbefeuerung erforderlich, vielfach mit Steinkohle nach deren
Mahlgang und Vorheizung. Wegen des Emissions- und Deponieaufwands ist die
Angabe eines Wirkungsgrades bei solchen Anlagen schwierig und eigentlich nicht
moglich. In Deutschland werden ca. 70 Miillverbrennungskraftwerke betrieben.

Kernkraftwerke werden als Siedewasserreaktoren mit einem oder als Druck-
wasserreaktoren mit zwei Kreisldufen gefahren, mit einem Primérkreislauf (fliissi-
ges Natrium oder Wasser) und einem Sekundirkreislauf (Wasser) und zwischen-
geschaltetem Wiarmetauscher. Wegen der hohen Temperatur- und Neutronenbean-
spruchung der Stihle werden die Anlagen aus Sicherheitsgriinden mit geringerer
Temperatur betrieben, was den relativ geringen Wirkungsgrad 0,30 bis 0,35 erklért
(vgl. Bd. IV, Abschn. 1.2.4.3).

3.4.7.2 Kolbenverbrennungsmotoren - Gasturbinen

Unter Verwendung von Leuchtgas konstruierte J.J.E. LENOIR (1822-1900) den
ersten Kolbenverbrennungsmotor. Das Kolben-Zylinder-Prinzip tibernahm er
von der Dampfmaschine. Hiermit baute er im Jahre 1860 den ersten fahrbaren
Wagen. Eine deutliche Verbesserung gelang N.A. OTTO (1832-1891). Das von
ihm erfundene Viertakt-Prinzip ermoglichte eine gleichméfBigere Verbrennung des
Gases, 1877 lieB er sich das Prinzip patentieren. W. MAYBACH (1846-1929)
fiihrte die Entwicklung weiter. Entscheidend fiir die Motorenentwicklung war die
Erfindung des Vergasers durch G.W. DAIMLER (1834-1900). Hierdurch konnte
das aus Erdol gewonnene Gasolin (Benzin) iiber die Ansaugluft in die Brennkam-
mer befordert werden (1883). Gemeinsam mit K. BENZ (1844-1929) baute er im
Jahre 1885 die erste Motordroschke.

Die von R. DIESEL (1858-1913) erdachte Selbstziindung durch hohe Kom-
pression des Treibstoffes unter Beibehaltung des Viertaktprinzips bedeutete einen
weiteren Fortschritt, weil statt Gasolin das leichter entziindliche Kerosin verwen-
det werden konnte, welches aus weniger stark fraktioniertem Erd6l gewonnen wird
und daher preiswerter ist.

Alles Weitere vollzog sich ziigig. Im Jahre 1903 liefen in den USA die ersten
Autos vom Band (Modell T, von H. FORD (1863-1947) eingefiihrt).

Die spitere Entwicklung hoch leistungsfihiger und gleichzeitig leichter Flug-
zeugmotoren erbrachte weitere bedeutende Fortschritte im Motorenbau.

Der von F. WANKEL (1902-1988) erfundene Drehkolbenmotor wurde bis zur
Produktionsreife entwickelt und eingesetzt. Der Motor konnte sich indessen wegen
diverser Dichtungs- und Verschleiprobleme gegeniiber dem Kolbenmotor nicht
durchsetzen.
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Der Verdichtungsgrad im Augenblick der Ziindung hat groen Einfluss auf den
Wirkungsgrad. Er ist zu

&= Vi
definiert. Wie in Abb. 3.62a beschrieben, ist V5 das Hubvolumen und Vi das Kom-
pressionsvolumen, jeweils im Totpunkt.

Sowohl Otto- wie Dieselmotoren arbeiten in vier Takten (Kolbenhiiben), wie in
Abb. 3.62b schematisch dargestellt. Die Takte werden in jedem Zylinder iiber das
Einlass- und Auslassventil mit Hilfe der Nockenwelle gesteuert.

Ottomotor Bei der Bewegung des Kolbens vom oberen Totpunkt aus wird Luft
und das vom Vergaser zerstiubte Benzin als Luft-Gas-Gemisch angesaugt (I).
Nach SchlieBung des Einlassventils wird das Gemisch wihrend des anschlieB3en-
den Kompressionshubs auf im Mittel 400 °C erhitzt (II). Im Hochpunkt (bzw. kurz
zuvor) wird es durch einen elektrischen Funken entziindet. Die Verbrennungs-
temperatur erreicht 2000 °C (bis 2500 °C), der Druck steigt im Mittel auf 40 bar
und mehr an. Wihrend des explosiven Verbrennungszeitraums verdndert sich das
Volumen des Verbrennungsraums praktisch nicht. Der Kolben wird durch den
Druck angetrieben: Die chemische Energie aus dem Verbrennungsvorgang wird
in mechanische Energie umgesetzt und dabei die translatorische Bewegung des
Kolbens iiber die Pleuelstange in eine rotatorische (III) tibersetzt. Nach Erreichen
des unteren Tiefpunktes wird das verbrannte Gas im Zuge des nachfolgenden Hubs
iiber das geoffnete Auslassventil ausgestolen (IV), die Abgastemperatur liegt in
Hohe von ca. 700 °C.
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Dieselmotor Gegen Ende des Verdichtungstaktes wird fliissiger Kraftstoff in die
angesaugte Luft eingespritzt, der Kraftstoff geht beim Verstiduben in Gas iiber. In-
folge des deutlich hoheren Verdichtungsdrucks (gegeniiber dem Verbrennungsvor-
gang im Ottomotor) mit etwa 14 bis 24 bar tritt bei ca. 750 °C eine Selbstziindung
ein. Die Verbrennungstemperatur erreicht ca. 2000 °C bei einem Druck von im
Mittel 70 bar. Wihrend der Verbrennung bleibt der Druck im Zuge der zeitlich do-
sierten Einspritzung nahezu konstant. Der weitere Ablauf entspricht jenem beim
Ottomotor. Die Abgastemperatur liegt in Hohe von ca. 600 bis 700 °C und somit
etwas niedriger als beim Ottomotor.

Die Abb. 3.63al/a2 zeigt die idealisierten p-V -Diagramme fiir beide Motor-
typen (vgl. mit Abb. 3.60). Auf der Basis dieser p-V -Verldufe konnen die zu-
gefiihrten und abgenommenen Energien berechnet bzw. abgeschitzt werden, was
selbstredend durch Versuche verfeinert werden muss. Der Einfluss der Verdichtung
geht in die Auslegung als wesentlicher Parameter ein, wie aus Abb. 3.63b hervor
geht.

Ca. 7% der eingesetzten Kraftstoffenergie geht bei beiden Motortypen durch
Reibung ,verloren‘, ca. 33 % durch Kiihlung und ca. 35 % bzw. 30 % durch Ab-
wirme. Das ergibt Wirkungsgrade ca. 0,25 beim Ottomotor und ca. 0,30 beim
Dieselmotor. Moderne Motoren erreichen hohere Werte: PKW und NKW 0,33
beim Ottomotor und 0,45 beim Dieselmotor. Die vom Motor abgesetzte Leistung
erfahrt durch Reibung im Antriebstrang nochmals eine Minderung um ca. 2 % und
durch die Réder (Reifen: Rollreibung und Walk) um weitere ca. 13 %, sodass der
Motorwirkungsgrad hierdurch um den Faktor 0,85 weiter reduziert wird.

In den in Kraftwerken installierten Gasturbinen wird die angesaugte Luft in
einem mehrstufigen Kompressor auf ca. 15 bar verdichtet. Die Temperatur steigt
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dabei auf 400 °C. In der anschliefenden Brennkammer wird der kontinuierlich
zugefiihrte Kraftstoff, beispielsweise Erdgas, verbrannt (Verbrennungstemperatur
etwa 1400 °C, auch hoher bis 1500°C, was dank spezieller nickelhaltiger Legie-
rungen fiir die Schaufeln moglich ist). Das ausstromende heile Gas treibt die
mehrstufigen Schaufeln der Antriebsstufe an und diese den angeschlossenen elek-
trischen Generator. Die Anzahl der Verdichtungsschaufeln isti. Allg. hoher als jene
der Antriebsschaufeln, z. B. 12 gegeniiber 5. — Ein Teil der Nutzleistung dient der
vorgeschalteten Luftkompression. Das Heiflgas entweicht iiber einen Abluftkamin
in die Atmosphire. In modernen Anlagen dient das Gas iiber einen Wiarmetau-
scher zum Antrieb einer zusitzlichen Dampfturbine (GuD-Kraftwerk). — In der
Anlage des Gas- und Dampfturbinen-Kraftwerks Irsching Block 4 nahe Ingolstadt
konnte der Wirkungsgrad dank der GuD-Technik auf 60,8 % gesteigert und die
Leistung der alleinigen Gasturbine mit 375 MW auf eine Gesamtleistung 578 MW
angehoben werden (Fa. Siemens). Damit wire die Stromversorgung einer Stadt
mit 3,4 Millionen Einwohnern moglich. Die Auf- und Abfahrzeiten der Turbine
betragen nur ca. eine halbe Stunde, ein bedeutender Vorteil solcher Kraftwerke:
Gaskraftwerke sind inzwischen vielfach unverzichtbar, um bei Ausfall regenerativ
gewonnenen Stroms (aus Wind oder/und Sonne) den Bedarf kurzfristig zu decken.
Solche Kraftwerke sind indessen seitens der Stromerzeuger nur bedingt kosten-
deckend zu errichten und zu betreiben, weil sie immer nur iiber kurze Zeiten im
Einsatz sind.

Die Strahltriebwerke des heutigen Flugwesens arbeiten als Turbinen nach
demselben Prinzip wie oben beschrieben. Sie erzeugen den Schub bei Start und
Flug vermoge der mit hoher Geschwindigkeit austretenden Verbrennungsgase und
-partikel nach dem RiickstoBprinzip:

Vorderseitig liegt ein Ventilator (Gebldse, Fan), der einen Teil der angesaug-
ten Luft um die Turbine herum fiihrt. Dadurch werden die Schaufeln gekiihlt, der
Schub wird verstérkt. Der Wirkungsgrad liegt in der Gréenordnung 0,30 bis 0,40.
Abb. 3.64 zeigt einen Lingsschnitt durch ein solches Triebwerk. — Das Konzept
des Strahltriebwerks stammt von F. WHITTLE (1907-1996), die Erfindung wurde
1930 patentiert. AnschlieBend war er mit der Entwicklung eines Fliegers befasst,
im Jahre 1941 flog sein erster Diisenjet. Unabhingig davon war es in Deutschland
H.J.P. v. OHAIN (1911-1998), der ab 1934 an der Umsetzung des Luftstrahltrieb-
prinzips theoretisch arbeitete. Er wurde spiter von E. HEINKEL (1888-1958)
unterstiitzt, am 27.08.1939 flog sein erstes Flugzeug, eine He 178, sie erreichte
600 km/h.

Im 2. Weltkrieg ging die Entwicklung auf die Messerschmidt-Werke iiber. Hier
wurde eine grofe Zahl solcher Flugturbinen gefertigt, von dem zweistrahligen
Jager Me 262 waren es 1433 Stiick, wovon bis Kriegende indessen nur 358 Ma-
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schinen abhoben, sie waren zu unausgereift und storanfillig. — Hatte die Turbine
der He 178 noch einen Durchmesser von 0,9 m und einen Schub von 4,5 kN, bringt
es heute das Rolls-Royce Triebwerk Trent XWB fiir den Airbus A380 mit einem
Durchmesser von 3,0 m auf 440 kN. — In der Jetztzeit sind ca. 90 % aller Flugzeuge
mit Strahltriebwerken ausgeriistet, dabei kommen inzwischen sehr unterschiedli-
che Systeme zum Einsatz. —

Die Motorenentwicklung in der Kraftwerkstechnik sowie im Land-, See- und
Luftverkehrswesen zéhlt zu den Kernkompetenzen des Maschinenbaus.

Die Raketentechnik, iiber die schon friiher viel nachgedacht worden war (Ab-
schn. 1.10.4), wurde in den dreiBiger Jahren des letzten Jahrhunderts in Deutsch-
land von W. v. BRAUN (1912-1977) und Mitarbeitern entwickelt, aus politischen
und militdrischen Motiven vom damaligen Regime gefordert. Im Jahre 1937 hatte
W. v. BRAUN iiber Fliissigkeitsraketen promoviert, 1942 gelang ihm der Start des
ersten Aggregats. Von den sogen. V2-Raketen (Vergeltungswaffe 2) wurden am
Ende des II. Weltkrieges 3200 Stiick gebaut und verschossen. Nach dem Krieg ent-
wickelte W. v. BRAUN fiir das US-Militiar Kurzstrecken-Raketen. Am 20.07.1969
beforderte die unter seiner Leitung von der amerikanischen Raumfahrtbehorde ge-
baute 110 Meter hohe Saturn V-Rakete die ersten Astronauten zum Mond.

3.4.8 Kaltemaschinen - Warmepumpen
Die Kiihltechnik findet in vielen Bereichen Anwendung, im Haushalt (im Kiihl-

schrank bei etwa 0 °C), bei der Frisch-und Tiefkiihlung, im Lebensmittelgewerbe
(in Schlachthofen), im Getrinkehandel (in Brauereien), bei vielen Prozessen in
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der chem. Industrie, bei der Kiihlung von Wirmekraftmaschinen aller Art, bei der
Verfliissigung von Erdgas usf. Die Klimatechnik hat in sonnenreichen Léndern
die gleiche Bedeutung wie die Heiztechnik in winterkalten. Die bei der Kiihlung
,gewonnene® Wirme wird zweckmifig einer weiteren Nutzung zugefiihrt, bei-
spielsweise Beheizung eines Hallenbades durch einen benachbarten Eissportbe-
trieb, Warmwasserversorgung auf dem Bauernhof durch die bei der Milchkiihlung
anfallende Wirme. — Bei Temperaturen unterhalb etwa —150 °C spricht von Tief-
temperaturphysik oder Kryophysik, auch von Kryotechnik.

Mit Hilfe von Wirmepumpen kann Wirme ,gefordert’ werden, z. B. aus dem
Erdreich, aus dem Grundwasser, aus Seen oder aus der Luft.

3.4.8.1 Kompressions-Kaltemaschine

Die Kiltetechnik beruht auf den Temperatur- und Druckverldufen eines hierfiir ge-
eigneten speziellen Kiltemittels beim wechselnden Ubergang gasformig — fliissig
und fliissig — gasformig: Wird ein Gas bis zum Erreichen der Fliissigkeitspha-
se zusammengepresst (komprimiert), liegen die Stoffmolekiile dicht gepackt, ihre
Geschwindigkeit ist hoch, die Fliissigkeit erwdrmt sich. Die aufgewandte Kom-
pressionsenergie setzt sich in Warme um. — Extrahiert dagegen eine Fliissigkeit zu
Gas, lauft der Prozess umgekehrt ab: Im Gas nimmt die Dichte der Molekiile ab,
ebenso ihre Geschwindigkeit, die Temperatur im Gas sinkt. Liegt die Temperatur
im Gas niedriger als in ihrer Umgebung (z. B. im Kiihlraum), tritt Wéarme aus die-
ser Umgebung auf das Gas iiber, die Umgebung kiihlt sich dabei ab. Das geschieht
selbsttitig gemill dem 2. Satz der Wirmelehre.

Es gibt eine Reihe von Stoffen, die unter Normaldruck bei relativ tiefen Tem-
peraturen sieden — verdampfen. Die Verdampfungswirme wird der Umgebungs-
luft entzogen, die Luft kiihlt sich dabei ab und das solange, bis der Stoff restlos
verdampft ist, also vom fliissigen in den gasformigen Zustand iibergegangen ist.
Verlegt man diesen Vorgang in ein geschlossenes Rohrsystem, wie in Abb. 3.65
skizziert, ldsst sich eine Kéltemaschine bauen: Unter normalem Druck (ggf. unter
leichtem Unterdruck) verdampft das fliissige Kiltemittel. Das Kéltemittel entzieht
dem Kiihlraum bzw. dem Kiihlgut die fiir die Verdampfung notwendige Wirme
iiber die Wandung des Rohres, in welchem es stromt. Um eine grofle Rohroberfli-
che zu erhalten, wird das Rohr meanderférmig gefiihrt. Man nennt diesen Bereich
der Anlage den Verdampfer (rechts im Bild). Das gasformige Mittel wird vom
Kompressor angesaugt und auf hohen Druck verdichtet, dabei wird es heifl: Die
elektrische Antriebsenergie des Kompressors wird in Wirme umgesetzt. Das Rohr
verlduft nunmehr aulerhalb des Kiihlraumes, wiederum in Schleifen. Fallweise
sorgt ein Ventilator (oder ein Wasserbad) fiir einen beschleunigten Ubergang der
Wiirme iiber die Rohrwandung an die Auflenluft. Als Folge der Abkiihlung geht
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Abb. 3.65

das Kiltemittel im Rohr wieder in die Fliissigkeitsphase iiber, es kondensiert. Man
nennt diesen Bereich der Anlage daher Verfliissiger oder Kondensator (links im
Bild). An einem Drosselventil sinkt der Druck im Kiltemittel wieder auf das Nor-
malniveau ab, es tritt eine sprunghafte Entspannung und damit eine Abkiihlung ein.
In dieser Form gelangt das Kéltemittel in den Kiihlraum, wo es weiter expandiert
und dabei den Raum iiber die Rohrwandung kiihlt, indem es Kiihlraum Wirme
entzieht. Damit ist der Kreislauf geschlossen. Der Kompressor treibt das Kilte-
mittel als Pumpe durch das Rohrsystem, vom kilteren zum wirmeren Reservoir,
also entgegen dem natiirlichen Gefille. Hierzu bedarf es Energie. Es wird umso
mehr Antriebsenergie ,verbraucht’, je tiefer die Temperatur im Kiihlraum gesenkt
werden soll. Der Fluss des Kiltemittels wird von einer im Kiihlsystem integrierten
Regelung unter Einschaltung eines einstellbaren Thermostaten gesteuert.

Neben der beschriebenen gibt es die sogen. Absorptions-Kéltemaschine. Sie
wird bevorzugt in der Klimatechnik eingesetzt; sie arbeitet neben einem Kéltemit-
tel zusétzlich mit einem Absorptionsmittel und das in zwei Kreisldufen.

In groBeren landwirtschaftlichen Betrieben wird mit der aus der gemolkenen
Kuhmilch bei deren Kiihlung gewonnenen Wirme Brauchwasser erwirmt.

Als Kiltemittel kommen leichtsiedende Stoffe mit grofler spezifischer Ver-
dampfungswidrme in Frage, wie Ammoniak, Kohlenstoffdioxyd, Wasser, auch
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Propan und Butan, sowie unterschiedliche nicht-halogenierte Kohlenwasserstoffe.
Der Einsatz der ehemals gebrduchlichen halogenierten Kohlenwasserstoffe (Fluor-
chlorkohlenwasserstoffe, FCKW), die bei der Entsorgung einer Kiltemaschine frei
gesetzt werden, diirfen wegen ihres ozonschéidigenden und treibhausfordernden
Einflusses nicht mehr verwendet werden.

In der Kryotechnik finden Sauerstoff (90,2 K), Stickstoff (77,2 K), Wasserstoff
(20,4 K) und Helium (4,2 K) Anwendung. In dieser Reihenfolge konnten die Sie-
detemperaturen (in Klammern) experimentell bestimmt werden, die letztgenannte
Temperatur konnte im Jahre 1908 H. KAMERLINGH-ONNES (1853-1926, No-
belpreis 1913) erreichen. Er erhielt den Preis auch fiir die Entdeckung der Supra-
leitung. Der absolute Nullpunkt 7 = 0K = —273,15°C kann im Versuch nicht
realisiert werden. Inzwischen wurde eine Temperatur erreicht, die nur 1079 K iiber
T = 0K liegt.

3.4.8.2 Warmepumpe

Nach dem gleichen Prinzip wie oben beschrieben, kann mit Hilfe einer Warme-
pumpe aus dem Boden im Umfeld eines Hauses, Wirme ,gewonnen‘ werden, um
das Haus zu heizen und warmes Wasser aufzubereiten. Dazu bedarf es elektrischer
Energie. Sie muss zunichst in einem Wirmekraftwerk gewonnen werden. Kommt
der Strom aus einer Solar- oder Windkraftanlage, ist das Verfahren als klimaneu-
tral einzustufen, ob es wirtschaftlich ist, muss im Einzelfall gepriift werden. Die
Investitionskosten sind betréchtlich.

Wirmequelle ist der Boden oder das Grundwasser. Hier liegt der eingeerde-
te Verdampfer in Form eines schleifenformigen Rohrsystems. Der Verdichter, die
Wirmepumpe, treibt das Kiltemittel in die Innenrdume des Hauses, wo es die
Wirme im Kondensator abgibt. Uber ein Expansionsventil wird der hohe Druck
im Kiihlmittel abgebaut und der ,Wirmetriger* wieder fliissig (im Ubrigen, wie
oben).

Der theoretische Wirkungsgrad berechnet sich (als linksdrehender Carnot-
Prozess gedeutet) zu:

Ntheo = (Th - Tu)/Th

Ty, ist die (hohe) Temperatur des Warmetrigers im Haus, 7, die (untere) Tempe-
ratur an der Wirmequelle. Im Falle 7, = 313,15K (40°C) und 7, = 283,15K
(10 °C) findet man:

Nieo = 30K/313,15K = 0,0958 = 9,58 %.
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Der Kehrwert ist die sogen. max. Leistungszahl. Sie wird mit COP,,,,, abgekiirzt.
Sie betrdgt hier COP,.x = 10,4. Real liegt die Leistungszahl COP = Q;/W,
also die abgegebene Wirme im Verhiltnis zur eingesetzten Energie, im Bereich 3
bis 5. — Vorstehende Abschitzung kann auch fiir Kédltemaschinen verwandt werden.

3.5 Energieversorgung
3.5.1 Einfiihrung

Um das erreichte zivilisatorische Niveau und die politische Stabilitdt der menschli-
chen Gesellschaft sicher zu stellen, muss ihre Versorgung mit ausreichend Energie
auch kiinftig gewihrleistet sein. Wie und ob das gelingt, wird auf allen Ebenen
diskutiert. Ziel ist eine ,Energiewende*: Ersatz der absehbar versiegenden fossilen
Energietriger durch regenerative. Das Ziel geht mit der Absicht einher, den mit der
fossilen Energienutzung verbundenen CO,-Ausstofl weitgehend auf null zu redu-
zieren. Der Transformationsprozess ist voll angelaufen. Grenzen der Machbarkeit
werden indessen schon jetzt erkennbar: Das Abschopfen des planetarischen Ener-
giefundus und das Freisetzen von CO; nehmen weltweit unaufhérlich zu (2015),
eine durchgreifende Trendwende ist leider nicht in Sicht. Auch fiir die kommenden
Jahrzehnte wird von der Energiewirtschaft ein weiterer Anstieg des Energiebedarfs
prognostiziert. Insofern sind Zweifel am Erfolg einer nachhaltigen Energiewende
in absehbarer Zeit angebracht. — Die bisherigen Erfolge bei der Gewinnung ,Er-
neuerbarer Energien® verdecken zudem die Tatsache, dass es sich eigentlich nicht
um eine echte Energiewende handelt, allenfalls um eine ,Stromenergiewende*:
Die Stromenergie ist in Deutschland an der Primirenergie mit ca. 20 % beteiligt.
Wenn der Anteil aller ,Erneuerbaren‘ an der Stromgewinnung inzwischen 30 %
betrigt, liegt ihr Anteil an der Primérenergie nur bei:

0,30-20 = 6 %!

In vielen Lédndern liegt der Wert hoher, weil die vorhandene Kapazitit an Wasser-
kraft groBer ist, indessen hdufig nicht sehr viel und meist nur geringfiigig steiger-
bar. —

Der weitaus grofite Teil der abgeschopften Energie stammt nach wie vor aus
fossilen Quellen und , verpufft* irreversibel in den Haushalten (Heizung, Kiihlung,
Warmwasseraufbereitung), in Industrieanlagen aller Art und mit einem sehr hohen
Anteil im Land-, See- und Luftverkehr.
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Eine Steigerung der Energieeffizienz ist zwingend geboten. Die Einsparungen
sind im Einzelfall wichtig, werden indessen, global gesehen, durch den ,Ener-
giehunger® der wachsenden Erdbevolkerung und ihrem Streben nach hoherem
Lebensstandard aufgezehrt. Gleichwohl, Energieeffizienzsteigerung bedeutet Res-
sourcenschonung. Alle Anstrengungen in dieser Richtung (und Einsparungen, wo
immer moglich) sind angezeigt, zudem lohnen sie sich aus Kostengriinden.

Energiewirtschaft und -technik umfassen einen vielfiltigen Wissensraum, das
gilt insbesondere fiir die Erneuerbaren, ihre Technologie und Perspektive [9-19].
Auch zur Frage, ob die Energiewende gelingen kann, gibt es Meinungen [20-22].

3.5.2 Brennwert - Heizwert - CO,-Ausstofl

Nach ihrem Einfluss auf das Klima werden emissionshaltige und emissionsfreie
Energietriger unterschieden:

o Emissionshaltig sind alle fossilen Brennstoffe. Sie werden fest, fliissig oder
gasformig gewonnen. Bei ihrer Verbrennung wird Kohlendioxid CO, frei (ge-
nauer: Kohlenstoffdioxid). Die fossilen Brennstoffe sind, chemisch gesehen,
Kohlenwasserstoffe. Die Kohle-, Erdol- und Erdgaslager haben sich in friiher
Urzeit aus abgestorbenen Pflanzen und Tieren unter Luftabschluss gebildet.
Der in ihnen von der Sonne eingefangene und gespeicherte Energieinhalt ist
hoch. Sie lassen sich dank moderner Technik effizient fordern, transportieren,
aufbereiten, lagern und nutzen.

o Emissionsfrei ist die Nutzung der auf der Sonneneinstrahlung der Jetztzeit
beruhenden Energietriger: Der Wasserkreislauf beruht auf der eingestrahlten
Sonnenwirme; Wasserdampf steigt gegen die Erdanziehung in gréere Hohen
und gewinnt dadurch an potentieller Energie, nach Abregnen kann der Abfluss
des Wassers in Wasserkraftwerken in kinetische Energie umgesetzt und damit
zur Verstromung genutzt werden. Auch die Stromerzeugung durch Wind beruht
auf der Sonneneinstrahlung, ebenso die Wirmegewinnung in Solarkollekto-
ren und die Stromgewinnung in Anlagen der Photovoltaik. Die Nutzung von
Biomasse (Raps, Mais, Griinschnitt, Holz) zur Energiegewinnung wird als CO,-
neutral eingestuft, weil sich die CO,-Aufnahme bei der Photosynthese wéihrend
des Wuchses der Pflanzen und die CO,-Abgabe bei der Verbrennung gegen-
seitig aufheben. — CO,-frei ist auch die Energiegewinnung aus gespeicherter
Erdwirme, oberflichennah oder aus grof3er Tiefe (Geothermie).

Auch in Kernkraftwerken wird Stromenergie CO,-frei gewonnen. Dabei wird
nuklear gebundene Kernenergie durch Kernspaltung frei gesetzt.
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Bei der Verbrennung fossilen Materials verbinden sich die im Brennstoff enthalte-
nen Elemente chemisch mit dem Sauerstoff der Luft (O;), man spricht von Oxida-
tion. Sauerstoff ist zu 21 % in der Luft enthalten, Stickstoff (N,) zu 79 %. Hinzu
tritt eine sehr geringe Menge an Spurengasen.

In den fossilen Brennstoffen sind in erster Linie Kohlenstoff (C), Wasserstoff
(H) und Schwefel (S) an der exothermen Verbrennungsreaktion beteiligt. Der zeit-
liche Ablauf der Reaktion ist in Abb. 3.66 schematisch dargestellt: Die in den Aus-
gangsstoffen (den Edukten) gespeicherte chemische Bindungsenergie wird wih-
rend der Reaktion um einen gewissen Betrag frei gesetzt, um diesen Anteil liegt die
Energie in den Endstoffen (den Produkten) niedriger. Auch fiir chemische Reaktio-
nen gilt das Energieerhaltungsgesetz. In der Thermodynamik der Chemie werden
die Abldufe beschrieben (Bd. IV, Abschn. 2.2.5 und 2.3.5).

An einem einfachen Beispiel sei die Reaktion erldutert. Betrachtet werde die
(vollstindige) Verbrennung von Methan (CHy). Nach Ziindung verbrennt das Gas
an der Luft, es entsteht Kohlendioxid (CO,) und Wasser (H,O). Es werden zwei
Reaktionen (Reaktionsgleichungen) unterschieden:

1. CHs+20, — CO; + 2 (H,0), + frei gesetzte Energie (Heizwert, H;)
2. CH4 +20; — CO; + 2(H,0)f + frei gesetzte Energie (Brennwert, H,)

Im Falle 1 fillt das Wasser gasformig (g) als Wasserdampf an, die freigesetzte
Energie wird als Heizwert bezeichnet, kiihlt der Wasserdampf zu Wasser (f) ab,
liegt Fall 2 vor, beim Phaseniibergang ,gasformig — fliissig® wird Kondensati-
onswirme frei, die gewonnene Energie wird Brennwert genannt. Dem Betrage
nach gilt: Brennwert > Heizwert. Die Werte werden experimentell unter Nor-
malbedingungen bestimmt (Temperatur: 25 °C, Luftdruck: 1 atm = 1,0133 bar =
103.330Pa = 1033,3 hPa). —
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Brennstoff Heizwert H: Brennwert H, bi?éég:i:ﬁmc
Steinkohle B1 | [ 294 8L 30,4 03k 0,094
Koks 15 |2(m |2 15 |E[ 72 || 0L 0,16
Braunkohle (roh) 2’.?.__ = 97 |2 32 |2 ' N6 |2 036 0,095
Braunkohle (Brikett) | 5,4 193 58 | | 208 035 0,098
Heizél EL 101 36.4 106 36,2 0,30 0,083
Heizol S 10,6 383 n3 W07 027 |- [0076 |_
Benzol m1 |zl |s[ne (s w2 ||z |E[o060 [S
Benzin me |2[w0 =120 |23t |=[ 0 |F[oow |~

| Diesel 12,0 43,3 12,6 15,5 031 0,086
Biodiesel 10,3 371 n,2 | | L06 030 0,083
Erdgas L 89 [2[320 [, ] 97 [=[ 352 [.] 08 0,050

e £ £ £ 5
Erdgas H 10,4 gi?,ﬁ_ = | L %; L1,2 3 078 0,050
Stadigas L5 16,2 0 1> 18 08 0,050

Abb. 3.67

In der Chemie wird von den molaren Mengen der an der Reaktion beteiligten
Elemente ausgegangen. Bei der frei gesetzten Energie spricht man von Enthalpie.
Die Thematik gehort zur Chemie, sie wird in Bd. IV behandelt. Im vorliegenden
Rahmen geniigt eine sich auf die Menge 1 kg der beteiligten Stoffe beziehende
summarische Angabe. Beispiel: 1kg Kohlenstoft (C) verbindet sich bei der Oxi-
dation mit 2,664 kg Sauerstoff (O,) zu 3,664 kg Kohlendioxid (CO,), wobei die
Energie 32.763kJ = 32,76 MJ als Wirme frei gesetzt wird. Fiir den CO,-Ausstof3
bedeutet das zusammengefasst: Beim Gewinn von 32,76 MJ fallen 3,664 kg CO,
an, beim Gewinn von 1 MJ sind es 0,1118kg CO,, bei der Erzeugung von einer
kW h fallen 0,4022 kg CO, an!

Die Tabelle in Abb. 3.67 enthilt fiir einige Brennstoffe deren Heizwert und
Brennwert sowie die bei der vollstindigen Verbrennung anfallende CO,-Menge in
kg. Wie erkennbar, wird bei der Verbrennung von Erdgas nur halb so viel CO, pro
kWh bzw. MJ frei wie bei der Verbrennung fester Brennstoffe.

Anmerkungen

o Fossile Brennstoffe aus jiingerer erdgeschichtlicher Zeit, wie Braunkohle und Torf, und
insbesondere sehr junge, wie Holz und Stroh, enthalten von haus aus Wasser, frisches
Holz bis zu 50 %. Bei der Verbrennung geht das Wasser in hoch erhitzten Wasserdampf
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tiber, zu Lasten der bei der Verbrennung anfallenden Wirme. Fillt der Wassergehalt bei
Nadelholz nach liangerer Trocknung (zweckméBig in Form gespaltener Scheite) von 50 %
auf 10 %, steigt der Heizwert auf das 1,7-fache an. —

e In sogen. Brennwertkesseln wird die Kondensationswidrme des Wasserdampfs genutzt.
Die zusitzliche Energieausbeute liegt, abhidngig vom eingesetzten Brennstoff, in der Gro-
Benordnung von 10 % und hoher.

3.5.3 Primadrenergie - Sekundarenergie - Tertidarenergie

Die Energie, die vom Verbraucher auf der untersten Ebene (der tertidren) genutzt
wird, ist aus zwei voran gegangenen Wandlungen hervor gegangen. Hierbei geht
jeweils viel Energie ,verloren‘. Letztlich verfliichtigt sich auch am Ende der Ener-
giekette die Nutzenergie als Wirme in der Atmosphire (iiberwiegend in Verbin-
dung mit dem AusstoB} diverser Schadstoffe, wie Kohlenmonoxid und -dioxid so-
wie Stick- und Schwefeloxiden).

e Primirenergie ist definiert als jener Brennwert, den die anstehenden Stoffe
am Forderstandort beinhalten. Primdrenergietriager sind Steinkohle, Braunkoh-
le, Erdol, Erdgas, Uran. Sie ruhen in der Erdkruste und beinhalten die ehemals
eingefangene Sonnenenergie. (Eine in Brasilien fiir den Verbrauch in Deutsch-
land geforderte Steinkohle zdhlt zum Primérenergieverbrauch Deutschlands.)
Neben dieser mittelbar genutzten Sonnenenergie, zéhlt auch die unmittelbar ge-
nutzte in Form von Wasser-, Wind-, Solar- und Bioenergie zur Primérenergie.
Da diese Energie direkt zur Verfiigung steht, wie im Falle eingespeister Strom-
energie aus Wasserkraft, Windkraft oder Photovoltaik, wird sie, orientiert am
Wirkungsgrad ihrer Gewinnung, in dquivalente Primérenergie umgerechnet.

e Die Primirenergietriger aus fossilen Quellen miissen nach Forderung und
Transport weiter aufbereitet werden. Diese Umwandlung geht mit betrichtli-
chen Verlusten einher. Der anschlieBend bereitstehende Kraft- und Brennstoff
(Benzin, Heizol, Erdgas, Brikett, Brennholz) wird als Sekundér- oder End-
energie bezeichnet.

o Tertiiirenergie (auch Nutzenergie genannt) ist jene, welche
— Fahrzeuge des Land-, Schiffs- und Luftverkehrs mechanisch bewegt,

— Wohnungen erwirmt und in Kraftwerken Prozesswirme erzeugt und
— Elektromotoren antreibt, Elektroherde heizt und die Abstrahlung elektroma-
gnetischer Wellen bewirkt.

In Abb. 3.68 ist die Unterteilung in die drei Energieanteile zusammengefasst. Als
grober Anhalt gilt: Bei jeder Umwandlung geht etwa ein Drittel der urspriinglichen
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Energie ,verloren‘. Im Einzelnen sind die Anteile in Abhingigkeit vom Energie-
trager sehr verschieden, das kommt im unterschiedlichen Wirkungsgrad zum Aus-
druck. In Abschn. 1.14.1 sind pauschalierte Werte fiir Komponenten und Systeme
zusammengestellt, vgl. hierzu auch die Ausfiihrungen in Abschn. 1.14.2 (Energie
aus Wasserkraft), in Abschn. 2.4.2.5 (Energie aus Windkraft) und in Abschn. 3.4.7
(Energie aus Verbrennungsvorgéingen). In Abschn. 3.5.7.2 wird die Solarenergie
behandelt und in Bd. IV, Abschn. 2.4.1 die Batterie- und Akkumulator-Technik.
Die Energiemengen und ihre Groenordnung, mit denen man es in der Ener-
giewirtschaft und -technik zu tun hat, sind sehr unterschiedlich. Je nach Wirt-
schaftszweig wird mit Kilowattstunde, Steinkohleeinheit, Oleinheit oder Gasein-
heit gerechnet. — Im Folgenden werden die Energiewerte tiberwiegend in Joule
angegeben, bei der Stromenergie in Kilowattstunde bzw. in Vielfachen davon.

Hinweis
Es bedeuten Tera (T): 10'2, Peta (P): 10'%, Exa (E): 10'8.

Zu Fragen des Energieaufkommens und -verbrauchs und zu solchen des Um-
weltschutzes werden auf den Internetseiten amtlicher Stellen regelmifig Stellung-
nahmen und aktuelle Statistiken vertffentlicht. Die Quellen werden hier unter
[23-30] zusammengefasst. Die Berichte konnen vielfach kostenlos bezogen wer-
den.

3.5.4 Primarenergieaufkommen weltweit
Fiir die Zukunft der menschlichen Gesellschaft wird sehr entscheidend sein, wie

sich der weltweite Primérenergieverbrauch weiter entwickelt. Davon sind auch der
CO,-Ausstoss und damit das kiinftige Klima abhingig.
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Abb. 3.69

Abb. 3.69a zeigt, wie viel Primidrenergie im Zeitraum von 1990 bis 2012 welt-
weit gefordert bzw. verbraucht worden ist (inzwischen (2015) ist der Verbrauch
weiter auf 572 EJ gestiegen). Der Verbrauch im Zeitraum 1990 bis 2012 bedeutet
im Mittel einen Anstieg von (540 — 360) EJ/22 Jahre = 8,2 EJ/ Jahr! Die Steige-
rung geht vorrangig auf die bevolkerungsreichen Linder China und Indien zuriick.

Hinweis

Der in der Abbildung unterseitig schwarz angelegte Anteil kennzeichnet die in Deutschland
in Anspruch genommene Primérenergie. Im weltweiten MaBstab ist der Anteil gering, in der
Tendenz fillt er zudem leicht, vgl. den folgenden Abschnitt.

Beunruhigend ist der in Teilabbildung b wiedergegebene jihrliche Anstieg der
CO,-Emission. In dem betrachteten Zeitraum (in welchem mehrere Klimakonfe-
renzen stattfanden) wuchs der jdhrliche CO;-Ausstof3 kontinuierlich von 22.000
auf 34.000 Millionen Tonnen (M), bis 2015 auf 36.000 Mt! Die Ubereinstimmung
im Verlauf der in Abb. 3.69 beidseitig dargestellten Kurven ist augenfillig. Eine
Trendwende ist derzeit nicht in Sicht. Bei diesem Befund dringt sich die Frage
auf, wie die Zukunft aussehen wird. In Abschn. 3.5.8 wird die Frage erneut aufge-
griffen.

3.5.5 Primdrenergieaufkommen in Deutschland
Das ,Energieflussbild 2014° in Abb. 3.70 erlaubt wichtige Einsichten zur Herkunft

und zum Energieverbrauch in Deutschland. Die Gewinnung von Energie aus in-
landischen Ressourcen beruht im Wesentlichen auf Braunkohle und Erneuerbaren
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Abb. 3.70 Energieflussbild 2014 fiir Deutschland,
Energieangaben in Petajoule (PJ)
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Energien. Die heimische Forderung von Steinkohle wird in Kiirze génzlich ein-
gestellt. Der grofte Teil der Energie muss importiert werden (72 %). — Interessant
sind die Verbrauchsanteile, die auf die Industrie (29 %), die Verkehrsteilnehmer
(30,4 %), die Haushalte (25,6 %) und auf Gewerbe, Handel und Dienstleistungen
(15,0 %) entfallen; an diesen prozentualen Anteilen hat sich seit dem Jahr 2014
(von geringen Verschiebungen abgesehen) praktisch nichts gedndert, insbesondere
nichts am Anteil aus dem Verkehrsauftkommen, es steigt wieder leicht.

Aus Abb. 3.71 geht die in Deutschland im Zeitraum 1990 bis 2012 verbrauchte
Primiirenergie hervor. Der Verlauf kann dem Verlauf in Abb. 3.69a direkt ge-
geniiber gestellt werden. Man erkennt eine leichte Abnahme. Sie geht auf die
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Abb. 3.71 Primarenergieverbrauch in Deutschland in der Zeit Im Jahr 2015:

von 1990 bis 2012 (Summe im Jahre 2012:13 757 PJ) 13335 PJ
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in Deutschland erzielten Einsparungen und Effizienzsteigerungen zuriick. In dem
genannten Zeitraum ist der jdhrliche Verbrauch von ca. 14.200 auf 13.757PJ ge-
sunken, inzwischen (2015) auf 13.335PJ.

In Abb. 3.72 sind die einzelnen Verbrauchsanteile an der Primérenergie fiir das
Jahr 2015 einander gegeniibergestellt. Der wachsende Anteil der mit 12,6 % aus-
gewiesenen Erneuerbaren Energieanteile geht aus der Grafik hervor. Am gesamten
Primédraufkommen waren Wind-, Wasser- und Sonnenkraft wie folgt beteiligt:

e Windkraft mit 2,3 % (310PJ),
e Wasserkraft mit 0,5 % (70 PJ) und
e Solarthermie und Photovoltaik mit 1,2 % (166 PJ)

Den grofiten Beitrag zu den Erneuerbaren liefern die verschiedenen Formen von
Biomasse, iiberwiegend in Form von Holz und Holzabfillen (Pellets), gefolgt von
Biogas aus unterschiedlichen Quellen, auch Miill ist beteiligt.

Wird der Verbrauch noch weiter ausdifferenziert und nur der Stromverbrauch
betrachtet, und zwar der Bruttoverbrauch, ergeben sich die in Abb. 3.73 dargestell-
ten Anteile fiir das Jahr 2015, sie sind in Terawattstunden (TW h) ausgewiesen.
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Primarenergieverbrauch in Deutschland
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Aus der Grafik werden die bedeutenden Anteile am Stromaufkommen aus
Wind- und Wasserkraft sowie aus Photovoltaik und Biomasse deutlich.
Der 30 %ige Anteil der Erneuerbaren Energien bedeutet in Petajoule:

194TWh = 194-10°kWh = 194-10°-3,61-10°J = 706 - 10"° J = 706 PJ.

Bezogen auf den Primiranteil von 13.335 PJ sind das 5,3 %, aus Wind und Photo-
voltaik allein 3,3 %. Das ist viel zu wenig, um von einer Energiewende zu sprechen,
berechtigt wire der Begriff Stromenergiewende, vor allem, wenn der Ausbau der
Windenergie weiter so voranschreitet wie bisher.

3.5.6 Fossile Energietrager — Energiereserven - Ausblick

3.5.6.1 Vorbemerkungen

Ausgehend von einer zuverldssigen Schitzung der Vorkommen und unter Einrech-
nung der derzeitigen und kiinftigen Nutzung, ldsst sich jener Zeitrahmen prognos-
tizieren, in welchem die herkémmlichen Brennstoffe noch zur Verfiigung stehen
werden. Solche Schitzungen sind schwierig, zum einen werden immer wieder neue
Lagerstitten entdeckt (meist nur kleine), zum anderen lohnt sich zunehmend die
ErschlieBung solcher Funde, die mit einem aufwendigeren Abbau und hoéheren
Kosten verbunden ist, und das solange, wie der Verbraucher den ansteigenden Ab-
nahmepreis akzeptiert.

Bei der Einschétzung der vorhandenen und der Prognose der forderbaren fossi-
len Energievorrite wird zwischen Ressourcen und Reserven unterschieden. Erst-
genannte sind jene Energietriger, deren Vorkommen {iber die Reserven hinaus nur
vermutet und grob abgeschitzt werden kann und deren grofter Teil aus techni-
schen und kommerziellen Griinden (noch) nicht erreichbar ist. Bei den zweitge-
nannten Energietrigern, den Reserven, werden sichere und wahrscheinliche unter-
schieden. Als sichere Reserve bezeichnet man jene, die mit mindestens 90 %iger
Wahrscheinlichkeit (also praktisch sicher) unter wirtschaftlich und technisch ange-
messenen Bedingungen gefordert werden kann, als wahrscheinliche, die dariiber
hinaus unter vergleichbaren Bedingungen mit mindestens 50 %iger Wahrschein-
lichkeit forderbar sein wird. — Beim Erschliefen einer Lagerstitte wird eine soge-
nannte initiale (anfingliche, urspriingliche) Reserve, die als sicher gilt, prognosti-
ziert. Wird hiervon die bis zum Stichtag geforderte Menge subtrahiert, erhidlt man
die verbleibende (sichere) Reserve. —

Wird die Foérdermenge am Stichtag auf die verbleibende Reserve bezogen, also
ihr Quotient gebildet, erhilt man die statische Reichweite. Sie unterstellt, dass die
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momentane Forderrate, also die Fordermenge pro Zeiteinheit, durchgéngig auf-
recht erhalten bleibt. Das ist praktisch nicht moglich und unrealistisch, da die
Forderrate bei jeder versiegenden Forderstitte trotz gleichen Aufwands sinkt, es
kann bei gleicher technischer Intensitit tiglich weniger gewonnen werden. Auf der
anderen Seite gelingt es dank neuer technischer Innovationen ergiebiger und ziigi-
ger zu fordern. Unwigbarkeiten wirtschaftlicher und politischer Art treten hinzu.
Wird alles dies mit eingerechnet, kommt man zur dynamischen Reichweite. Se-
riose Abschitzungen gehen von der statischen Reichweite aus und beziehen sich
dabei auf die Primirenergie.

3.5.6.2 Fossile Energiereserven: Kohle, Erdol, Erdgas

Unter die fossilen Brennstoffe fallen Kohle (Stein- und Braunkohle), Erdol und
Erdgas. Sie werden aus der Erdkruste industriell gewonnen (das gilt auch fiir Uran-
erz; vgl. hierzu Bd. IV, Abschn. 1.2.4.4, 1. Erg.). Die Stoffe liegen in unterschiedli-
cher Form und chemischer Zusammensetzung vor. Bei den fossilen Stoffen sind es
Uberreste ehemaliger organischer Substanzen, die sich in langen Zeiten der Erd-
geschichte gebildet haben. AnschlieSend wurden sie von geologischen Schichten
aller Art iiberlagert und im Zuge der Kontinentaldrift und Gebirgsbildung ver-
frachtet, z. T. um die halbe Welt, wie die Vorkommen in Spitzbergen zeigen. —
Bei Kohle waren es Pflanzen, wie Moose, Farne, Striucher und Bdume, die sich
im damaligen tropischen Feuchtklima massenhaft vermehrten und sich am Ende
ihrer Existenz auf dem wassergesittigten Boden iibereinander tiirmten. Im Laufe
von Millionen von Jahren wuchsen die Schichten zu groBer Méchtigkeit an, um
spiter von anderen Gesteinen iiberlagert zu werden und sich dabei unter hohem
Druck zu einem mehr oder weniger festen Gestein zu verdichten. — Erdol und
Erdgas bildeten sich aus den Organismen toter Meerestiere und -pflanzen (Plank-
ton), die sich am Meeresboden absetzten, wobei das Material, vermengt mit Sand
und Ton, schichtenweise anwuchs. Aus dem organischen Gemenge bildete sich
mit Hilfe von anaeroben Bakterien unter Luftabschluss Ol. Dem so getrinkten
Sedimentgestein iiberlagerten sich spiter Gesteinsschichten unterschiedlicher Di-
cke. Mit zunehmender Uberfrachtung stiegen Temperatur und Druck, wodurch das
Ol ausgetrieben und in porose und kliiftige Speichergesteine gedriingt wurde, bis
es sich unterhalb undurchlidssigen Schichten, wie Ton und Salz, ansammelte. Aus
diesen Lagerstitten kann es heute, nach voran gegangener Aufschlusserkundung
(Prospektion) und Anbohren, abgepumpt werden. Zunichst tritt das Ol dank des
natiirlichen Lagerstittendrucks selbsttitig aus (bis ca. 15 % des Vorrats). Die wei-
tere Entolung erfordert die Injektion (das Fluten) von Wasser zur Druckerh6hung,
auch von Erdgas oder Kohlenstoffdioxid (Forderung bis ca. 40 % des Vorrats) und
schlieBlich das Einpressen von heilem Wasserdampf und von seifigen Tensiden
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und Polymeren, um die FlieBfdhigkeit zu verbessern. SchlieBlich konnen bis etwa
60 % des Vorrats gewonnen werden, 40 % verbleiben im Untergrund.

Bei der Entstehung des Erdols drang das aus dem Faulschlamm entwichene Gas
vermoge des hohen Tiefendrucks entweder in poriges Sedimentgestein ein oder
in geschichtetes Gestein, wie Schiefer. Aus dem Sedimentgestein kann es kon-
ventionell (bis zu 80 % des Vorrats) gefordert werden, aus den Schieferschichten
unkonventionell durch Fracking, vgl. unten.

Es versteht sich, dass Gewinnung und Aufbereitung der fossilen Rohstoffe zu
den kapitaltrichtigsten Hochtechnologien gehoren. Sie sind mit nicht unbetrichtli-
chen Sicherheitsrisiken unterschiedlichster Art behaftet, das gilt vorrangig fiir die
Off-shore-Forderung aus grofer Meerestiefe. Man denke schon heute an die Ri-
siken der geplanten Gewinnung von Erdol und Erdgas innerhalb des Polarkreises
aus dem Boden des arktischen Ozeans. Hier werden grof3e Ressourcen vermutet.

In den fossilen Stoffen dominieren die Elemente Kohlenstoff (C), Wasserstoff
(H), Sauerstoff (O), Stickstoff (N) und Schwefel (S). In Molekiilform spricht man
von Kohlenwasserstoffen; es sind bei Erdol wohl mehrere hundert unterschiedli-
che.

Neben der Erzeugung von Wirme durch Verbrennung dienen die Stoffe in der
chemischen Industrie als Basis fiir Produkte aller Art, wie z. B. Kunst- und Faser-
stoffe, Farbstoffe, Kunstdiinger, Medikamente (vgl. Bd. IV, Abschn. 2.5). — Bei der
Verbrennung entstehen neben Kohlenstoffdioxid (CO,) Kohlenstoffmonoxid (CO)
und Stickoxide (NO, ), sowie Feinstaub. Dieser kann in modernen Kraftwerksofen
und Motoren weitgehend abgefiltert werden. Wo es nicht geschieht, kommt es zu
verheerenden Feinstaubelastungen.

Bei der Verbrennung von Steinkohle und Braunkohle fillt, verglichen mit den
anderen fossilen Brennstoffen und bezogen auf deren Brennwert, die htchste CO,-
Menge an, bei der Verbrennung von Erdgas nur halb so viel, vgl. Abb. 3.67.

Um Strom zu erzeugen, sind weltweit iiber 2000 Kohlekraftwerke in Betrieb,
(wobei etwa 8 Gigatonnen CO, anfallen). Auch Deutschland bezieht nach wie vor
ca. 45 % seiner Stromenergie aus Kohle, worauf 40 % seines CO,-Auststofies zu-
riickgeht (2015). Nach Wegfall der Kernenergie werden die Werte weiter ansteigen.
25 neue Kohlekraftwerke sind hierzulande im Bau. Insofern besteht Bedarf an
einer Technik, mittels derer CO, klimaunschidlich deponiert werden kann. Das
gelingt mit dem CCS-Verfahren (Carbon Capture und Storage). Hierbei wird
das im Kraftwerk anfallende CO, abgespalten, unter hohem Druck verfliissigt,
abtransportiert (ggf. tiber eine Pipeline) und anschlieend in tiefe Schichten ver-
presst. Bei dieser grotechnischen Mafinahme wird ein Teil der gewonnenen Ener-
gie wieder ,verbraucht‘. Verschiedene Techniken zur CO,-Abscheidung sind in
der Erprobung. Fiir Nachriistungen geeignet wire eine der Verbrennung folgende
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Rauchgaswiische und fiir Neubauten das sogen. Oxyfuel-Verfahren, das der Ver-
brennung vorangeht. — Bei der Verfrachtung und Einlagerung des CO,-Gases wird
an ausgebeutete Lagerstitten gedacht, an tiefliegende pordse Sandsteinschichten
oder an sogen. saline Aquifere. In allen Fillen muss durch eine gasdichte Deck-
schicht gewihrleistet sein, dass das gespeicherte CO, nicht wieder nach oben in
die Atmosphire entweichen kann. Aquifere sind bis zu tausend Meter tief liegen-
de Sandstein-Formationen, die Salzwasser fiihren. In dieses Tiefwasser wird das
CO; eingepresst. Da geologische Bruchzonen in der Deckschicht nicht restlos aus-
zuschlieBen sind, wird ein Eindringen des CO; in oberflichennahes Trinkwasser
befiirchtet. Die CCS-Technik wird daher hierzulande als eine nicht wirklich si-
chere und nachhaltige CO,-Endlagerung angesehen und mehrheitlich (politisch)
abgelehnt. Das gilt auch fiir Pilotprojekte. Im Ausland wird an der Technik ge-
forscht; in ihr wird seitens des Weltklimarates (IPCC) die wirksamste Methode
gesehen, um den weiter ansteigenden CO,-Ausstol3 abzufangen und die Klimaziele
zu erreichen. In Norwegen wird das Gas in Schichten tief unter dem Meeresbo-
den deponiert. Hierzulande gibe es geeignete Staurdume in Niedersachsen und
Schleswig-Holstein, das Speicherpotential wird zu 18 bis 48 Gt CO, geschitzt,
es wiirde fiir 30 bis 70 Jahre zur Einlagerung reichen. — Zur Wirtschaftlichkeit
der CCS-Technik sei folgende Abschitzung betrachtet: Ausgehend von den Ta-
bellenwerten in Abb. 3.67 werden zur Gewinnung von 1 kW h Stromenergie eine
Menge von 1/8,4 = 0,119kg Steinkohle oder 1/3,2 = 0,313 kg Braunkohle bens-
tigt, letzteres ist der 2,63-fache Wert gegeniiber Steinkohle. In beiden Fillen wird
1/0,34 = 2,94kg CO, pro 1 kWh frei gesetzt. Modernste Kohlekraftwerke kon-
nen mit einem Wirkungsgrad n = 0,50 betrieben werden. Geht man von dem Wert
0,45 aus, fallen 2,84 /0,45 = 6,53 kg CO, bei der Abgabe einer Energie von 1 kWh
an das Stromnetz an, dazu bedarf es einer Menge von 0,119/0,45 = 0,264kg
Steinkohle oder 0,313/0,45 = 0,696 kg Braunkohle. Sinkt der Wirkungsgrad des
Kraftwerkes durch die CCS-Technik auf 0,35, liegt der CO,-Ausstoss um den Fak-
tor 0,45/0,35 &~ 1,3 nochmals hoher, ebenso der Kohlebedarf. Die Abschitzung
zeigt: Wegen des hohen Eigenenergiebedarfs ist das CCS-Verfahren nicht giinstig.

Kohle (Mineralkohle) wird in Abhingigkeit von ihrem Entkohlungsgrad in
Stein- und Braunkohle unterteilt. — Steinkohle liegt stets in grofer Tiefe und kann
daher nur im Untertagebau gefordert werden. Braunkohle liegt oberflichennah,
was eine Gewinnung im Tagebau ermoglicht. — Steinkohle ist mit einem C-Gehalt
von 75 bis 90 % vorrangig im Karbon und Perm entstanden, also i. M. vor ca. 300
Millionen Jahren. Braukohle ist deutlich jiinger und stammt aus dem Tertiér, sie
begann sich also vor ca. 60 Millionen Jahre vor heute und in den folgenden Zeiten
abzulagern. Der Wassergehalt der Braunkohle ist unterschiedlich, in alten Lagen
betrdgt er 10 bis 30 %, in jungen 45 bis 60 %. — Die Reserven und insbesondere
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die Ressourcen von Hart- und Weichkohle werden hoch eingeschiitzt, verglichen
mit den anderen fossilen Brennstoffen sind es die hochsten, vgl. Abschn. 3.5.6.3.

Im Jahre 1955 wurden in Deutschland von 560.000 Arbeitnehmern 150 Millio-
nen Tonnen (t) Steinkohle gefordert, fiinfzig Jahre spéter, im Jahre 2005, waren
es mit ca. 40.000 Beschiftigten noch 24 Mio. t. Im Jahre 2018 lauft die (sub-
ventionierte) Steinkohleforderung in Deutschland aus. Damit steigt die Import-
abhingigkeit weiter an: Im Jahre 2013 wurden 51 Mio. t Steinkohle importiert,
25 % aus Russland, 24 % aus den USA, 20 % aus Kolumbien. Die meiste Kohle
wird verstromt (ca. 75 %), der Rest wird iiberwiegend in der Stahlindustrie ein-
gesetzt. — Im weltweiten Malistab wird die meiste Braunkohle in Deutschland
abgebaut. Sie wird vollstindig verstromt. Auf diese heimische Energiequelle wird
Deutschland auch in Zukunft noch lange angewiesen sein, man schitzt, dass das
jahrliche Aufkommen von derzeit 150 Mio. t auf 170 Mio. t im Jahre 2030 an-
steigen wird. Die Reserven in Deutschland werden auf 40.500 Mio. t geschitzt,
das bedeutet bei vergleichbarer Forderung wie heute eine statische Reichweite von
250 Jahren. Der Flichenbedarf, verbunden mit Umsiedlungen der dort lebenden
Bevolkerung, ist grof3, die hinterlassene Landschaft bedart anschlieend einer um-
fassenden Renaturierung. Das grof3te Problem der Braunkohleverstromung liegt im
hohen CO,-Ausstoss. Dieser Umstand wird den forcierten Abbau moglicherweise
drosseln.

Das erste Erdol (auch als Mineral6l oder Rohol bezeichnet) wurde Mitte des 19.
Jahrhunderts gefordert. Seither ist die Forderung kontinuierlich gestiegen. Saudi-
Arabien, Russland, USA und Iran sind die Hauptfoérderldnder. In Kanada wird 01
aus Olsand gewonnen. Hierbei wird der auf der Oberfliche liegende Teersand von
Baggern abgeschabt und das Ol mit heiem Wasser ausgewaschen. Der Energiebe-
darf ist hoch. Der Abbau hinterldsst eine verwiistete Landschaft mit ausgedehnten
Olseen. Eine neuere Technik besteht im Einpressen von heiBem Wasser iiber ein
Rohrsystem in tiefere Lagen und Abpumpen des aus dem Sand gelosten Ols.

Mit dem weiteren Anwachsen der Weltwirtschaft (und Weltbevolkerung) wird
der Bedarf an Benzin, Diesel und Kerosin sowie von Schiffsschwerol weiter anstei-
gen. Weltweit steigt die Forderung (= Verbrauch) um ca. 2 % jéhrlich. Die sicheren
Weltreserven werden seitens der Erddlindustrie zu 175 - 10° Tonnen geschiitzt. Das
ergibt bei einem tiglichen Verbrauch von 12,2 - 10° = 0,0122 - 10° t eine statische
Reichweite von 40 Jahren:

175-10%/(365-0,0122 - 10°) = 175 -10°/4,45 - 10° = 40 Jahre

Andere Schitzungen sagen 50 Jahre voraus, wiederum andere 30, vgl. Ab-
schn. 3.5.6.3. Da die Forderrate mit zunehmender Ausbeute sinkt, wird der
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Zeitpunkt eines nicht mehr ausreichenden Angebots frither als die notierten
Schitzwerte einsetzen. Es gibt Meinungen, wonach zur Zeit bereits am Limit
(peak oil = Olmaximum) geférdert wird. Das wird sich in absehbarer Zeit in
einer Verknappung mit stetig steigenden Preisen auswirken, die Weltwirtschaft
wird schrumpfen, die politischen Folgen sind schwer vorherzusehen. Von allen
fossilen Brennstoffen wird Erdol mit Sicherheit als erster erschopft sein, gefolgt
von Erdgas. Die inzwischen gelungene Erdolférderung mittels Fracking (vgl. fol-
gend) verdeckt die reale Ressourcen-Situation und wird wegen des ungehemmt
verstirkten Verbrauchs das Ende des Erdol-Zeitalters eher beschleunigen (2015).

Die sichere Erdolreserve betrdgt in Deutschland ca. 31,5 - 10°t. Bei einer
jahrlichen Forderung von 2,6 - 10°t bedeutet das eine statische Reichweite von
31,5/2,6 = 12 Jahren. Bezogen auf die jihrliche Weltforderung mit 4,45 - 10% t ist
das ein Anteil von 2,6 - 106/4450 -10° = 0,0058 = 0,58 % = 5,8 %o. Der Ver-
brauch in Deutschland betriigt ca. 110 - 10°t im Jahr. Somit kann das Land seinen
Bedarf nur zu 2,6/110 = 0,0236 = 2,36 % aus eigenen Quellen decken, der Rest,
ca. 97 %, muss importiert werden! Im Falle, dass Fracking hierzulande genehmigt
wiirde, lie3e sich die Importabhingigkeit mindern, indessen nur in bescheidenem
Umfang.

Wie oben ausgefiihrt, entstand Erdgas unter dhnlichen Bedingungen wie Erd-
0l. Druckgetrieben wanderte es als fliichtiges Produkt nach seiner Entstehung
durch unterschiedlich durchlédssige (permeable) Schichten aus Sand-, Mergel-
oder Kalkstein hindurch, um sich schlielich in einem pordsen Speichergestein
unterhalb einer gasdichten Schicht anzureichern, man spricht von einer ,Erdgas-
falle® (Abb. 3.74a, linkerseits). Solche Lagerstitten liegen vielfach, wie bei Erdol,
mehrere tausend Meter tief und stehen unter hohem Druck (bis 400 bar). Das
Gas tritt nach Anbohren selbsttitig aus, spiter muss iiber eine parallele Injek-
tionsbohrung ,gefract’ werden (s.u.). Man nennt diese Forderung aus pordsen
Sandsteinschichten ,konventionelles Fracking‘. Es gelingt eine Forderung bis
zu 50 % des Vorkommens. Daneben wird Gas inzwischen aus solchen Speicher-
gesteinen gewonnen, aus denen es ehemals wegen der Gesteinsdichtigkeit nicht
migrieren konnte, das bedeutet, es befindet sich nach wie vor im ,Muttergestein‘.
In diesem Falle muss von Anfang an gefract werden, beim Produkt spricht man
von Tight Gas, vgl. unten und Abb. 3.74, rechterseits.

Nach Gewinnung und Aufbereitung wird das konventionell gewonnene Gas in
Pipelines (Rohrleitungen) unter Druck zum Verbraucher transportiert. Es dient als
Heizgas in Wohnungen (in Deutschland zu ca. 50 %) und als Brenngas in Kraft-
werken zur Strom- und Wirmegewinnung.

Als chemischer Bestandteil dominiert in Erdgas Methan, gefolgt von Propan,
Butan, Ethan u.a. — Neben dem Transport in einer Leitung wird Gas auch als
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Abb. 3.74

Fliissiggas befordert: LPG (Liquefied Petroleum Gas, es ist bei Raumtemperatur
und geringem Druck fliissig) und LNG (Liquefied Natural Gas, es ist im verdich-
teten Zustand bei —162 °C fliissig). — Bei der Verbrennung von Fliissiggas fillt
vergleichsweise weniger CO, an, auch weniger an Schadstoffen wie Schwefeloxi-
de und RuBpartikel. Fliissiggas dient im privaten Bereich als Heiz- oder Kochgas,
in der Industrie als Brenngas und in Kraftfahrzeugen mit Ottomotor als Autogas
(Treibgas). Das Gas kann auf See, auf der Schiene und auf der Strafe in Tanks
befordert werden.

Neben der konventionellen hat das unkonventionelle Fracking von Gas an Be-
deutung gewonnen (Abb. 3.74, rechterseits). Die Art der Forderung ist moglich
geworden, nachdem es gelungen ist, bei der Bohrung den Bohrstrang abgewinkelt
in Richtung der gasfiihrenden Gesteinsschicht voran zu treiben. Schiefer ist solch
ein gashaltiges Gestein, auch Kohlefl6ze sind in dem Zusammenhang zu nennen.
Nach Abschluss des Vortriebs, wird das Rohr durch eine Sprengung mittels ei-
ner Hohlraumladung durchl6chert und von oben ein Fluid (Frac, Fracfluid) aus
Wasser, chemischen Zusitzen und feinem Quarzsand unter hohem Druck (400 bar)
eingepresst. Infolge des Drucks erzeugt das Gemisch im Umfeld des Rohres Ris-
se im Hartgestein. Der eindringende feine Sand hilt die entstehenden Risse offen.
Die chemischen Bestandteile des Fracs steigern die Loslichkeit und FlieBfahigkeit:
Das gefangene Gas kann entweichen; man nennt es auch Schiefer- oder Shale-Gas.
Das Verfahren heifit ausfiihrlich Hydraulic Fracturing (Hydraulische Risserzeu-
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gung, abgekiirzt Fracking). An- und Abtransport sowie Wiederaufbereitung des
Fracfluids erfordern eine aufwendige Ausriistung vor Ort, das gilt auch fiir Aufbe-
reitung und Abtransport des Gases. Die Erfahrung zeigt, dass das Vorkommen in
der jeweiligen Gesteinsschicht als Folge ihrer durchgéngigen ErschlieBung relativ
schnell abgeschopft ist.

Das in das Bohrloch eingefiihrte Stahlrohr wird gegeniiber dem Gestein mit
einer Zement-Ummantelung versehen (das entspricht der Versiegelung wie bei
jedem konventionellen Ol- und Gasforderrohr auch). Da dennoch ein Austreten
des Fracfluids bei Undichtigkeit der Rohrleitung befiirchtet wird, stofit Fracking
hierzulande auf Skepsis bis Ablehnung. In der Norddeutschen Tiefebene, im Ruhr-
gebiet und im Voralpenland liegen in Deutschland die grofiten Vorkommen an
Schiefergas (1500 m tief in Schieferschichten der Unterkreide, 1500 bis 2200 m
tief in Schichten des Unterjura und 2300 bis 5000 m tief in solchen des Unterkar-
bons). — Erginzend sei erwihnt, dass auch Ol mittels Fracking aus Olschieferfloze,
die in groflen Tiefen liegen, unkonventionell gewonnen werden kann, was zurzeit
in Texas und North Dakota in den USA in grolem Umfang praktiziert wird (2015).
Nachteil des Fracking-Verfahrens ist der hohe Wasserverbrauch. Die Ausbeute ist
mit der derzeitigen Technik eher gering (8 %). —

Russland, USA, und Kanada sind die groten Gasforderldnder, im Iran und
in Katar liegen die groften Reserven. Die sicheren weltweiten Erdgasreserven
werden auf 205.000 - 10° m? geschiitzt (2015). Daraus ldsst sich bei einer Jahres-
férderung von 3500 - 10° m? eine statische Reichweite von 60 Jahren folgern. — In
Deutschland betrigt die Reserve 95 - 10° m?. Das meiste Gas liegt in Niedersach-
sen, es ist hier weitgehend erschopft und verwissert. Gefordert werden hiervon
jéahrlich 9,7 - 10° m3, das bedeutet, dass der hiesige Bestand noch eine Reichweite
von 10 Jahren hat. Der jihrliche Verbrauch in Deutschland von 97 - 10° m? wird
nur zu 10 % aus Eigenforderung bestritten, 90 % miissen importiert werden, zu ei-
nem Drittel aus Russland, gefolgt von Norwegen (28 %) und Holland (21 %). — Die
Nutzung von Gas als Heizquelle setzt i. Allg. ein umfangreiches Fernrohrnetz vor-
aus. — Der in Deutschland durch Fracking in Tiefen > 1000 m forderbare Gasvorrat
wird auf 800 - 10° m? geschiitzt (2015).

Da der Bedarf an Gas tages- und jahreszeitlich schwankt, muss eine grofere
Menge Gas stindig zwischengespeichert werden. Hierzu dienen neben stihlernen
Gasbehiltern Untertagespeicher in Form von Salz-Kavernen (nach bergménnischer
Aussolung) und sogen. Porenspeicher, das sind ehemalige Erdgas- oder Erdolla-
gerstitten. — Solche Speicher werden auch fiir Ol vorgehalten; hierfiir kommen
indes nur Salzkavernen infrage. — Die Speicherung von Ol und Gas dient auch der
nationalen Notversorgung.
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Abb.3.75 Fossile Brennstoffe: Reserven, Jahresverbrauch (2013), Reichweite, Ressourcen

Fossiler ] Brennstoff Reserven | in% | Verbrauch | Reichweite | Ressourcen
Kohle Hartkohle 19061 | 478 | 1671 114 425.188
Weichbraunkohle. |  3.259 82 | 107 | 305 49.500
Erdal konventionell 7.050 77 6.732
unkonventionell 2.002 50 | 7123
insgesamt 9.052 227 | 1723 53 13.855
Erdgas kenventionell 7.244 18,2 1.779
unkonventionell 21 05 | 12117
insgesamt | 7455 | 187 | 1288 | 58 | 23896
Uran Uran 1.084 27 340 | 32 6.509
B Thorium 2.606
insgesamt | | 9.115
Summe | —eeemmmemeeeeeeeemen 39.911 100 | 5129 | 521.554
inEJ % EJla Jahre (a) inEJ

Datenquelle: Bundesanstalt fiir Geowissenschaften und Rohstoffe (Hannover): Energiestudie 2013

3.5.6.3 Fossile Energietrager (Brennstoffe) - Ausblick

Die fossilen Brennstoffe sind und bleiben die wichtigsten Energiequellen. Nach-
frage, Forderung, Verbrauch werden weiter steigen. Das hat wegen des steigen-
den CO,-AusstoBes ernste Konsequenzen fiir die Klimaentwicklung. Dramatisch
konnte die Situation in einigen Jahrzehnten werden, wenn die Forderraten von Erd-
6l und Erdgas sinken, gar versiegen.

Die Datenlage ist uniibersichtlich. Je nachdem von wem sie stammt, werden
Reserven und Reichweiten hoher oder niederer bewertet. In Abb. 3.75 sind Daten
des BGR (des Bundesamtes fiir Geowissenschaften und Rohstoffe) fiir das Jahr
2013 wiedergegeben, alle Werte in der Energieeinheit EJ (Exajoule = 10'® Joule).

Danach sind die Ressourcen, insbesondere fiir Steinkohle, enorm. Hiervon aus-
gehend eine Reichweite berechnen zu wollen, wire nicht serids. Gleichwohl, die
Angaben schiiren die Hoffnung, dass sich Teile der Ressourcen in Zukunft in Re-
serven werden iiberfiihren lassen.

Das in Abb. 3.76 wiedergegebene Diagramm beruht auf einer Analyse der
ENERGIE WATCH GROUP, Mirz 2013. In der Abbildung ist fiir den Zeitraum
von 1960 bis 2014 die Entwicklung der weltweiten Fordermengen aller fossilen
Brennstoffe dargestellt. In diesem Falle sind die Angaben in der Energieeinheit
Mtoe (Megatonne Oleinheit) ausgewiesen. Die Auswertung lisst erkennen, dass
derzeit am Limit gefordert und konsumiert wird. Zu den Aussichten einer ausrei-
chenden Energieversorgung vgl. [31, 32].
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Weltweite Forderung von Erdol, NGL, Erdgas, Hartkohle, Braunkohle, Uran

Normierung auf die
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Abb. 3.76

3.5.7 Nichtfossile Energietrdger — Erneuerbare Energien

Da die Brennstoffe aus fossilen Quellen eines Tages erschopft sein werden, wird
es immer dringender, neue Energiequellen zu erschlielen. Hierzu zéhlt die Wirme
aus dem Erdkorper (Geothermie) und die am Tage einfallende Strahlungsenergie
der Sonne. Sie wird entweder unmittelbar genutzt (Solarenergie) oder mittelbar,
wie im Falle von Wasser- und Windenergie und der in den Pflanzen gespeicherten
Bioenergie. Die Gezeitenenergie beruht auf der Gravitation zwischen Erde und
Mond und der Rotationsenergie der Erde. Alle genannten Arten zdhlen zu den
erneuerbaren Energien, kurz den ,Erneuerbaren’.

Auf das Schrifttum [10-17] wird verwiesen und ergénzend als weitere Auswahl
zu den Erneuerbaren auf [33—41]; es liegt nahe, dass es zu den modernen innova-
tiven Techniken viel neue Literatur gibt, auch einschldgige Fachzeitschriften. —
Wasserstoff hat die Bedeutung eines Energietriigers, er muss zunichst aus fossi-
len oder erneuerbaren Quellen gewonnen werden, (Bd. IV, Abschn. 2.4.1.5). Als
Speichermedium wird die Wasserstofftechnologie fiir tiberschiissige Wind- und
Solarenergie an Bedeutung gewinnen. Zur Energiespeichertechnik vgl. [42, 43].

3.5.7.1 Geothermie (Erdwdarme)
Neben den fossilen Energietragern und dem Kernbrennstoff Uran wird auch die
Erdwirme (Geothermie) aus der planetaren Kruste gewonnenen.
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Geothermie-Systeme: b Aquifere-Vorkommen in Deutschland, geeignet fiir
Hydrogeothermische Nutzung. Quelle: 8GR, Hannaver

al) Erdwarmekollektor, bis 2m tief,
Warme aus dem durch solare
Einstrahlung erwarmtan
Boden und Grundwasser

aZ) Erdwarmescnde, mehr-
rohriges System, in groflers
Tiefe reichend

Beide Rohrsysteme in sich geschlos-

sen mit Warmetransport-Fluid

a3) Hydrothermisches T4 und
Petrothermisches LT System
mit Forder- und Injektions-
bohrung

Abb. 3.77

Nach menschlichen Mafstiben ist dieser Energiefundus unbegrenzt verfiigbar,
er kann ,kostenlos‘ sowie CO;- und weitgehend schadstofffrei gefordert werden.
Trotz des hohen Investitionsaufwandes, der bei ErschlieBung der , Warmestitten‘ im
Erdinneren notwendig ist, kann erwartet werden, dass die Geothermie einen wich-
tigen Beitrag zur kiinftigen Energieversorgung wird leisten konnen (und miissen).

Wie bekannt und in Abschn. 2.4.2.2 in Bd. IV dargestellt (daselbst Abb. 2.33),
ist der Erdkorper schalenformig aufgebaut. Im Zentrum des Eisen-Nickel-Kerns
herrscht eine Temperatur von ca. 7000 °C. Die Warme ist gefangene Gravitations-
energie aus der Entstehungsphase des Planeten (sie macht ca. 30 % der Erdwidrme
aus). Der Wirmeverlust infolge Abstrahlung ins Weltall wird stindig durch Zer-
fallswirme radioaktiver Isotope wettgemacht (70 % der Erdwérme). Die mittlere
Temperatur auf der Erdoberfliache betrigt 10 °C, sie ist recht konstant und dndert
sich praktisch nicht, der natiirliche Treibhauseffekt ist daran beteiligt.

Unter der Erdoberfléiche steigt die Temperatur um 3 K pro 100 m Tiefe. In vul-
kanischen Gebieten liegt der Gradient doppelt so hoch, z. T. noch héher.

Es werden zwei Fordermoglichkeiten unterschieden:

e Oberflichennahe Geothermie (Abb. 3.77al): Die Wirme wird iiber ein in
ca. 1,2 bis 1,5 m Tiefe liegendes horizontales Rohrsystem mit Hilfe einer Wir-
mepumpe aus dem Erdreich oder dem Grundwasser entnommen, wie in Ab-
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schn. 3.4.8.2 erldutert, man spricht von einem Erdwirmekollektor. Triager der
Wirme im geschlossenen Rohrsystem ist Wasser, angereichert mit einem Frost-
schutzmittel (Ethylen-Glykol). Die Wirme dient Heizzwecken. Es bedarf elek-
trischer Antriebsenergie fiir die Warmepumpe.
Mit der auf diese Weise gewonnenen Erdwirme gelingt es auch, die Vereisung
von Gleisweichen und von Fahrbahnen auf Stralenbriicken zu verhindern.
Eine andere Form der Wirmegewinnung ist die Forderung von warmem Was-
ser aus heilem Gestein, z. B. iiber ein vertikales Rohrenensemble oder iiber
einen Brunnen, man nennt ein solches System Erdwédrmesonde. Dabei wer-
den Tiefen von 100 m erreicht, das Wasser wird mittels einer Pumpe gefordert,
Abb. 3.77a2.
Die Versorgung von Thermalbddern mit heiBem Wasser ist seit alters her be-
kannt. Das heifle Wasser kann bei hohem Aufkommen auch fiir Heizzwecke
tiber ein Wirmenetz genutzt werden. In vulkanischen Léndern, wie in Island,
lasst sich mit dem heiflen Wasser auch Strom erzeugen.

o Tiefengeothermie (Abb. 3.77a3): Aus Tiefen > 1000 m wird Wasser mit einer
Temperatur > 60 °C gefordert. Es werden zwei Verfahren unterschieden:
Beim hydrothermischen Verfahren wird das im tiefen Untergrund flieBende
heile Wasser iiber eine Forderbohrung gewonnen. Die Wassertemperatur liegt
je nach Tiefe der wasserfiihrenden Schicht bei 120 °C und hoher, die Tiefe der
Bohrung erreicht 1500 m, fallweise mehr. Nach der Nutzung wird das abgekiihl-
te Wasser tiiber eine Injektionsbohrung in den Untergrund zuriick gefiihrt. Die
Endteufe der Reinjektion liegt ca. 300 m tiefer als die Endteufe der Forderboh-
rung. In Abb. 3.77b sind geeignete Vorkommen heiler Aquifere in Deutschland
ausgewiesen.
Beim petrothermischen Verfahren wird (kaltes) Wasser unter hohem Druck in
in grofBler Tiefe liegendes heifles Hartgestein iiber eine Injektionsbohrung ge-
pumpt. Dabei nimmt das Wasser die Wirme auf. Der Wasserdruck bewirkt
ein Offnen vorhandener Risse und Kliifte, man spricht vom Hot-Dry-Rock-
Verfahren. Das aufgeheizte Wasser wird iiber eine Forderbohrung an anderer
Stelle entnommen. Auch hierbei bedarf es zweier Bohrungen. Inzwischen wird
bis in Tiefen von 6000 m gebohrt, was wohl als Grenze anzusehen ist.

In Abhingigkeit von der Hohe der Temperatur besteht die Nutzung vorstehender
Verfahren aus zweierlei: Bei geringerer Temperatur (< 100 °C) wird das Wasser in
ein Nah- oder Fernwirmenetz zur Warmwasserversorgung von Siedlungen befor-
dert, auch zur Lieferung von Prozesswirme. Bei hoherer Temperatur (> 100 °C)
ldsst sich Strom erzeugen, indem das Wasser einen Wirmetauscher durchlduft und
der Dampf eine Turbine antreibt, zweckméBig in Wirme-Kraft-Kopplung. Derzeit
sind 30 Geothermie-Anlagen in Deutschland in Betrieb. — Die Wirtschaftlichkeit
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der Anlagen ist von der Tiefe der Bohrung, von der Temperatur des geforderten
Wassers (bis 160 °C und mehr), von der Schiittung in Liter pro Sekunde (bis 1501/s
und mehr) sowie von den Investitions- und Betriebskosten und der Nutzungsdau-
er abhingig. — Der Beitrag zur Stromerzeugung soll in Deutschland bis 2030 auf
850 MW steigen, geplant sind Kraftwerke mit Leistungen bis S0 MW. In den USA,
China und anderen Staaten sind inzwischen Kraftwerke mit sehr viel hoherer Leis-
tung realisiert worden.

Nie auszuschliefen sind schwache Erdbeben, die durch den Eingriff im Unter-
grund ausgelost werden. Solche gelegentlichen Mikrobeben in einer Gré8enord-
nung Magnitude 2 bis 3 haben auf eine moderne Infrastruktur keine Auswirkung,
eher bei alter historischer Bausubstanz.

3.5.7.2 Solarenergie

In Bd. III, Abschn. 2.7.3, wird die Solarkonstante der extraterrestrischen Sonnen-
strahlung abgeleitet, also jene Strahlungsleistung in Watt pro m? Einheitsfldche,
die kontinuierlich auf die Erdscheibe auflerhalb der Atmosphire trifft, sie betrigt
1360 W/m? (der Wert ist maBgebend fiir die Raumfahrt, weil die Abschirmung
durch die Atmosphire entfillt).

Die Sonne ist, strahlungstheoretisch gesehen, ein Schwarzer Strahler. Aus ih-
rem jenseits der Atmosphire gewonnenen Leistungsspektrum kann auf ihre Ober-
flachentemperatur geschlossen werden, sie betrigt 5770 K.

Die Strahlungsleistung setzt sich zu ca. 7 % aus dem Anteil der ultravioletten
Strahlung (100 bis 380 nm), zu ca. 45 % aus dem Anteil der infraroten Strahlung
(780nm bis 1 mm) und zu ca. 48 % aus dem Anteil des sichtbaren Lichts (380 bis
780 nm) zusammen (Abb. 3.78).

Abb.3.78 A sl
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Anmerkung

Die von der Sonne in jeder Sekunde in alle Richtungen abgestrahlte Energie betrédgt (Bd. III,
Abschn. 2.7.3): 3,826 - 10% W. Davon erreicht nur 0,000000453 % die Erdscheibe, alle wei-
tere Energie wird in den Weltraum abgestrahlt: 99,9999999546 %. — Die Energie wird in der
Sonne bei der Kernverschmelzung von Wasserstoff in Helium und bei der Fusion anderer
Elemente frei (Bd. IV, Abschn. 1.2.5.1). Der mit der Strahlung einher gehende Massenver-
lust ldsst sich aus der Formel m = E /c? (mit ¢ als Lichtgeschwindigkeit) berechnen:

m = 3,826- 10 W/(3 - 108 m/s)*> = 4,251 - 10° kg.

Dieser Massenverlust der Sonne pro Sekunde entspricht einem Wiirfel aus Eisen mit der
Seitenldnge:

a=Im/p=4251-10°/7850m = 81,5m (ppien = 7850kg/m’
81.5m g

Wiirde man Anthrazit-Steinkohle der Menge m = 4,251 - 10° kg restlos chemisch verbren-
nen, konnte man nur eine Energie ca. 10 - 10° W s gewinnen. Das ist im Verhiltnis zur Fusi-
onsenergie der 2,6 - 10~"7-fache Teil (0,000000000000000026), also verschwindend gering.
Das Beispiel verdeutlicht: Wiirde auf Erden eine gefahrfreie Erzeugung von Fusionsenergie
gelingen, hitte die Menschheit ihr Energieproblem gelost. Die Gewinnung von Fusions-
energie ist seit Jahrzehnten Gegenstand intensiver Forschung (Bd. IV, Abschn. 1.2.5.2). Von
einer praktischen Nutzung ist man indessen noch weit entfernt. Ob die Fusionsenergie als
reale Option fiir die Energiegewinnung je zur Verfiigung stehen wird, bleibt abzuwarten.
Daran zu forschen lohnt sich allemal.

Beim Durchgang der Strahlung durch die Atmosphire wird von den Luftmo-
lekiilen, wie O3 (Ozon), H,O, und CO,, innerhalb gewisser schmaler Frequenz-
biander Energie absorbiert, sodass sich das spektrale Intensitidtsspektrum unter-
halb der Atmosphire deutlich von jenem oberhalb davon unterscheidet (Abb. 3.78,
vgl. auch Bd. I, Abschn. 2.7.4). Die dabei von der Atmosphire absorbierte, die
Erdoberfliche erreichende Strahlungsleistung wird als Globalstrahlung bezeich-
net, geschwiécht von 1360 W/m? auf ca. 1000 W/m?2. Sie setzt sich aus der nach
Absorption verbleibenden direkten Sonnenstrahlung und der aus allen Richtun-
gen ankommenden diffusen Himmelsstrahlung zusammen. Letztere beruht auf der
Streuung der direkten Strahlung durch Dunst, Schwebstaub und Luftpartikel infol-
ge Luftverschmutzung und auf der Reflexion des Lichts an Wolken und Objekten
aller Art.

Abb. 3.79 zeigt die Stellung der Erde in der ekliptikalen Ebene am Tag der
Sommersonnenwende (21. Juni). Auf der Nordhalbkugel ist es der ldngste Son-
nentag, auf der Siidhalbkugel der kiirzeste. Am Ort mit der geographischen Breite
+23,45° steht die Sonne an diesem Tag kopfiiber, sie strahlt hier senkrecht auf
die Oberfliche. An Orten groBerer geografischer Breite fillt die Strahlung schrig
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Abb. 3.79 Erdkorper in Bezug zur Sonne
am 21. Juni (héchster Stand der Sonne) =
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ein, die Strahlungsleistung pro m? horizontale Fliche ist entsprechend geringer, sie
ist zudem geschwicht durch den lingeren Weg durch die Lufthiille. Infolge dieser
Einfliisse liegen die Leistungswerte in Nordafrika doppelt so hoch wie in Mittel-
europa. — Um sich die Strahlungsverhéltnisse zu verdeutlichen, ist es giinstig, vom
Himmelsgewolbe auszugehen, wie in Abb. 3.80 gezeigt:

Der Himmel und mit ihr die Sonne drehen sich fiir den Erdbewohner schein-
bar von Ost nach West. Im Sommer erreicht die Sonne am 21.06. ihren hdchsten
Stand, am 21.12. ihren niedrigsten, entsprechend lang bzw. kurz ist die Sonnen-
scheindauer. Das gilt damit auch fiir die tédglich eingefangene Strahlungsenergie:
Abb. 3.81a zeigt den Verlauf der Strahlungsintensitit wihrend eines Tages. Die
Dichte der Wolkendecke hat einsichtiger Weise auch groflen Einfluss.

Den Verlauf der Intensitit im Laufe eines Jahres zeigt Abb. 3.81b, ebenfalls
schematisch. Land-, GroB3stadt- und Industrieklima bestimmen, mit welchen An-
teilen direkte und diffuse Strahlung im langfristigen Mittel an der Globalstrahlung
beteiligt sind. — Vor Ort ldsst sich die Globalstrahlung auf die horizontale Fliche
mit Hilfe eines Pyranometers messen. — Der Deutsche Wetterdienst (DWD) er-
hebt Strahlungsdaten und stellt sie zur Verfiigung. — Die jéhrlich aufsummierte
eingestrahlte Sonnenenergie betrigt in Hamburg ca. 980kWh/(m?a), in Ber-
lin ca. 1080kWh/(m?a), in Miinchen ca. 1090kW h/(m?a) und in Freiburg
ca. 1200kW h/(m? a); a steht fiir Jahr (annus). Einzelheiten kénnen DIN 4710:
2003-01 entnommen werden: ,Statistiken meteorologischer Daten‘ (15 Zonen in
Deutschland).



3.5 Energieversorgung

483

Abb. 3.80

Himmelgewdlbe und Lauf der Sonne
an drei Tagen im Jahr

Bei den Anlagen zur Gewinnung von Sonnenenergie bedarf es wegen der vielen
Einflussfaktoren einer standort-orientierten thermodynamischen Auslegung. Sie
muss von den am Aufstellungsort erhobenen Strahlungswerten ausgehen. — Es
bleibt abzuwarten, inwieweit die Flaichen von Stralen und Parkplédtzen sowie der
Raum zwischen den Eisenbahnschienen mit entsprechend widerstandsfihigen Be-
ldgen photovoltaisch genutzt werden kann; Projekte sind in der Erprobung.

Abb. 3.81
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Abb. 3.82 v

Sonnenkollektor
(schematisch in
Schnitt und Aufsicht)

1: Absorber
(Fluidkanal)

2: Gehause mit
Isolierung nach
unten und zur Seite

3. Deckscheibe

aus Glas

Fiir die solare Energiegewinnung gibt es unterschiedliche Systeme. Viele sind
ausgereift, an anderen wird noch geforscht und entwickelt. Es versteht sich, dass
es sinnvoll ist, die Anlagen so zu bauen, dass sie dem Stand der Sonne ein- oder
(noch giinstiger) zweidimensional folgen (was die Sache indes sehr verteuert).

Sonnenkollektoren (colligere = sammeln) sind flache Késten mit einer gld-
sernen Deckscheibe. Der Boden und die Seitenbereiche sind wirmeisoliert. Im
Innenraum liegt ein mianderartig verlaufendes Metallrohr mit Zu- und Ablauf,
es ist dieses der eigentliche Absorber. Abb. 3.82 zeigt den schematischen Auf-
bau in Schnitt und Aufsicht. Absorber und Bodenuntergrund sind schwarz be-
schichtet. Ziel ist eine hohe Absorption des durch die Scheibe hindurch tretenden
Sonnenlichts, die Reflexion sollte gering sein. Die Scheibe trigt daher einen aufge-
dampften Antireflexbelag. Im Innenraum entwickelt sich bei Sonneneinstrahlung
ein Treibhausklima: Die Scheibe verhindert das Austreten der infraroten Wirme-
strahlung, gesteigert durch eine innenseitige Beschichtung. Als Tridger im Absor-
ber wird i. Allg. Wasser verwendet. Es ist mit einem Rostschutzmittel und mit Gly-
kol als Frostmittel versetzt. Im Wirmetrdager werden Temperaturen bis zu 130 °C
erreicht. Wiarmeverluste treten durch Abgabe nach auflen ein, besonders bei kaltem
Wetter und bei Wind. Zur Auslegung vgl. DIN EN 12975-1:2013-05: ,Thermische
Solaranlagen und ihre Bauteile‘. Es werden relativ hohe Wirkungsgrade erreicht
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Abb. 3.83
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(n > 0,5). — Die Wirme im Absorber wird an einen Wirmespeicher (ca. 60 Liter
pro m? Kollektorfliche) abgegeben. In dieser Form dient die ,eingefangene* Strah-
lungsenergie als Erginzung der von einem konventionellen Ol- oder Gasbrenner
erzeugten Wirme (Abb. 3.83).

Es existieren inzwischen Sonderformen, z.B. Vakuum-Rohren-Kollektoren.
Bei diesem System besteht der Absorber aus einem Glasinnen- und GlasauBenrohr
mit evakuiertem Zwischenraum. Mit dem System werden hohere Temperaturen
und Wirkungsgrade erreicht.

Als Solarkraftwerke zur Stromerzeugung kommen zum Einsatz:

e Parabelrinnen-Kraftwerk,
e Solarturm-Kraftwerk,
e Aufwind-Kraftwerk.

Parabelrinnen-Kraftwerke fokussieren das Sonnenlicht auf ein Recieverrohr
(Absorberrohr), in welchem das Wirmetrigermedium hoch erhitzt wird
(Abb. 3.84). Das Rohr liegt im Brennpunkt des Parabolspiegels. Beim Warmetri-
ger handelt es sich um Wasser, Thermoole oder Fliissigsalze. Zwecks optimaler
Energieaufnahme wird das System mit einer Nachfiihrung ausgeriistet. Das System
wird in Ldndern mit intensiver Sonneneinstrahlung eingesetzt, wie in Siideuropa,
Nordafrika und Kalifornien. Dort wurden mit dem System hohe Kapazititen
aufgebaut.

Ginzlich anders sind Photovoltaik-Anlagen konzipiert, hier geht es nicht um
die Erzeugung von Wirme, sondern um die Gewinnung von elektrischem Strom. —
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Abb. 3.84 Fokussierende Sonnenkollektoren
parabolischer parabolische Fresnel-Spiegel

Kollektor (Spiegel) Kollektoren (Spiegel mit Hilfsspiegel)

Abb. 3.85 elektromagnetische
Wellen

Protonen

monofrequem
schematisch)

Wie noch ausfiihrlich zu behandeln sein wird, weist Licht eine Doppelnatur auf:
Lichtstrahlen konnen als eine Abfolge von Wellen oder als ein Strom von Parti-
kel gedeutet werden, wie in Abb. 3.85 schematisch verbildlicht. Diese Dualitét ist
schwierig zu verstehen (dhnlich wie die Invarianz der Lichtgeschwindigkeit). Je-
des Partikel (Photon, Lichtquant) trigt eine Energie, die proportional zur Frequenz
der Welle ist:

Ephoton = 1 -V mith = 6,626069-1073*7Js

h ist das Plancksche Wirkungsquantum und v die Frequenz der Welle. — Trifft Licht
auf Materie, erwirmt sie sich. Die oberflichennahen Atome nehmen die Energie
der Lichtphotonen auf. Die Schwingungen im Atomgitter des vom Licht getroffe-
nen Materials werden intensiver. In gewissen Materialien baut sich zusitzlich ein
elektrisches Feld auf, es bilden sich getrennte Zonen unterschiedlicher elektrischer
Ladung. Das bewirkt einen Stromfluss wie in einem geschlossenen Stromkreis.
Dieser sogen. photoelektrische Effekt wurde im Jahre 1839 von A.E. BECQUE-
REL (1820-1881) entdeckt. Die technische Nutzung mit dem Ziel einer Stromer-
zeugung setzte erst hundert Jahre spiter in den 50er und 60er Jahren des 20. Jh.
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in Verbindung mit der Entwicklung der Halbleiter-Technologie fiir die Raumfahrt
ein.

In Bd. IV, Abschn. 2.1.6 (3. Erg.) werden die Grundlagen der Halbleitertechnik
behandelt. Halbleiterelemente bestehen iiberwiegend aus Silizium (Si) oder Ger-
manium (Ge). Thre elektrische Leitfdhigkeit liegt zwischen jener der Leiter und
Nichtleiter (Isolatoren).

Treffen Lichtphotonen hoher Energie auf Materie, beginnen sich Elektronen aus
dem Gitter zu 16sen. Elektronen tragen eine negative Ladung, dem Betrage nach
mit der Elementarladung e. Voraussetzung fiir die Ablosung ist eine ausreichend
hohe Strahlungsenergie der Photonen. Sie muss hoher sein als die Bindungsenergie
des Elektrons im getroffenen Atom. Der frei gemachte Gitterplatz kann als ,Loch*
gesehen werden. Das Atom ist jetzt ein positiv geladenes Ion. Es wird wieder zu
einem neutralen Atom, wenn ein Nachbarelektron in das Loch iibergeht. Auf diese
Weise kommt es zu einer Bewegung der negativ geladenen Elektronen und der po-
sitiv geladenen Locher. Man nennt letztere auch Defektelektronen und spricht von
,Locherstrom®. In einem geschlossenen Leiter mit einem integrierten Verbraucher
flieBt elektrischer Strom.

Indessen, ein solcher Strom wére viel zu gering, um genutzt zu werden. Eine
Steigerung gelingt mittels einer sogen. Dotierung. Hierbei werden in das Gitter des
Halbleiter-Grundmaterials solche Elemente eingemengt, deren Atome eine gerin-
gere oder eine groflere Anzahl von Valenzelektronen aufweisen. Valenzelektronen
sind die Elektronen auf der dulleren Schale des Atoms (bei Si und Ge sind es vier).
Beim dotierten p-Halbleiter hat das eingebaute Atom ein Elektron weniger, das
Gitter hat hier ein ,Loch®, hier liegt ein Defektelektron. Gegeniiber dem Grundgit-
ter ist es positiv geladen. Beim n-Halbleiter hat das eingebaute Atom ein Elektron
mehr, im Gitter liegt hier ein iiberschiissiges Elektron, die Storstelle ist gegen-
iiber dem Grundgitter negativ geladen. Liegen zwei Schichten derartig dotierten
Materials nebeneinander, kommt es zu einer Ladungstrennung: Defektelektronen
dringen randnah in die n-Schicht, Elektronen randnah in die p-Schicht. Uber die p-
n-Ubergangszone hinweg baut sich eine stationire (Leerlauf-) Spannung auf. Wird
die auBen liegende n-Schicht von einer energiereichen Strahlung getroffen, wird
die Bindung einzelner Elektronen geldst. Von der Spannung getrieben, kommt es
im Vergleich zum nicht dotierten Halbleitermaterial zu einem deutlich stirkeren
Stromfluss. Der Stromfluss aus vielen Photozellen wird zusammengefiihrt.

Aus Abb. 3.86 geht der schematische Aufbau einer Photozelle hervor. Sie ist
real hauchdiinn, ihre Dicke betrdgt nur den Bruchteil eines Millimeters!

Die Zellen werden zu Modulen zusammengefasst. Dabei werden sie in Serie
geschaltet, um die zelltypische Spannung zwischen 0,4 und 1,7 V auf den vorbe-
stimmten Wert anzuheben (parallel, um eine bestimmte Stromstérke zu erreichen).
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Photovoltaik-Zellenaufbau (schematisch)

Stromleitung,

Verbraucher

Pluspol

Metall-Boden:

1: n-Gebiet: dotierte Atome mit 5 Valenzelektronen: 2: p-Gebiet: dotierte Atome mit 3 Valenzelektronen:
negative Ladung berschiissig vorhanden positive Ladung (berschiissig vorhanden
3 p-n-Grenzgebiet (Raumladungszone)

Abb. 3.86

Zur Halterung bedarf es einer stabilen Trigerkonstruktion. Wenn moglich, soll-
te die Modulebene gegeniiber der Horizontalen schrig liegen, im Sommer ca. 35°,
im Frithjahr/Herbst ca. 50° und im Winter ca. 75° geneigt; ilibers Jahr betrach-
tet zwischen 40° bis 70°. Wegen der lingeren Sonnenscheindauer im Sommer,
empfiehlt sich ein Winkel zwischen 45° bis 50°, wenn eine fixierte Halterung vor-
gesehen ist (die Werte gelten fiir Deutschland).

Es ist einsichtig, dass Wirkungsgrad und Ausbeute in der Photovoltaik von vie-
len Faktoren abhingig sind, insbesondere von der Reinheit und Dotierung des
Halbleitermaterials und von der Langzeitstabilitidt der Zelle. Die Wirkungsgra-
de liegen bei einschichtigen Silizium-Zellen zwischen 5 bis 17 %, im Einzelnen:
Amorphes Material 5 bis 7 %, polykristallines Material 13 bis 15 %, monokris-
tallines Material bis 17 %, CdTe (Cadmium-Tellurid-Zellen) 11 %, Cul (Kupfer-
Indium-Zellen) 12 %.

Mit mehrschichtigen Zellen, sogen. Tandemzellen, werden 40 % erreicht. Bei
diesen Zellen liegen mehrere Schichten unterschiedlicher Dotierung {ibereinander,
jede ist auf eine bestimmte Breite des Lichtspektrums spezialisiert. —
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Im Laufe der Zeit tritt eine gewisse Schwichung infolge stirkerer Degradati-
on (Alterung) ein, stets ein Leistungsabfall bei hoherer Erwdrmung der Module,
gar bei einer Erhitzung. — Es wird Gleichstrom erzeugt, bei Einspeisung in das
Wechselstromnetz bedarf es eines Wechselrichters. — Wie bei allen technischen
Anlagen, ist ein umfangreiches Normenwerk als ,Regel der Technik* in Form von
VDE-, DIN- und EN DIN-Normen zu beachten. — Die energetische Leistungs-
ausbeute der Zellen bzw. Module wird in einem genormten Versuch nach EN
DIN 60904-1:2007-07 bestimmt. Hierbei wird wihrend des Versuchs eine Son-
nenstrahlung 1000 W/m? simuliert (Modultemperatur 25 °C) und die sich hierbei
einstellende elektrische Leistung im Dauerbetrieb in kW gemessen. (Elektrische
Leistung ist das Produkt aus Spannung und Stromstérke, vgl. Bd. III). Ergebnis
der Messung ist das sogen. Kilowattpeak (kWp), siehe Bd. IV, Abschn. 1.1.6,
3. Erginzung. Dieser Wert ist Grundlage fiir die Installation und damit fiir die An-
lagenkosten. Der jédhrliche Ertrag liegt je nach Region zwischen 700 bis 900 kW h
pro 1-kWp-Installation, in heilen Lindern liegt der Ertrag doppelt so hoch. —
In Deutschland ist inzwischen eine Anlagenleistung von ca. 40 GW installiert
(2015).

3.5.7.3 Energie aus Wasser-, Wellen-, Gezeiten- und Windkraft

Die Energiegewinnung aus Wasserkraft zihlt zu den éltesten Techniken der Men-
schen. Ehemals waren es Wasserrdder, die Miihlen und Schmiedehdmmer antrie-
ben, heute sind es Turbinen mit angekoppeltem Generator, die Strom erzeugen.
Sie zeichnen sich durch hohe Zuverlissigkeit bei langer Betriebszeit und einen ho-
hen Wirkungsgrad aus (i. M. 0,85). — Weltweit werden ca. 18 % der Stromenergie
aus Wasserkraft gewonnen, in Deutschland sind es <4 %, vgl. Abb. 3.73. — Einige
groBe und viele kleine Wasserkraftanlagen sind in verschiedenen Teilen der Welt
im Bau und in der Planung. Das geht hiufig mit desastrosen Eingriffen in die Natur
und in die Siedlungslandschaft einher. (Auf Abschn. 1.14.2 wird verwiesen, wo die
Energiegewinnung aus Wasserkraft ausfiihrlicher behandelt wird.)

Die Energienutzung aus Wellenkraft ist nach wie vor Gegenstand der ange-
wandten Forschung. Hierbei wird die Bewegung einer schwingenden Wasserséule
oder das Abknicken eines schwimmenden auf und ab schaukelnden Rohres ge-
nutzt, das eine gliederartige Struktur hat. Stirkere Wellenbewegungen treten bei
windreichem Wetter und bewegter See auf, vorrangig in Kiistennihe. — Die Nut-
zung einer Unterwasserstromung im Zuge von Ebbe und Flut, welche Rotoren
antreibt, ist eher der Gewinnung von Energie aus Gezeitenkraft zuzuordnen. Ins-
gesamt ist das Potential grof, eine ausgereifte und wirtschaftliche Technik mit
verniinftigem Wirkungsgrad fehlt bis dato.
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Den hochsten Anteil an Erneuerbarer Energie liefert inzwischen die Wind-
kraft, iiberwiegend aus Onshore-Anlagen, mit steigendem Beitrag aus Offshore-
Technik.

Theoretisch ist ein Wirkungsgrad ca. 0,6 moglich, real werden 0,4 bis 0,5 er-
reicht (Abschn. 2.4.2.5). — Die Windrider werden immer grofler und leistungs-
stirker. 2 bis 3 MW Windenergieanlagen (WEA) sind inzwischen Standard, solche
mit 5 MW werden schon realisiert, Anlagen bis 7,5 MW werden fiir moglich er-
achtet. — Bestehende Anlagen werden inzwischen durch leistungsstirkere ersetzt,
man spricht von Repowering. — Weltweit hingt derzeit eine Gesamtleistung von
ca. 430 GW am Netz mit wachsendem Zubau. Bis 2030 soll die Windkraft deutlich
iiber 40 % des Strombedarfs decken. — In Deutschland sind nahezu 25.000 Anlagen
mit einem nominellen Leistungsvermdgen von 45 GW in Betrieb (2015). Ein ge-
planter weiterer Ausbau um jahrlich 2500 MW scheitert am schleppenden Ausbau
der Stromnetze.

3.5.7.4 Bioenergie

Der Wuchs einer Pflanze geht mit der Aufnahme von CO, aus der Atmosphére
einher, bei der Verbrennung der Pflanze wird das dabei frei werdende CO, wieder
in die Atmosphire abgegeben. Gewinn und Nutzen der Biokraftstoffe gelten da-
her als klimaneutral. Von dieser Einsicht geht eine bedeutende Motivation fiir die
Nutzung von Biomasse aus. Der Umstand, dass hierzu Pflanzen angebaut und ver-
wertet werden, die eigentlich der Nahrung dienen sollen, wirft ethische Fragen auf.

Wie aus Abb. 3.72 hervorgeht, beruhen 12,6 % des Primirenergieverbrauchs in
Deutschland auf den Erneuerbaren, davon mehr als die Hilfte auf Biomasse. An
dem von den Erneuerbaren erzeugten Strom ist die Biomasse mit ca. einem Viertel
beteiligt. Das mogliche Potential diirfte weitgehend ausgeschopft sein.

Bei der Biomasse handelt es sich zum gréten Teil um Holz in unterschiedlicher
Form, wie Waldschnitt (Scheitholz, Holzschnitzel) und Restholz aus gewerblicher
und industrieller Produktion. Es wird vielfach zu Briketts oder Pellets verarbeitet
und dann im hiuslichen Bereich in Ofen und Kaminen verfeuert, in Kraftwerken
verstromt oder in Blockheizkraftwerken in Strom und Warme gewandelt. Siedlun-
gen werden iiber ein Nah- oder Fernwiarmenetz mit Wiarme versorgt. Dabei konnen
Wirkungsgrade n = 0,35 erreicht werden. — Die Holzfeuchte sollte niedrig liegen,
etwa < 10 %. — Der relativ hohe Anfall von Feinstaub bei der Holzverbrennung in
dlteren héuslichen Feuerstitten ist gesundheitlich schidlich. Dem kann und soll-
te durch moglichst vollstindige Verbrennung in modernen Ofen mit Filtertechnik
begegnet werden.

Rohstoff fiir die Herstellung von Biodiesel ist Bio6l, das aus Raps-, Sonnenblu-
men-, Soja-, Leindotter-, Kokos-, Jatropha- und Palmél in Miihlen gewonnen wird.
Aus der Verbindung des Ols mit Methanol wird Glycerin und Biodiesel chemisch
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hergestellt. Es wird fossilem Dieselkraftstoff zugemischt. — Fiir die Produktion von
Biokerosin aus Pflanzenol gibt es noch keine nachhaltige Losung, wire sie doch
wiinschenswert, weil Fliegen als besonders klimaschidlich gilt.

Rohstoff fiir Bioethanol sind stirkehaltige Pflanzen wie Mais, Roggen, Wei-
zen und Gerste, sowie spezielle Energiepflanzen, wie Triticale und Maniok, sowie
zuckerhaltige Pflanzen, wie Zuckerriiben, Zuckerrohr, Zuckerhirse. Aus der Glu-
kose entsteht durch Fermentation mit Hefepilzen Ethanol-Maische. Sie wird zu
Ethanol raffiniert und nach Reinigung dem fossilen Benzin fiir den Einsatz in Otto-
Motoren zugesetzt, z. B. E10 = 10 % Ethanol.

Biogas kann vielfiltig, wie andere Gase auch, verwendet werden, entweder in
Reinform oder in Mischform als Zusatz zu Erdgas. Zur Erzeugung in der Biogas-
anlage werden als Rohstoffe Giille und Mist von Rindern und Schweinen, Silage
von Mais, Weizen und andere Pflanzen sowie Bioabfille aller Art (aus der ,griinen
Biotonne®) eingesetzt. Im beheizten Fermenter vergidren Mikroben (Bakterien) un-
ter hoherer Temperatur den Rohstoff unter Sauerstoffausschluss. Das Gut wird in
der feucht-warmen Atmosphire des Fermenters stindig umgeriihrt. Aus der bio-
chemischen Zersetzung geht neben Wasser und CO, das eigentliche Brenngas
Methan hervor, sowie weitere gasformige Anteile (auch schwefelhaltige). Diese
miissen dem Gas vor der weiteren Nutzung in einer Druckwasser-Waschanlage
entzogen werden. — Einen hohen Wirkungsgrad erreichen kombinierte Anlagen,
bei denen die bei der Erzeugung des Biokraftstoffs anfallenden Reste (das sind
etwa 50 % der organischen Substanz) in unterschiedlicher Weise weiter verwertet
werden: Verfeuerung in einem Blockheizkraftwerk zu Wirme und Strom, Um-
formung zu Biokohle, Nutzung als Kompost, Verwertung als Eiweilfuttermittel.
Vieles ist Gegenstand der Forschung. Das gilt auch fiir die Entwicklung sogen.
BTL-Biokraftstoffe (Biomass to liquid), bei welchen die gesamte (Griin-)Pflanze,
also auch die ligno-cellulosen Anteile (wie Stroh und Halme), nach enzymatischer
Aufspaltung verwertet werden. Mit Hilfe ,griiner Gentechnik‘ werden Ertragsstei-
gerungen erwartet.

Als grober Anhalt gilt: Fiir 1000 kg Biodiesel werden ca. 3000 kg Olsaat
und fiir 1000 kg Bioethanol ca. 3200 kg Getreide als Rohstoff bendtigt.

Von dem gesamten Kraftstoffverbrauch des Verkehrssektors (2650 PJ, beim
PKW-Verkehr leicht fallend, beim LKW- und Luftverkehr steigend) entfielen in
Deutschland im Jahre 2015 auf Diesel 51 %, auf Benzin 29 %, auf Flugbenzin
15 % und auf Biokraftstoffe 5,5 %. Letztere setzten sich aus Biodiesel zu 52 %, aus
Bioethanol tu 32 % und aus anderen Biostoffen zu 16 % zusammen. — Der absolute
und prozentuale Anteil der Biokraftstoffe liegt im weltweiten MaBstab hoher, ins-
besondere in jenen Lindern, in denen der Kraftstoff aus Palmol gewonnen wird.
Er steigt insgesamt. Im Vergleich zu den fossilen Kraftstoffen ist der Beitrag nach
wie vor eher gering.
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3.5.7.5 Wasserstoff

Wasserstoff (H,) kann nicht aus natiirlichen Lagerstitten gewonnen werden, es
muss zunéchst technisch erzeugt werden. Insofern ist Wasserstoff keine eigentliche
Energiequelle, sondern hat als Energietriiger oder Energiespeicher energiewirt-
schaftliche Bedeutung.

Neben der grofitechnischen Gewinnung bei hoher Temperatur (800 °C) und mai-
Bigem Druck (25bar) durch sogenanntes Dampfreformieren aus Methan (CHy)
oder Methanol (CH3OH), kann Wasserstoff elektro-chemisch durch Spaltung von
Wasser (H,O) in Brennstoffzellen (1,23 V) erzeugt werden:

1
H07 — Hy + 5 05, ARG" = 237,2kJ/mol

In Bd. IV, Abschn. 2.4.1.5 wird das Wirkprinzip einer Brennstoftzelle erldutert.
Im Wasserstoff ist anschliefend die aufgewandte (Strom-)Energie aus dem Pro-
zess gespeichert. — Von den Brennstoffzellen gibt es inzwischen unterschiedliche
Systeme. Thr Wirkungsgrad steigt mit der Betriebstemperatur, er liegt im Bereich
0,15 bis 0,35. Durch Umkehrung des Wirkprinzips kann aus Wasserstoff und Sau-
erstoff Stromenergie, z.B. fiir den Antrieb von Fahrzeugen, gewonnen werden
(,kalte Verbrennung‘). Das geschieht CO,- und schadstofffrei, nur Wasser wird
ausgeschieden.

Die CO,-freie Erzeugung von Wasserstoff in Brennstoffzellen macht dann Sinn,
wenn der Strom aus Wind und Sonne stammt, fossil gewonnener Strom ist nicht
klimaneutral! — Nach der Gewinnung muss der Wasserstoff zundchst entweder gas-
formig oder fliissig gespeichert und fallweise transportiert werden. Dazu bestehen
zwei Moglichkeiten:

e Speicherung als gasformiger (Druck-)Wasserstoff (GH,): Mittels eines Kom-
pressors wird das Gas bis auf 700 bar verdichtet (die Energiedichte betrigt bei
diesem Druck 1855kW h/m?). Das Gas wird in einem stiihlernen Druckbehil-
ter aufbewahrt. Der Energieverlust im Zuge der Verdichtung betrégt ca. 10 %.

e Speicherung als fliissiger Wasserstoff (LH,): Das Gas wird in einem mehrstu-
figen Verfahren auf —254°C (20K) abgekiihlt, es geht dann in den fliissigen
Aggregatzustand iiber und kann bei miBigem Druck (ca. 5bar) in Kryotanks
aufbewahrt werden. Fliissiggas weist eine Energiedichte von 2360 kW h/m?3
auf. Fiir die Gewinnung werden ca. ein Drittel des Energieinhalts benotigt.

Eine weitere Moglichkeit ist die Speicherung in einem Metallhybrid, das ist eine
Zirkon-, Mangan-, Lathan-, Magnesium- oder Nickel-Legierung. Der einatomige
Wasserstoff wird im atomaren Metallgitter der Legierung eingelagert.
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Die Nutzung von Wasserstoff fiir Fahrzeuge setzt eine Betankung an einer H;-
Tanksstelle voraus und die Lagerung in einem relativ schweren Tank mit Druckre-
gulierung. Gemeinsam mit der Brennstoffzelle kann das System als Akkumulator
(Akku) begriffen werden. Der Strom treibt iiber einen Elektromotor das Auto an.

Die inzwischen entwickelten Elektroautos beziehen ihren Strom iiberwiegend
nicht iiber eine Brennstoffzelle, sondern aus einem Ionen-Akku. In Kombination
mit einem Verbrennungsmotor spricht man von Plug-Hybrid-Antrieb. Energiebi-
lanz, Kosten und Reichweite solcher Fahrzeuge sind derzeit (2015) noch nicht be-
friedigend. Elektromobilitit ist auf absehbare Zeit wohl nur fiir kleine und leichte
Autos im innerstadtischen Verkehr sinnvoll, auch fiir Stadtbusse, Taxi- und Pa-
ketzustellfahrzeuge, um den Ausstofl von Schadstoffen im Stadtbereich gering zu
halten. Auf lange Sicht mag sich das dndern.

3.5.7.6 Nichtfossile Energietrager - Ausblick

Die Erneuerbaren Energietriger unterscheiden sich in vielerlei Hinsicht. Ein
Aspekt bei ihrer Beurteilung ist die energetische Amortisation. Hierunter versteht
man jene Betriebszeit, die verstreicht, bis die gewonnene Energie jenen Aufwand
erreicht, der fiir Herstellung, Betrieb und Riickbau erforderlich ist, wobei Trans-
port und Wartungsaufwand im Betrieb zu beriicksichtigen sind. Man spricht auch
von Energieriicklaufzeit. Die Bestimmung solcher Werte ist schwierig und ihre
Verallgemeinerung problematisch. Herstellungsaufwand (Einzel- oder Serienfer-
tigung) und Auslastung beeinflussen das Ergebnis. In etwa gilt mit Vorbehalt:
Solarwirmetechnische Anlagen 1 Jahr, solarphotovoltaische Systeme 3 bis 6 Jah-
re, Windkraftanlagen an der Kiiste 4 bis 6 Monate, im Binnenland 7 Monate. Fiir
Offshore-Anlagen fehlen noch Erfahrungswerte.

Durch die Erneuerbaren kann Wérme und Strom CO,-frei gewonnen werden,
wobei der Stromgewinnung die groere Bedeutung zukommt. Aus Abb. 3.87 geht
der Zuwachs der Stromenergiegewinnung durch die Erneuerbaren in den zuriick-
liegenden 2% Jahrzehnten hervor. Mit Beginn des neuen Jahrhunderts ist dank der
in Deutschland gewihrten Subventionen und garantierten Abnahmevergiitungen
bzw. —verpflichtungen durch die Kommerziellen Stromversorger auf der Grundlage
des mehrfach novellierten ,Erneuerbare Energiegesetzes‘ (EEG) ein signifikanter
Anstieg der Stromgewinnung gelungen. Im neuen EEG 2014 wurden verschiedene
,Deckelungen® vereinbart. Sie betreffen insbesondere die Photovoltaik.

Zu den verschiedenen nichtfossilen Energietrdgern ist folgendes anzumerken
(bezogen auf Deutschland):

e Der Raps- und Maisanbau fiir die Erzeugung von Biokraftstoffen st63t an Gren-
zen und ist hinsichtlich einseitiger Landnutzung und Uberdiingung iiber den



494 3 Thermodynamik

M T T L L !
w Stromversorgung durch Erneuerbare Energien | ,\< 18
in Deutschland im Zeitraum 1990bls 2013 : Itaik =
120 4 Quelle. BMU | | | £ Photo;o\ taik _l
| | %
g N | | |
g 80 + — - i
% ' ! ' ' / 1774 Windkraft fé, /J =
] L | | 7 ’_;,.’__' s &
8 ¥ BREEER /// 2
& fi | biogene Anteile der Abfalle 742 % g
T I 7 1 AN ]
| ! B:omasse //
| %ﬁ § A%
0 — : _ anan e =
) } Wi k ﬂ | =
A SANAMNNAIVMNAN IR RANE
1990 1995 2000 2005 2010 201
Abb. 3.87

bisherigen Umfang hinaus wenig sinnvoll, letztlich auch aus ethischen Griin-
den.

Die Gewinnung geothermischer Energie ist beziiglich Erkundung, ErschlieBung
(Bohrung in grof3e Tiefen), Rohrleitungsbau und Betrieb aufwendig. Als Vorteil
ist der kontinuierliche HeiBwasseranfall zu werten, insofern ist der Energietra-
ger grundlastfihig. Prinzipiell ist das verfiigbare Energiepotential riesig.
Kollektor- und Photovoltaik-Anlagen liefern nur am Tage Energie, im Mittel
tiber die Dauer von 8 bis 10 Stunden, bei bewolktem Himmel eingeschrinkt.
Im Winter kann nur wenig Wéarme und Strom gewonnen werden. Insgesamt
ist die Ausbeute an eingestrahlter Sonnenenergie innerhalb der geographischen
Breite Deutschlands vergleichsweise gering. Immerhin, in Deutschland ist in-
zwischen eine nominelle Leistung von 40 GW installiert. Da die Anlagen starr
ausgerichtet sind, wird an wolkenfreien Tagen von April bis September Strom
mit einer Anlagenleistung von max. 25 GW ins Netz eingespeist (2015).

Ein Zugewinn an Energie aus Wasserkraft durch weiteren Zubau von Was-
serkraftwerken ist wegen der hiesigen Topographie nur in mifigem Umfang
(eigentlich nicht) moglich.

Windkraft fallt an den Kiisten und auf der Nord- und Ostsee reichlich an, ebenso
auf den Fldchen der Norddeutschen Tiefebene, auch nachts. In Siiddeutschland
ist der Windanfall eher gering und der Eingriff durch Windkonverter in die Na-
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Abb. 3.88 Monatliche Stromerzeugung in Deutschland 2012
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tur und das Landschaftsbild wegen der insgesamt geringen Ausbeute eher nicht
zu rechtfertigen.

e Abb. 3.88 zeigt die Stromerzeugung aller Energietriger in Deutschland in
TWh/Monat iiber die Dauer eines Jahres. Der Beitrag aus Wind und Sonne geht
hieraus hervor (vgl. auch mit Abb. 3.73), die Summe aus beiden ist {iber das
Jahr hinweg etwa konstant: Sonnenenergie féllt vermehrt im Sommerhalbjahr
an, Windenergie im Winterhalbjahr.

e Im Gegensatz zum Sonnenschein weht der Wind ganztégig, auch nachts, in-
dessen eklatant unregelmifig, wie Abb. 3.89 verdeutlicht. Gelegentlich vermag
die gewonnene Windenergie die Nachfrage nach Strom (in Deutschland zwi-
schen 30 bis 80 GW) voll zu decken, gelegentlich aber iiberhaupt nicht, alle
Rotoren stehen still (die Auslastung der Windridder ergibt gegeniiber der no-
minellen Auslegung nur ca. 23 %). Ist es zusitzlich dimmerig oder dunkel,
kann die Photovoltaik nicht einspringen, dann miissen fossile Kraftwerke die
Versorgung iibernehmen, was kurzfristig nur mit Hilfe von Gaskraftwerken ge-
lingt oder mittels Speicher, sofern vorhanden. Ein nur sporadischer Betrieb von
Gaskraftwerken ist fiir die Stromversorger nicht profitabel. IThre Verfiigbarkeit
bedarf Subventionen iiber den Strompreis. Das bedeutet in der Konsequenz:
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Abb. 3.89 Windenergie-Einspeisung im Verhaltnis zur
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e Energie aus Sonne und Wind sind nicht grundlastfihig. Ihr weiterer Ausbau
macht auf Dauer nur Sinn, wenn gleichzeitig Energiespeicher und Starkstrom-
leitungen zugebaut werden, moglichst intelligent vernetzt. — Als Speicher kom-
men Pumpspeicherwerke in Betracht. Da aus Griinden des Landschaftsschutzes
hierzulande nur kleinrdumige Speicher angelegt werden konnen, ist die hier-
mit erreichbare Kapazitit viel zu gering. — Die Lagerung von Wasserstoff, der
aus ,Wind und Sonne‘ gewonnen wird, in unterirdischen Salzkavernen oder
in ehemaligen Erdgaslagerstitten wire eine Moglichkeit der Speicherung. Bei
Erdgas und Erddl ist diese Form der Bevorratung seit Jahrzehnten iiblich. — Es
ist zu befiirchten, dass elektrochemische Speichersysteme hoher Kapazitit auch
in Zukunft nicht zur Verfiigung stehen werden.

Steigt die installierte Leistung, also die nominelle Leistungsfihigkeit der Solar-
und Windkrafttechnik von derzeit zusammen ca. 75 GW weiter an (was ange-
strebt wird) und werden gleichzeitig die konventionellen Kraftwerke (Kern- und
Kohleenergie) abgeschaltet, spielt neben dem Speicherproblem, das Problem der
Netzstabilitit hinsichtlich Konstanz der Frequenz (50 Hz) und Spannung eine im-
mer groflere Rolle. Wie ausgefiihrt, vermogen die ,Erneuerbaren‘ dazu a priori
keinen Beitrag zu liefern, im Gegenteil, sie sind die Verursacher der Nichtkon-
stanz. Ausreichende Versorgung und Stabilitit kann derzeit nur im Verbund mit
den konventionellen Stromanbietern gelingen, denn der Strom aus konventionellen
Kraftwerken ist iiber die Bereithaltung von Blindleistung regelbar, auch innerhalb
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von Minuten bis herunter in den Sekundenbereich, letzteres auch iiber die in den
Generatoren gespeicherte Rotationsenergie. Die Details sind elektrotechnischer
Art und Gegenstand intensiver Forschung. Schon heute kommen in verschiedenen
Netzen sogen. Batteriepuffer zum Einsatz.

3.5.8 Resilimee

Um die Importabhédngigkeit Deutschlands nicht weiter anwachsen zu lassen, ist die
weitere Nutzung der Braunkohle als Energietriiger vorerst unverzichtbar, insbeson-
dere wegen des politisch beschlossenen vollstandigen Ausstiegs aus der Kernener-
giegewinnung. — Fiir die Mehrung der Erneuerbaren Energien steht in Deutsch-
land bei realistischer Betrachtung nur Windenergie in aussichtsreicher Menge zur
Verfiigung. Hierzu miisste der bestehende Windpark mit dem Ziel einer Leistungs-
steigerung erneuert und die Offshore-Gewinnung deutlich gesteigert werden, ggf.
ausgedehnt auf das Wattenmeer. Das wire indessen ein schwerer dkologischer
Eingriff, der sich verbietet. Fiir Zeiten der Wind- und Sonnenflaute ist eine aus-
reichende Speicherkapazitit notig, sie wird auf 12.000 GW h (eher hoher) ge-
schitzt. Man wird daher nicht umhin kommen, in gro3erer Zahl dezentrale Gas-
kraftwerke zu bauen, was eine ausreichende Lagerkapazitit zwecks Bevorratung
des Gases vor Ort voraussetzt. Ein Ausbau von Pumpspeicherwerken nennenswer-
ter Kapazitit ist wegen der Topografie und dichten Bebauung hierzulande aus-
zuschlieBen, kurzfristig allemal, es sei, man weicht ins Ausland aus, z.B. nach
Norwegen. Aus physikalischen (und wirtschaftlichen) Griinden wird eine ausrei-
chende Akkumulatoren-Speichertechnik nach derzeitigem Stand der Wissenschaft
kaum je zur Verfiigung stehen. Kleine hdusliche Akku-Speicher bei Photovoltaik-
anlagen auf dem eigenen Dach machen Sinn. — Unverzichtbar ist insgesamt ein
weitrdumiges Stromnetz. Auch sind lokale Batteriepuffer zur Stabilisierung der
Wechselstromspannung erforderlich. Sie konnen gleichzeitig in geringem Umfang
Speicheraufgaben {ibernehmen.

Ausgehend von obigen Befunden, muss man konstatieren, dass die energie-
politische Zukunft Deutschlands als Industrieland mit einer Bevilkerung, die
sich eines hohen Lebensstandards und einer hoher Mobilitit erfreut, in gar kei-
ner Weise gesichert sind. Das Land verfiigt iiber keine nennenswerten eigenen
Energieressourcen mit der Folge einer verbleibenden Importabhingigkeit. An die-
sem Fakt wird sich nichts dndern. Trotz der bedeutenden Anstrengungen um den
Aufbau einer alternativen Energietechnik ist der Anteil der Erneuerbaren Ener-
gien aus Wind und Sonne mit ca. 4 % am Primérenergieaufkommen absolut
noch marginal. Ein Zuwachs sto8t hierzulande irgendwann an Grenzen. Weltweit
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wird der Wind- und Sonnenanteil an der Primérenergie in den nichsten Jahrzehn-
ten weiter wachsen, vielleicht auf 8 bis 10 %. Ob mehr zu erreichen sein wird,
bleibt abzuwarten. — Auf Deutschland bezogen bedeutet das: Die &ffentlichen Au-
Berungen seitens der Politik und Publizistik, Deutschland befinde sich in einer
Energiewende, sind irrefiihrend und verdecken die realen Energieprobleme des
Landes. Was bisher gelungen ist, kann allenfalls als erfolgreicher Einstieg in eine
Strom-Energiewende bezeichnet werden. Eine Energiewende, die diesen Namen
verdient, erfordert génzlich andere Anstrengungen und Einstellungen seitens der
Bevolkerung. — Immerhin, der CO,-Ausstof seitens des Energiesektors konnte
in Deutschland, orientiert am Bezugsjahr 1990, um 24 % gesenkt werden (2015).
Wenn die kerntechnische Stromgewinnung wegfillt, wird das Ergebnis ungiinsti-
ger ausfallen. Die bisher erreichte CO,-freie Gewinnung von Strom durch Wind
und Sonne wird den Wegfall der kerntechnischen Stromerzeugung zum Zeitpunkt
des Endausstiegs (2022) gerade ersetzen konnen (vgl. Abb. 3.73). Das bedeu-
tet, der bis dahin erreichte Erfolg bei der hiesigen CO,-Reduzierung durch die
Erneuerbaren lduft auf ein Nullsummenspiel hinaus. Auch diese Erkenntnis ist er-
niichternd.

Die Vorbehalte eines grofen Teils der deutschen Bevolkerung gegeniiber den
als Risikotechnologien empfundenen energetischen Maflnahmen, wie Tiefengeo-
thermie, Fracking, CCS, Kerntechnik und Transporte von Atommiill und seiner
-endlagerung, erschweren auf dem Energiesektor hierzulande rationale Sachent-
scheidungen.

Die Kosten fiir die Kraftstoffe des StraBenverkehrs liegen zur Zeit (2015/16)
vergleichsweise niedrig; sie sind durch den Fracking-Boom in den USA gegen-
iiber den Vorjahren auf ein Drittel gesunken. Abb. 3.90 zeigt die Preisentwicklung
bei Rohol. Der Preisriickgang hat auch machtpolitische Griinde (Konflikt zwischen
Saudi Arabien und Iran). Aus Griinden des Ressourcen- und Klimaschutzes sind
solche Entwicklungen fatal: Der niedrige Kraftstoffpreis hat zur Folge, dass im-
mer hubraumstidrkere PKW gebaut und gekauft werden. Anstelle mehr Giiter auf
die Schiene zu verlagern, steigt der LKW-Schwerlastverkehr ungebremst, Stral3en
und Briicken werden zerriittet. Eine weitere Folge ist der gestiegene Fernbusver-
kehr und der massenhafte Internethandel mit Einzelpaket-Zustellung. Flug- und
Schiffsverkehr der Tourismusbranche florieren auf hochstem Niveau und werden
weiter steigen. Vorgenannte Griinde sind letztlich dafiir verantwortlich, dass der
CO,-Ausstol3 des Verkehrssektors seit 1990 unveriandert geblieben ist. Erdol wird
weiter ohne Hemmungen am Limit geférdert und konsumiert. Die dargestellte Ent-
wicklung ist ein Beleg fiir das inkonsequente Verhalten vieler Verbraucher, denen
zwar die Weltprobleme ,am Herzen liegen‘ und die Umkehr einfordern, sich aber
letztlich selbst ,marktkonform‘ und damit umweltschédlich verhalten.
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Die Weltwirtschaft steht unter dem permanenten Zwang, ihre Produktion zu
steigern, das geht meist nur mit einem erhohten Energieeinsatz einher. Das ist
politisch gewollt, um Arbeitsplétze zu sichern und dadurch die politische Stabi-
litdt in den Gesellschaften und Staaten zu gewihrleisten. Eine gute Entwicklung
ist das nicht, denn, doppelt schlimm: Der CO,-Ausstol wird weiter anwachsen
und irgendwann werden die verbliebenen fossilen Ressourcen aufgebraucht sein.
Das Kernproblem: Die nichtfossilen Energien aus Wind- und Sonnenkraft sind
nicht grundlastfihig. Abgesehen von Biomasse gibt es zu den grundlastfihi-
gen Fossilen keine Alternativen. Auch gibt es leider noch keine umweltschonende
Speichertechnik fiir den Masseneinsatz.

Literatur

1. MULLER, I.: A History of Thermodynamics — The Doctrine of Energy and Entropy.
Berlin: Springer 2007

2. MULLER, R.: Thermodynamik — Vom Tautropfen zum Solarkraftwerk, 2. Aufl. Berlin:
de Gruyter 2016

3. BAEHR, H.D. u. KABELAC, S.: Thermodynamik — Grundlagen und technische An-
wendungen, 13. Aufl. Berlin: Springer 2006



500

3 Thermodynamik

4.

STEPHAN, P. SCHABER, K., STEPHAN, K. u. MAYINGER, E.: Thermodynamik —
Grundlagen und technische Anwendungen, Band 1, 19. Aufl. Berlin: Springer 2013

. VOGDT, E.: Bauphysik — Grundwissen fiir Architekten. Wiesbaden: Springer Vieweg

2016

. LOHMEYER, G. u. POST, M.: Praktische Bauphysik, 8. Aufl. Wiesbaden: Springer

Vieweg 2013

. SCHILD, K. u. WILLEMS, W.M.: Wirmeschutz — Grundlagen-Berechnung-

Bewertung. Wiesbaden: Springer Vieweg 2011

8. ZEH, H.D.: Entropie. Stuttgart: Fischer 2005

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24.
25.

. KONSTANTIN, P.: Praxisbuch Energiewirtschaft: Energieumwandlung-, transport und

-beschaffung im liberalisierten Markt. Heidelberg: Springer VDI 2009

FRICKE, J. u. BORST, W.L.: Energie — Physikalische Grundlagen. Miinchen: Olden-
bourg 1981

KLEEMANN, M. u. MELISZ, U.: Regenerative Energiequellen. Berlin: Springer 1988

MOHR, M. u.a.: Zukunftstihige Energietechnologien fiir die Industrie: Technische
Grundlagen, Okonomie, Perspektiven. Berlin: Springer 1998

WESSELAK, V. u. SCHABACH, T.: Regenerative Energietechnik, 2. Aufl. Wiesbaden:
Springer Vieweg 2013

REICH, G. u. REPPICH, M.: Regenerative Energietechnik — Uberblick. Wiesbaden:
Springer Vieweg 2013

KALTSCHMITT, M., STREICHER, W. u. WIESE, A. (Hrsg.): Erneuerbare Energien,
5. Aufl. Wiesbaden: Springer Vieweg 2013

WIETSCHEL, M. u. a. (Hrsg.): Energietechnologien der Zukunft: Erzeugung, Speiche-
rung, Effizienz, Netze. Wiesbaden: Springer Vieweg 2015

QUASCHNING, V.. Regenerative Energiesysteme: Technologie-Berechnung-
Simulation, 9. Aufl. Miinchen: Hanser 2015

GRUSS, P. u. SCHUTH, F. (Hrsg.): Die Zukunft der Energie — Die Antwort der Wissen-
schaft. Miinchen: Beck 2008

BUHRKE, T. u. WENGENMAYR, R. (Hrsg.): Erneuerbare Energie. Alternative Ener-
giekonzepte fiir die Zukunft, 2. Aufl. Weinheim: Wiley-VCH 2010

POPP, M.: Deutschlands Energiezukunft — Kann die Energiewende gelingen? Weinheim:
Wiley-VCH 2013

PELTE, D.: Die Zukunft unserer Energieversorgung, 2. Aufl. Wiesbaden: Springer Vie-
weg 2014

BEPPLER, E.: Energiewende 2014 — ein Debakel. Books on Demand 2015
Internetseite: Bundesministerium fiir Wirtschaft und Energie (BMWi)
Internetseite: Bundesministerium fiir Umweltschutz (BMUB)

Internetseite: Statistisches Bundesamt (Destatis)



Literatur 501

26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Internetseite: Bundesamt fiir Wirtschaft und Ausfuhrkontrolle (BAFA)
Internetseite: Umweltbundesamt (UBA)

Internetseite: Bundesamt fiir Geowissenschaften und Rohstoffe (BGR)
Internetseite: Deutsches Institut fiir Wirtschaftsforschung (DiW)
Internetseite: Deutsches Energieeffizienz Institut (DEI)

NEUKIRCHEN, F. u. RIES, G.: Die Welt der Rohstoffe: Lagerstitten, Forderung und
wirtschaftliche Aspekte. Berlin: Springer 2014

Bundesanstalt fiir Geowissenschaften und Rohstoffe (BGR): Energiestudie 2015. Han-
nover 2015: energierohstoffe & bgr.de

LOOSE, P.: Erdwiarmenutzung: Versorgungstechnische Planung und Berechnung, 4.
Aufl. Berlin: VDE-Verlag 2009

SCHLABACH, J. (Hrsg.): Erdwédrme in Ein- und Mehrfamilienhdusern: Grundlagen,
Technik, Wirtschaftlichkeit. Berlin: VDE-Verlag 2012

STOBER, I. u. BUCHER, K.: Geothermie. Berlin: Springer Spektrum 2014

BAUER, M. u. a. (Hrsg.): Handbuch Tiefe Geothermie: Prospektion, Exploration, Rea-
lisierung, Nutzung. Berlin: Springer Spektrum 2014

STIEGLITZ, R. u. HENZEL, V.: Thermische Solarenergie: Grundlagen-Technologie-
Anwendungen. Wiesbaden: Springer Vieweg 2012

OBERZIG, K.: Solarwirme: Heizen mit der Sonne. 2. Aufl. Berlin: Verlag Stiftung Wa-
rentest 2014

MERTENS, K.: Photovoltaik: Lehrbuch zu Grundlagen, Technologie und Praxis, 3. Aufl.
Miinchen: Hanser 2015

SELTMANN, T.: Photovoltaik: Solarstrom vom Dach, 4. Aufl. Berlin: Verlag Stiftung
Warentest 2013

KALTSCHMITT, M., HARTMANN, H. u. HOFBAUER, H. (Hrsg.): Energie aus Bio-
masse: Grundlagen, Techniken und Verfahren, 3. Aufl. Berlin: Springer 2016

POPP, M. Speicherbedarf bei einer Stromversorgung mit erneuerbaren Energien. Berlin:
Springer 2010

STERNER, M. u. STADLER, I.: Energiespeicher — Bedarf-Technologie-Integration.
Wiesbaden: Springer Vieweg 2014



Personenverzeichnis

A

ANAXAGORAS von KLAZOMENALI, 279

APOLLONIOS von PERGE, 280

ARCHIMEDES von SYRAKUS, 16, 71,
142

ARCHYTAS von TARENT, 257

ARISTARCHOS von SAMOS, 275

ARISTOTELES, 122, 137, 141, 356, 361

AVOGADRO, A., 375

B

BAUMGARTNER, F,, 127

BECQUEREL, A.E., 486

BELL, A.G., 245

BELLERMANN, H., 257

BENZ, K., 450

BERNOULLI, D. (Daniel), 154, 265, 362,
375

BERNOULLL, J. (Jakob I), 96, 137

BERNOULLL, J. (Johann I), 154, 265

BETZ, A., 170

BLACK,J., 362

BODE, E., 332

BOLTZMANN, L., 362, 380, 437

BOSE, S.N., 400

BOYLE, R., 362, 375

BRAHE, T. de, 282, 356

BRAUN, K., 290

BRAUN, W. v., 454

BROWN, R., 400

C
CAMERON, J,, 13

CARNOT, N.L.S., 434
CARNOT, S., 362
CAVENDISH, H., 290
CAYLEY, G., 164
CELSIUS, A., 362
CHARLES, J.A.C., 143
CHLADNI, E.FF, 266
CLAIRAULT, A.C., 275
CLAUSIUS, R., 37, 362, 437, 444
COULOMB, C.A. de, 42, 96
CRANZ, C., 137
CREMONA, L., 92
CULMANN, K., 92

CURIE, J., 268

CURIE, P, 268

D

DAIMLER, G.W., 450
d’ALEMBERT, I., 6, 158, 265
DARRIEUS, G., 166

DESCARTES, R., 7

DIDYMOS von ALEXANDRIA, 257
DIESEL, R., 450

DOPPLER, C.J., 268

E

EINSTEIN, A., 36, 400

ELLIS, A.J., 258

EOTVOS, L., 290

ERATOSTHENES von KYRENE, 276
EUDOXOS von KNIDOS, 279

EULER, L., 6,96, 111, 120, 137, 157, 257
EUSTACE, A, 127

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017 503
C. Petersen, Naturwissenschaften im Fokus 11, DOI 10.1007/978-3-658-15298-7



504

Personenverzeichnis

F

FAHRENHEIT, D.G., 361
FECHNER, G.T., 245

FORD, H., 450

FOURIER, J.B.J., 202, 265, 362
FRANCIS, J.B., 63

G

GALILEL G., 5, 96, 122, 137, 282
GALLE, FG., 275
GAY-LUSSAC, 1.G., 375

GIBBS, J.W,, 444

GUERICKE, O. v., 141
GUILLAUME, C.E., 365

H

HALLEY, E., 354

HASCELL, C,, 132

HEINKEL, E., 453

HELMHOLTZ, H. v., 37, 362, 403
HERAKLEIDOS von PONTOS, 279
HERTZ, H., 22, 55

HIPPARCHOS von NIKAIA, 277
HOOKE, R., 95

HUYGENS, C., 22

J

JOUKOWSKY, N., 165
JOULE, J.P,, 33, 37, 362, 403
JUNKERS, H., 165

K
KAMERLINGH-ONNES, H., 457
KANT, 1., 7

KAPLAN, V., 62

KEPLER, J., 276, 283

KARMAN, T. v., 197
KOPERNIKUS, N., 280

KUTTA, W., 165

L

LAGRANGE, J.L., 7, 265, 275
LAMBERT, J.H., 137
LANCHESTER, EW.,, 165
LAPLACE, P.S.M.,, 275, 362
LAVAL, G.P. de, 448

LAVOISIER, A.L. de, 362
LEIBNIZ, G.W., 7, 96, 362
LENOIR, J.J.E., 450
LEONARDO DA VINCI, 40
LILIENTHAL, O., 164
LOSCHMIDT, H., 390

M

MACH, E., 274

MAGNUS, H.G., 132
MARIOTTE, E., 96, 375
MAXWELL, J.C., 362, 387, 396
MAYBACH, W., 450

MAYER, R., 37, 362, 403
MONTGOLFIER, 143

N

NAVIER, C.H., 96, 159
NEWCOMEN, T., 448
NEWTON, L., 5, 20, 137, 288

(0]
OHAIN, H.J.P. v., 453
OTTO, N.A., 450

P

PARSONS, C.A., 448

PASCAL, B., 141

PELTON, L., 63

PICCARD, A., 13

PICCARD, J., 13

POINCARE, J.H., 275
PORTMANN, A, 242
POYNTING, J.H., 290
PRANDTL, L., 161, 165
PTOLEMAUS, C., 279
PYTHAGORAS von SAMOS, 279
PYTHAGORAS von TARENT, 256

R

RITTER, A., 92
ROBERT, N.L., 143
ROBINS, B., 137

S
SCHLICK, E.O., 121



Personenverzeichnis

505

SCHMIDT, W., 448
SCHNEIDER, M., 319
SPALLANZANI, L., 244
STAHL, G.E., 362
STEINER, J., 114
STEVIN, S., 74, 122
STOKES, C.G., 159
STROUHAL, V., 198
STUMPFF, K., 319

T

TARTAGLIA, N., 137
TAYLOR, B., 265
THALES von MILET, 279
THOMPSON, B., 362
THOMSON, W., 403
TITIUS, D., 332
TORRICELLL E., 141
TREVITHICK, R., 448

\4
VERRIER, U.J.J. Le, 275
VITRUVIUS POLLIO, 71

W
WAALS, J.D. v.d., 395
WALSH, D., 13

WANKEL, E, 450
WATT, J., 36, 448
WEBER, W.E., 245
WEISZKOPF, G., 165
WHITTLE, F., 453
WOHLER, A., 88
WRIGHT, O. und W., 165

V/

ZEPPELIN, F. Graf, 143
ZIOLKOWSKI, K.R., 32
ZUSE, K., 72



Sachverzeichnis

A B

Abheben, 78 Bahn der Erde, 98
Abplattung, 295, 336 Bahnberechnung, 134
Abreiflstromung, 161 Bahnkurve, 104
Absorber, 484 Balken, 81, 93
Absorptions-Kiltemaschine, 456 Ballistik, 133
Adhision, 148 bar, 14
Adiabatenkoeffizient, 432 Barometer, 141
adiabatische Expansion, 431 barometrische Hohenformel, 14, 381
adiabatischer Prozess, 426 Bautechnik, 71
Adipositas, 422 Behilter, 146

Akustik, 235 Beharrungszustand, 194
Amplitude, 53, 184 Belo-Monte-Projekt, 66
Amplitudenspektrum, 200 Benetzung, 149
Anomalie, 370 Bernoulli-Gleichung, 153
Anstellwinkel, 162 Beschleunigung, 4, 6
Antennentriger, 369 Bewegung, 97
Antiblockiersystem, 49 Bewegungsenergie, 38
Aphel, 314 Bewegungsgesetz, 6
Agquatorwulst, 120 Bewegungsgrofie, 6
Arbeit, 33, 427 Biegemoment, 93
Asteroid, 350 Biegespannung, 95
Asteroidenkrater, 352 Biegetriger, 82
Astronomie, 275 Biodiesel, 490
astronomische Vermessung, 275 Bioenergie, 490

at, 14 Bioethanol, 491

atm, 14 Biogas, 491

atomare Masseneinheit, 391 Blasinstrument, 260
Auftreffgeschwindigkeit, 23 Blauverschiebung, 273
Auftrieb, 142, 162 Blow-up, 366
Ausbreitungsgeschwindigkeit, 210, 236 Bodenmechanik, 78
Ausdehnungskoeffizient, 363 Body-Mass-Index, 422
Ausflusszahl, 156 Bolide, 353

507



508

Sachverzeichnis

Boltzmann’sche Konstante, 380
Boltzmann’scher Faktor, 384
Bose-FEinstein-Kondensat, 400
Braunkohle, 461
Bremsstrecke, 102

Bremsung, 101
Bremsvorgang, 45

Bremsweg, 49

Bremszeit, 102

Brennstoff, 424
Brennstoffzelle, 492
Brennwert, 420, 424, 460
Brennwertkessel, 462
Bruchlastspielzahl, 88
Briicke, 365

Briickentréger, 368

C

Carnot-Prozess, 434
CCS-Verfahren, 470
CO,-Ausstol3, 458, 498
CO,-Emission, 464
Cremona-Plan, 92

D

d’ Alembert’sches Paradoxon, 158
d’ Alembert’sches Prinzip, 6
Dimmstoff, 52
Dampfturbine, 448
Dampfung, 41, 52
Diampfungsarbeit, 58
Dampfungsbeiwert, 56
Diampfungsgrad, 195
Diampfungskraft, 57, 178
Darrieus-Windrad, 166
Dauerfestigkeit, 88
Dehnfuge, 365

Dehnung, 84

destruktive Interferenz, 225
Dichte, 10

Dichtewelle, 235
Dieselmotor, 452
Differentialgleichungssystem, 322
Differenzenformel, 319
Diffusionsprozess, 445
Diskus, 132

Dispersion, 234
Dissipation, 40, 41
Doppler-Effekt, 268

Drall, 110

Drehbewegung, 111
Drehimpuls, 110
Drehimpulserhaltungsgesetz, 111
Drehkolbenmotor, 450
dritter Hauptsatz, 401
Druckeinheit, 12
Druckeinheiten, 14
Druckmittelpunkt, 164
Druckpressung, 11
Druck-Sog-Verteilung, 159
Duktilitét, 86
Durchschnittsleistung, 35
dynamische Viskositit, 51

E

Ebbe, 342

Effektivwert, 219

Eigenform, 192

Eigenfrequenz, 189
Eigenschwingungsform, 192
Eigenspannung, 86

einatomiges Gas, 377
Einmassenschwinger, 178
Eisberg, 372

Eisenbahnzeitalter, 448
Eisen-Nickel-Legierung, 365
Ekliptik, 329

ekliptikale Ebene, 328
elastischer Stof3, 21
Elastizitdtsmodul, 85

elektrische Energie, 66
Elektroauto, 493
elektromagnetische Strahlung, 325
elektromagnetische Welle, 207
Elektromobilitit, 493
Elektronenvolt, 37

Ellipse, 285

emissionsfrei, 459
emissionshaltig, 459

Energie, 36

Energie im Gravitationsfeld, 305
ENERGIE WATCH GROUP, 476



Sachverzeichnis

509

Energiedichte, 215, 241
Energiedissipation, 25
Energieeffizienz, 459
Energieerhaltungsgesetz, 36
Energieflussbild, 464
Energiespeichertechnik, 477
Energiestromdichte, 218
Energieversorgung, 458
Energiewandlung, 59
Energiewende, 458
Energiewirtschaft, 459
Entropie, 401, 437
Entspannung, 19
Epizykelbahnen, 280
Erdbahnkreuzer, 352
Erdbeschleunigung, 8

Erde, 335

Erdgas, 469, 473

Erdmond, 339
Erd-Mond-System, 344
Erdol, 469, 472

Erdsatelliten, 297

Erdstatik, 78

Erdwérme, 477

erneuerbare Energien, 61, 458
erneuerbare Energietriger, 493
Erneuerbare-Energien-Gesetz, 493
erster Hauptsatz, 401
Eustachische Rohre, 244
Expansion, 426

F

Fachwerk, 80, 92
Fahrwiderstand, 47
Fahrwiderstand eines Rades, 46
Fallbewegung, 122

Fallschirm, 127

Fallturm, 130
Fast-Fourier-Transformation, 202
FCKW, 457

Federkennlinie, 191
Federkonstante, 34

Federkraft, 34, 38, 178
Federschwinger, 178, 190
Feinstaubelastung, 470
Fernsehturm, 192

Festigkeit, 86
Festkorperreibung, 42
FFT-Analyse, 202
Flatterschwingung, 197
Fliehkraftregler, 107
Fluchtgeschwindigkeit, 308
Flugdauer, 136
Flugmechanik, 162
Flugtechnik, 165

Fluid, 41, 50, 138
Fluidmechanik, 138
Fluidreibung, 50
Fliissigkeitsdruck, 139
Fliissigkeitsthermometer, 370
Flut, 342
Forminderungsarbeit, 38
Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 210
fossile Brennstoffe, 459
fossile Energietriger, 468, 476
Fourier-Analyse, 202, 265
Fourier-Koeffizient, 203
Fourier-Transformation, 202
Fracking, 474
Francis-Turbine, 63

freie Schwingung, 179

freie Wegldnge, 389
Freiheitsgrad, 386
Freistrahl, 157

Frequenz, 53, 181, 209
Frequenzanalyse, 200
Frequenzverhiltnis, 195

G

Galaxis, 324

Galileo, 298

Gasbehailter, 145
Gasflasche, 393
Gasplaneten, 326
Gasthermometer, 373
Gasturbine, 452

Geoid, 337

Geoidform, 9
geostationdrer Satellit, 298
Geothermie, 477
geozentrisches Weltbild, 279
gerade Bahn, 97



510

Sachverzeichnis

Geradenbahn, 116
Gesamtwirkungsgrad, 60
Geschwindigkeit, 2
Geschwindigkeitskontrolle, 271
Gewicht, 73

Gewichtskraft, 34
Gewindereibung, 49
Gezeiten, 342
Gezeitenkraftwerk, 67
gleichférmige Bewegung, 4
Gleichgewicht, 75
Gleichgewichtgleichung, 79
Gleisverwerfung, 366
Gleiten, 78

Gleitlager, 46

Gleitreibung, 43
Gleitwerkstoff, 43
Gletscher, 372
Glockenturm, 205
GLONASS, 298

Golf, 132

GPS, 297

Gravitation einer Kugelmasse, 300
Gravitationsenergie, 310
Gravitationsfeld, 8, 303
Gravitationsgesetz, 288
Gravitationskonstante, 7
Gravitationskraft, 290
Gravitationswelle, 208
Grenzgeschwindigkeit, 126
Grenzlédnge, 91
Grenzschicht, 161
grundlastfihig, 496
Gruppengeschwindigkeit, 230, 234
GuD-Kraftwerk, 453

H

Haftreibung, 43
Halbleitertechnik, 487
Halley’scher Komet, 317, 354
Hammerwerfer, 132
harmonisch, 53, 257

Hirte, 87

Hebelgesetz, 16

Heizwert, 460
heliozentrischer Ansatz, 279

Himmelsmechanik, 119, 275, 313
Holz, 461, 490

Horempfinden, 244

Horen, 242

Horschwelle, 258
Horvermogen, 240

Hunger, 424

Hydraulische Presse, 143
hydrostatischer Druck, 12, 139
Hyperschall, 248
Hyperschallflug, 274
Hysterese, 53

|

ideale Stromung, 158

ideales Gas, 372
Ilisu-Damm, 66

Impuls, 6, 17, 110
Impulserhaltungsgesetz, 17
Impulssatz, 17

indifferent, 75
Informationstechnologie, 234
Infraschall, 248

Inklination, 329

innere Energie, 397

innerer Hebelarm, 82
Instrument, 255

Intensitit, 218

Interferenz, 225
Internationale Raumstation, 319
isobarer Prozess, 426
isochorer Prozess, 426
isotherme Zustandsidnderung, 429
isothermer Prozess, 426

J
Joule, 33, 402
Jupiter, 295, 347

K

Kalorie, 402
Kalorimeter, 404
Kiltemaschine, 454
Kiltemittel, 456
Kammerton, 266
Kapillaritat, 148



Sachverzeichnis

51

Kaplan-Turbine, 62
kardanische Aufhidngung, 121
Kegelschnitt, 287

Kepler’sche Gesetze, 283
Kepler’sche Konstante, 296
Kerbschlagarbeit, 87
Kerbschlagversuch, 86
Kernfusion, 324
Kernwaffenwirkung, 425
Kesselformel, 146
Kilowattpeak, 489
Kilowattstunde, 37
kinematische Viskositit, 51
kinetische Energie, 38, 116, 215
Kippmoment, 77

Klangfarbe, 255

Kleinplanet, 328
Klippenspringer, 125
Klothoide, 110

Knall, 273

Knoten, 2

Karman’sche Querschwingung, 197
Kohision, 148

Kohle, 469, 471
Kolbendampfmaschine, 448
Kolbenverbrennungsmotor, 450
Kometen, 353
kommunizierende Rohren, 146
Kompression, 19, 426
Kompressions-Kiltemaschine, 455
Kompressionsmodul, 238, 370
Konjunktion, 329

konservativ, 42

konservatives System, 40
konstruktive Interferenz, 225
Kontinuitétsgleichung, 151
Konvektion, 417

konvektiver Wirmeiibergang, 417
Koordinatensystem, 1

Korona, 325

Korperreibung, 42

KorperstoB3, 18

Kraft, 5

Kraftaxiome, 5

Krafteck, 75

Krafterregung, 194

Kraftmoment, 15
KraftstoB3, 27
Kraftverlauf, 28
Kraft-Wérme-Kopplung, 449
Kraftwerk, 446
Kreisbahn, 104, 117
Kreiselkompass, 121
Kreisfrequenz, 55, 181
Kreisprozess, 60, 429
kritische Dampfung, 182
Kryophysik, 455
Kugellager, 46
KugelstoBen, 131
Kugelwelle, 220
Kiihltechnik, 454
Kiihlturm, 449
Kuipergiirtel, 327, 351
Kurvenfahrt, 109

L

labil, 75

Lageenergie, 37
Lagrange-Punkte, 296

laminare Stromung, 50, 161
LéarmschutzmaBnahmen, 251
Lautstérke, 255

Lautstarkepegel, 250

Leistung, 33

Leistungseinheit, 36
Leistungskennlinie, 169
Leistungszahl COP, 458

LexI, 5

Lex II, 6

Lex 111, 6

Lichtgeschwindigkeit, 36

LNG (Liquefied Natural Gas), 474
logarithmisches Dekrement, 183
Longitudinalwelle, 207

LPG (Liquefied Petroleum Gas), 474
Luft- und Raumfahrttechnik, 162
Luftdruck, 13, 14, 140
Lufteinfluss, 125

Luftschiff, 143

Luftwiderstand, 134
Lyra-Bogen, 365



512 Sachverzeichnis
M Netzstabilitit, 496
Mach, 274 Newton, 6

Machzahl, 274

Magnetfeld, 325
Magnus-Effekt, 132
Marathonldufer, 97
Marianengraben, 13

Mars, 346

Marsmission, 346
Maschinengriindung, 196
Massenanziehungsgesetz, 7
Massenverlust, 481
Materialermiidung, 87
Materialfestigkeit, 83
Materialzahigkeit, 83
Materiewelle, 207
Maxwell’sches Verteilungsgesetz, 386
Mechanik, 1, 71
mechanische Kiinste, 71
mechanische Welle, 206
mehratomiges Gas, 380, 385
Merkur, 333

Meteorid, 350

Meteorit, 353

Mikrophon, 255
Milchstrafle, 324

mit Lufteinfluss, 125
mittlere freie Weglidnge, 393
Modulation, 233

molare Masse, 376

molare Wirmekapazitit, 404
Moment, 15
Momentanleistung, 35
Mond, 339

Mondfinsternis, 340
Miillverbrennung, 449
Miinchner Fernsehturm, 192
Mundstiick, 261
Musikinstrument, 227, 254

N

Nihrwert, 422
Navigationssystem, 297
Neandertaler, 243
Nennleistung, 170
Neptun, 347

Nichtbenetzung, 149
nichtkonservativ, 42
nichtstationdre Stromung, 152
Nordlinger Ries, 352

Normal Null, 14
Normalbedingungen, 392
Normalkraft, 93
Nullphasenwinkel, 184
nullter Hauptsatz, 400
numerische Exzentrizitit, 285
numerisches Verfahren, 136
Nutation, 339

Nutzenergie, 59, 462

(0

oberflichennahe Geothermie, 478
Oberflachenspannung, 149
Offshore, 175

ohne Lufteinfluss, 125

Ohr, 243

Oort’sche Wolke, 327, 351
Opposition, 329

Ortskurve, 181

Ottomotor, 451

P

Parabelflug, 130
Parabelrinnen-Kraftwerk, 485
Parallelogramm der Krifte, 74
Parallelschaltung, 191

Pascal, 12

Pegel, 246

Pelton-Turbine, 63

Pendel, 39

Perihel, 314

Periode, 53, 180, 209
Perpetuum Mobile, 40
Pferdestirke, 36
Phasengeschwindigkeit, 210, 222
Phasenumwandlung, 409
phon, 250

Photosphire, 325
Photovoltaik, 485

Photozelle, 487



Sachverzeichnis

513

physiologischer Brennwert, 421
piezoelektrischer Effekt, 268
Planet, 275, 324, 328
Planetenmond, 282
Planetesimal, 326

Planetoid, 350

plastischer Stof3, 21

Pluto, 328

Potentialtheorie, 159
potentielle Energie, 37, 215
PrallstoB, 18

Prizession, 120, 337
Primérenergie, 462
Primédrenergieaufkommen, 463
Profil, 163

Profilkennlinie, 174
Protuberanz, 325

Puffer, 26

Pumpspeicherwerk, 63, 67, 497
Punktpendel, 185, 190

Q

Quecksilber, 370
Querdehnungszahl, 223
Querkraft, 93
Querneigung, 109

R

Radar, 271
Raketenbahn, 318, 321
Raketengleichung, 30
Raketentechnik, 454
reale Stromung, 158
reales Gas, 394
Realgastaktor, 395
Reibbeiwert, 43
Reibung, 41
Reibungsarbeit, 46, 53
Reibungsddmpfung, 52
reibungsfreier Fall, 123
Reibungsleistung, 46
Reserve, 468
Resonanz, 196
Ressource, 468
Restitution, 19
Restitutionszahl, 20

Resultierende, 73
reversibler Prozess, 434
Rheinfelden, 66
Rollreibung, 45
Rollwiderstand, 45
Rosetta, 355
Rotation, 111, 116
roter Riese, 324
Rotoranlage, 169
Rotorblatt, 174
Rotverschiebung, 273
Riickprall, 23
Riickstof, 30
Rundbogen, 71
Rundschnitt, 80

S

Saint Malo, 68

Saite, 191, 227
Saiteninstrument, 258
Saitenschwingung, 262
Satellit, 294

Saturn, 347

Saugheber, 141
Savoniussystem, 166
Schall, 235
Schalldruck, 239
Schallgeschwindigkeit, 237
Schallimpedanz, 239
Schallmechanik, 235
Schallpegel, 245
Schallschnelle, 238
Schallspektrum, 247
Schallstirke, 240
schiefe Ebene, 43
Schirmsystem, 166
Schmierstoff, 44
Schmierung, 45
Schnelle, 211
Schnelllaufzahl, 172
Schnittverfahren, 92
Schwebung, 228, 266
Schwerefeld, 8
Schwerependel, 186, 190
Schwimmblase, 143
Schwimmen, 142



514

Sachverzeichnis

Schwingung, 177
Schwingungsdampfer, 199
Schwingungsverlauf, 180
Schwungrad, 118

Seil, 90, 223

Seilwelle, 223
Sekundirenergie, 462
Selbstziindung, 450
Serienschaltung, 191
siderische Periode, 331
sinusformig, 53
Skiflugschanze, 133
Skispringer, 133
Solarenergie, 480
Solarkonstante, 480
Solarkraftwerk, 485
Solarzelle, 60

Sonne, 324
Sonnenenergie, 495
Sonnenfinsternis, 340
Sonnenflecken, 325
Sonnenkollektor, 484
Sonnenstrahlung, 481
Sonnensystem, 324
Sonnenwind, 326, 337
Spannung, 11, 84

Speer, 132

Speicher, 475
Speicherkapazitit, 497
spezifische Schmelzwiérme, 409

spezifische Verdampfungswirme, 410

spezifische Wirmekapazitit, 401
Spiralfeder, 34

Spoiler, 48

Sprechen, 242

Sprengstoff, 425

Stab, 80

stabil, 75
Stabilisierungskreisel, 121
Standmoment, 77
Standsicherheitsberechnung, 76
Startgeschwindigkeit, 307
Statik, 76

stationdre Stromung, 151
statische Reichweite, 468
Staudammprojekt, 66

Staudruck, 157
stehende Welle, 225
Steigungswiderstand, 48
Steiner-Formel, 114
Sternschnuppe, 353
Stimmgabel, 255
Stoffmenge, 376
Storwendel, 199

StoB, 18

StoBddmpfer, 52
StoBtheorie, 21
StoBwelle, 273
StoBzahl, 20
Strahlantrieb, 32
Strahltriebwerk, 453
Strahlungsleistung, 482
Stromenergiewende, 468, 498
Stromungsbeiwert, 159

stromungsinduzierte Schwingung, 197

Stromungsmechanik, 51
Stromungswiderstand, 50, 157, 162
Stundenkilometer, 4
Supernova, 324
synodische Periode, 331

T

Tauchfahrt, 13
Temperaturdehnung, 363
Temperaturnullpunkt, 367
Temperaturschwankung, 365
Tensid, 150

Tertidrenergie, 462

Theia, 341

Theorie I. Ordnung, 76
Theorie II. Ordnung, 76
thermischer Wirkungsgrad, 436
thermisches Gasgesetz, 372
Thermodynamik, 361
thermodynamische Prozesse, 426

thermodynamischer Freiheitsgrad, 407

Thermometer, 361
Thermostat, 368
Tiefengeothermie, 479
Titius-Bode-Formel, 332
TNT, 425

Tonhohe, 255



Sachverzeichnis

515

Tonskala, 256

Torf, 461

Triger, 191
Tréager-Kreisfrequenz, 233
Tragfliigelfldche, 163
Trigheitsgesetz, 5
Trégheitskraft, 178
Tréagheitsmoment, 111
Tragwerk, 79, 83
Tragwerksstatik, 96
Translation, 116
Transversalpendel, 190
Transversalwelle, 207, 223
Trojaner, 296
Trommelinstrument, 261
Turbine, 62

turbulente Stromung, 50, 161
Turin-Skala, 352

U

Ubergewicht, 423
Uberschallgeschwindigkeit, 273
Ultraschall, 248, 268

Umkippen, 76

Umlaufzeit, 330

ungleichformige Bewegung, 4
universelle Gaskonstante, 374, 381, 391
Unordnung, 443

Uranus, 347
\%
Vakuum, 141

van der Waal’sche Gleichung, 397
Venus, 334
Verbrennungskraftmaschine, 447
Verbrennungsmotor, 437
Verbrennungswirme, 420
Verfiigbarkeit, 174
VergroBerungsfunktion, 195
Verlustenergie, 59
Verlustleitung, 55
Viertakt-Prinzip, 450

Virialsatz, 315

virtuelle Verriickung, 6

viskose Dampfung, 56
Viskositit, 50

Volllast, 65

w

Walchensee, 67
Wilzreibung, 46
Wirmeiquivalent, 403
Wirmedammglas, 420
Wirmedammung, 419
Wirmedurchgangskoeffizient, 413
Wirmedurchlasswiderstand, 413
Wirmeeinwirkung, 363
Wirmekapazitit, 401
Wirmekraftmaschine, 447
Wirmelehre, 361
Wiirmeleitung, 412
Wirmeleitzahl, 414
Wirmepumpe, 454
Wirmeschutz, 420
Wirmestromdichte, 413
Wirmeiibertragung, 412
Waischeschleuder, 107
‘Wasserbau, 147
Wasserdampf, 61
Wasserdruck, 12
‘Wasserkocher, 402
Wasserkraft, 61, 489
Wasserkraftwerk, 62
Wasserrad, 62

Wassersiule, 15
Wasserspringer, 125
Wasserstoff, 492
Wasserturm, 147
Wasserversorgungssystem, 147
Wasserwaage, 147
Wechselwirkungsgesetz, 6
Weg, 1
Weg-Zeit-Diagramm, 2
weiller Zwerg, 325

Welle, 206

‘Wellendruck, 222
Wellenfeld, 208, 235
Wellengeschwindigkeit, 210
Wellengleichung, 211, 212, 264
Wellengruppe, 231
‘Wellenkraft, 489
Wellenlédnge, 209
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Wellenpaket, 231
Wellenwiderstand, 215
Weltraummiill, 324
Wichte, 10

Windenergie, 174, 495
Windenergiekonverter, 166
Windkraft, 166, 490
Windturbine, 166
Wirbelschleppe, 162
Wirkungsgrad, 59, 170, 435, 449, 488
wohltemperiert, 257
Waulst, 337
Wurfbewegung, 128
Waurfparabel, 129

Z
Zihigkeit, 50, 86

Zapfreibung, 49
Zentrifugalkraft, 106
Zentrifuge, 107
Zentripetalkraft, 105
Zeppelin, 143
Zug-Druck-Feder, 55
Zugstab, 89

Zugversuch, 83
Zusammendriickung, 19
Zusammenprall, 22
Zustandsgrofie, 375, 400
Zwangsbewegung, 103
Zweikorperproblem, 323
zweiter Hauptsatz, 401, 437
Zwergplanet, 350
zyklische Bewegung, 53
Zylinderwelle, 220
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