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A Mathematik

A.1 Mathematische Zeichen und Normzahlen
A.1.1 Mathematische Symbolik
Ubersicht A-1. Mathematische Zeichen.

Standardzeichen

Gleichheitszeichen
ungefdhr gleich; im Rahmen numerischer Vergleiche zweier Terme, Gré8en gebrduchlich
zueinander kongruent
proportional, also y ~ x, falls es ein k €IR (reelle Zahlen) gibt mit y = k - x — Linearitit
, >, = Symbole fiir kleiner—gréfer Beziehungen reeller Zahlen
héufig gebrauchtes Symbol fiir eine definitorische Festlegung innerhalb der Ebene von Formelaus-
driicken; so wird z. B.in ,,e™:= cos x + isin x** das Symbol ¢™ vermdge der bekannten rechten Seite,
cos x + isin x, als komplexe Zahl definiert.
, %, X Multiplikationssymbole; das Zeichen x kennzeichnet auch das Vektorprodukt in R3.
/, = Divisionssymbole
= ,entspricht der Aussage ...
A allgemeingebriuchliches Differenzensymbol
Q =270 Sekantensteigung, Differenzenquotient
Ax  x,—x,
Symbol fiir den Laplace-Operator
n! n Fakultdt, wobei n eine natirliche Zahlist nl=1-2-3---n

(n) Binomialkoeffizienten: Fir k, neN, 0 <k < nist (Z)
Anwendungen: Kombinatorik, .
Binomialformel: (a+b)' = ¥ (Z) a*

k=0

IA

AR

n!
)

fur k, neN, a, b reelle (oder komplexe) Zahlen.

n
Ermittlung der ( k)-Ausdriicke mittels Pascalschem Dreieck.

a n-te Wurzel: y:="/; 4 x ="
(bei geradem # fiir x > 0 definiert, bei ungeradem » in ganz R)
log Logarithmus-Symbol; fiir a > 0 folgendermaBen definiert:
yi=log|(x) = x=a’
Gebrauchlich sind: In fiir den Fall @ = e (Eulersche Zahl, natlirlicher Logarithmus)
lg fira=10,1b fiilra = 2.
— Differentiationssymbolik (wie Giblich);

d h) —
P9 =Y g - i LG S )
dx =0 h
€ Elementzeichen; Bedeutung: xe M = x gehort zur Menge M
Beispiel: 2eN = Die Zahl 2 gehdrt zur Menge der natiirlichen Zahlen

2¢[3,4] = Die Zahl 2 gehort nicht zum Intervall [3,4]}
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A Mathematik

Ubersicht A-1 (Fortsetzung)

Zahlenbereiche

N Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,...}
/A Menge der ganzen Zahlen {0, £1, 42, ...}
Q Menge der rationalen Zahlen {Pilp. g€, 4 #0}
R Menge der reellen Zahlen {x|x rational oder x irrational}
C Menge der komplexen Zahlen {c=x+iy|x, yeR}
Mathematische Konstanten
0 neutrales Element der Addition in R und €
1 neutrales Element der Multiplikation in R und €
e Symbol der sogenannten Euler’schen Zahl;
e= Y i: lim <1+1> =27718282...
k=0 [ R n
¢ ist eine irrationale Zahl, transzendent
7 Kreiszahl; m ist definierbar als Flidche des Kreises (Radius 1), Lange des Halbkreisbogens (Radius 1)
7 ist irrational, transzendent
7 =3,14159 .. ; gute Néherung ist 22
T x  Bogenmal x eines im 0 < « < 360° gemessenen Winkel a:
180 _ numerisch:  x X a-0,017453 ...
V2. /3 Diese (und andere) in zahlreichen Formeln auftretenden Wurzeln beldBt man méglichst in dieser
Form - allenfalls in Endergebnissen konnten numerische Niherungen wie 1,41421... bzw.
1,73205 ... benutzt werden
i Symbol fiir die sogenannte imaginire Einheit; man definiert / als eine Losung der Gleichung:

x2+1=0, d.h. i?=-1

A.1.2 Mathematische Logik

Mathematischen Aussagen (4, B, C...) wer-
den sogenannte ,,Wahrheitswerte** W (wahr)
oder F(falsch) zugeordnet mit folgenden
Grundregeln und Aussageverbindungen.

Grundregel 1: Eine Aussage A ist entweder
wahr oder falsch
(ausschlieBende Alternative)

Grundregel 2: Die Verneinung (Negation)
einer Aussage A — hdufig mit
—1A notiert — ist festgelegt
durch
A =14
W I F
F w

Grundregel 3: Zwei Aussagen 4, B hei-
Ben &quivalent (in Zeichen
A< B), wenn sie die gleichen
Wabhrheitswerte besitzen.

Grundregel 4: Die Aussage ,,4 und B*

(A A B), die Aussage ,,4 oder
B (4 v B), die Aussage ,,Aus

A folgt B* (A4 = B, Implikation, Folgerung)
sind gemaB nachstehender Tabelle festgesetzt.

AlBlAAB‘AvB‘AzBlAQB
Wlwl W w w W
W | F F w F F
F|lWwW F w w F
FIF F F w w

Man leitet hieraus logische Regeln ab, wie
zum Beispiel

O (4= B) und (B=4)] <[4+ B]

@ (AAB)y=T14v ﬁB} Verneinung von

Und- und Oder-
® (AvB)y<>1AATB Aussagen

@ [A=B]und [B=C]=[4=C],
KettenschluB3
G AA(BVC)s(AAB)v (4AAC),
Distribution
® [A=B]<[1B=>"14],
indirekter Beweis



A.1 Mathematische Zeichen und Normzahlen

A.1.3 Normzahlen

In der DIN-Verordnung (323) ist dieser — aus
dem letzten Jahrhundert stammende — Begriff
noch anzutreffen. Bezogen auf den speziellen
VergroBerungsfaktor 10 lautet die Aufgabe
(,,geometrische Progression‘‘):

Sei n>1, a > 0 gegeben.

Bestimme n + 1 Zahlen (sog. Stufen)
Xg, X15 Xg, - .., X, Mt

Na=xy<x,...<x,=10a

2) Z41 _ const (beziigl. k)
Xi

Die Lésung ist — mit g:= ’{/1_0 — die geometri-
sche Folge ag*, und betrachtet man die kom-
plette Skala ag*, keZ, so hat man eine fein-
gliedrige Abstufung der Zehnerpotenzskala
al0*, k e Z. Speziell sind in fritheren Zeiten die
Abstufungen n =35, n=10, n =20, n =40
und # = 80 gewihlt worden — entsprechend
spricht man von den Grundreihen R35, R10
usw. Diese ,,Reihen sind Auflistungen der
Folgen

/10y, k=0,1,...,n

(n=15/10/20/40/80) und zwar in verschiedenen
Nédherungen und Genauigkeitsangaben hin-
sichtlich der numerischen Werte der Zahlen
(’{/ﬁ)" (deren Berechnung in fritheren Zeiten
verstdndlicherweise Probleme bereitete).
Nennwerte elektrischer Bauelemente, wie Wi-
derstinde und Kondensatoren, werden nach
E-Reihen gestuft:

Reihe |E6 E12 E24

Stufensprung li/—ﬁ 2/10 24/10

Ubersicht A-2. Normzahlen und E-Reihen.

3

Normzahlen (DIN 323)

Grundreihen Genau-

RS {R10 {R20 [R40 lg

1,00 | 1,00 |1,00 | 1,00 | 1,0000 0,0
1,06 | 1,0593 0,025
1,12 | 1,12 |1,1220 0,05
1,18 | 1,1885 0,075
1,25 | 1,25 | 1,25 | 1,2589 0,1
1,32 §1,3335 0,125
1,40 | 1,40 | 1,4125 0,15
1,50 | 1,4962 0,175

1,70 | 1,6788 0,225
1,80 | 1,80 |1,7783 0,25
1,90 | 1,8836 0,275
2,00 |2,00 |2,00 |1,9953 0,3
2,24 | 2,24 |2,2387 0,35

2,50 2,50 |250 |2,50 (25119 0,4

4,00 | 4,00 |400 {400 |39811 0,6

6,30 | 6,30 |[630 |[630 | 6309 0,8
7,10 | 7,10 | 7,0795 0,85
8,00 |8,00 |800 |79433 0,9

9,00 |9,00 |89125 0,95

10,0 | 10,0 (10,0 (10,0 | 10,0000 | 1,0
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Ubersicht A-2 (Fortsetzung)

E-Reihen (DIN 41426)

E6 E12 E24
1,0 1,0 1,0
1.1
1.2 1.2
1,3
1,5 1,5 1,5
1,6
1,8 1.8
2,0
22 22 2,2
2.4
2,7 2,7
3,0
3.3 33 33
3,6
39 39
43
4.7 4,7 4,7
5.1
56 56
6,2
6,8 6,8 6,8
75
8,2 8,2
9.1
10,0 10,0 10,0

A.2 Reelle Zahlen (R)

Der Aufbau des Zahlensystems geschieht iiber
den ProzeB der Zahlbereichserweiterungen.

Natiirliche Zahlen:

N:= {1, 2, 3, ...}, die Menge der natiirlichen
Zahlen, kann als gegebene (abzdhlbare) Zah-
lenmenge vorliegen (aber auch aus abstrak-
ten mengentheoretischen Axiomen gewonnen
werden).

In N gibt es die bekannte Addition und
Ordnung (n<m<> es gibt ein keN mit
m=n+k).

Die wesentlichste Eigenschaft in IN ist das
Prinzip der vollstindigen Induktion:

Prinzip der vollstindigen Induktion

Fir jedes neN seien 4 (n) (mathemati-
sche) Aussagen, fiir welche zunéchst nicht
bekannt ist, ob sie wahr oder falsch sind.
Dann gilt:

Ist erstens 4 (1) wahr und zweitens aus
A (n) wahr folgt auch A (n+1) wahr, so
folgt:

A (n) ist wahr fiir alle neN.

Ganze Zahlen:

Z:={0,+1, +£2 ...}, die Menge der ganzen
Zahlen, wird aus N durch Hinzunahme der
Losungen der Gleichungen »n + x =0<
x = —n gewonnen, wobei 0 als neutrales Ele-
ment der Addition zu N hinzugenommen
wird.

Rationale Zahlen:

Q:={*,|p, q€Z, q # 0}, die Menge der ra-
tionalen Zahlen (Briiche), wird aus Z gewon-
nen vermdge der Hinzunahme der Losungen
der Gleichungen gx = p<x =7/,

Addition, Muitiplikation und Ordnung wer-
den von N bzw. Z aul @ Gbertragen (es ent-
steht die Bruchrechnung), so ist z. B.

p P _pdtr

q ¢ a9

p_r e e (Fe ol (] ,
— <= e pq < pq (firpositive gund ¢')
q 49

Eine einfache Uberlegung zeigt den Zusam-
menhang zur Dezimaldarstellung:

Jede rationale Zahl ?/, besitzt eine periodi-
sche Dezimaldarstellung, und umgekehrt
kann jede periodische Dezimalzahl als
Bruch geschrieben werden:

Beispiele: 0,3 =1, 09 =1(!),

127 =1+2)=120=18



Reelle Zahlen:

R := Menge der rationalen und irrationalen
Zahlen, wobei x irrational ist genau dann,
wenn x ¢ine nichtperiodische Dezimaldarstel-
lung hat.

Beispiele fiir [rrationalzahlen:

- ﬁ, ﬁ, \/g (allgemein: alle Zahlen ﬁ,
wenn ne N und falls \/; nicht ganzzahlig
ist)

- 0,123456789101112. ..

— 7, e (sogenannte transzendente Zahlen, das
sind per Def. Zahlen, welche nicht L&-
sung einer polynomialen Gleichung a, x" +
a,_ X" '+ +a,=0 mit a5, a;, ...,
a,eZ sind (letztere — also Losungen solcher
Gleichungen — heiBlen algebraisch).

Die meisten reellen Zahlen sind transzen-
dent. Wurzelausdriicke (aus ganzen Zah-
len), wie z.B. \/E, 3/1—%/7 sind dagegen
algebraisch.

In R gibt es die Addition und Multiplikation
sowie cine Totalordnung:

Fiir je zwei reelle Zahlen gilt stets x < y
oder x = y oder x > y.

Ubersicht A-3. Rechenregeln fiir Ungleichungen.

A.2 Reelle Zahlen 5

Dies gestattet die Konstruktion von Interval-
len:

[a,b] :={xeR|a < x < b},
abgeschlossenes Intervall
Ja,b] = {xeRla<x < b},
offenes Intervall
Ja,b] := {xeR|a <x < b},
halboffenes Intervall
[a,0[:={xeR|a < x},
abgeschlossenes Intervall (1)

Satz: Die rationalen Zahlen @ liegen dicht

in R; d.h.

1) Zu je zwei reellen Zahlen a, b e R (mit
a < b) gibt es mindestens eine (sogar
unendlich viele) rationale Zahl » mit
a<r<b

2) Sei aeR, dann gibt es eine Folge ra-
tionaler Zahlen x,, x,, x;, ... mit
X, —abein—o0

Schrankenbegriffe

Sei M < R (cine Teilmenge von R).

Jedes belR, fir welches gilt [x < fir alle
xeM], heiBt obere Schranke von M. Die
kleinste obere Schranke einer Menge M heil3t
Supremum von M (supM). Beispie: M =
{—1|neN}, dann ist sup M = 0. Beachte,
daB das Supremum einer Menge nicht selbst
zur Menge gehoren muB. Ein weiteres Beispiel

Ungleichungen
allgemein Beispiele
) x<y=>x+a<y+a (x,y,aeR) 2x —4<5x+2
2y x<yunda>0=xa<ya < —6<3x
3)x<yunda<0=xa>ya o —2<x
4 x?<a?es—a<x<a (fiira>0)
x*>a*< x<—aoder x>a (firaz0)
Betrige
>0

Fiir xeR definiert man \x|:={ nx =

—-xx<0
D x+yl<|x|+]yl [x+2]>1
2) lax|=lal-|x| <x+2 >1 oder (x+2) <—1
I xl<ae—a<x<a < x >—1 oder x <=3
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ist M = {arctanx|xeR}=supM =%. Da-
gegen gilt fur das Maximum einer Menge
die Forderung: a = maxM<>a ist obere
Schranke von M und a e M. Ahnlich sind Infi-
mum (groBte untere Schranke) und Minimum
einer Menge definiert. Man nennt eine Menge
MeR beschrinkt <> es gibt a, beR mit
M < a,b].

Die fundamentalste Eigenschaft von IR ist fol-
gendes Theorem:

Theorem
(Supremumsaxiom und Vollstéindigkeit)

(@D Jede beschrinkte Menge hat ein Supre-
mum und ein Infimum

® R ist vollstandig, d.h.: jede Cauchy-Folge
besitzt einen Grenzwert

Zusatz: Die Aussagen (D) und Q) sind dquiva-
lent.
Hierbei heiBt eine Zahlenfolge (x,,), cx
Cauchy-Folge, wenn die Bedingung
erfiillt ist:
[Zu jedem & > O gibt es ein N mit der
Eigenschaft, daB | x,, — x,| < ¢ ist, so-
bald n» > N und m > N ist].

A.3 Komplexe Zahlen

Mittelwerte

Fir x,, x5, ..., x, definiert man
1) das arithmetische Mittel:

1
A::*(xla}»”'-i_xn)
n

2) das geometrische Mittel:

G:="/x,-x,

3) das harmonische Mittel:

1/1 1\ [t
n\x; X,

4) das quadratische Mittel:

0= Lt 4

Sie gehorchen folgendem Vergleich:
H<G=<A<Q

Anwendungen: A4: gewdhnliche, arithmeti-
sche Durchschnitte
G: Progressionen, Zuwachs-
faktoren, Zinsrechnung
H: Frequenzanalysen
Q: Fehlerrechnung,
Regression

Ubersicht A-4. Komplexe Zahlen. Darstellungsformen und Rechenoperationen.

komplexe Zahlen

/i imaginare Achse

4 4
a_ ;= .

— - -

—7 |7~ _reelle Achse
- - Z zZ ™ e

=J
Komplexe Zahl Z
Z=a+jb=Z(ose+jsing)
I 1 Imagindrteil
Realteil
Eulersche Formel
ei® =cos¢p + jsing
Z=Z ¢

=Vt

Z=a+jb komplexe Zahl
|Z} = /a* + b* Betrag
b .
tang = — Richtung
a
TET—"
sing = —; cosp=—r
1Z] |z
Z=a—jb konjugiert-komplexe Zahl
Z-Z=(a+jb)(a-jb)=a+ b =|Z]




Ubersicht A-4 (Fortsetzung)

A.3 Komplexe Zahlen 7

Darstellungsform

komplex

konjugiert-komplex

Real- und Imaginarteil
trigonometrische Form

Z=a+jb
Z =1Z|(cosp + jsing)

Z=a—jb
Z =1Z]|(cosp — jsin ¢)

Eulersche Formel

e? =cos g + jsing

e v =cosgp — jsing

Exponential-Form Z=|Z|e" Z=|Z|e i

Gleichungen GauBsche Zahlenebene | Beispiel
Addition/Subraktion

Zi+Zy=(a, +a))+jb, +b,) . Imaginar- Z,=3+2j

Zy—Zy=(a,—ay) +j(b, — by) N teil Z,=1+12j

Real- und Imaginarteil miissen
getrennt berechnet werden

a, Realteil

Z,+2Z,=4+32j

Multiplikation/Division

Z, Zy =Z,||Z,| (cos (@, + 9,) + jsin{p; + ¢,))
Z,Z,=12Z\||Z, ¢llorrod

|Z, 112, = Jaya, — b, b)) + (a, b, + b, ay)?

arh, +b,a,

tan + =
(®1 + 93) aa, — b, b,

ZZy = Z,1/1Z,](cos (9, ~ ;) +jsin(p; — @,))
Z,/Z, =12,]/1Z,| - &1 792

a2 + b?
Z Uz = [athi
| Z, /12, P E

bia,—a, b,
aa,+b b,

tan(g;, — ¢,) =

Imaginér-

Realteil
»Drehstreckung”

Z,=3+2j
Z,=1+12j

944
Z N2y = [
A AN

=23

tan{p, — @,)
2:1-3-12
C3e1+2:12
(@ — @) =-0,287
(Z,/Z,) = 2,3 eitcosn

—0,296
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Ubersicht A-4 (Fortsetzung)

Potenzieren/Wurzelzichen

Z" = |Z"(cosne + jsinng)
AR VAL

"\/E =/1Z] (cos <ﬁ¥> + jsin <£j—%§>)

k=0, %1, £2, ..., £t(r = 1))

j 4 Imaginar-
teil

Z=3f8
Radius |Z|=3/8=2
k=0

1 Zo] = 3/8(cos (0)
+jsin(0)) = +2

izt e=1
2
Z, =2 (cos <-n>
3
risi 2n
jsin{ =
Z, = —1+j/3
k=2
4n
Z,=2 —
+isi 4n
jsin 5
Z,=—1-j3
Differentiation (bzgl. Winkelvariablen)
Z=|Z|eltt+o) j Imlaginér- Z=34+2j
tei .
Y _jpizieer 4z Z =360
dr Nt iz
at 4 5 = 1572
d—; =jwZ Z.
Realteil
Drehung um +90°,
Streckung aufs w-fache
Integration (bzgl. Winkelvariablen)
Z=|Z|el@r® . Imaginar- Z=342j
[Zdr=[iZ|dOd; I e 7 = /13 e} 15Tt arcuan2/3)

=\|Z}el® [l ds

fzdi=-L|z|e@ro+c
w

--Ll.z+c
w

—

V4

Realteil

[ zdt

Z = 3,6¢i1:571+33,69)
i
1,57
=—-0,64;Z

V4

{Zdr=—




A4 Logarithmus und Logarithmengesetze 9

A.4 Logarithmus und Logarithmengesetze

Ist bei einer Potenzfunktion die Variable durch Logarithmieren (Logarithmusfunktion,
im Exponenten (Exponentialfunktion, Ab-  Abschnitt A.10) ermittelt werden.
schnitt A.10), kann der Wert der Variablen

Ubersicht A-5. Logarithmen.

Definition

Exponent

¥ = a < x = log, a

1
Basis Potenzwert Exponent Basis Potenzwert bB>0;b#1;

x beliebig, reell)

¥ =9 2 = logy 9
besondere Fille
allgemein Beispiel
log,(b") =a log,;(3%) =2
log,b=1 log,3=1(3"'=3)
log,1=10 log,1=0(3%=1)
ploma — 4 3logs4 4
elna=a elnlS: 18
Logarithmensysteme

dekadische Logarithmen

natiirliche Logarithmen

Basis 10 Basis e
1\
e= lim (1 +;) =2,718281 ...

log,o=1g log, =In

10"=a ef=a

x=1ga x=Ina
Umrechnungen
In

2 0432914

leag=—2
£~ 110

Ina=I1ganl0 230259 Iga

log.a Ina

1 in: 1 = e
allgemein: log, a log. b~ Inb
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Ubersicht A-5 ( Fortsetzung )

Logarithmengesetze

allgemein

Beispiel

log, (ca) = log, ¢ + log,a

log, (f) =log,c — log,a
a

log, (a") = nlog,a

1
log, ('{/;) = log, a

lg(10x) =1g10 + lgx =1 + Igx

2
In (T()) =1In20 — Inx

lg(4®) = 8-1g4

1
In 3/18) = 3 In18

A.5 Trigonometrische Funktionen

Ubersicht A-6. Trigonometrische Funktionen.

Definitionen
C
b, a
\a B Einheitskreis:
A p = Funktion der

Rechtwinkliges Dreieck:

Seitenverhéltnisse

Bogenldnge x

sinx: Ordinate von P
cosx: Abszisse von P

sin .y
tany = ——
i Gegenkathete a cosx
ng=——————— =—
Hypotenuse ¢ cotx = _ cosx
tanx  sinx
Ankathete b
cos o = ——— - 2n
Hypotenuse c X = %0 x (0<x<2n)
tana:%ﬂl&aﬂ_ete::g x(0 < x<2n) ist das
Ankathete b BogenmaB des Winkels o im
Ankathete b (_}radsysl.em (0 <2< 360°). Dann ist
cotg = ————— = — S X = SIna; COSX = COS o tan x = tan o
Gegenkathete «
Komplemente Vorzeichen

sino = cos (90° — x)
cosa = sin (90° — «)
tana = cot (90° — )

cota = tan (90° — x)




A.5 Trigonometrische Funktionen 1
Ubersicht A-6 (Fortsetzung)
Reduktionsformen Verlauf
Winkel y Sinqs und
—o |90°+a |180°ta|270° + 4 |360° ta sin x Kosinus
Funktion A~ e o
- - — - -90°,” 90°°180° 270°"360° periodisch
s & —sma | +cose| +sina —COosa 81N & 7& f\\ oy //('31(/271 5% in 21,E
cosa +cosa| Fsina | —cosa | +sino | +cosa ~2~~1 2 TS (360°)
tana —tana| Fcota | +tana | Fcota | —tana y Tangens und
coto —cota| Ftano | tcota | Ftana | —cota ‘ Kotangens
! ‘ inw
\ 180°
L (180°)
— Polstellen
fiir Tangens
90 '] + z
~90° 0! A
TN /10 TN x 2
21 % .
AN ' 2
1 \t Polstellen
‘ fiir Kotangens
+ o0t +0, nn

—0: —0,—nmn

Ubersicht A-7. Zusammenhinge und Umwandlungen trigonometrischer Funktionen.

Zusammenhénge zwischen trigonometrischen Funktionen

1 — tan?

)

TR[NIR

sina + costa = 1 tanx cotx =1 coso =
1 + tan? >
sin o 1 5 1 2
tane = =— 1+tan‘e=—;
cosa coto cos“a
cot cosa 1 s
L = =
sing tana 1 =cot*x« pree
Umwandlungen
Funktion .
. sin o cos o tano cotu
Funktion
. tano 1
sin o - +./1—cos?a + +
J1+tang J1+cot?a
; 1 cot o
cos o + /1 —sin%a - + +
J1+tan?a JV1+cot?a
sino 1—cos?a 1
tana + + \/—_’ _
J1—sin?« cos o cotu
cot +\/1—sinzaz 4 cosa 1
& T - _— —
- sina m tano
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Ubersicht A-8. Winkelbeziehungen
metrischer Funktionen.

trigono-

Ubersicht A-8 (Fortsetzung)

Addition/Subtraktion

Produkte

sin(o + ) =sina cos f + cos« sin
cos(x + ff) =cosa cos f F sina sin f§
sin(x + B)sin(ax — ) =cos?f — cos’x
cos(x + B) cos (¢ — B) = cos® f — sin?«

tano + tan f

tan(a + )= ———"——
@xh 1 Ftana tanf
cotacotff ¥ 1
cot(aiﬁ):i

cotf§ + cota

Summen und Differenzen

. . .ot o+
sina +sinff = 2sin ﬂ~cos +h
2 2
A+ o —
cosa + cos f = 2cos k. cos 4
2 2
L a+ L a—f
cosx —cos = —2sin B~sm !
2 2
sin (o +
tanazitanﬁ=_(—_ﬁ)
cosa - cosf
sin{(fi + «
cotaicot[i=—.-ﬁ_.——)
sina - sin

doppelte Winkel

sin2a = 2sina - cosa
cos2a = cos?a — sin? «
tan2x = 2/(cota — tana)
cot2a = (cota — tan a)/2
sin3a = 3sina — 4sin’u
cos3a =4cos®a — 3cosa

halbe Winkel
int o 4 1 —cosa
My == 2
1+ cosa
~ —= +
u)s2 + 3

sin o

a 1 — cosa 1—cosa
tan_ = + =t— =t
2 1 4 cosa sin o 1+ cosa
% 1+ cosa 1+ cos sina
coty =+ / * == +A o g
2 1 —cosxa sin a 1 —cosa

sina sin :%[cos(az— ) —cos(x+ B)]
cosa cos f = %[cos(ac — B) + cos(x + )]
sina cos f§ :%[sin(cx+ B) + sin(x — B)]

cosa sin f§ :%{sin(rx + f) —sin(x — f)]

tana + tan f§
cota + cot fi
cota + cotf§
tana + tan f

tana tan f =

cotocotffi =

tana + cot f

tana cotff = ——
p cota + tan

cota + tan 8

cota tanff = ————
b tana + cot f

Potenzen

1
sina :f(l —cos2a)
. 3 1., .
sin® o :Z(3smaAsm3oz)
2 1
cos a=§(1 + cos2a)

1
cosa =Z(3cosx + cos 3a)

Eulersche Formel

y=¢e%? =cosp + jsing

el _ e~ ie

sin ¢ ZT G=+v-1)
ei? 4. g7i®
oS = ————
¢ 2
j(e”"-—efj“’)
@ne = gy
_j(ej"’+e_"”’)
oL =T e
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Ubersicht A-8 (Fortsetzung)

Naherungsformeln fiir kleine Winket

sinx & x — 3 (Fehler <1% fiir o < 58°)
sinx & X (Fehler <1% fiir o < 14°)
2
cosx =1 — % (Fehler <1% fir « < 37°)
cosx = 1 (Fehler <1% fiir o< 8°)
wobei o = 2 - 360°
2n
Winkeleinheiten
Einheit ° ! " rad gon cgon mgon
1° =1 60 3600 0,017453 1,111 11,11 111,11
1 = 0,016667 1 60 - 0,018518 1,85185 18,5185
1” = 0,0002778 0,016667 1 - 0,0003086 0,030864 0,30864
1rad = 57,2958 3437,75 206265 1 63,662 6366,2 63662
1gon =09 54 3240 0,015708 1 100 1000
lcgon = 0,009 0,54 324 - 0,01 1 10
1 mgon = 0,0009 0,054 3,24 - 0,001 0,1 1
n
_ 103 — 105 -
1 rad = 10° mrad = 10° pyrad 1 gon 300 rad
{ rad = - Bogen _ 360 1 Vollwinkel = 27 rad = 6,28318 rad

1 m Radius 27

= 57,296° ~ 57,3° = 360° = 400 gon

A.6 Analytische Geometrie der Ebene

Ubersicht A-9. Koordinatensysteme.

schiefwinklig rechtwinklig polar
4 P(r,¢)
25 P& ) .
4
4 ) 14
< 0
Zusammenhang zwischen
— xsin o, + ycos rechtwmkligep und
= M x=£{cosg, +ncosg, Polar-K oordinaten
sin(@; — ;) £si + s +cos
. = {sin sin x=
xsing, — ycos ¢, Y P13, N
=7 RAddh st y=rsing
sin{g; — @,)
@, Winkel zwischen x-Achse und £-Achse tangp = %
¢, Winkel zwischen y-Achse und y-Achse
r=./x%+y*
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Ubersicht A-9 (Fortsetzung)

Transformation rechtwinkliger Koordinaten

Parallelverschiebung Drehung Parallelverschiebung
und Drehung
4 Pxy) y
Y (xY)
I -,
b
|
Ole—-ag—-v X X
X=x—a X' '=xcosg + ysing x"=(x—a)cosp + (y — b)sing
yV=y—-b Y = —xsing + ycos ¢ y'= —(x—a)sinp+{(y—b)cosg
x =x+a x =x'cosp — )'sing x =x"cosp —y"sing +a
y=y+b y =X'sing + ) cos¢ y =x"sing —y"cos@ + b
Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten
x=rsinf cos¢
y=rsinfsing
z=rcosf
X =rcos cosﬁ=5~
. r’
y=rsing X
. COS @ = ———
- N
tang =3 r=x*+y*+ 22

Ubersicht A-10. Punkt, Strecke und Dreiecke in der Ebene.

Strecke
Steigung y
tano = m =22_21
Xy — Xy
Entfernung

_P;—F2=\/(X2—x1)2 + (= »y)?

B P =./r}+r2~2r r,cos(p,

Teilpunkt P

o]
~

_x Ay,

L= Xp = T+’ Ve

|

’

~
A

-—

0<

— )
Mittelpunkt M X
R :.V1+;~.V2 Y Zx1+xz, , ZY1+)’2
144 WMET T M




Ubersicht A-10 (Fortsetzung)

A.6 Analytische Geometrie der Ebene

15

Dreieck

Schwerpunkt
1
Xs = E(xx + X, + X3)

1
J’s=§(}’1+)’z+}’3)

Fir Punktmassen m,, m,, m,

=m,x, +myx, + mMyx,

s my +m, + my
Y= myy; +myy, +myp,

m, +m, + my
Fliche

1 . .
A= flxl (v, —ya) + x,(y3 — ;) + x5 (¥, — y,)|; mit Determinantenrechnung:

x yp 1
X ¥y 1

Xy y3 1

1
4=3

Ubersicht A-11. Punkt, Strecke und Dreiecke

im Raum.

Ubersicht A-11 (Fortsetzung)

Punkte und Strecken im Raum

Dreiecke im Raum

Entfernung |TPZKP| (X1 Y15 200 Ba(x2, V20 2))
‘ﬁ] =NVE =Rl - 0Pt @ -2

Teilung von P, P, im Verhiltnis 4

X +4x, Yot Ay, 1+ 4z,

Xp = o= s =
14+ 4 1+ 4 144

A>0 innerer Teilpunkt
A <0 &duBerer Teilpunkt
Mittelpunkt M

X+ x oty zZ;+z
xM=121; yM=122; ZM:IZZ

Dreiecke im Raum

Schwerpunkt

_ X X s _ it yatys,
XS_M3 H s=— g3
zZy+2z,+ 24
BT

Fiir Punktmassen m,, m,, m,

myxy +m2x2+m3x3‘

Xg >
my +m, + my
3 My My, t My,
s my+my+my
. _mlzl+m2zz+m323
s m, +m, + my
Flidche
A= /A2 + A3+ 4%, mit
¥z 1 z; x4
1 1
Al=§ v, 2 1] A2=§ z, X, 1
V3 z3 1 z3 x5 1
1 Xy 1
A3:§ X 2 1
X3 y3 1
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Ubersicht A-11 (Fortsetzung)

Ubersicht A-12 (Fortsetzung)

Volumen des Tetraeders P, P, Py P, Normalform
(P, Spitze) y=mx+5b y
Xy oz 1 m=tan¢g
V= — ¢
6 | X3 y3 z3 1
X4 Yy Z4 1 b
\ (X, —x;) 0y —y) (2, —2p) X
= 3 (x; —x3) (01 —y3) (2, —1z3)
G —x) O G20 allgemeine Gleichung
Ax+By+C=0
(A, B, C sind Konstanten; 4 und B nicht
.. X R leichzeiti 11
Ubersicht A-12. Gerade in der Ebene. gleichzeitig null) -
Zwei-Punkte-Form Hessesche Normalform
Y= _ Y2V, xcosB+ysinf—p=0
X=Xy Xy X Ax+By+C 0 y
x 1 2 3
y oo +./4*+ B N
= + fir: C<0;
*2 ¥2 1 — fiir C>0 b
v
x
Punkt-Steigungs-Form Polarform
y—yi=m(x—x) y - P y
y=m(x—a) Pa(x2.¥2) cos(x = ¢) o
m=tang; Py(x4.yy) P, P
r
_Y2= N a/
X, — X, 4
X

Abstand d des Punktes P, (x,, y,) von der Geraden

=1 4

Q=
+
Q|

d=x,cosf+y;sinff—p

_Ax; + By + C
+./4% + B?

d=|)’1_mx1‘b|

1+ m?

d




Ubersicht A-12 (Fortsetzung)

A.6 Analytische Geometrie der Ebene

Ubersicht A-13. Gerade im Raum.

17

Schnittwinkel § zweier Geraden

Zwei-Punkte-Form

m, —m

tanff = ———
g 14 mym,
y

tanﬁ=Ale_A2B1 g

A A, + BB,
my =tang; m, =tang,

4 P2
-

senkrechte Geraden: mym, = —1

A A, + B, B,=0

parallele Geraden: my =m,

Ay/4, = B,/B,

Winkelhalbierende zweier Geraden

A1x+Bly+C1+A2x+Bzy+C2_
+ /A + B}~ +./A}+ B?

y

9

0

Hessesche Normalform

x(cos f; +cos B,) +y(sin B, £sin B,)—(p; £p,)=0

X=Xy Y= _z—17

X=X V2=V I

allgemeine Gleichung

Schnitt zweier beliebiger Ebenen

Ay x+By+Ciz+D =0
A;x+ By +Cyz+ Dy, =0

Winkel zwischen Gerade und Achsen

El=0}cosa_1 B, C,|, cosB_1 ’c, A,
E,=0 TN|B, G|’ TN|C, 4,
N: Normalenvektor
cosy = L[ 41 By
"SN\|4, B,
N2 | B G 2 0C, 4,7 |4, B, |2
B2 C2 CZ AZ AZ Bz

cos®a +cos® B+ cosly =1

Gerade durch Punkt P, (x,, y,, z,)

X=X _Y—h -1z
cosa cos f cosy

in Parameterform:
x=x;+tcosa; y=y, +tcosf

z=12z; + 1€0S7

Parameterdarstellung

x=at+a,; y=bt+by,;, z=ct+c,

Schnittwinkel zweier Geraden

cos f = cosa, cosa, + cos B, cos f, + cosy, cosy,
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Ubersicht A-14. Ebene. Ubersicht A-14 (Fortsetzung)
z4(0,0,¢) Ebene durch drei Punkte
x yz 1
x i, 7. 1 x—x) b=y -2z
xl yl ZI { =0;{(x;~x,) (Vz*yl) (22_21) =0
RS (r3=x) G3=y1) (53-20)

Abstand eines Punktes von der Ebene

_Ax, + By, +Cz, + D
= JRec Rt SN
+/4>+ B>+ C?

d=x,cosx+ y,cosff +z,cosy—p

d

Winkel 6§ zweier Ebenen

_ A A, + B, B, + C,C,
JA + B2+ C2- JA2+ BE 4 C2

Achsenabschnitts-Form cosd

2 + 5 +-=1 Orthogonalitit und Parallelitat

orthogonal: zwei Ebenen L
A A, + B, B,+ C,C,=0

cosa, coso, + cosff; cosfl, + cosy, cosy, =0

Hessesche Normalform

xcoso + ycosf+zcosy —p =0

a, B,y Winkel zur x-, y-, z-Achse;

: i |
P Linge der Normalen durch den Nullpunkt parallel: zwei Ebenen |

A,/A,=B,/B,=C/C, oder

allgemeine Gleichung cos o, /cos 2, = cos §,/cos f§, = cosy,/cosy,

E- Ax+By+Cz+D=0

_ b ,_ D D
CTar TR T
A B
COS O = — e cosf=m=—ree———
JA*+ B>+ C? JA*+ B+ C?
C D
cosy = ;o p= <0
AR+ B+ C? VA T+ B+ C?
Ebene durch einen Punkt
P, (x,,y,,z,) parallel Pi(x,,y;,2,) senk-
zur Geraden recht zur Geraden
X—X, y—y, z—z, (x —xy)cosa +

coso; cosP; cosy, |=0 + (y—y,)cos B +
cosa, cosf, cosy, 4 (z—z,)cosy =0




Ubersicht A-15. Kreis.

A.6 Analytische Geometrie der Ebene 19

Ubersicht A-15 (Fortsetzung)

Mittelpunktgleichungen

Schnittpunkte Gerade und Kreis

(x_xM)z+(.V-YM)2=r2

M(Xpm + Yu)

r

X

Mittelpunkt im Ursprung  Scheitel-Gleichung

y

!

¢ )X M(r,0)

x4y =r? yr=2rx—x*

allgemeine Kreisgleichung

Ax* + Ay* 4+ 2Dx + 2Ey + F=0
Mittelpunkt M: (— D/A, — E/A)

1
Radius 7: r=+ D? + E* — AF

Parametergleichung

X =rcost + xy y

y=rsint + yy |

Polarkoordinaten

0> —200,c08(@ — @g) + @ =717

M(pg.90)

Kreis: x* + y* =r?; Gerade y =mx + b

xl/z=ﬁ(—mbi\/mzb2+(r2—bz)(1+m2))
Diskriminante D = r2(1 + m?) — b*

fir D > 0: 2 Schnittpunkte
D =0: 1 Schnittpunkt
D < 0: kein Schnittpunkt

Tangente und Normale

Kreis: X2 +yr=r?
Tangente: xx, + yyp =2

. X
Steigung: m ==
Y
r
Linge: 1=
Xp
y2
Subtangente: s, ==
Xp
Normale
yxp—xyp=0

Steigung ~ m, = ?; Lingen=r;
P

Subnormale s, = xp

Winkel im Kreis

Mittelpunktwinkel = doppelter Umfangswinkel
a=2y;

360° — 2 =26

Sehnentangentenwinkel

= halbem
Mittelpunktswinkel

1
r=§<x; =21,

360° —a=2(180° — 1)
Alle Umfangswinkel sind also gleich grof3
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Ubersicht A-16. Ellipse, Hyperbel, Parabel.

1. Normallage

Ellipse M (0,0)

Hyperbel M (0, 0)

Schaubild

Kurvengleichung

Parametergleichungen

Tangente mit
Beriihrpunkt P, (x,, y,)

Asymptote
Tangentenbedingung

(y=mx +¢)
(Ax+ By +C=0)

Normale im
Kurvenpunkt 2, (x,, y;)

Exzentrizitat
numerische Exzentrizitdt
Flache

Scheitelgleichung
(Brennpunkt auf x-Achse)

y=bhsint

XX Ny
S+ —=1
a® + b?

2=a’m? + b?

@A+ B*-Cr=0

az}’l

Ly -y, = (x—x
noy—y; ble( N,
e=./a*~b?

e
&= -

a
A=abn

¥ =2px Py
a

y
w
F a\ A

X y

2ol

a*  b?
Qa

X=——; y= thtant
cost

x = tacosht; y=bsinht

az)’l
ny—y = ‘b2x (x —xy)
e=./a*+ b?
y2=2px+€x2
a

2. Achsen parallel zu Koordinatenachsen M (x,, y,)

Kurvengleichung

Tangente mit
Bertihrpunkt P, (x,, y,)

Tangentenbedingung

(x—x)* 0=y
T
(x = xp) (x4 — Xo)
aZ
O —r0) 01 — ¥o)

R
Ax+By+C=0
fiir:
A%a® + B*b?

—(Axy+ By, + C)* =0

1

(x=—x)" =y -1
T
(x = xo) (x; — Xo)
P

#O’-J’o)()ﬁ "J’o)_l
b? B
Ax+By+C=0
fiir:
A2a2_32b2

—(Axy+ By, + C)* =0
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Ubersicht A-16 (Fortsetzung)

Parabel mit S (0,0)

y y2=2px; yZ:—pr 14 y
x*=2py; x*=-2py o
X Tangente in P, (fiir 2 = 2px) X
y
X

y yy =px+x) p/2N\p/2 F X

X

Tangentenbedingung fiir y = mx + ¢ !

Leitlinie
p=2cm
Parametergleichung
x=1% y=+ct

Parabel mit Scheitel S (xg, Js)
Parabelachse parallel x-Achse Parabelachse parallel y-Achse
’ y \YV
i p<0 X
0: :
p> = p<0 T p>0 i "
-y

Kurvengleichung
0=y = £ 2 = x5) | - xr=+200-39

Tangente in P, (x,, y,)

01— =39 = £pG +x, = 2x9) | =390 = x9) = 200+ 3, — 23)

Tangentenbedingung: Ax + By + C =0

fiir: +pB2 — 24 (Axg + By + C) = 0 \ fir: +pA® —2B(Axs + Byg+ C) =0

allgemeine Form der Kegelschnitt-Gleichungen

Scheitelgleichung: yr=2px—(1- ez)xz} ¢ <1: Ellipse

J4 ¢ > 1. Hyperbel

Polargleichung: "=1 " ¢cose £=1: Parabel

allgemeine Gleichung: Ax?> + By* + Cx+ Dy + E=0
Ellipse: AB >0 (A = B: Kreis)
Hyperbel: 4B <0
Parabel (Achse parallel x-Achse):

A=0 und BC+¢
Parabel (Achse parallel y-Achse):
B=0 und AD+0
beliebige Lage: Ax*+ 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F=0 (4*+ B*+C?*>0)

2B
Drehwinkel a: tan (2a) = i-c A+#C)
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A.7 Geometrische Siitze

Ubersicht A-17. Sitze in der Geometrie.

rechtwinkliges Dreieck

Satz des Pythagoras A =a?+ b C a, b Katheten
¢ Hypothenose
b, a
c B
Kathetensatz a’®=cp C C
b =cq
| |
; h a b J h
L_» q !
c B|A c B
Hohensatz h =pg c
N
al
B
Strahlensitze t. SA:SA” =SB:SB’
wenn AB | A'B’, SA:AA’ =SB: BB’
dann gilt 2. AB:A'B =SA:SA’
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A.7 Geometrische Sitze

23

allgemeine Dreiecke

Sinussatz

findet Anwendung, wenn

eine Seite, der gegeniiberliegende
Winkel und eine zweite Seite
oder ein zweiter Winkel

gegeben sind

a sine b sinf

b sinf’ ¢ siny

a:b:c=sina:sinf:siny

Kosinussatz

findet Anwendung, wenn
drei Seiten bzw. zwei Seiten
und der eingeschlossene
Winkel bekannt sind

a*=b* + 2 - 2bccosa

b* =a*+ c* —2accosf

c? =qa®+ b%* — 2abcosy

Geometrie am Kreis

Sekanten-Tangenten-Satz

PA-PB =PA’-PB =PT?

Sehnen-Halbsehnen-Satz

PA-PB=PA’.PB' =PS?
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A.8 Flichen und Koérper

Ubersicht A-18. Inhalt von Flichen.

Art der Fliche

Flécheninhalt A

h
Dreieck A= an
2
+b
Trapez =4 3 h

Parallelogramm

o 42
Kreis A= g
4
Umfang U =nd =2nr
.. T on2 2y _ T
Kreisring A:Z(D ~d)=§(D+d)b

Kreisausschnitt

~~/r
W
@in Grad

nrly

A= %600 (Gradmaf})
a=r2 (BogenmaB)
Bogenlange / = %r(—;% (Gradmaf)

I=r¢p (BogenmaB)

Kreisabschnitt

Los— A
\ /
= P/
A f /
\\‘#//

¢ (Bogenmaf)

2 . h 2
A=%(p —sing) ~ hs [2/3 +4, (;) }

Sehnenldnge s = 2r sin %

Bogenhohe h=r <1

@
—Cos

2

)

= stan
2

¢

1= 2rsin 4

2@

Sechseck

[

A =£s2
2

Eckenmall e =

%|N
(%) =]
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A.8 Flichen und Kérper 25

Art der Flache

Flicheninhalt 4

Ellipse
ﬁ -
D

A=%D-d=a-b~n

Umfang U~ 0,75n(D + d)—0,5n./Dd

1. Guldinsche Regel

Rotation der ebenen Kurve C um die x-Achse ergibt
einen (rdumlichen) Rotationskorper. Dessen Man-
telfliche habe den Flicheninhalt 4. Es sei L die
Lénge von C, und SeR? sei der Schwerpunkt von C
mit dem Abstand r, von der Drehachse. Dann ist
A=2nr-L.

——

Weg des Schwerpunktes bei Rotation

Ubersicht A-19. Inhalt und Oberfliche von Korpern.

Art des Korpers

Inhalt ¥, Oberfliche S, Mantelfliche M

dl
Kreiszylinder V= % h
M =mndh; S=nd(d2+h)
Pyramide A Grundflache ! y=Xan
nd*h
Kreiskegel V=
reiskege o
M=ans=1trs=1cr‘/r2+h2
nh ., 2
Kegelstumpf V‘—-E(D + Dd +d?)
. Y
om0 rds [
2 4
Kugel _nd?
e =%
S =nd?
Kugelabschnitt h L YN, P
ugelabschni —?(a _T(r )
(Kalotte) T
\\\4!//( M =2nrh=mn(a*+h?)
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Ubersicht A-19 (Fortsetzung)

Art des Korpers

Inhalt V, Oberfliche S, Mantelfliche M

i 2 2
nr*h
Kugelausschnitt @ _h V=
(Kugelsektor) ¥ 3
r S=nr(2h+a)
nh
Kugelzone V= 3 Ba® + 382+ h?)

L7

r Kugerhélbmesser

M=2nrh

zylindrischer Ring

‘ {
WYY
f

D

2
V=IDd2=2nR-1rr2

S=n?Dd=2nR 2nr

Ellipsoid d,, d,, dy Linge

der Achsen

V=gd1dzd3

kreisrundes Fa D Durchmesser am Spund
d Durchmesser am Boden
h Abstand der Boden

Th
Va—@2D?+d?*
2 ¢ +d?)

2. Guldinsche Regel

Wird ein ebenes Flachenstiick (Inhalt 4) (welches in
» > 0liegen mdge) um die x-Achse rotiert, so entsteht
ein Rotationskorper (Torus) reifendhnlicher Art. Sei
S der Flichenschwerpunkt und r; dessen y-Ko-
ordinate (d.h. Abstand vom Flidchenschwerpunkt
zur Drehachse). Dann gilt fiir das Volumen V des
Rotationskorpers

V=2nrA

Weg des Schwerpunktes bei Rotation

A.9 Vektorrechnung

Ubersicht A-20. Vektordarstellung und Gerade.

Ubersicht A-20 (Fortsetzung)

Vektordarstellung

Vektordarstellung

r=x;e,+ye +ze,
e Einheitsvektor

X;, ¥1» Z; Komponenten
des Vektors

Schreibweise als Zeilen- oder Spaltenvektor:

X1
r=(x;,,2;) oder r=|{y,

2y
Betrag |r{=/x}+ y}+ 2}

Winkel cos(r,x) = x—’; cos(r,y) = y_l;

Irl 7|

z
cos(r,z) = —;

b

cos?(r, x) + cos? (r, y) + cos?(r, z) = 1
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Ubersicht A-20 (Fortsetzung)

Winkel und Abhéngigkeiten zwischen zwei Vektoren Gerade g
r=(x;, ¥, 21); r=(x3 0,5, 2;) Punkt-Steigungs-Form: P, a P 9
X Xy 4yt 2z, r=r+la
cosp =
Jxi+yit \/xﬁ +yi+1z Zwei-Punkte-Form: ) r
orthogonal: x,x, +y,y, +z,2z,=0 r=r+ A, —r)
linear abhédngig: ur, +vr, =0 oder 0
ux, +vx,=0; wuy, +oy,=0; g
uz, + vz, =0 (u,v#0)
Entfernung und Teilung
Entfernung: d=r, —r, y
Léinge: P Schnitt zweier Ebenen:
1 d
\d|=r, —r| P, Ax+By+Ciz+D, =0 und
ldl =/t =r) (r; — 1)) A Ayx +By+Cyz+ D, =0
Teilung im Verhiltnis A: o
r+ir i r
rp= 11 - 2 ! T P2
+ 4 P
4 =1: Mittelpunkt ry
der Strecke g
r+r,
ry=—1+—2:
M 2
Ubersicht A-21. Multiplikation von Vektoren.
skalares Produkt Vektorprodukt
Multiplikation zweier Vektoren, Multiplikation zweier Vektoren,
so dafl Ergebnis ein Skalar. so daB Ergebnis ein Vektor.
(Hinweis:
£ : rxr, dreidimensionaler
0 i Raum muf}
T, * : orientiert sein;
Darstellung gilt
12005 ¢ fiir rechtshindige
r2xr kartesische
{ Orthogonalsysteme)
rory,=|r |- cos(ry, r,) Betrag: |ry xr,| = |r||r,] - sin(r,, 1)

Skalarprodukt = 0: orthogonal
(ryr)) =0
Xy X3+ p1 ¥ +2,2,=0

Richtung: senkrecht zur Ebene,
welche die Vektoren »; und r,
aufspannen

Vektorprodukt = 0: parallel
rxr,=0
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Ubersicht A-21 (Fortsetzung)

Komponentendarstellung

ro=x,etye+ze,

r=xe +ye, +z,e

— 2
(rir) = |x X6, | + X, y,606,+ X, 2 €8
2
+yiXee + |y v Tz,
2
+2yx,e,e,+2,y,e,e,+12,256€,

alle e e, e,e,,¢,¢,=0,

xCys €x €2y

da senkrecht aufeinander

(rnr)=xx,+y;y, +2,2,

rXr, =
x;x,[e xe] +x.y, [exxey] +x,2,[e, xe,]
() S e et
=0 e, —e,
+yix; [ey xel+y v, [ey Xey] + )12, [eyxez]
0
e = —e,

z
+z,x,[e,xe]+z,y,[e,xe]+ 2z 2,e,xe,]
NEIghE N2t 5 N/

e, —e, =0

rxry= (12— 2,03) €
—(x12;—z;x,) e,
+ (X102 —yi%5) e,

Matrizen- und Determinantenschreibweise

riry=(x; y1 z)) (%,
Y2
Z2

=X X, + Py, 2,2,

e e, e,
FXFPy = | X V1 2y
X3 Y2 2y
=(z;—21¥,)e
—(x12; — z; x5)e,

+ (X1 ¥, —yixy)e,
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A.10 Funktionen

Beispiele

Arbeit W = Fs
(konstante Kraft F)

W = |F||s| cos(F, s)
F=Fe, +Fe +Fee,
s=s.¢e t+5.¢ +5,6€,

Fs=(EFFE) (s,
SY
S

z

=FEs,+Fs, +Es,

F=0,-24N
s =(1,2, -)m

W=(3 -2 4)N( 1)
2 jm
-3

=3Nm —4Nm — 12 Nm
W= —13 Nm

Drehmoment M =rx F
M =|r|-|F|-sin(r, F)
da rsin(r,F)=4d

M=Fd
e e e,
M=lr rr,
E K F,

M= (ryFl - rsz) e,
—E—1.F)e,
+(rx1‘;,—ry15;‘)ez

r={1,-1,3)m

F=(3 —-1)N
e e e
M=[1-1 3|m
2 3 —1|N

M=(1Nm—9Nm)e, — (—1Nm ~ 6Nm)e,
+ (3Nm + 2Nm)e,

M= —8e, Nm + 7¢,Nm
+ 5e¢,Nm

M=(-8,7, 5)Nm

A.10 Funktionen

Ubersicht A-22. Ubersicht iiber Funktionen.

lineare Funktion

y =a, x + a,: Geradengleichung
a, Achsenabschnitt (y-Achse)
a, Steigung; m = tano

a, > 0: positive Steigung

a, < 0: negative Steigung
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung)

quadratische Funktion

quadratische Parabel

y=a,x*+a,x+ay:
(Achse parallel zur y-Achse)

4
a, > 0: nach oben offen
a, < 0: nach unten offen
S |a,} < 1: Parabel flach; |a,| > 1: Parabel steil; |a,| =1
Normalparabel
s a &2
—— X ScheitelS(»—L; ———1—+ao)
Xs 2a, 4a,
y = x? + px + q: Normalform (a, = 1)
2
? ?
St—5 —{5) —
< 2 [<2> "D
Funktion 3. Grades
y © y=a;x*+a,x* +a,x+a,
>
151 |7
10} |«
+
L]
st %
4 + A "
-6 —4 —é\yz 4 6 X
10+
154

Sonderfall: kubische Normalparabel

y=x

y=—-x°
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A.10 Funktionen

31

gerade Potenzfunktionen mit positivem Exponenten

y=x* (neN)
(nach oben gedffnet)
y=—x¥ (neN)
(nach unten gedffnet)

gerade Potenzfunktionen mit negativem Exponenten

y=x"% (neN)
(1. und 2. Quadrant)
y=—x"% (neN)
(3. und 4. Quadrant)
-2
ungerade Potenzfunktionen mit positivem Exponenten
BELEN] 7 y=x"*"1 (neN)
Vel =X 1. und 3. Quad
\ |15_ ' (1. und 3. Quadrant)
3
Whor [f¥=x y=—x""1 (nel)
\y ! (2. und 4. Quadrant)
W1 )
-6 -4 -2
N2 4 6
st W
[N
o) K
bl 1y
154 =-x
RS
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung)

ungerade Potenzfunktionen mit negativem Exponenten

_y=x"

y=x°

|
[6)]
-~

~2n+1)

y=x (neN)
(1. und 3. Quadrant; symmetrisch zu 0)

y=—x"@*D (neN)

(2. und 4. Quadrant; symmetrisch zu 0)

Sonderfall: gleichseitige Hyperbel

! -1

y=—=Xx
X

ungerade Wurzelfunktionen

fir x>0




A.10 Funktionen

Ubersicht A-22 (Fortsetzung)

gerade Wurzelfunktionen

y=2’{/3_c oder y= —2'{/;

Exponentialfunktionen

y=a

fir a>1
(fiir a > 0): alle Kurven durch P (0,1))

6 -4 -2 0 2 4 6 X

fir 0<a<1

Y !

V]

Lo

Vol
RN T B A
y‘(z) \ I (2)

\\4’ //

/

Ay

\ y=1
!”/*\\\H‘

-6 -4 -2 0 2 4 6

X
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung)

Logarithmusfunktion

y y = log,(x)
6. (fiir x > 0; a > 0; a + 1: alle Kurven durch P(1,0))
y:\nx
i
4 \
21\
0 N +
N2 4 6 X
2 ~
-~ S~
4 T—
N —y
6 91/e (x)
trigonometrische Funktionen
y y =sinx
sin x Yy =C0osx
RERN L~
-90%7 90°7180° 270° 360°
T ; E\\n s 3n 2n X
) 714 2 \7,/ P
cos X

y=tanx

y =cotx




y = coth(x)

A.10 Funktionen 35
Ubersicht A-22 (Fortsetzung)
Arcusfunktionen
y
“« M s 1,
AN 2w
\ 1§ =are,
) N /:'5 Cot *\\,‘ T y=arctan x
* 2 ]
17 A 2 e
L - . e
m 01 = X /2 /2 x
2 n 2 17
1 3 5
Zusammenhange Zusammenhang mit Logarithmus
arcsin(x) = T arccos (x) = arctan ( > arcsin(x) = —jIn(xj + /1 — x?)
2 J1 —x?
arccos (x) = r_ arcsin (x) = arccot ( ) arccos(x) = —jIn(x + /x> —1)
2 J1 = x*
T . X 1 14+]jx
arctan (x) = = — arccot (x) = arcsin ( ) arctan(x) = —In ( - )
2 1+ x2 2j 1—jx
arccot (x) T arctan (x) = arccos ( X ) arccot (x) ! In Gx + 1)
- — xX) = X)= —— -
2 /1 + x2 2j x—1
Symmetrien
arcsin(— x) = —arcsin(x); arccos(— x) = 1 — arccos(x);
arctan (— x) = —arctan(x); arccot(— x) =1 — arccot (x)
Hyperbelfunktionen
y Umwandlungen <
<{ 7 4
"\ g sinh (x) + cosh (x) = + e~ sinh (0) = 3t S
o)
";’—\\ 4 cosh? (x) — sinh? (x) = 1 cosh(0) =1 2 ’\\f
=\ 2l ] _ o ql>==
™ sinh(x) e*—e™™ -3-2-1 y = tanh x
tanh (x) = = tanh (0) = —+— :
\%_ anh (x) cosh(x) e“+e™* anh (0) = 0123 x
321 th(x) = =
coth (x) tanh(x) e*—e * \’—3
-4
1 —tanh?(x) = cosh? () coth(0) =
1
coth?(x) — 1= YT
y = sinh(x) = tanh (x)
»y = cosh(x)
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung)

Areafunktionen
y |
41 1 4 y = artanh x
37 | 3 ‘
| \
2t = x 2 I\
L =70 ! y = arcoth x
L3 ! 1/4;.“ , —4-3-2 ‘1f 1 } ‘(7‘7——.
4 -2 1o 2 1 X =~ X
4 2 Aoz 34 N
2t TS \f 12
Zal ol Sh B
-4 -4
Ubersicht A-23. Zusammenhdinge bei Hyperbelfunktionen.
Hyperbelfunktionen
sinh (x) = < _76 ; cosh(x) = ¢ te
e¥—e™* eF+e”
tanh (x) = — —; coth(x) =— -
e +e e —e
Symmetrien

sinh(—x) = —sinh(x); cosh(—x) = cosh(x)

tanh(— x) = —tanh(x); coth(—x)= —coth(x)

Zusammenhédnge

sinh (x) + cosh(x) = e*; sinh(x) —cosh(x)= —e™*

cosh? (x} — sinh?(x) = 1

sinh (x) cosh (x)
tanh = : h =
anh (x) cosh(x)’ coth (x) sinh (x)
1 + tanh <E>
coth (x) = —1—— e* = ———2—
tanh (x) 1 — tanh (f)
2
1 — tanh?(x) = _ coth?(x) — 1 = ——5—
cosh? (x)’ sinh? (x)
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Umrechnungen
Funktion .

Funktion sinh (x) cosh (x) tanh (x) coth (x)
sinh(x) - +./cosh? (x) — 1 tanh (x) 1

- \/ 1 — tanh?(x) \/ coth?(x) — 1
cosh (x) J/sinh? (x) + 1 _ 1 coth (x)

J1 —tanh?(x) | /coth?(x) —1
tanh ) sinh (x) Jeosh? (x) — 1 ~ 1
sinh?(x) + 1 cosh (x) coth (x)
coth (x) \/W cosh (x) 1 ~
sinh (x) \/M_I tanh (x)

Ubersicht A-24. Zusammenhinge bei Areafunktionen.

Beziehungen zum Logarithmus

arsinh (- x) = - arsinh (x)

arcosh(x) =In(x + /x> —1) (x>1)

arsinh (— x) = — arsinh (x)

1 1
artanh (x) =iln( + i) [x] <1

1

1 1
arcoth(x)=§1n<x+ ) x| >1
x —

1

Symmetrien

arsinh (- x) = — arsinh (x)
artanh (— x) = — artanh (x)

arcoth(— x) = — arcoth (x)
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Umrechnungen
arsinh x arcosh x artanh x arcoth x
/<2
arsinh x - + arcosh (\/ X2+ 1) artanh <—¥—> arcoth <_x_+_1>
/x* + 1 x
Vs
arcosh x . 5 x2—1 x
>1 arsinh (/x* — 1) - artanh P arcoth :/—2_—
= x?—1
artanh x arsinh < ol > 4+ arcosh < ! ) - arcoth <1>
Ixf<1 J1—=x% | J1—x? x
arcoth x

1 1
arsinh <‘_> + arcosh (—x—> artanh (—) -
[x]>1 x?—1 Jxt-1 X

Die oberen Vorzeichen gelten fiir x > 0, die unteren fiir x < 0.

Summen und Differenzen

arsinh x + arsinh y = arsinh (x /1 + y* + y /1 + x?)
arcosh x + arcoshy = arcosh (xy + /(x* — 1) (> — 1)

Xty

artanh x + artanh y = artanh
1+x

1+xy
arcoth x + arcoth y = arcoth _+ )
Y+

Ubersicht A-25. Ebene Kurven.

Kreisevolvente

y Abwicklung eines gespannten Fadens von einem
——JP(r,0) bzw. P(xy) gegebenen Kreis (Radius a)

\ x=a(cost + tsint)
y=af(sint — tcost)

Polarkoordinaten:

<) a a
y=—=
_ tant—1¢
" 1+4¢-tant

@ =tano — 2

a Kreisradius
t Wailzwinkel
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Zykloide (Radkurve)

gewohnliche Zykloide
y

Y,

OI 2na x

verldngerte Zykloide (Trochoide)

Punkt eines Kreises mit Radius a, der auf einer
Geraden abrollt (ohne zu gleiten)

x=a(t—~sint); y=a(l —cosr)

X = garccos <a —y) —/y(2a—y) (Periode 2na)

a

OP = 8asin? (¢/4)
voller Zykloidenbogen: / = 8a
Fliche unter Zykloidenbogen: 4 = 3na?

erzeugender Punkt liegt im Abstand ¢ vom
Mittelpunkt entfernt (¢ > a)

x=at—csint
y=a—ccost

erzeugender Punkt liegt im Abstand ¢ innerhalb des
Rollkreises (¢ < a)

x =at—csint
y=a—ccost

Epizykloide

Epizykloide
y

a Radius des festen Kreises

b Radius des rollenden Kreises
t Wilzwinkel

¢ Drehwinkel

Kreis mit Radius & rollt auf der AuBenseite
eines Kreises

x=(a+b)cos(1—’1)—bcos<a+bt)

a a

y=(a+b)sin(ét)—bsin(a+bt>
a a

oder

x ={a+ b)cose — bcos (a -;; b(p)

y=(a+b)sin(p——bsin<a;b>(p)

8
Bogenlinge [/, = @+th

voller Bogen /=8(a + b)
(a/b) ganzzahlig)
Fliche unter vollem Bogen
A= nb*(3a +2b)
a
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Epizykloide

Kardioide (Herzkurve) a="b
x=a(2cost —cos(2t))
- y=a(2sint —sin(21))
\2 (2 +p: —ad)? =4a’ (x - a)* + y?)

().

\ r=2a(l —cosp)
ﬁ\ / - (Pol bei (x; y) = (a;0))

Hypozykloide

normale Hypozykloide Punkt rollt auf der Innenseite eines Kreises

x:(a—b)cos(ét>+bcos<a_bt>

a a

birt y=(a~b)sin<ér>~bsin<a_bt>
_ a a

oder
a Radius des festen Kreises = (a— B)cos + beos (a —b )
b Radius des rollenden Kreises h ® b ¢

t Wilzwinkel; ¢ Drehwinkel

y=(a—b)sin(p—bsin<a;b<p>

x=acosl< t)

r
‘i w(l)
y=asin Zt
IS
‘ \ ] x oder
\' oder x*3 + p?3 = g*?

fir b= ; eine Geradfithrung

1
Astroide (Sternlinie) b= i a
y

R

(Umwandlung einer Drehbewegung in eine Hin- und
Herbewegung)

Linge L des Zweiges L = 24a
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Spiralen
logarithmische Spirale r=oae* (k>0
o schneidet alle Ursprungsgeraden unter dem
V gleichen Winkel «
Po(ra, ¢2)
cota =k
Pi(r, 1) Linge des Bogens: P, P, = 22
cosa
Archimedische Spirale Punkt bewegt sich auf einem Leitstrahl mit
konstanter Geschwindigkeit; der Leitstrah! dreht
I/ Py(ry, 04) sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
| s den Pol.
DY - -
r=ag (p=9,—9,)
P> Lénge des Bogens
(r2: p2)
P,P, = g(tpdtpz +1 + arsinh g

>0
Fldche des Sektors P, OP,

a 3
A=F(‘Pz_¢1)

Kettenlinie

an zwei Punkten aufgehingte Kette (Seil)
y =2 (e + e~%) = acosh (E)
2 a

Am tiefsten Punkt Naherungsformel

1
(Parabel): y = —x? + a
2a

0 X Linge des Bogens: / = asinh (g)

Neilsche Parabel (semikubische Parabel)

13 = ax?
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Ubersicht A-25 (Fortsetzung)

Schleppkurve (Traktrix)

X = garcosh (;—1) FJat —y?

Ein Fadenende wird lings einer Geraden bewegt.
Der Massepunkt am anderen Fadenende verlduft
auf der Schleppkurve.

Zissoide
OM = PQ
yia—x)=x
oder

r=asingtan¢

Strophoide

M, P =PM, = OP
@a—x)y*=@+x)x?
oder

—acos2p

cos @

Cartesisches Blatt

3 3
3 3 x>+ y° =3axy
y Sl=a,—-
(2 'Za) oder
N .
AN _ 3asingcosg
\\‘ "= Gn3 @+ cos? ¢
(-a0)\ 0 X
N
(0,*3) A\
N
\+\
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Konchoide des Nikomedes

x—a)? (2 +yH) =b*x?
oder

a

r= +
Cos @

Cassinische Kurven

FP-FP=d
(2 +y)? =282 (x2 —yH) =a* —e* (F,, F,(+e;0) oder F, F, = 2e)

r? = e2cos (2¢) + /e*cos? (2¢) + a* — e*

a?>2e? a’ <2¢e?
a® > é?
y \J\'\\ "wobe
e e \\\.f_ ‘X///
{ { ‘ ’ } s a e e a
X0 XX A AN R/ X
A F 2
’ N
a® < e? a? = ¢?
Lemniskate
(xz + yZ)Z — 202 (xz_yZ)
— — (FF)\?
FIP‘F2P=( 122)

r=a./2cos(2¢)
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A.11 Algebraische Gleichungen

Ubersicht A-26. Arten algebraischer Gleichungen.

Ubersicht A-26 (Fortsetzung)

lineare Gleichung (Gleichung 1. Grades)

ax+ay=0 (a,+0)

. a
Losung: x = ——2
a,

quadratische Gleichung (Gleichung 2. Grades)

X +tax+a,=0 (a,+0)

a a
P+ 2x+ =24 px4+g=0
a, a;
2

Diskriminante D = a? — 4a,a, = % —q

Fallunterscheidungen

—a, +./al —4aya,

D>0: xy,= 2a,

(reell)

—a,
2a,

D=0 X, =X,

(zusammenfallend)

I

—a, +j/4a,a, — a*
2a,

2

7
4

D<0 X2

(komplex)

P .
T+
5%

Beziehungen zwischen x, und x,
(Vietasche Wurzelsitze)

Xyt xp=—p
Xy Xy =¢

Kubische Gleichung
Riickfithrung auf quadratische Gleichung

symmetrische Gleichung 3. Grades
ayx* + a,x? + a,x +a; =0
Loésung: x, = —1
ayx? +(a, —a)x +ay; =0
(quadratische Gleichung)

Gleichung 4. Grades
Riickfiihrung auf quadratische Gleichung

symmetrische Gleichung 4. Grades

a,x* + ayx® + ayxt +agx +a, =0

1 1
a4<x2+?>+a3<x+;>+a2=0

1 1
fir u=x+- und w—2=x+-
x x

agu +asu+(a, —2a,) =0
(quadratische Gleichung)
biquadratische Gleichung
ax* + ayx* +a,=0

fir u=x%

a,u* + ayu + a, = 0 (quadratische Gleichung)

kubische Gleichung (Gleichung 3. Grades)

ayx® +a,x* +a x+ay,=0
I a
Substitution: x =u — —
3a,

w+pu+qg=0

3 3
Diskriminante: D = (%) + (‘g)

Fallunterscheidungen

D>0 wuy=w+z

w+z (w—2z
Uy =~ i_]( 5 \/3>
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Ubersicht A-26 (Fortsetzung)

(s
e
(o= (D)

Uy

Gleichung n-ten Grades

a,x"+a,_,
X b, x"T b, X"+ L+ by =0

g, X" P+ +a,=0

Produktdarstellung
X4 by X" b, x4+ by
= (- x)@E—x) . (x - x,)

mit komplexen x,, x,, ... x, (im allgemeinen)

Gleichung n-ten Grades

Xy, X5 ... Xx,: Wurzeln der Gleichung (Nullstellen)

Waurzelsatz von Vieta:

Xy + X+ x5+ .00+ X,

X X, + X X3+ ...+ X%,

+xX,x3+ ...+ XX,

+ X, X,

= _bn—l

XX X3+ Xy X%, + . H XXX,

F X X3 Xyt F XXX,

+ xn—*lxn—l xll

X Xy Xyr..0 X,

= (=1)"b,

Ubersicht A-27. Numerische Nullstellenbestimmung.

lineare Interpolation (Regula falsi)

Kurve wird durch Sehne durch P, und P, ersetzt. y
Start: P,
P e AYACH) |
ST T )0 ol
Iteration: Q0 |2 4 )‘(—;
0 X
o= x — Xy = X) S () £(x5)]
TR S — () 2
fithrt (bei z. B. streng monotonen Verlauf durch Py
die Nullstelle) zur Konvergenz, x; — X,
Tangentenndherung (Newtonsches Verfahren)
Kurve wird durch Tangente durch P, ersetzt. y
Start: P
x 1
x2=x1“f,( B " (x) *0)
S |
. 1f(x4)
Iteration: o Xo :
fx)

Xpppi= X, — =
i S (x,)
" . S S (%)
fihrt (unter der Bedingung | —————~
e e
in der Umgebung der Nullstelle x,) zur
Konvergenz, x, — x,

<1
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Ubersicht A-27 (Fortsetzung)

Tterationsverfahren

Die Gleichung f(x) = 0 wird umgeformt zu ¢ (x) = x, wobei ¢ so zu wihlen ist, daB |¢'(x}| <1 ist in der
Nibhe einer zu bestimmenden Nullstelle x, (deren ungefidhre Lage durch Schitzung ermittelt wird). Ist dann
x, ein Naherungswert von ¢ (x) = x bei x,, so fiihrt die Iterationsfolge

X, .= @(x,), neN, x Startwert

zur Losung, x, — x,.

grafische Losung

Beispiel: y
Die Gleichung x* — 3x — 1 = 0 ist gleichwertig zu T
x3=3x + 1. Man zeichnet y,(x) = x> und -
Y3(x) = 3x + 1 und bestimmt die Schnittpunkte, 54 o
was grafisch die Niaherungslosungen X1 x xz]
p i
x, & —15 x,x~035; x;=19 l ; l S
ergibt R J f
giot: -3 2/ 1 “\\1_/2 3 x
— 5 4
y X3 l
1 2 3 X

yo(x)=3x+1 'yy(x)=x3
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Eigenwerte, Eigenvektoren

allgemein

Beispiel

Sei A eine (n, n)-Matrix.
Ein Vektor xeR", x + 0, heiBt Eigenvektor zu 4,
wenn es ein AR gibt mit

Ay Xy + b ay,x, = Axg

Ax = Ax, also

Ay Xy + o+ a,x, = Ax,

Man nennt ein solches 4 auch Eigenwert (mit

Eigenvektor x)
ay—4 ap A1p X1
ay  ayp—A ap, i )=0

Ayy A2 Aun — A

(4—AE)(x)=

Fiir die Existenz und Bestimmung eines solchen
Eigenwertes 4 ist dann hinreichend und notwendig,
daB

p(A)i=det(A—AE)=0

ist. p(4) ist ein Polynom n-ten Grades in A
(charakteristisches Polynom von 4). Ist 2 Null-
stelle von p (4), so findet man alle Eigenvektoren
zu 4, indem man das homogene Gleichungssystem
(A—2E)(x) = 0 1st.

12 1—4 2
A=<43)’ (A_“)=( 4 3—1)

pA)=(1-HB-1)—8=4—41-35
’11,z=2iM=5 oder —1

—4x,+2x,=0
(A—MExw=[ Bt en }:x=augx
4x,—2x,=0

xeR

x = (1,2) (und alle Vielfachen hiervon) ist Eigen-
vektor zu 4, = 5.
2x,4+2x,=0

4x1+4x2=0]=’x=°’(1’_”’

xeR

x = (1, —1) (und alle Vielfachen hiervon) ist Eigen-
vektor zu 4, = —1.

u—@nm=[

allgemein

Beispiel

Darstellung des Gleichungssystems

Ay Xy +a81,X,+ ... +a,x,=b
Ay Xy + Ay Xy + .+ ay,x, = b,

X, +a,x,+...+a,x,=b,

nn

Xy — X+ 2x3=17
3x, —3x, + 5x, =17

3x, —2x,— x3=12
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allgemein | Beispiel
Matrizenform
ay, a, ... 1 -1 2 X, 7
. 3 -2 -1 X4 12
anl

Koefﬁzwmenmatrlx

Losung: A 'Ax=A"'bh

x=A""'h
(47! inverse Matrix; existiert nur, wenn
det 4 £ 0)
Losung nach Cramerscher Regel
Bedingung: 1 -1 2
Determinante der Koeffizientenmatrix + 0: detd=13 -3 5| =1-B3+10)+1-(-3-15)
detd + 0 3 -2 1 +2(—6+9) =1
1. Berechnung der Determinanten
gy Ay -o- Gy
Ay Ayy ... @
detA _ .21 .22 .Zn
Gy Gy - Gy
2. Determinanten fur die Variablen 2.
7Y -1 2
D,=||17|-3 5| =18
D, = 12) -2 —1
1 7 2
D.=|3 |17 s|=19
3 \12) —
D, =
1 —1 7
D,=|3 =3 |17]] =4
3 =2 \12
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Losung nach Cramerscher Regel

3. Losungen
D, b,
X, = N X, =
17 detd’ "% detd
DX
X, = =
" detd

3.
x1—11—8=18
x2—11—9=19
x3—%=4

Lésung nach GauBschem Eliminationsverfahren

(1) ajyxy+apx, +...

x<_f’£> (W) ¥ — %, +2x, =7 | x(=3) [x(=3)

a
x<—ﬁ>
a,

+ ay,x, = b,

ay
Q) g%y + gy Xyt oo b agx, = by 2 () 3x,—3x, 45x,= 17
3 + &) () 3x, = 2%, —x3 = 12 *
m) g, x;, +a,x,+...+a,x,=b, P, 1 —
) (1a) —3x; +3x, —6x3=—21
dyy Xy + @ys Xy + .. + dyyx, = ) x—Z?Z @) 3x,=3x, 4+ 5x, =17
22
Ay Xy + @y Xy + oo+ x, = by — 0 0 —x, =—4
: =>x; =4
G Xy + QX+ ...+ a,x, =D, (1a) —=3x; +3x;, —6x; = —21
4 (3) 3x; —2x, — x3=12
A3 X3+ ...+ ay,x, =
3343 .3n n 3 0 x2—7x3=—-9
g . 1
a0 x, = b ]
stufenweise Reduzierung der Gleichung durch Elimination = x, =19 (in (1))

VON Xy, Xy ... X, .
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A.12 Matrizenrechnung und Determinanten

Ubersicht A-29. Ubersicht Matrizen.

allgemein

|

Beispicl

Definition

Matrix: rechteckige Anordnung von Zahlen
in m Zeilen und » Spalten.

3.4-Matrix: 3 Zeilen, 4 Spalten

23 56

iy Qyp oo | Ay -auﬂ A={49 121

Gy Qg -o - {lgp| - Gy 32 47
A= H : :

y Ay gl ... a,| | Zeiled

Uyt Gy - |G| -

T Spa
Spalte &
ay  Koeffizienten der Matrix
spezielle Matrizen

quadratische Matrix: 3-3-Matrix

Anzahl m Zeilen = Anzahl n Spalten

ay, dy, Ay, - 4 Hauptdiagonale

nn

@iy @yy - 1s Qan_2s ---  Nebendiagonale

Ay Ay Ay,

4=1%™ Ay " dyy
a

nn

@y Az 7"

Hauptdiagonale

ay =25 ay; =95 az3 =7

Einheitsmatrix E: 100
Hauptdiagonale: 1 E={0 10
andere Elemente: 0 0 0 1
neutrales Element der Matrix-Multiplikation
E-A=4
transponierte Matrix: Vertauschen von Zeilen Tt 2 3 4 15 9
und Spalten A= 5 6 7 8 AT 2 6 10
B=A" 9 10 11 12 37 1
by=ay) 1<i<m 1<k<n 4 8 12
quadratische Matrix: A" entsteht durch Spiegelung
der Elemente an der Hauptdiagonalen
symmetrische, quadratische Matrix: 1 -3 5
A=A" ay=a; 1<i,k<n AT={-3 2 8 |=4

5 8 3
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der Hauptdiagonale sind null; gespiegelte haben

schiefsymmetrische, quadratische Matrix: Elemente 0 -3 5
A=
umgekehrtes Vorzeichen _

_ T - -
A=—-4 ay = —ay a, =0

konjugiert-komplexe Matrix: (

A= (dik)

Eine Matrix heifit A= (

— hermitesch < 4 = A" (a, = a,;)

— schiefhermitesch 4 :( 1 2+ ) .
w4 =—ANay=—a)

— orthogonal <> AT= 4! ( i

— unitir & 4T = 4"

Matrizengesetze

Addition

A+ B={(ay +by)

(Addition der entsprechenden Koeffizienten)
Kommutativgesetz: A+B=B+ 4
Assoziativgesetzz. (A + B)+ C=A4+(B+ ()

NI

35 3 21
4 21442 0 S}={ 9 4
8§ 9 8§ 6 3

14 = (Aay) = AL 21 12 6
Distributivgesetz. A(4 + B)y= A4 + AB 18 24 27
Assoziativgesetz: u(id) = (ur)A = pld

Multiplikation mit reeller Zahl ( 3 9 15) (1 3 5)
=3

Differenzieren und Integrieren

Koeffizienten werden einzeln differenziert
bzw. integriert

dA’_<d (t)) d<3t 412)_<3 8t>
a0 =g % dai\2 si+1)7\o s

b e b(3 8\ [(3(b-a) 4(b2—a2)>
£A(1)dz_(£aik(1)dz) g(o 5)d1—< 0 S(b—a)

(a, differenzierbar bzw. integrierbar)
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Matrizenprodukt
Falksches Schema
P A(m, n)-Matrix

B(n, p)-Matrix
n B AB = C(m, p)-Matrix
n C = 2. ayby
i=1
m 4 C 1l d<i<mi<k<p)
- - d

Koeffizienten ¢, der Matrix C = A B stehen im
Kreuzungspunkt der i-ten Zeile der Matrix 4
und der k-ten Spalte der Matrix B

Multiplikation von drei Matrizen
A{m,n); B(n,p); C(p, q)
(AB)C = A(BC)= ABC

Beachte: AB + BA
(auch fir quadratische Matrizen gilt im
allgemeinen nicht 4B = BA)

B
3 2 3 6
1 i 0 7
6 4 7 0
2 1 3 25 |17 25 19

Ubersicht A-30. Matrix-Invertierung.

Sei A eine quadratische (n, n)-Matrix.
Wann gibt es eine (n, n)-Matrix B mit
BA=E= AB?
Antwort: Genau dann, wenn die Determinante
von A (Bezeichnung det 4 oder |A4})
nicht null ist.
Diese Bedingung hat zahlreiche gleichwertige
Kriterien:
Theorem: Fiir eine (n, n)-Matrix 4 sind dquivalent
(1) detd +0
(2) die Zeilen von A sind linear
unabhingig

(3) die Spalten von A sind linear
unabhéngig

(4) das homogene Gleichungssystem

a, x;+a;,x;, - +a,x,=0
Ax = 0, also : : :
a,x; +a,px, +--+a,x, =0

hat nur die Losung x = (0, ..., 0)

(5) Fiir jedes beIR” ist das inhomogene lineare
Gleichungssystem

Ax = b, also [a”x‘+ et anX, =b‘]

a4 X+ -+ a4y, X, = b,

eindeutig 16sbar.

Ist eine — und damit jede andere dieser Bedingun-
gen — erfiillt, so gibt es eine solche Matrix B -
man schreibt dann B = 471,

Ax=bweox=A4"1b

Man erhilt mit 47! z.B.
a) mittels Gauly’schem Algorithmus
b) mittels der Formel
1

= U,

det 4
wobei U die ,,Adjunkten-Matrix* ist
(Matrix der Unterdeterminanten).

-1
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allgemein

[ Beispiel

Bildung der Inversen (Fall # =3)

Ay Aqy Qg 21 =2
A=(a21 ay, a3, A={32 2
ay, a3, Qi sS4 3
22 32 32
detd =a,, |2 ‘8| _q,|% detAzZ} '—1‘ ‘—2‘ '
a3, @, azy 4y 43 53 5 4
ay, a,, =2-(=2)—-1-(-1)-2-2=—7
+a;,
dyy 4
(Entwicklung nach der 1. Zeile)
mit|* Pl = 05— yp
y o
Bestimmung der Matrix U der Unterdeterminanten
a a a3 2 2| |3 2| [3 2
4+ |%22 G23| (G2 3| |2 o +’ ‘_ |+1 )
a3, diy a3, Gsy Gyy Gy, 4 3 5 3 S 4
U | ]@me an] e an|_lan @ U l1 —2|+'2 —2‘_ 2 1’
ay, i dy, Q3 ay, ds, 4 3 5 3 5 4
4 ay; ay3| @y ag; . a,, a, +‘1 —2‘_’2 —2‘+12 11
a,, d,, Ay Ay, dy, k 2 2 3 2 3 2
-2 1 2
= -1 16 -3
6 —10 1
Bildung der Transponierten UT
Ull UIZ U13 Ull Ull U31 _2 _11 6
U= Uz‘/UZZ Ups 3 UT=| Uy Uy Uy Ut = 1 16 -10
Usi Usy Usg Uz Uz Uss 2 -3 1
UT: Vertauschen von Spalten und Zeilen
Inverse berechnen
2 1 6
7 7 7
o 1 T A l= _1 _E E
det 4 7 7 7
2 3 1
77 7
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allgemein Beispiel
Kontrolle
2 1 6
21 =2 = - -z
7 7 7
1 16 10
. -1 _ _— — — =
A-A E 32 2 7 7 7
2 3 1
5 4 3 —= = ==
7 7 7
Ubersicht A-31. Determinantenrechnung.
Sei A eine (n,n)-Matrix (n x n-Matrix) 1230
e 4 2
a{1 a.l,, 4= 1 3
A=| : 0231
a,u Tt ann 4816
dann ist fiir ein beliebiges je{1, ..., n} 120
detd = ¥ (—1)*a, detd, A23=<0 2 1>
= 4 86
wobei A, diejenige (n—1, n—1)-Matrix ist, die da- | Entwicklung nach der 1. Zeile:
durch entsteht, daB in der Matrix 4 die j-te Zeile und 123 423
die k-te Spalte herausgenommen werden (solche Ma- 3 5
trizen heiBlen ,,Adjunkten”, und die » x n-Matrix, detd=1-12 =210 3 1
welche an der Stelle (j, k) die Determinante von 4 & 816 416
stehen hat, heiBit Adjunkten-Matrix). Diese Formel 413 412
heiflt Laplacesche Entwicklungsformel — und zwar _
. ; ; - +3-40 2 1 0-10 2 3
Entwicklung nach der j-ten Zeile. Die Berechnung 48 6 481

der Determinanten der Matrizen 4, ..., 4, wird
nun ebenso durchgefiithrt — also zurtickgefiihrt auf
Determinanten von (n—2), (n —2)-Matrizen usw. bis
man schlieBlich auf (2, 2)- oder auch (3, 3)-Matrizen
stoBt, bei denen die Determinantenberechnung auf
einem einfachen Schema beruht.

=1-(18416+6~1—24—72)
—2-(T2+8+0—4—0—136)
+3-(48+4+0—32—0—24)

=-57—-80—12=-—149

Wert einer zweireihigen Determinante

2 3
det4 = aﬁ =a;, dy; —dyy 4y, detd = 5 6 =12—-15= -3
Wert einer dreireihigen Determinante (Sarrus)
4 iz iy r A A 1 12
SN N
detd = | ay, ‘a5 ”23 [ dy{ i detd = 4 B s 43

‘13'1/ ayy ays | asy as,
Die ersten beiden Spalten werden nochmals hinge-
schrieben.
Summe der Produkte parallel der Hauptdiagonalen
(positiv) und parallel der Nebendiagonalen (negativ)

detd =a,; a5, a33 +ay; a3 a3,
tay; ay; d3; — a3 a3, Ay

A3y Gy Gy — A3y Gy 4y

R A

17176 2
=3+2-564+3-4-2
—-6-3-3—-2-5-1-1-4-2
=3+60+24—-54-10-28
=15
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Satz (Determinantenregeln)

allgemein

Beispiel

(1) detd =det A"

(2) Vertauscht man in 4 zwei Zeilen oder zwei Spal-
ten, so dndert sich das Vorzeichen von det. Das
heif3t:

Ist 4 diejenige Matrix, welche aus 4 entsteht,
indem man zwei Zeilen (oder Spalten) ver-
tauscht, so gilt

det 4 = —det A

Addiert man zu einer Zeile von A (bzw. Spalte
von A) beliebige Vielfache anderer Zeilen von 4
(bzw. Spalten von A4), so dndert sich die Determi-
nante nicht.

3

~

(4) det A = 0<>Zeilen von A (bzw. Spalten von A)
sind linear abhingig, d. h. es gibt eine Zeile (bzw.
Spalte) von A, welche sich als Summe von Vielfa-
chen anderer Zeilen (bzw. Spalten) darstellen
14Bt.

(5

~

Ist A eine # x n-Matrix, so ist det (1 4) = A"det 4

Adyy ... Aayg,
det : : = A"det A
Ay ... Aay,

Wird aber nur eine einzige Zeile (bzw. Spalte) mit
einem Faktor 4 € € multipliziert, so erhdlt man
Adet A,

gy ... Ay,

: Ay gy
det | Aaj ...Aa;, | =Adet | :
: : Apy + o - Gy

Ay - Ay

©

~

Multiplikationssatz: Seien 4 und B » x n-Ma-
trizen. Dann ist das Matrixprodukt 4 - B eben-
falls eine » x n-Matrix, und es gilt die wichtige
Formel

det(4 - B) =detA -detB

210 341
det(3 4 1)=1=—-det 210
021 021

123 123
A=021),Z=021)
314 57 11

=detd=detd=-5

A: Addieren von 2x 1. Zeile + 1 x 2. Zeile von A
zur 3. Zeile

1 2 04
21 38
A=10 4 —1 1
0 15 —6 3/ «2x1.Zeile —1x2. Zeile
+ 3% 3. Zeile
=det4d =0
A—( 3 >detd=4-3=1
=(y 5 = =
Z:(“; ﬁ):det2=196—147=40
=72.detA
,Z=<1j 2;):&11:28—21=7=7~detA

21 1 —1 20
A=(3 4)’ B=(0 2)”’43:(3 5)

det(4B) =10 =det 4 -detB =52
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Ubersicht A-32. Differenzen- und Differentialquotient.

Differenzenquotient:
Steigung der Sekante P, P

Ay () =1 (%) _f (3 + AX) = /(o)

Ax X — X, Ax
Ay

— =tan

Ax b

Differentialquotient:
Steigung der Tangente im Punkt F,

dy
5 =/®

Funktion y = f(x) — Ableitung )’ = % = f"(x)

In der Physik wird die zeitliche Ableitung mit einem = gekennzeichnet:

y=/f(1); Ableitung y = ((11—‘1 =/

Ubersicht A-33. Differentiationsregeln.

Potenzregel
y@) =x"(meN) -y (x)=nx""" y(x) = 3x? -y (x) = 6x
) =x" N — ' = —HX =n-=1 1 . 4
}(X) X (HE ) y(x) nfl y(x)z_’?‘ —)y()c)z—)-cf5

yx)=x"(seR) —y'(x) =sx

(fiir Exponenten s < 1 existiert die Ableitung
nur in R\ {0})

YR =Y =3P oy () = 7

-y (@) = 25V

21
3

yx)=xV2

Summenregel

(f+g)(x)=f"(x)+g (x)
(afy (x)=af'(x) (acR)
falls f, y differenzierbar sind

Merke: Konstante Faktoren bleiben beim
Ableiten erhalten.

1 , 1
y(x)=x5+; —+y(x)=5x‘——;5

() =5x+6x"T+2->y(x)=5+ 42x°

Produktregel

y =uv
Y=vv+vu
y =uvw

Y =dvw+uvw+uow

y=(x+3)(x*+4
— —
u v

Y =102 +4)+2x(x+3)=3x*+6x+4

y =2 +2x0)3 +D)(x -5
¥ =Q2x+2)(x3+1)(x ~ 5+ (x2 +2x)(B3x)(x = 5)
+ 4203+ 1)1
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allgemein I Beispiel
Quotientenregel
_u _x*=3x
r= v ry= Sx—1
, o —ut . (5x—D@2x—-3)—-5(x*—3x) Sx*—2x+3
TR ry= Gx — 1) ST Gx o1y
Kettenregel
Yy =flpx) y=*=3x?°
dy df de 2 2
D A B4 f= 3(x% = 3x)2(2x —
=55 ip dr Y =3(x*=3x)*Q2x-13)
S N

duflere Ableitung innere Ableitung

" Logarithmusfunktion
y=Inx y =In(3x)
. 1 , 3 1
r= x T3x x
y =In{f(x))
')
S

allgemeiner Logarithmus
y=log.x

1. Umschreiben auf In

—lo x_lnx
y=log x = Ine
2. Ableiten
, 1
Y “xlne

y =log x™ =mlog.x

y=log,,(3x)

{
y=—l
Ly =qppne»

1
~ xInto

/

¥

Beachten der Logarithmengesetze
2
=1 2221 =1
y =logyx* = 2log,x 3 nx
, 2
T

y=log, (ax) =log,a + log x

y =log,(3x) =log,3 + log, x

1
y =log,3 +mlnx
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allgemein l Beispiel
Logarithmusfunktion
a 4x 2
y =log.| — ) =log.a —log x y =logs | v—5— =logs (4x) — log, (3x* + 1)
X 32+ 1
¥ = 51n(4\)—*1n(%r +1)
1 i 1
. (6
Y= ms s g O
Exponentialfunktion
¥ = konst + Basis™ronent = . g/ po=3.107
—_—
alte Funktion ¥=3-10""*-n10-2x
¥’ = alte Funktion - InBasis y' =y lna- f'(x) y=g
- Ableitung des Exponenten y=glne l=g

1

trigonometrische Funktion

y=sinx — 3 =cosx y=sin(2x) — ¥ =2cos(2x)
y=cosx — y = —sinx yv=cos(2x) —» y = —2sin(2x)
y=tanx > ¥y =———=1+tan’x y=tan(x?) — ' =2x(1 + tan? (x2))

cos? x

1
y=cotx = y = ———5—= —(1+cot’x) y=cot(4x) —» ¥y = —4(1 + cot? (4x))
sin? x
Ubersicht A-34. Wichtige Ableitungen. Ubersicht A-34 (Fortsetzung)
¥y y’ y }v’
const 0 1 1
X 1 x s
" a1 sin x COS X
cOS X —sinx

24*\/; tan x -—i—

cos? x
e e* 1
x X cotx —
a a“Ina -
1
Inx - .1 B c‘os x
X sin x sin? x
1 1 sin x
log, x

xlna cos x cos? x
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Ubersicht A-34 (Fortsetzung) Ubersicht A-34 ( Fortsetzung )
¥ y y Y
In (sin x) cot x 1
arccos x B —
In(cosx) —tan x 1 — x2
2 1
In (tan J e -
(tan x) S (2x) arctan x e
2 1
1 12 —
n(cot x) Sin2x) arccot x 172
sinh x cosh x ) 1
arsinh x
cosh x sinh x x2+1
tanh ! arcosh x !
an — b — =
x cosh? x 21
1 1
coth x T artanh x -
. 1 1
arcsin x e arcoth
J1—=x* omx x* -1

Ubersicht A-35. Ableitung spezieller Funktionen.

allgemein Beispiel

implizite Funktionen

A e =3x*+x2y—y3=0
'=§1:_a_x=_f.x of of
dx of 1, a:fx=9x2+2xy; 5;:fyzx"—fsy2
» =18x + 2y; =—6
}’/,zﬂz_fxxf;zz_zfxyfxfy-*'fyyfxz ?x_Z “_ Vs » y
dx? 72 o =2X=f\y
Eingesetzt ergibt sich
, 9x2 + 2xy
y_—x2_—3y2

_ (18x + 29)(x* = 3yH)2 —4x(9x% + 2xp) (x? — 3¥%) — 6y (9x* + 2xy)®
(xz _ 3y2)3

"o
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Ubersicht A-35 (Fortsetzung)

allgemein \ Beispiel

Funktionen in Polarkoordinaten

r=r{(p) r=1+2sing
dr cote dr 2cos

= =7 — =

do de ?

’,

_ 2cosgsing +rcos @

2cos ¢ —rsing

_ sin2¢ +rcosg
" 2costg —rsing
& Winkel zwischen OP und Tangente in P

Zusammenhang mit kartesischem
Koordinatensystem:

X=rcosg; y=rsing

dr .
— sin @ + rcos ¢

,_dyde _de
dx/de dr .
—Ccosp —rsing
do
Funktionen in Parameterform
x=@():; y=y@) x=@)=1+4+1*; y=y¢y(@)=1—Inr
dy 1
5 ’ ¢ =205 Y= -
Y=—ar=" (g %0
dx ¢, 1
de (ptr:2; wn:;i
d(ﬂ) di 11
V,,='I’1:(Pz—(f’uwz= dx ﬂ dx—@t_2’
- (9,)° dt dx 1
.11
YEr T e
1

~
(8]
(o}
~
|
(]
TN
|
]
N
-

1
T T T

1

4

s 9 1y d t 1 1
YTa\ T2 T A T
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allgemein

Beispiel

y=fxy.x) =f(%), xeR"

Dy o i L X )~ S,
Ox, h=0 h

s X,)

0
analog sind _y’ 2 < k < n definiert
ox,

:—y heiBt k-te partielle Ableitung von f
X

Der Vektor, gebildet aus den partiellen Ableitungen,
heilit Gradient von f,

9 oy
grad f(x) = (E (), s é;n (x))
(grad f(x), h) (Skalarprodukt in R"):=
o 9y
hy a—)ﬁ(x) +ee h,,a—xn(x)
heiBt Richtungsableitung von f im Punkt x e R”
in Richtung #eR" und ist definitionsgemiB gleich
im L&+ ) — f()
im————— -

t=0 t

b
Die Funktionen a—y, 1 < k < n, sind selber wieder
Xy

Funktionen der Variablen x,,...,x,. Falls diese
partiell differenzierbar sind, erhdlt man die #xn-
Matrix der 2. Ableitungen — kurz Hessematrix von f,

aZf aZf
ox,0x,” """ Ox,0x,
Hf(x) = E :
of *f
ox,dx,” " ox,0x,
8 f b [of
mit s axj = 6_x, (6_x1)= fx,«x;

Falls diese 2. partiellen Ableitungen alle stetig sind,
ist die Hessematrix symmetrisch, d.h.
*f ¥
ax,0x; 0Ox;0x;

(I1<ij<n)

Fiir den Falln =2
y=f(x,2) = xsin(z?)
0

é = sin(z2)

»_ 2xz cos (z?)
0z

grad y = (sin(z?%), 2xzcos (z%))
Ist & = (3,4) eine Richtung, so ist

0

Y.— 3sin (z%) + 8xz cos(z?)
oh

Ve =0

Yy = 2zc05(z2)
V.. = 2zc0s(z%)

¥, = 2xcos(z?) — 4xz?sin (z2)

2
Hf(x):( 0 2zcos (z2)

2zcos(z?) 2xcos(z?) — 4xz%sin(z)

)
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9
Der Ausdruck dy =€r&dx1 ot 5
1

oy

dx, heiBt rotales Differential von y und seine Bedeutung ist diese:

n

Ist xeR" ein Arbeitspunkt (MeBdatensatz) und ist & = (k,, ..., h,) eine Stérung von x (was bedeutet:
Bestimmung von x, mdge nur in den Toleranzen [x, — A, x, + h,] moglich sein), so ist der mogliche Fehler
der MeBgroBe y = y(x,, ..., x) im Punkte x in ,erster Ndherung™ durch

St h) =) ~ ) )= by bt o=

oy Oy

ox, ax, " oh

gegeben. Eine verfeinerte Darstellung der Differenzen f(x + #) — f(x) benutzt die 2. Ableitungen und man

hat

Fa R —f() = dfeo k) + % (h, Hf (x)(h)) « Skalarprodukt in R"

mit (b, Hf (x)(h)) = i‘.

3 f

iy
i j=1 Ox;0x;

Ubersicht A-37.

Hauptsdtze der Differentialrechnung

Voraussetzungen:

Monotonie-Satz:

Schranken-Satz:

Mittelwert-Satz:

Satz von Rolle:

Verallgemeinerter
Mittelwert-Satz:

Anwendung:

Sei f:[a, b] —» R stetig und im Innern, also in ¢ < x < b, differenzierbar

f(x)> 01n Ja, h[ = f streng monoton wachsend
f'(x) < 01in }a, b[ = f streng monoton fallend
schwicher: f'(x) > 0(<0) < f monoton wachsend (fallend)

Das Beispiel f(x) = x? zeigt, daB nicht gilt: [ f streng monoton wachsend = f* (x) > 0 fiir
alle x].
Dabei heifit £ monoton wachsend (streng monoton wachsend) <>

[x, < x, = £(x,) < f(xy) (b2w. f(x)) < f(x) o 4

Der Monotonie-Satz ist ein Spezialfall des Schranken-Satzes und ist zu diesem gleich-

wertig.

Gilt m < f'(x) < M fiir alle xe]a, b[, so ist

m(x,—x) < f(x) — flx) <M(x,—x) fira<x, <x,<b

Zu a < x, < x, < b gibt es ein x, mit x; < x, < x,, so daB

fxa) = f(x0)
Xy =X

Ist f(b) = f(a), so gibt es ein x, mit a < xy < b, so daB f'(x,) = 0 ist.

(Dies ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes, welcher dquivalent zu ihm ist)

= f'(x,); geometrisch: Zu jeder Sekante gibt es eine paraliele Tangente

Ist g:[a,b] - R stetig und in g < x < b differenzierbar mit g’'(x) % 0 fiir alle x,

so gilt: Ist a < x,; < x, < b, so gibt es ein x, mit x; < x5 < X,, so daB

SOx) — fx) _ S (%)

gx) —g(x) g (x)

Der verallgemeinerte MWS ist dquivalent zum MWS, welcher wiederum ein Spezialfall ist
(mit y (x) =x)

Die Hauptsétze der Differentialrechnung sind die Grundlage der Analysis schlechthin.

Insbesondere finden sie unmittelbar Anwendung bei Kurvendiskussionen, Extremwert-
bestimmungen, Ungleichungen und Grenzwertbestimmungen.
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Ubersicht A-38. Kurvendiskussion, Extremwertaufgaben, Ungleichungen und Grenzwertrechnung

Kurvendiskussion

Ist eine Funktion f(x) vermdge Funktionsvorschrift (Formel) gegeben, so sind gefragt:
(1) Definitionsgebiet und gegebenenfalls Symmetrien, Nullstellen
(2) Pole (Unstetigkeits- oder Unendlichkeitsstellen)

(3) kritische Punkte (= f" (x) = 0-Stellen, waagerechte Tangenten)
Extremstellen (= lokale Maximum- oder Minimumstellen) sind kritische Stellen (aber nicht umgekehrt —
siche f(x) = x° fiir x = 0!).
Satz (Extremstellen-Test)
S'(x,) = 0 und f* hat Vorzeichenwechsel (+ F Muster) < f hat in x, ein lokales < j2ximvm,
Die Bedingung /" (x,) > 0 bzw. [ (x,) < 0 impliziert dagegen nur, daB ein lokales Minimum bzw.
Maximum vorliegt, nicht umgekehrt.
(Beispiel f(x) = x*=> x,, ist Minimum, aber f”(0) =0)

(4) Konvexitdt — Konkavitit: f”(x) > 0(<0) in ]a,b[= f konvex (konkav) (linksgekriimmt bzw. rechtsge-
krimmt). Punkte x,, in denen sich die Kriimmung andert (konvex <> konkav) heilen Wendepunkte.
Satz (Wendepunkt-Test)

f"(xo) = 0und f” hat Vorzeichenwechsel in x, (was zum Beispiel bei /" (x,) # 0 eintritt) mit Muster
(£ F) <> x, ist Wendepunkt (mit [o2yex = kenkavy Thag Beispiel y = x* (iiberall konvex) zeigt, daBf x = 0
kein Wendepunkt ist (obwohl y"(0) = 0 ist)!

(5) Grenzwerte, Asymptoten (meist fiir x — +o0)

(6) Skizze der Funktion y = f(x) anhand der Daten aus (1) bis (5).
Beispiel: f(x) =

x2—1
Definitionsbereich: R ohne +1, wo Polstellen sind. Da x> —1 = (x —1)(x +1), sind x, =1 und xy=—1
Nullstellen des Nenners mit Vorzeichenwechsel; sie sind daher Polstellen von f mit entgegenzeigenden Asten.
241
f(—x)=—f(x)und 0ist einzige Nullstelle. Esist /' (x) = — (—;%1)2 <0inDef(f), lim f(x)=0. f ist stets
- x—=taw
243

% mit Wendestelle
x = 0(da einfache Nullstelle von f” —also mit Vorzeichenwechsel; das Vorzeichen von f” kann leicht abgelesen
werden — also konvex-konkav-Bestimmung mdglich).

monoton fallend (was wegen der Polstellen méglich ist). Desweiteren ist /' (x) = 2x

Tabelle N7 j

—1 0 1 { :

| | | | [ |

A | i
fr _ . _ _ -1 i i 1 X

f N N N N : |

0 —w 40 010 —w +ow 0 { l

[

| i

Extremwertaufgaben sind Textaufgaben

Umsetzung in mathematische Formulierung fithrt auf die Aufgabe, Maxima/Minima in einem gegebenen
Bereich zu bestimmen.
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Ubersicht A-38 (Fortsetzung)

Ungleichungen

Ungleichungen konnen bei folgenden Voraussetzungen (und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) so be-
handelt werden:

Ist f'(x) < g'(x) fira < x und ist f(a) < g@)=f(x) < g(x) fira < x
Beispiel: f(x) = arctanx, g(x) =x: f'(x) = T%F <1=g(x) (x>0), f(0) = arctan 0
=0=g(a)also f(x) = arctanx < x =g (x) fir x >0

Grenzwertrechnung

Grenzwertrechnung bei unbestimmten Ausdriicken: Hier dient die Regel von ["'Hospital:
Gilt f(x) - f(xg) = 0(c0), g(x) = g(x,) = 0(00) bei x - 0, so gilt:

e S _ o S )
Ist a=lim— so ist a = lim ~—=.
x~0 &' (X) x=0 g(x)
i 0
Beispiel: lim S = lim S>> =1 (7-Form>
x=0 X x=0 1 0
Andere unbestimmte Ausdriicke — wie 0-o0c (Bsp. x-cotx) oder 0° (wie x*"*) oder o — w0
. 1 8 R . . . 0
<w1e (m - m)) kénnen durch Manipulation oder algebraische Umformung auf s oder

g-Form gebracht werden, denn nur dort kann man 1'Hospitals Regel anwenden.

sinx

Beispiel: lim x*"* = lim (¢!"*)¥"* = lim ¢¥"*!"¥ = fim e*'"* " ¥ .

x—-0 x—=0 x>0

sinx . . .
Da —— —1 bei x— 0, ist nur lim xInx (0 - 00) zu berechnen.
X

x=0

Man schreibt lim xInx = lim L2 5= —limx =0,
x~0 x-0 1x xm0 —1/x =0

also lim x*"*=¢%=1.
x~0

A.14 Integralrechnung

Es gibt grundsitzlich zwei Moglichkeiten zu
sagen, was ,,das‘ Integral einer Funktion f(x),

a<x<b,ist: S

— Einerseits soll dies — bei positivem f(x) die
Fliacheninhaltsfunktion sein (vgl. nebenste-
hende Figur) a b

y f(x)

F(x) =:{ f(r)d::= Flicheninhalt unter
“ Graph f(x)

— Andererseits soll dies eine Funktion f sein,
deren Ableitung gerade die gegebene Funk-
tion f(x) ist, also F'(x) = f(x), a< x < b.
Man sagt dann, daB3 F(x) eine Stammfunk-
tion von f(x) ist. a Xic b X




Die Flicheninhaltsfunktion F(x) wird hierbei
als Grenzwert ermittelt:

Indem das Intervall [a,x] in n gleichbreite
Rechtecke unterteilt wird, erhilt man gemaB
Skizze eine Anndherung zum gesuchten Fla-
cheninhalt, i.e.:

F)= lim [y 24
@ = lim (S 52 )
Rieman’sche Summen

X —da

mit x, =a+k ,k=0,...,n—1

Theorem (Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung)

Die vorstehende ,,Flicheninhaltsfunktion*
F(x) ist eine Stammfunktion von f(x). Es gibt
im wesentlichen nur ,,eine* Stammfunktion zu
einer Funktion f(x): Sind ndmlich F(x) und
G (x) Stammfunktionen zu ein und derselben

Ubersicht A-39. Rechenregeln fiir Integrale.
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Funktion f(x), so ist F(x) — G(x) = const.
Sie unterscheiden sich also nur durch eine ad-
ditive Konstante.

Fxy=Gx)+C 1|,

F(x) und G (x) sind Stammfunktionen
zu f(x)
Folgerung: Sind F(x) und G (x) zwei Stamm-
funktionen zu f(x), so ist
F(x;) = F(x;) = G(x;) — G(x,)

§ 1) dt = F(xy) — F(xy)

X1

=F(x)|3,

wobei F(x) irgendeine Stamm-

funktion von f(x) ist.
Wihrend die Integration als Grenzwert Rie-
mannscher Summen technisch kaum durch-
fithrbar ist (von einfachsten Fillen abgese-
hen), so gibt es dagegen zur Ermittlung von
Stammfunktionen einige weitreichende Me-
thoden und Regeln:

Folgerung:

Im folgenden steht das Symbol [ f(r)ds fir
a) Stammfunktion von f
b) unbestimmte Integrale, also F(x):= { f(1)dt

b
c) bestimmte Integrale, also { f(r)ds = F(b) — F(a)

wobei F(x) irgendeine Stammfunktion zu f(x) ist.
Alle Funktionen seien stetig.

allgemein

Beispiel

fLAG) + g(0)ldx = [f(x)dx + [ g(x)dx
fef(x)ydx =¢f f(x)dx fiir ceR
if(x)dx:j'f(x)dx-%-ljlf(x)dx (a<c<b)
;[f(x)dx = — [f(x)dx

d X

o J/@di =7

a

d b{x)
e a{“ f@)dt = fbx) ' (x) — fla(x) d' (x)

_[(xz—sinx)dx=%x3+cosx

1
£20x3dx =[5x%5=5

d sinx
d_x [ e'de=esnv cos x
0
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Ubersicht A-39 (Fortsetzung)

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Es gibt ein &, a < ¢ < b mit
1
b—a

Fiir > 0 in [a, b]:
Umwandlung der Fliche in gleichgroBes Rechteck

J@=

b
[ f@)dt

b
| f(r)dr ist der Flicheninhalt unter dem

Funktionsgraph gemaf Skizze

b
Merkregel: Nur fiir f(x) 2 0 ist | f(x)dx der Fli-

cheninhalt unterhalb des Graphen! Die Intepretation
als Flicheninhalt — bzw. die Néherung mittels Rie-
mann’scher Summen — fithrt zu zahlreichen numeri-
schen Integrationsmethoden

— Rechteckformel

b b—a
jf(x)ka—n_“(ya +yi+ty ot Yay)

n Anzahl gleich groB8er Intervalle

— Trapezformel
b b—a
ff(x)dxz—?n—(y,,+2yl + 2y, + ...

+ 2y, 0+ W)
— Tangentenformel
2(b—a)

b
[f)dx ~ Qi+ ystys+-y,y)

n gerade
— Simpsonsche Regel
b b—a
[/ dxm —= Oy +4ys + 20, + 4y +
2yi+ o+ 2y, Ay )
— Reihenentwicklung
Sei f(x)= Y a.(x—x,)* die analytische Ent-
k=0
wicklung einer Funktion f(x) (sofern moglich),

welche im Intervall ]x,— R, x,+ R[ konvergieren
moge. Sind dann g, b aus diesem Intervall, so gilt:

b £ b
Jf)dx = k§0 a, § (x—xp)dx

1 b
P A P

o
=3 q
K=o

y
=
| |
Lo
| | l
! |
L 1
| a & b X
y
[ a b X
y
X
y
X
w 2n
¥ = '—,, konvergiert in ganz IR, also ist
n=0 1%
x © 2n+1
fdi=y
_([e ,E:o Q2n+t)n!

Es gibt zu ¢** keine elementare Stammfunktion.




A.14 Integralrechnung

Ubersicht A-40 Uneigentliches Integral.

67

allgemein Beispiel

Integrale mit unendlichen Grenzen oder Integrale
von Funktionen, deren Funktionswerte im
Integrationsintervall unendlich werden oder
allgemein von Funktionen, welche Unstetigkeits-
stellen aufweisen.

Tf@dr= lim (fedx Tlarmim|-2] = tm 1-L)=1
2[ b—~+ao£ 112 b

b b

{ f(x)dx= lim [f(x)dx

T)f(x) dx = lim _'ff(x) dx

- et

Ist f (x) stetig in ]a, b], aber vielleicht nicht in a,
so ist

1

[ A0 =tim  f0)d 1d1'2f‘2
{f‘”’nt‘;ai/")’ iﬁ’"fﬂ[ 1], =

Ubersicht A-41. Grundintegrale.

unbestimmte Grundintegrale

fx) {f(x)dx (Stammfunktion)
n+1
x" -
n+1 (n—1)
a 1:11a=a"log.,e
e e*
1
o In|x|
1
T arctan x = — arccotx
1 1. 14+x
1—x2 artanhx:ilnl_x
(xi<1
1 x+1
hx =1
arcothx 2nx_1
(xi>1)
1 1. x—1
21 -—arcothx=§lnx+1
(x| >1)
1
T arsinhx =In(x +/x?+1)
x° +
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Ubersicht A-41 (Fortsetzung)

unbestimmte Grundintegrale

f(x) { f(x)dx (Stammfunktion)
1 —_——
= arcoshx =In(x +/x2—1)
x*—1
sin x —Cos X
cos x sin x
1
m —cotx
1
C———OS 7 tan x
sinh x cosh x
cosh x sinh x
1
m —cothx
1
coshix tanh x
bestimmte Grundintegrale, uneigentliche Integrale
b
§f(xdx Wert
+1 a2 —1
*d
,I J aax alna
o , 1
—x1y 1
g e x 33T
fe*x"dx n!
0
© x n?
d —
Logid 12
°x n?
d ol
foqd 6
Y 1 T
d —
cj) 12 2a
a1
(_[) P S dx )
a 1 R
d it
g 2 — 2 * 2
b
] S S dx n
a. /(x—a)y(b—x)
1 1
) dx z
0. /1—x? 2




Ubersicht A-41 (Fortsetzung)

A.14 Integralrechnung

bestimmte Grundintegrale, uneigentliche Integrale

b
f(x) I f(x)dx (Stammfunktion)
a
1
[ dx 1
o ./1—x?
}3 ! dx 0
o (1—x)/x
J'i x? dae Ina?
o Jax — x? 8
L lnx 2
g x+1 dx 12
L lnx 11;2
g P 6
1 Inx 2
6[ x2—1 dx K3
Isin(ax)cl E:a>0
x 2
— g: a<0
i cos (ax) dx o
[
{ sin (ax) dx 1 — cos(am)
2 a
f cos (ax)dx w
o
/2 1 .
o 1+cosx
® sin x ® COs X T
—dx = dx \/:
g \/; g \/; 2
n/4 1
[ tanxdx §1n2

Ubersicht A-42. Integrationstechniken.
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partielle Integration (Produktintegration)

allgemein Beispiel
Juv'dx = uv — fvu'dx fxsinxdx wu=x; v =sinx
=1, v=—cosx

= —Xcosx + sinx

= —xcosx — [1-(—cosx)dx
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Ubersicht A-42 (Fortsetzung)

Substitution

Ist F(u) ecine Stammfunktion von f(u), so ist
G(x):=F(u(x)) eine Stammfunktion von
f(u(x))#' (x) und umgekehrt.

u= (b

3 @®)
[f@du= | fG)u (x)dx

u” a)

Zur Anwendung kommt die Substitutionsregel zu-
meist in der Situation, daB die Funktion f(x) von der
Struktur f(x) = g (u(x)) ist. Indem man » = u (x) als
neue Variable einfithrt, also x = x(4) (umstellen),
dx = x'(u)du, gelangt man zum Integral

§ g x’ (u)du
Gesetzt der Fall, letzteres wire losbar und die
Stammfunktion wire G (u), so ist F(x):= G (u(x))
die gesuchte Stammfunktion zu f(x). Sehr oft aller-

dings wendet man Substitutionsformen an, die im
algebraischen Ausdruck fiir f(x) nicht vorliegen.

Spezialfall:
Ist F(x) Stammfunktion zu f(u) (Variable: u), so
offenbar auch F(ax + b) zu af (ax + b) (Variable: x)

Haufig kann folgende Struktur des Integranden er-
kannt bzw. manipulativ eingerichtet werden:

fx)y=g(x)u'(x)
Ist dann G (») Stammfunktion von g (u), so ist
F(x):=Gu(x)

das gewiinschte Integral.

Insbesondere ist die Stammfunktion von Zf()t_))

u
durch In|u(x)| + ¢ gegeben, was bei Differential-
gleichungen hiufig vorkommt.

dx

j3x—1 u=3x-1

du = 3dx dx=%du
1,.du 1 1
§§7=§1n,u]=§1n)3x—1]

J/t—x?dx: x=cost,dx =—sintds,

—f/1—cos?t- (—sint)dr = —[sin*rdt

Die Stammfunktion von sin? ¢ wird partiell ermittel,
also:

[sinesinzde=—sint cost + [cos®rde
Nyt
1 —sin?t
=—sintcost + t — [sin?¢dt, also
I D .
fsin?rdr = 5{t —sintcos¢} und die

Riicksubstitution (7 = arccos x) ergibt

1
J/1—x%dx =—§(arccosx—x,/1—x2)

1 1
j;idu=F(u)=—l—l, also
1 1 1
. dx=—=-
ja(ax+b)z x a ax+b
d
j'—x—dx u:az—xz,dx=—l,
a? — x? 2x

S G PR
_f\/;< Zx)d“— 2ju du
SRS V7 SN S

x i 2x 1
S——dx=z[5——dr=-In(x*+3
Iamd-glamdmh e+
jtanxdx=jsmxdx=f-—(cosx)
cosx cos x

= —In{cos x|



file://-/-bf-

Ubersicht A-42 (Fortsetzung)

A.14 Integralrechnung

Partialbruchzerlegung

Es ist P(x)/Q(x) zu integrieren; P, Q Polynome.
Durch Abspalten (Polynomdivision) mufl zundchst
gewihrleistet sein, dal Grad P < Grad Q ist (sowie
keine gemeinsamen Nullstellen). Die weitere Vorge-
hensweise ist abhingig von der Nullstellenstruktur
des Nenners. Es sei Grad Q = n.

1. Fall: Q hat genau » (einfache), verschiedene, reelle
Nullstellen
0x)=(x—x)x—x3)- (x—x,)
~> Es gibt Konstanten 4,, 4,, ..., 4, mit
P A A
P _ A A
o) x—x; x-—x,
2. Fall: Q hat mit Vielfachheiten genau » reelle Null-
stellen (manche also vielleicht mehrfach),
also
Q) = (x—x)" (x—x)" - (x — x,)"™
(ny+ny+ - +n,=n)
~» Dann ist nur folgender Ansatz erfolg-

n

X —x,

reich
P(x) _ Ay Ay, A,
() x—x; (x—x) (x—x)™
Az Ayy - 2ny
y) W
x—x; (x—x;) (x—x"
Aml Amn,,.

o) T

3. Fall: Q hat auch komplexe Nullstellen (welche
allerdings  konjungiert  auftreten: Ist
zy, =0t if eine solche Nullstelle, so ist
(z—z)(z—2z)=(—z,)(z~1Z))
=z2—2az +|z,|* ein quadratischer Fak-
tor von Q) und Q ist von der Form

Q) =(x—x)" - (x—x,)"
U ——
reelle Nullstellen
O =20+ (o + D)™ (0% —2ax + (ol + B
konjungiert komplexe Nullstellen

~» Der Partialbruchansatz lautet

Hm_'<“ Ay
00~ E\Z Gmxy
s i Bij 3 ij
+k§l (]2::1 [x?— 20, % + (“§+ﬁ;(z)]j)

x2+4 _ P
(x—1P2x*+2x+4) Q)

x2+2x+ 4= (x + 1)?+ 3 nullstellenfrei in IR,
also PBZ-Ansatz

x>+ 4
(x—1)?(x2+2x+4)
A, 4 Bx+ C
x—1 (x—=1) x*4+2x+4
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Partialbruchzerlegung

Die Bestimmung der Koeffizienten 4,;, B,;, C,; er-
folgt so:

— Multiplikation des PBZ-Ansatzes mit Nenner Q
— Polynomgleichheit, dann
— Berechnung der 4, B, C-Konstanten durch
a) Nullstellen einsetzen
b) Koeffizientenvergleich
¢) Differenzieren, erneut vergleichen (bei mehr-
fachen Nullstellen geeignet)

X+ d=A(x—1)(+2x+49) + A(x2+2x+4)
+ (Bx+C)(x—1)2
(Polynomgleichheit)

x =1 ergibt:
Koeff.verg. (x3): 0 =4,+ B
Koeff.verg. (x%): 4 = —44, +44,+ C
Differenzieren ergibt fur x =1

woraus A, =— 2%, B=25 C=32

S5=A,-7,4,=2

7

2=A,(+

= ag>

i x4+ 4 dx =
(x—1D2(2+2x+4)

—ilnlx—ll—

49

26 - x+1
+ — /3 arctan ]
gV NE

301 .3
7 x—1"4

A,2-1+2)+0
folgt.

[ln(x2+ 2x+4)

Ubersicht A-43. Wichtige Integrale.

rationale Funktionen

fx) Jf@de+C
(ﬂ.\'+b)"+1
" —_— —1

(ax + b) FTCESY) (n=*-1)

) by (an\wl-h)"”’z_b(ax+b)"H

x(ax +b) a*(n + 2) a*(n+1)
(n+ —=2;n+ —1)
1

;_117) ;In[ax+b|

b
;i iz(lnlax+b|+—k>
(ax + b) a ax + b
X a(l —myx—b

(ax + b)" a?(n—1)(n—2)(ax + by !

n*El;n£2)
1 1 ax + b

— (fur b %0 ——1

x{ax + b) (fur b+ 0) b n ; 1

b 1alct d

X+ da? PRt P
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irrationale Funktionen

><N
= -
+
fnl
5]

2

=

+

Q
8]

=
15}

2

=
-+
2

[8]

2 2

=
=
+
Q

1
— 2 Na® — x2Y
;Y@ =x)
Ja? —x*—ah
N
arcsin =
a
1 X
5(x‘/xz+az+112arsmh~>
a
1
5\/)62-{—(12)3
a+ . /x*+a*
Vxt+at—ah ———‘
X
X
arsinh= =1ln |x + ./x? + 4?|
a
X2 +a
2
x a X
Z/x*+a*——arsinh=
2 2 a
Vi +a?

a’x
1 x
E(X,/x2 —a? —azarcosh->
a
x+ . /x*—a?

a

ot JE

X

x
arcosh — = In
a

2
x a x
Eﬁ/xz—a2 +7arcosh—
a

1 . X
E(X,/a2 —x? +azarcsm—> (x| <a)
a
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trigonometrische Funktionen

1
sin (¢ x) —cos (ex)
X sin (¢x) sin (26‘)6) _ xcos(cx)
X c
sin (cx) @)} (ex)°
x X 3.3!+5.5!—+...
! cx>
sin{cx) ~In|tan{ —
sin (cx) < 3
: ! tan (cx n)
1 + sin(cx) P 3 73
1 1 an (cx N 11)
1 — sin(cx) P 5+3
1
cos (¢cx) - sin (¢x)
X cos {cx) cos (2€x) 4 xsin (cx)
C C
cos (¢x) @) (ex)*
x lexi = it e~
1 In | tan <cx + n)
cos (cx) >t
! 1 an (cx)
S Tan (&
1 4 cos{(cx) P 3
1 1 cot cx
1 — cos(cx) P 5
1
tan (cx) 2 In |cos (cx)|
___1 x 1 .
tan (cx) + 1 5t5, In |sin (cx) + cos (cx) |
: 24 ! In {sin (cx) — cos(cx)|
tan(cx) — 1 577,
1
cot (cx) P In |sin (cx)|
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Hyperbelfunktionen
. 1
sinh (cx) . cosh (cx)
. 1 1 .
x sinh (cx) p xcosh (cx) — = sinh (¢x)
. 1 . X
sinh® {cx) ry sinh (2¢x) — 3
1.
cosh (cx) s sinh (cx)
1 . 1
x cosh (cx) z x sinh (¢x) — = cosh (cx)
2 1. x
cosh? (cx) v sinh (2ex) + 3
1
tanh (cx) z In | cosh (cx)|
1 .
coth{cx) p In | sinh (¢x) |
Arcusfunktionen
x x
arcsin (—) x arcsin (—) + et — x?
c c
arccos (i) X arccos (i) - Je —x?
c c
arctan (i) X arctan (1) - %1“ (c® + x?)
c c
x ¢
arccot (i) X arccot (—) + 3 In (c? + x%)
c c
Areafunktionen
X pe
arsinh (ﬁ) x arsinh (*) —JxP 4
c c
arcosh (i) x arcosh (£> —Jxt—c?
c c
artanh(i) xartanh(i) +Eln|c‘2—x2| (xl<lel)
c c 2
arcoth(f) xarcoth(i) +Eln|x7'—cz| (x| >1lch)
c c 2
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Exponentialfunktionen

cx

e ~¢
¢
eCX
xe* —(ex—1)
¢
e* ex  (cx)?
< ln|x|+1.1!+2.2!+...
. i .
e sin (bx) pEary (¢ sin (bx) — bcos (bx))
e cos (bx) ﬁ (ccos (bx) + bsin (bx))
Logarithmusfunktionen
Inx xlnx —x
(Inx)? x{(nx)? —2xlnx 4 2x
1 (Inx)®> (Inx)*
nx lnllnx|+lnx+-——~2.2! +—3‘3!
! In{lnx|
xInx
sin (In x) ; [sin(In x) — cos (In x)]
X .
cos (Inx) 3 [sin (In x) + cos (In x)]
Ubersicht A-44. Anwendungen der Integralrechnung in der Geometrie.
Fliachenberechnung
allgemein Beispiel
Funktion Funktion Flichen zwischen w2 "
positiv negativ zwei Kurven A= | sinxdx =[—cos x]:;

A=f{fodx | A=—]r@adr

—g(x

b
A={11()
)dx

=0+1=1
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Ubersicht A-44 (Fortsetzung)

Flachenberechnung
allgemein Beispiel
Parameterdarstellung =@M =1+ £,=051,=2
=), y=v() y=wy)=36 ¥ =3
¢! hH
. 2 2
A=Txdy=lomwmd |4 T a+ey3a=3 [ d+e?)
1 ! 0.5 0.5
1172 , d 1 2
=§j(xy —yx')d A=3[z+7z3] =12,375
H 3 dos
X
Fir geschlossene Randlinie
1
A= 3 §(xy' — yx')de
(Leibnizsche Sektorenformel)
Polarkoordinaten r=1+2sing; ¢, =0, ¢,=mn/2
= 7 cp =1 1 w2
fy =101 )i g =Ileg) A= 2 g(1+25m¢)2d<0
f o
A== J r dep 1 =2
24 =5 { (1 +4sing + 4sin’p)de
0
1 1 2
A=-|¢@¢—4cosp +2| ¢ —-sin2g
2 2 0
X
A= 3 n+2
T4
Bogenldngen (Rektifikation)
y P, s fir y = f(x) Zykloide von t;, =0 bis f,=n
Py x x=@(t)=r(—sint); ¢ =r(1—cost
l(tz) < s=f 5 72dx pt)=r( ),tp. (. )
am |('1) % y=y()=r(l —cost); ¢ =rsint
T, dx\? n
! ‘y1 I ( y) dy s=j\/r2(1—cost)2+rzsinztdt
[ l 0
& ! N
X X, X s:rﬁg 1 —costdt

Parameterform: x = @ (£); y = ¢ (1) t
Benutze cosf = 1 — 2sin? (§>

i
s= [ Vol it

iy ! i
s= jsm dr =| —4rcos| =
Polarkoordinaten: » = f(¢) 2 2/do
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Mantelflichen von Rotationskérpern (Komplanation)

um x-Achse um y-Achse y=3x+5 x;,=0,x,=3

Kurve y = f(x) x=q(y) y=3

3
y M, =21 {@x+5)/1+3%dx
0

y=f(x)

3
M, =21/10 [ 3x + 5)dx
0

3 3
M, =2rn./10 [5 X+ SxJ =367,6

0

x2 ¥2 dx 2
M. =2n |y /1+y?dx M,=2rnfx [1+{—=] dy

7 1 dy
Parameterform x = @ (t); y =y (1) r=sing ¢, =0,0,=n
t2 2 dr_ cos
Mx=21tlj:l{/ My=275}:</7 do ¢
BVZOEERY - JoE 4+t de M, =2m {rsing./sin? ¢ + cos® pdg
o
Polarkoordinaten r = f (@) =1
@2 P2 n n
M,=2n|rsing M,=2n | rcose M, =2r{rsinpdp = 2= [sin’pde
@1 ) @1 [ 0

Nz ] =n[p—singcosg]s =n’
r2+<g}~> do . /r2+<$> do °
do do

Volumen von Rotationskérpern (Kubatur)

um x-Achse um y-Achse y=3x+5; x;,=0,x,=3
Kurve y = f(x) x=g) um y-Achse
1
X2 y2 — (v — . " =
Vo=m | y?dx V,=n | (g(*dy X=3=3; =3

x5 _T 2 _n3 2
V=n | 2%y dx K.—g(j;()fAS)de—gng) dx

3
V,=3r [x?dx =n[x’]3 =27n
[}

¥y
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Parameterform x = ¢ (¢); y = ¥ (t)

1 t2
V.=n|¢* ¢ldt V,=n| ¢*y|dt
L= Yl p=nf o2l A TN
2 , 1 201 2
Vo=n[l+0? 5di=n[l5+=+1)ds
1 t 1\¢ t
2 1 2
V;=n|:—t—3—t—z+t =55
Polarkoordinaten r = f(¢p) r=const=R, O0<op<m
x ] 4
x-Achse: Vx=nR2]'sin3q;Rdgo=1tR3j'sin3rpdq>=TnR3
@2 . dr . 0 0
Vo=m | r’sin’¢|-—cos¢ —rsing|de wobei
@1 de
L4 ?
y-Achse {sin®¢dt = | sint(1—cos?r)dt
o i
@2 dr
V.=n | rtcos’@|-—sing + rcosq|de _ [ 2
¥ Jl do =—cosg +3008°¢ + 3
Ubersicht A-45. Anwendung der Integralrechnung in der Physik.
allgemein J Beispiel
Arbeit
W= [F(s)ds Federkraft
F=cs
52
W= [csds

1
W= 3 c(s2—s?

Impuls

Kraftverlauf eines Schligers auf einen Golfball

FIN
200

4ms
Ap= [ F()d: =%'2OON~4~10‘35 = 0,4Ns

0
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Ubersicht A-45 (Fortsetzung)

statische Momente, Schwerpunkte

homogenes, ebenes Kurvenstiick, y = f(x)

Gesamtlinge (=~ Gesamtmasse, da ¢ = const):
b

L={/1+(f(x)*dx

Schwerpunkt

¢ = (x,, y,) ist gegeben durch

1t - 5 _‘1
xs—zafx 1+ (f'(x) dx—‘z M,

1o, — 1
= I OVTH (P07 dx = g M,
M, und M, heiBen statische Momente der Kurve; aus

M,=L-y, M,=L-x, ergibt sich ihre Interpreta-
tion als gemittelte Drehmomente.

Ist allgemeiner das Kurvenstiick in Parameterform
X, ) =(e (), ¥y (), t; < t < 1,, gegeben, so ist

L=] /3050,

112 ;
X =7 o) /o) +y2()dr,

18 -
V=7 Jo ) e* () + 2 (ndr.

Der Spezialfall Polarkoordinaten:

x=rcosp,y=r-sinpundr=r(p), o, <@ <@,
ist enthalten, und man hat in dieser allgemeinen
Parameterform

L=T\/r2(tp)+r'2(¢)d<p
{1 o2 R T S
x=7 § r((p)COS(p\/rz((p) + /2 (@)do

o= % T re)sing /P @) + P(@)do

y f(x)

" a b x
y(x)=m, 0<x<r,
(Graphenform)

y

’ y(x)

Se

! r X

T+ P dx =] 1457 S dx
0

L=
1]

r

. 1 LX n
=rj—dx=[r-arcsm—] =_r
0. /rt—x? rie 2

x
——dx=[-r = xy=1r?
/2 52

r 2 r
My =] P /1+r2ix2dx=(j)rdx=r2
2

X
!
S
ot

2
X, = o ¥, (also etwa 0,63r)
5T
2
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homogenes, ebenes Flichenstiick

Sei y = f(x) > 0 und F sei die Fldche unterhalb des
Graphen gemiB Skizze. Dann sind

b
A={ f(x)dx (Flicheninhalt)
b
M= ff?(x)dx
*  (statische Momente)
=M 4 s =M (Koordinaten des
T A Ys=74  Flichenschwerpunktes)

Ist F von zwei Funktionsgraphen begrenzt (gemiB
Skizze), so sind

b=

M, = }xf(x)dx,

fix)=x% f,(x) =4
F={(xn0<x<2,x*<y<4}

b
A= f(fz(X)—L(X)) dx y
4
M= 3 T (F0) — fR00)dx R
a $ "
b / [
M, =[x (09 f,(0) dx N Lo
]
1 2 X
y
A=;"(4—x2)dx=|:4x—1x3:|2=E
£(x) 3 Ao 3
< =1 e—xd —[s ! 5]2—128
! 50( —x%)dx = x——O s
| 2 1 2
| ; % M,=[x@—x}dx = I:le—zx] =4
A(x) ° °
_4. 3 _128_12
“T1%6" 3 T 16 5
3 3
Trigheitsmomente

allgemeine physikalische Definition

I={r*dm

Vol

dm =d(eV)=edV fiir g = const
d¥ = Volumenelement

r = Abstand von dm zur Drehachse

Das Trigheitsmoment eines Massenpunktes m beziiglich der Rotation um einen Punkt, Abstand r betridgt

m
2 r

Drehpunkt

I=m-r

Hieraus erhélt man durch Aufsummieren die wichtige Formel

1 2
TSeneive = i MR

Rotation um Scheibenachse)

(Trigheitsmoment einer Scheibe, Masse M, Radius R bzg.
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Ubersicht A-45 (Fortsetzung)

Trigheitsmoment eines Kurvenbogens

Bei Rotation des ,,Drahtes™ {(x, f(x))]¢ < x < b}
um die x-Achse bzw. y-Achse

b b
I =§ y2 () ds(x) = [ y* () 1+ (' () dx

b b

L={xds() =] /1+ (0 dx

In Parameterform (x, y) = (¢ (¢), ¥ (1)) ergibt sich
I = ] A ONCHORE A O

L= ] ()70 + 9t

Trdgheitsmoment einer Flache
dquatoriales Tragheitsmoment y
der Fliache 4
. b
allgemein
I.={y*d4; I,=[x*d4
A A
(dA Fldchenelement) a X
S Satz von Steiner fx)=25
| 2
a Iy=1I, + Aa b 3 b3
e b I=[y?dd = j,zad}za[&] =4
! I, = Trigheitsmoment 4 0 31 3
beziiglich der durch P ¥3la  3p
5 den Schwerpunkt S | [, = [x*dA = {x*bdx=b [?} =5
paraliel verschobe- A 0 0
nen Drehachse (D)
i A = Flicheninhalt
| Ds a = Abstand Schwer-
punkt-Drehachse
D (D)
y y=hix)
1=
L=3 [ (/A —fF () dx
3 xf. /a fi ab®+a*h
! : y="5(x) x Ip=1x+1y=f
! ! I = f x*(fo(x) = f1(x)) dx
X X3 X 1
Bezug auf den Schwerpunkt
B 1 %2 w3 y
L=3 | (pdx P
1 X 12
L= ¥4 1
L= X2 f(x)dx _1 b
%1 I 2 a*b L
polares Trigheitsmoment (Ursprung)
f— & —amq

Ipzirsz=Ix+Iy

zentrifugales Trigheitsmoment
L,=fxyd4
A
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Ubersicht A-45 (Fortsetzung)

Tridgheitsmoment eines Rotationskérpers

Der Rotationskérper K entstehe durch Rotation der
Fliche {(x,y)|a <x < b, 0 <y < f(x)} um die x-Achse.
Dann ist das Trdgheitsmoment von K gleich

1=

b
[(fe)*dx

(ST}
77

Ubersicht A-46. Kurvenintegrale.

Sei C eine parametrisierte Kurve {(x (¢), y(¢)), @ < t < b}, gegeben seien ferner zwei auf C stetige Funktionen
P(x, y) und Q (x, y) (Vektorfeld). Dann heiB3t das Integral

[Pdx+Qdy
C

Linien- oder Kurvenintegral (lings C), und es wird
wie folgt berechnet:

b
(J;de +Qdy=[(POx(®), p()x' () + Q(x(1), ¥ (1) y' (1)) dr.

Dabei ist das Integral unabhingig beziiglich der speziellen Wahl der Parametrisierung von C —im allgemeinen
ist das Integral aber abhingig vom Verlauf von C. Das heiBt: Ist C eine andere Kurve mit gleichen Endpunkten
A und B, so ist im allgemeinen

fPdx+ Qdy+ [Pdx+ Qdy (Wegabhingigkeit)

¢ c
Ist A = B, so spricht man von geschlossenen Integralen. Ein Kurvenintegral ist offenbar wegunabhingig,
wenn alle entsprechenden Integrale des ,,Vektorfeldes* (P (x, y), Q (x, y)) ldngs geschlossener Wege verschwin-
den. Es gilt folgendes Fundamentalkriterium (Satz von Poincaré):
Satz ( Exaktheit und Wegunabhdngigkeit)

Seien P(x, y) und Q (x, y) differenzierbare Funktionen in einem Gebiet Q < R?, welches keine Lécher haben
darf! Dann sind Aquivalent:

) j Pdx + Qdy hingt nur von den Endpunkten 4, B der Kurve C < Q ab
c

(2) $Pdx+Qdy=0 fiir alle geschlossenen Kurven C in
C

0
3 §£ (x,y) = —Q (x,») (Exaktheitsbedingung)
oy Ox
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Ubersicht A-46 (Fortsetzung)

(4) Es gibt eine sogenannte Potentialfunktion f(x, y) des Vektorfeldes P, Q, das heifit: Es gibt eine Funktion

s i)
Ffauf @ mit P(x,y) = l(x, »und Q(x, y) = —[(x, 3)
ox oy
Beispiel: P(x, ) =2xp2+ xp, Q(x,y) = 2xy, C = {{(x,¥)|x=1, y=1%,0< <1}
Endpunkte von C sind (0,0) und (1,1).
Dann ist mit dx = d¢, dy = 2¢ds = 2xdx

1
[Pdx + Qdy = {2xx*+ xxdx + 2xx?2xdx
¢ o

1 1 1 4 83

=[x+ +4xNdx =+ -+ = —

g(x+t+x)x 3t2t5% %
Ist jetzt C parallel zu den Achsen — auch 4 mit B verbindend -, ——4

A

C={(x00<x<1}u{l,»0<y<1} soist { Pdx + Qdy
1 ¢
-1
0

1
O0dx + [2-1-ydy=1.
0
Beide Werte sind verschieden - die Exaktheitsbedingung ist schlieBlich verletzt:

oP 20
L —4xy ¥ 9y
G xR T

Das Kurvenintegral einer skalaren Funktion f(x,y), welche auf einer Kurve C < R? stetig ist,
C={x(),y@®)!1€la, b]} lautet
b
[ fdsi= [ F(e(0), ¥ (O) /37 (0) + 57 (1) dr.
C a

Dies ist ein Spezialfall des Kurvenintegrals zuvor, namlich
_fx@,y () x(1) _Sx@, y @) (1)

Px(0), (1) = — e, x(1), p(1) =
i () + 10 ey X2(1) + 32 (1)

Ubersicht A-47. Mehrfachintegrale

Doppelintegrale

Sei R = [a, b] x [¢, d] ein Rechteck in R? und f'stetig auf R. Dann ist

bd b d
’!fdydx:Hf(x,y) dydx = I(jf(x, y)dy> dx,
ac a\e
Funktion von x

das Integral wird also iteriert berechnet. Ist nun ein Gebiet A (krumme Begrenzungen) gegeben, so fithrt ein
AusschopfungsprozeB mittels Rechtecke und anschlieBender Grenzwertbildung zum Integral

{fx, )dxdy
A
Bedeutung: 1) f=1 = {dydx =|A4|= Flacheninhalt von 4
A

2) />0 = [f(x,y)dydx = Inhalt des sdulenartigen
A

Korpers K = {(x,y,z)eR? | (x, y)e 4, 0 <z <f(x, y)}
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Ubersicht A-47 (Fortsetzung)

Doppelintegrale

Ist die Fliche A4 in der Form
A={(x,y)]a<x<b, g, (x) <y <g,(x)}
durch zwei Begrenzungsfunktionen g, (x), g, (x) gegeben (Skizze), so gilt:

b [/ 92(x)
/Iif(x,y)dxdy=§< I”f(x,y)dy)dx-

Beispiel: f(x,y) = x + 2xy und A soll der durch g, (x) und
g, (x) = x? g, (x) begrenzte Bereich sein, also
9, () =/x
A={xn|0<x<1,x*<y</x}

i
|
i
i
I
f
1

1l/x
jf(x,Y)dxdy=£ [ 2+ 2xp)dydx | -~
A x2
1 — 1
=J‘[X2,V+JC}’2]52"dx=jd(x2 X+ x-x—x*— xxHdx
) 0
t.3 271 1 1 t .
2y x* v de | Sy2ata_1s 16
i(x +x? —x* — x%)dx |:7x +3xt Xt —ox 1)
2,111
773 5 6 210

Die Substitutionsregel (Koordinaten-Transformation) lautet (x = x(u, v}, y = y (u, v)):
§ fx, ) dxdy = § f(x (), () - | (t, v) | duedo
4 A

wobei J(u, v) die Determinante der sogenannten Jacobischen Matrix ist,
ox Ox

ou 0
au av = Jakobische Matrix der Koordinaten-Transformation
Yy oy

du v

und A ist das durch (x, v) beschriebene Gebiet 4, d. h. (u, v)ed <« (x(u,v),y (u, v)) € A. Fiir Polarkoordina-
ten (x = r cos @, y = rsin ¢) ist die Jakobi-Determinante gerade gleich r, also

{ fx,»)dxdy = [ J(r, o) rdrde
A A
mit f(r, p) = f(r cos @, rsin ).
Anwendungen: Sei A eine Fliche in R? (begrenzt durch x = a, x = b, y = g, (x), y = ¢, (x))

I.=[y*dxdy Axiales Flichentrigheitsmoment
A

I,= [ x*dxdy Axiales Flichentrédgheitsmoment
A

I,=[(x*+y*)dxdy  Polares Flichentrigheitsmoment
R

rZ
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Ubersicht A-47 (Fortsetzung)

Dreifach-Integrale, Volumen-Integrale

Es sei: ¥ < R? eine offene Menge und f: ¥ — R eine stetige Funktion dreier Variablen x, y, z. Dann ist das
Volumen-Integral

ff(x,y,z)de‘f,f(x,y, z)dxdydz

erklarbar als (additive) Zusammensetzung von Integralen tiber Wiirfel (welche als Grenzwert die Menge V
ausschopfen). Ist W der Wiirfel ¢, < x<b,,a, <y <bh,,a; <z < b,, 50 ist

},{de: j(}(byf(xv z)dx> dy> z

a3 \a; \a;

t Funktion von y. = ;
[ —

Funktion von =

1
Beispiel: 3 2)=x2—2yz + —,
eispiel: f(x,y,z)=x y +z+2

1 1 1 /117 x 1
dV = 2 _ 9y S = —x3 = 2xyz +——= | dy}d
»Ivf <£<X g +Z+2>dx>dy)dz £(£[3x e +Z+2:|0 y) ‘

1 1 1, !
—z4+——|dz=|-z—-z"+log|z+2|
z 3 2 °

! +1 3 lo, 31

37278787

Der héufig auftretende Fall, daf iiber einen ,,SdulenkOrper* integriert wird, sei an einem Beispiel durchge-
fiihrt.

Beispiel: Es sei V definiert durch die Bedingungen a < x < b, g, (x) <y < g, (x), (X, ) £z < f5(x, %)

Dann ist
b (620 / f2(x.y)
j'de=.[< ] < § f(x,y,z)dz)dy)dx
4 a \g1(x) \ f1(x,2)
z f2(x.y)
fi(xy)
y
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Ubersicht A-47 (Fortsetzung)

Dreifachintegrale

1
und fiir @ = 0, 6= 2, g; () = 5 % 4,00 = /%, /i () = 0. (6, 3) = 1+ %7 = 7,

f(x,y,2) =1ist

2 /Vx f1+x24y2 2 [Vx
Ide=j(j( I 1dz)dy>dz=_[( (1+x2+yz)dy)dx
v 0 0\ x

0

—[ %+2x%+2x% 1xz lx"’ 1x4]2
BT TITTGY T T8 Tt |,

2. 2, 2 1436 19
= 2(5“7'“3"‘) 1=2-5=15 V2™ %

Bedeutung: Wird die Funktion f(x, y, z) = 1 iiber einen Bereich ¥ < IR® integriert, so folgt
[ 1dV = § dxdydz = Vol (V) (Volumen).
4 v
Transformationsformel: Bei Einfithrung neuer Koordinaten muf die Determinante der Jacobi-Matrix be-

rechnet und miteinbezogen werden, analog zum 2-dimensionalen Fall. Im Fall der
hiufig vorkommenden Kugelkoordinaten ist

x =rsinficos¢ x =rsinfcos¢g
y=rsinfising y=rsinfsing
z=rcosf z=rcosf
z
cosf=-;
;
cos al
0 (0=7
X2+ pE
r=xt+y*+22
ox Ox ox inf Bo sin B si
— = — sin f§ xos rcosfcosp —rsinfsin
& O op ® A4 @
dy oy 9
J = a—{%% =] sinfising rcos fsing rsin g cos @
9z 0z O
% o é—; cos f§ —rsinf 0

detJ = r2sinf§
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A.15 Summen, Folgen und Reihen

Ubersicht A-48. Summen, Folgen und Reihen.

Summen

Unter Summen versteht man gewohnlich die Addition endlich vieler Zahlen
ay, ..., a,eC

a=a +a,+...+a,;
k=1

unter Reihen dagegen die Addition unendlich vieler Summanden — letzteres wird iiber eine Grenzwertbetrach-
tung gefihrt.

Summen oder Reihen heiBlen alternierend, falls die Summanden abwechselnd verschiedene Vorzeichen haben.
Beispiele fiir Summen:

Mat+@+d)y+@+2d)+...+(@a+(n—Dd)= 3, (a+kd):n-a+%(n—1)d

k=0
(diese Summe heifit arithmetische Summe; die Differenz aufeinanderfolgender Glieder ist konstant (d))

2)1+2+3+ .,.+n=kék=%n(n+1) (ein Spezialfall von (1))
3 1~2+2-3+..4+(n—1)n=%(n—1)n(n+1)

@) 12+32+...+(2n—1)2=%n(2n—1)(2n+1)

5) 12+2"‘+32+...+n2=%n(n+1)(2n+1)

1
6) 13 +23 4334 ... +n3=Zn2(n+1)2
(7) Die geometrische Summe ist dadurch gekennzeichnet, daB3 der Quotient aufeinanderfolgender Glieder
konstant ist. Das heifit:
ay=0ayq,a,=0a;"4q=ay°q* ... 8,=0a, ¢
1— qn +1
1—-yq

Die geometrische Summe — ebenso wie die geometrische Reihe — hat eine auBerordentliche, anwendungs-
bezogene Bedeutung:

Prozentuale Zuwéchse, progressive Vorginge werden durch Zahlenfolgen

hzoak=aok§0q":aa(1+q+q2+..,+q")=a0

a, aq, aqz,
beschrieben, wie z. B. die Zinsrechnung im Finanzwesen:
Vorgang 1: Ein Kapital (K,) wird n Jahre mit Zinseszins verzinst.

Zinssatz i = P (p heiBt ZinsfuB)

100
Auf-, Abzinsfaktor g, =1 +i bzw. ¢g_ =1~
K, bezeichnet das Kapital am Ende der n-ten Zinsperiode (i.d. R. ein Jahr)

2y
K,=Kyq" =Ko\t +
n oq+ 0( 100)
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Ubersicht A-48 (Fortsetzung)

Vorgang 2: Es werden wihrend der Zinsperioden regelmiBige Einzahlungen konstanten Betrages (E)
getatigt, welche mit p %

— innerhalb der Zinsperiode linear
— desweiteren mit Zinseszins

verzinst werden. (z. B. monatliche Einzahlungen von 100 DM auf ein Sparbuch, Jahreszins
5%). Nach Ablauf von n Jahren betrigt das angesparte Kapital K, (bei vorschiissigem

Einzahlungsmodus)
_ m+1 p g —1
Folgen

Eine Folge (,),.n (mit a,eR oder €) heiBt konvergent, wenn es eine Zahl aeR (C) gibt mit folgender
Eigenschaft:

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein N, so daB fiir n > N gilt
la,—a| <e.

Man sagt dann: ¢

, —— a, a= lim a,

N
n— o no @

Eine nicht konvergente Folge heilt divergent.
Regen: 1) a, > a, b, > b = a,+b, > a+b

2 a, >a b, >b =>a b —a-b

3) a, = a4, b,, - b} a, a

= 2 5 _

und b+0 b, b
4) a, > a @lan——alﬁo

5) Sei0<b,<a,.
Ist dann a, — 0, so gilt auch b, — 0.
Eine Funktion f(x) heifit stetig in x,, falls gilt:
Xn LS S0 T Sfx,) o w fxg)
Der Ausdruck lim f(x) = a bedeutet:
Fir jede Folge (x,),.y mit x, — a gilt lim f(x,)=a.

1
Beispiele: (E) -0

1 n
(1 + ;) — ¢  (Eulersche Zahl)

X"

-0 <« |x|<1
(sinn), ist divergent
((—1)"), . ist divergent
Wichtiger Satz (Bolzano-Weierstraf3)
Ist (a,),.n eine Folge (in R/C), welche beschrinkt ist — d. h. es gibt eine Konstante K > 0 mit |q,| < K fiir
alle n — so gibt es eine unendliche Teilauswahl der g, (,,Teilfolge*), welche konvergent ist.
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Ubersicht A-48 (Fortsetzung)

Reihen

Gegeben ist eine Folge von Summanden 4, a,, ...

S,= 2 a
k=1

(n-te ,,Partialsumme**)

Man setzt

Dann: Die Reihe der g, heiBt konvergent < die Folge (S,), . ist konvergent

=lim S, =5

7= x

lim

n— o

»
und Y a, =
k=1

(£a)

Falls S, nicht konvergent: Reihe divergent

Beispicle: konvergente Reihen
= —_— = l= )Y =l — —  —
Zoae i t2tzatiat 2,0 TRETIRETI
1 = 1 11t no2 e 1111
2T @ n@in 13t s st |t BV s tsts et
1 = 1 R S S AR S WS R BN
4 Sinm+DH@m+2) 1-2:372.3.47°7 6 .uin? 122203
x 1 1 1 1 n? il 1 1 1 1
2= —=1 S Y e b+t
Ly ltatatgte § - S nsE e tET
= 1 1 1 1 i 1 1 1 1
=Y (=) o=l — ks — L. =Y () = m b — F .
2= GO =Tyt DT L A
= 1 1 1
=1 —
gn + = +2'+
o 5 &x X 1
S ¢ =1+qg+q¢*+ .. konvergent <> {¢g| <1 und Zq=1——
k=0 k=0
divergente Reihen
@ i = 1 11
2 (=1 Z—=1+—+—+.A. (= )
n=0 = 2 3

Wichtige Konvergenz-Tests:

O)

| <o =a, -0

@ a, -0 mt 0<aq,,,<a, = Z(—1)"

n=0

Qns1

® Gilt

n

(harmonische Reihe)

(aber nicht ,,<")

n=1

konvergent

(Leibni

iz)

w
<g<1 fiiralle n>ng,soist 3 a, konvergent (Quotientenkriterium)
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Ubersicht A-49. Reihenentwicklung von Funktionen.

Potenzreihen

Satz von Taylor: Ist f(x) im Intervall a < x < b (n + 1)-mal differenzierbar,
ist xo€]a, b, so ist

Taylor-Formel

h P
fothy=F(xo) + 7 /" (o) + .. +Ef‘"’(xo)+R,

hn+1

n+ 10
nannte Lagrange-Restglied ist.

wobei R, = R, (x4, h) = F®* Y (xo + k) mit einem gewissen 0 < § < 1 das soge-

Falls nun f(x) beliebig oft differenzierbar ist, falls ferner R, - 0 (was leider nicht immer gilt), so

gewinnt man aus der Taylor-Formel die Taylor-Reihe/McLaurin’sche Reihe/analytische Entwicklung der
Funktion f(um x,). Im folgenden einige Spezialfille.

Binomische Reihen

(m)_m(mq)-..(m—nﬂ)

n n!
(1ix)"=1i<n)x+(n)xzi n>x3+i... x| <1
1 2 3
1 11 1 5 7 21
T4x2=14+_x—-x"+—-x* - x*+_—x"——— x4+ ... [|x|<1
Qaxp=ldsx—gx b e — e X 556 ° “Toa ™ = x| <

Exponentialfunktionen

x X X X
e=1+ﬁ+ﬁ+...=i§0: |x] < o0
«_ exina 1 xlna x*In’a
aF=¢ = T 0 +... |x| < o0
a>0
Logarithmusfunktionen
x—1 (x—12 (x—1)3
= — 4 ... <x<2
Inx 1 5 + 3 + 0<x<
x2 ¥ x*
=x—t—="t —... = <
In(1+x)=x 2+3 4+ 1<x<1
2 3
1n(1—x)=—(x+x—+x—+...> —1<x<i
2 3
1 3 5
lnE1i3=2artanhx=2<x+%+%+...) [x] <1
(x+1) 1 1 1
ln(x_1)=2arcothx=2 }+ﬁ+§+”' [x]>1
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Ubersicht A-49 (Fortsetzung)

trigonometrische Funktionen

x> x5 X7
s1nx=x——3~!+§—ﬁ+—.“ x| < oo
x* x* x®
cosx:l—f+ﬁ—a+—..‘ lxl <o
tanx—v+1‘<3+2x5+17 x7 + |x|<n
R RET ETE 2
1 1 2
tx=~—-x——x>-——x— ... 0<|x|<
cot.x < 3( 45x 945x |x|<n

zyklometrische Funktionen

. +1x3+1~3x5+1-3~5x7+
sinx = et e ——— — L
X=X T 37345 2467

n tx> 1-3x% 1.3.5%7
arccosx:i—x—————-————’—*—w-k... Ix] <1

|x] <1

x5 X
tanx=x -+ —— "+ —... x|<1
arctanx = x 3+5 7+ | x|
PO PG S S LUV Ixf<1
arccotx =5 —x + s+ = x
Hyperbelfunktionen
SRR SNPUNE B
sin x—x+ix +§x +ﬁx + ... |x] < o0
h =1 1 2 1 4 1 6
coshx = +ﬁx +ﬂx +ax + ... x| < o
1 2 17 T
xS T <E
tanhx = x 3x +15vc 315x+ | x| 3
1 x x3 2x°
= o — e — 4. 0<|x|<
coth x x+3 45+945 + x| <n
Areafunktionen
inh 1)(3_1_1-3x5 1-3~5x7+ xl <1
arsinhx=x — > — 4 -— — ——" — 4 — |
s 237245 2467 x
1 1 1-3 1 1-3-5 1
‘"“"th:i{‘“(”‘)‘i‘fp—ﬁ‘m‘m'sﬁ} *>1
x3 5 x7
artanhx=x+?+?+7+ |xi<1
1t 11 1
arcothx=}+§-)?+§-x—5+ jx|>1
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A.16 Fourier-Reihen

93

Niherungen (¢ sehr klein)

1+e)~1+ne le| <1

(ais)nza"za"(lini)

a

YENR)
SR
1

7,
?

(ETETE:

1

4 /(1 + 8)4

exl+e; a~1+elna

~172e
V4

In(1+e=~¢
1
ln(l—j—j>z28; In(e +./e2+1)~¢
—¢

. 1
singxg; cosex 11— g
2
1
tane x &; cotex —
€
arcsing & ¢; arctane ~ ¢
2

. g
sinhe ~ &; coshe~ 1 +7

1
tanhe = ¢; cothe = —
£

arsinhe & ¢; artanhe=ze¢

allgemein: f(&) =~ f(0) + £/ (0)

Diese Entwicklungen kénnen fiir Néiherungen verwendet werden, sowie die Taylorentwicklung selbst:

S =fO+h-fQ+R, mit R,~

A.16 Fourier-Reihen

Ubersicht A-50. Fourier-Reihen.

Kurvenform Fourier-Reihe
Rechtecki i 4 b 3b
schiieckumpnise fx)y= ?a {cols sinx + 0083 sin(3x) +
ai! | o cos5b
]—n+b b n+h Omb + sin{(5x) + . }
Ol b nbn 2n
—al- - T
’ .
y fo=22 {'—’ 4308 x4+ 99520 oy +
*;IE—|‘——‘ n {2 1 2
in(3b
bO = /2 - +sm; )cos(3x)+...}
- n

2n-b 2n+b
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Ubersicht A-50 (Fortsetzung)

Kurvenform Fourier-Reihe
Rechteckkurve
y _cos(3x)+cos(5x)_ +}
_ R - 3 S
a
bid 27
,g 0 % 3 X
gl 2_
sin(3x)  sin(5x) }
y 3 + B + ...
5 I _
+ 2 I X
Ol n/2 |n 2n 3n
— ~a_ e —

Dreieckimpuls

(1 —cosbh) 1—cos(2b)
oS x +

12

NIQ

7 cos(2x)

cos(3b)

1—
+—32—cos(3x)+...}

52

8 (cos N cos(3x) N cos(5x) N )}
n 32

% <c03x+ cos(3x) N cos(5x) N )}

32 52

sin (3x) N sin (5x) N }

32 52

cos(3x) cos(5x)+ }

T
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A.16 Fourier-Reihen 95

Kurvenform

Fourier-Reihe

Ségezahnkurve

Y v,

<

gleichgerichteter Wechselstrom

(Einweggleichrichtung
14
ANNVAN
_r l T g 3n oo
2 2 2

gleichgerichteter Wechselstrom
(Zweiweggleichrichtung)

fx)= —2—1:1 {sinx + sin;Zx) + sin§3x) + }

_ 2a fsinx _ sin(2x) sin(3x) _
f(x)—;{T 3 + 3 +}

a
f(")=§{1_5 1 IE

a b 2
fx) == {1 +5 cosx +mcos(2x)—

2 2
—ﬁcos(4x)+ﬁcos(6x)— + }

2a 2 2
fx)= - {1 + mcos(Zx) - cos (4x) +

2
+ﬁcos(6x) -+ }
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A.17 Fourier-Transformation

Ubersicht A-51. Fourier-Transformation.

Losungsansatz
Frequenzfunktion
(Spektraldichte) Losung der
- Transformierten
F(w)= | f(t) ei=dt
Fourier- inverse
Transfor- F F~' | Fourier-
mation Transformation
1 + 00 .
fo)= 2— | Flw) e dw Losung der
T ;
Problem Funktion
Zeitfunktion
Zeitfunktion: zeitlicher Verlauf des Signals

Frequenzfunktion: Frequenzen, Amplituden und Phasen

Eigenschaft der Verschiebung

Verschiebung des Spektrums um w,
Zeitfunktion Frequenzfunktion

amplitudenmodulierte Kosinusfunktion Spektrum ist um + w, verschoben

f(t) - cos (wot) %F(a)+ wg) %F(w—wo)

Eigenschaft der Ahnlichkeit

reziprokes Verhalten der Breite der Zeitfunktion As und der Breite der Frequenzfunktion Aw.
Ar-Aw =1

Physik: Ax-Ap 2 h Unschérferelation

Ax Ortsschérfe; Ap, Impulsschirfe in x-Richtung;

h Plancksches Wirkungsquantum; /4 = 6,626-10734J -5

Nachrichtentechnik: 7T-2B =1 Shannonsches Abtasttheorem
T Abtastintervall; B Bandbreite
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Eigenschaft der Ahnlichkeit

Zeitfunktion

Frequenzfunktion

breite Zeitfunktion

f(t)

schmale Zeitfunktion

schmale Frequenzfunktion
F(w)

breite Frequenzfunktion

f(t)
Flw)
. . - -
Fourier-Transformation
Zeitfunktion Frequenzfunktion
Rechteckimpuls _ 2sin(wT)

f(t)=%<sin(t) +%sin(3t) +%sin(5t) + )

(1)
1

-7 0 T t

F(w)

Dreieckimpuls

41 1
f(t)=%+F<Fcos(t) +¥cos(3t)

1
+§5cos(5t)+...)

4sin®(w T/2
Pl = ST
Flaw)
-
) _2r oy 2¢ r @
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Ubersicht A-51 ( Fortsetzung)

Fourier-Transformation

Zeitfunktion Frequenzfunktion
Impuls einer cos?-Funktion
n sin(wT) T
)= 2=t = —
) = cos <2T > Flo) wT 1 wT\?
T
(1) Flw)

@

Tmpuls einer GauB-Funktion

10 = e

1
F(w)=./2n- T e 20@D?

/F(wz’\
i

Exponentialimpuls

n=e " Flw) = ——
f=e @ =T Ter

f(t) |F(w)!
—— I —_—
Einheitsimpuls
(Dirac-Impuls)
fey=246() Flw)=1
() F (o)}

f
5(r)j




A.18 Gewdohnliche
Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, bei
welchen als Losungen Funktionen gesucht
sind. Handelt es sich bei diesen gesuchten
Funktionen um solche einer einzigen Varia-
blen, so spricht man von gewdhnlichen
Differentiaigleichungen — ansonsten von ,,par-
tiellen Differentialgleichungen®. Die allge-
meine (oder implizite) Form einer gewohn-
lichen Differentialgleichung lautet

F(x,y,¥,...,y™)=0,

und man nennt die héchste in der Gleichung
auftretende Ableitungsordnung der zu suchen-
den Funktion y (x), die ~in F(x, y, ', ..., y™
=0 eingesetzt — der Gleichung geniigt, die
Ordnung der Differentialgleichung. Kann die
Gleichung F(x,5,),..., ™) =0 explizit
nach y™ aufgeldst werden, so liegt mit

YO =f(xp,..., "

die allgemeine, explizite Form einer Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung vor.

. -1
zB: x-&¥ =1 y'=—Inx
¥

Bei mehreren, gekoppelten Gleichungen fiir
mehrere (ebensoviele) gesuchte Funktionen
spricht man von Differentialgleichungssyste-
men; Differentialgleichungen héherer Ord-
nung konnen in der Regel in Systeme 1. Ord-
nung iiberfithrt werden.

In Physik und Technik sind insbesondere die
beiden (expliziten) Grundtypen wichtig:

V' =f(x,7) (Differentialgleichung

1. Ordnung)

(Differentialgleichung
2. Ordnung)

V' =f(xy5)

A.18.1 Differentialgleichung y' = f(x, y)

Es sei f: IxM — R cine stetige Funktion;
Tund M seien Intervalle in R. Gesucht ist eine
Funktion y: I - R, welche differenzierbar
ist und fir die die Wohldefiniertheitsbedin-
gung / < Jund y(I) <« M gilt, so daBl

Y (x)=fx, y(x))

fir alle xel
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identisch erfullt ist. Solche Differentialglei-
chungen haben i.a. viele Losungen, ndmlich

a) eine Funktionsschar y, (x),
(die ,,allgemeine Losung*‘)

abhéngig von einem reellen Parameter
AeR

b) sogenannte ,,singuldre Losungen®,

das sind solche, die in der allgemeinen
Losung nicht vorkommen

Beispiel:

Fiir die Differentialgleichung
V=x(y=2

hat man die Losungen

yi(x) = (AeR)

A—x?
und

y = const =2
Zentrale Bedeutung fiir die gesamte Theorie

und Praxis der Differentialgleichungen hat der
Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Es sei f* IxM stetig und sei x,el. Dann hat
fiir jedes y, € M das sogenannte Anfangswert-
problem (AWP)

Y =f(x7)
y{(x0) = Yo

mindestens eine Losung. Ist die Funktion f
sogar noch differenzierbar auf 7x M (allgemei-
ner: lokal gleichmaBig lipschitzstetig bzgl. y),
so hat das Anfangswertproblem genau eine
Losung. (Die Vorgabe von y, kann also als
Parameter A der allgemeinen Ldsung (lokal
um x,) dienen).

y

// /
/7

m=1f(xy)

/ X xy)

e

e
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Eine geometrische Vorstellung der Losungs-
schar der Differentialgleichung )’ = f(x, y)
bekommt man durch Zeichnen des Richtungs-
feldes: Ist ndmlich y(x) eine Ldsung, so ist
¥ (x) einerseits die Steigung an diese Kurve
in x und andererseits gleich dem Wert
f(x, y(x)). Durch Zeichnen vieler kleiner Stei-
gungsgeraden erhdlt man das Richtungsfeld
und durch glattes Verbinden gelangt man zu
den Losungskurven.

A.18.2 Lineare Differentialgleichung
1. Ordnung

Sie lautet:
V+gx)y=hx)

mit stetigen Funktionen g und 4 auf einem
Intervall 1. Die Gleichung heifit homogen <>
h(x) =0, sonst inhomogen. Es gibt mehrere
Losungsmoglichkeiten:

allgemein

Beispiel

Methode | (Losung nach Formel):
y(x) lost die gegebene Differentialgleichung <>

Px) = [k +] [h(t)ejg(S)dS]dt]e_xfog(s)ds

Hierbei ist ke R beliebig, x, € ] beliebig.
Offenbar gilt dann auch y(x,) = &

Y +2y=3xr+1

y{x) = [k + ]f((_’st2 + 1)e2‘)d1]e*2"
0

X x 1 1
zk—u 32x A - - -2
e fae (3 -3+ 4)+ o)

3 3
= ke‘z"+7x2——x+E (keR)

2 2 4

Methode 2 (Variation der Konstanten):

Dies ist cine spezielle Form eines Ansatzverfahrens,
welches in 2 Schritten verlduft:

1. Losung der homogenen Gleichung:
Ist G(x) = f g (s)ds irgendeine Stammfunktion

von ¢ (x), so ist die Gesamtheit aller Losungen
von ¥ + g(x)y = 0 durch
y(x)=ke ™, keR
gegeben.
2. ,,Variation der Konstanten*:

Der spezielle Ansatz y(x) = k(x) e~ fiihrt
auf die Bedingung k' (x)e~¢® = h(x), also

k(x) = { [A(t)e®®]ds in Ubereinstimmung

mit der angegebenen Formel.

V42y=3x"+1
G(x)= [ 2ds=2x

= y(x)=ke ?*, keR

Ansatz:
y(x) =k(x)e™>

k(x)= j (3% + 1)e*]dr

0

(3., 3 5\ L.
—(Ex §x+4>e +C

3 3 5
= y(x)=C-e'2"+§x2~—x+~,

3 i CeR
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allgemein

Beispiel

Methode 3 (Spezielle Ansatzmethode)

Ist die Inhomogenitét & (x) von einem bestimmten
Funktionstyp (z.B. ein Polynom) und ist der
Zuwachsfaktor g(x) dhnlichen Typs, so sind auch
oftmals Losungsansitze erfolgreich, bei der eine
Losung y (x) ebenfalls von diesem Typ ist,
dargestellt durch unbekannte Parameter, welche
durch Einsetzen in dic Differentialgleichung
bestimmt werden. Hat man auf diese Weise cine
Losung y,, der inhomogenen Differentialgleichung
gefunden, so lautet die allgemeine Losung

y(x) =yo(x) + y,(x) mit yy+g(x)y,=0.

Y +2y=3x"+1

Yo(x):= ke ?* ist die allgemeine Lésung der
homogenen Differentialgleichung. Fiir eine spezielle
Losung der inhomogenen Differentialgleichung
macht man den Ansatz

y(@) =ax?+fx+7y
Y +2y=2ax+f+20x%+28x +2y

=3x2+1
Koeffizientenvergleich ergibt:
3 3 5
o= 3 B=- 3 Y= 2
3 3 5
— -2x T2 T s
= y(x)=ke +2x 2x+4, keR

A.18.3 Separierbare Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist von separierter
Form, falls

YV =hx)g0),

so daBB man auch schreibt: dy

g(»

(die Variablen x und y erscheinen auf getrenn-
ten Seiten der Gleichung).

= h(x)dx

Eine Differentialgleichung heiBt separierbar,
falls man sie durch Umformungen auf sepa-
rierte Form bringen kann.

allgemein

Beispiel

Losung der separierten Differentialgleichung

Y =hx)g).
Zundchst Achtung: Jede Nullstelle von g (y)
liefert eine konstante, singulire Losung:

go) =0 = y(x) =y,

Allgemeine Losungen lassen sich nur in
Intervallen / angeben, in denen g(y)
nullstellenfrei ist.

ist eine Losung.

Vorgehensweise:

1 1
1. Integriere —— bzgl. y, also G(y):= | ——dt
griere o bzgl. y 0= 0@

2. Integriere h (x) bzgl. x, also H(x):= [ h(1)d¢

y=kla—pr
(chemische Reaktionsgleichung s-ter Ordnung)
Singuldre Losung: y=a

Allgemeine Lsung:

’

_r
(@a=yr

kx+¢

- (=)=

1—n

< y(x)=a—((1—n)kx+c)ﬁ, CeR

y =ky(a—y) (logistische Differentialgleichung)
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allgemein

Beispiel

3. Die implizite Darstellung der allgemeinen
Losung lautet

G =Hx +C, CeR.

Umstellen nach y (sofern moglich) liefert die
explizite Losung y (x).

Singuldre Losungen
y=0 oder y=a
Allgemeine Losung:

y

=k
y@a-y)

191 1
@—-{7-& }y’_—_k
aly a-—y

< Iny—In(a—y)=akx+c¢
=ke™™, k>0

a—y

a
= I =a

-

logistische Gleichung fiir & > 0

Besonders wichtige Beispiele fiir separierte
Differentialgleichungen liefern die sogenann-
ten ,homogenen® Differentialgleichungen
(nicht zu verwechseln mit den ,,homogenen
linearen* Differentialgleichungen). Historisch
bedingt, heift eine Differentialgleichung der
Form

)

homogen. Geometrisch bedeutet dies, daB3 das
Richtungsfeld auf allen Halbstrahlen y = ax

konstant ist.

allgemein

Beispiel

Die Differentialgleichung ist separierbar:
Man setzt u = b4 , also
x

() =xu(x) = ¥ (x) =ulx) + xu'(x)

- W) = 0/ (9 — oy =TE Y

Dies ist eine separierte Differentialgleichung fiir .
Ist u(x) bekannt, so erhilt man die Losung y (x)
der urspriinglichen Differentialgleichung aus dem
Transformationsansatz,

y(x)=x-u(x).

xy =y +/x%+y%, also

2

y y
oY 1 ).
r=t+ J1+(2)

mit u =  erhalten wir eine Differentiaigleichung
x
fiir «, ndmlich
L utJ1+u—u
H=—— . @ =
x
u 1
Jr+ur X
= arsinhu=In|x|+¢

= 2u = 2sinh(In| x|+ ¢)

= eMnlxl+a _ =(n|x|+o)

1+

1
X

<>

1
=klxl= gy >0

1

1
= y:ikxz—ﬁ (keR)




A.18.4 Exakte Differentialgleichungen

Symbolisch kann die Differentialgleichung
¥ = f(x, y) auch so geschrieben werden:

dy — f(x,»)dx =0,
so daB man mit einer zunichst willkurlichen

Aufspaltung f(x,y) = — %g’—jg

gx, p)dx + h(x, y)dy =0

auf die Form

kommt. Angenommen, es gibe eine Funktion
V(x, ) (,,Potential*) mit

oV

g("»ﬁ =g(x,)
und

oV

g(x,y)=h(x,y),

dann wird durch die Gleichung V' (x, y) = const
eine implizit gegebene Abhdngigkeit zwischen
x und y erzwungen, lokal ist y = y(x), und
man hat

d
d—xV(x,y(x))=0—a+——.

Das bedeutet: Die Gleichung y(x, y)dx +
h(x,y)dy =0 ist erfiillt. Die Theorie ist in
folgendem Theorem zusammengefaBt, wel-
ches sagt, wann eine solche Potentialfunktion
existiert und wie man sie berechnet.

Theorem ( Exakte Differentialgleichungen)

Gegeben ist eine Differentialgleichung in
der Form g(x, y)dx + A(x, y)dy = 0, wobei
g und £ stetige Funktionen sind auf cinem
2-dimensionalen Bereich, welcher keine Locher
hat (,,einfach zusammenhéingendes Gebiet*).
Dann sind dquivalent

(a) Die Differentialgleichung ist exakt — d.h.
per definitionem: Es gibt eine Potential-
funktion ¥ (x, y) mit

| 4
a— und

V
6x_g =k

o

A.18 Gewohnliche Differentialgleichungen 103

(b) Die Integrabilitdtsbedingung
Og oh
5 Gy =707
ist Giberall erfiillt.

(x. ¥)
(c) Das Kurvenintegral | gdx + hdy ist
wegunabhingig. (xo. yo)

Folgerung: Ist eine Differentialgleichung in
der Form g(x, y)dx + A(x, y)dy =0 gege-
ben, so priift man mittels Integrabilititsbedin-
gung (b), ob die Gleichung exakt ist. Ist dies
der Fall, so ldBt sich die Potentialfunktion
V(x, y) als Kurvenintegral finden,

(x, »)
Vix,y) = j gdx + hdy

(xo0, yo)

b
={g(x(t), y (1) x'(t)dt
+h(x (@), y() Y (D41,

wobei [a, 8]t = (x (1), y (1)) eR? ecine Para-
metrisierung eines Weges von (x,, y,) nach
(x, y) ist. Eine fiir viele Fille praktische Me-
thode besteht in folgender achsenparalleler
Integration:

Setze

V(x,y>=jg(z,y)dt+6<y)

Vix,y) = j h(x,t)dt + D(x)

und bestimme C und D durch Vergleich.
Beispiel:

2xdx +4ydy =0
Die Integrabilititsbedingung (b) ist erfiillt.
Dann ist

Vx,y)={2tdt + C(») = x> + C(»)

y

V(x,y)=[4tdt + D(x) = 2y* + D(x);
also ist D(x) = x>+ C und C(y) = 2y* - C,
man hat

Vix,y)=x?+2y*+C,


file://-/-4ydy
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und die Gleichung

x% + 2y? = const =: r?
liefert Ellipsen als Losungskurven der Diffe-
rentialgleichung.

Methode des ,,integrierenden Faktors®':
Die Differentialgleichung
g(x,y)dx + h{x, y)dy =0

ist gleichwertig zu derjenigen, wenn man sie
mit einer beliebigen Funktion u(x, y) multi-
pliziert (g =+ 0)

p(x, ) g (x, y)dx + px, y)h(x, y)dy =0
glx,y) hi(x,y)

Ist nun die Integrabilitdtsbedingung (b) fiir die
Differentialgleichung ¢ (x, y)dx + A (x, y)dy
= ( verletzt, so versucht man durch geschickte
Wahl eines sogenannten integrierenden Fak-
tors u(x, y), daB die neue Differentialgleichung
p(x, ) g0 p)dx + plx, ) h(x,y)dy =0
diese Bedingung erfiillt.

A.18.5 Lineare Differentialgleichung
2. Ordnung

Grundlegend fiir alle Schwingungsprobleme
der Mechanik wie auch der Elektrotechnik ist
die Differentialgleichung

V' +ay +by=h(x)

mit konstanten Koeffizienten a, bR und
einer — bis auf eventuelle Sprungstellen — ste-
tigen Inhomogenitit /4(x). Aufgrund der
Linearitdt der Gleichung ist die Vorgehens-
weise so:

(I) Man ermittelt die Gesamtheit aller Lo-
sungen y, der homogenen Differential-
gleichung,

Y +ay +by=0;

dies ist eine von 2 reellen Parametern ab-
hangende Funktionsschar.

(II) Man versucht irgendwie, eine (einzige)
Losung y,, der inhomogenen Gleichung

zu ermitteln. Die allgemeine Losung der
Differentialgleichung lautet dann
y(x) :ysp(x) + y()(x)’

wobei y, die Gesamtheit der Losungen
der homogenen Gleichung durchlduft.

Methode zu I:

Universelle Methode liefert der Ansatz
Yo (x) = ** mit unbekanntem 1 eC. Dann ist
Yo (x) + ayp(x) + bye(x) =0
o 24al+b=0

mit den beiden Nullstellen 4,, 4,eC.

Aus dem Losungscharakter dieser quadrati-
schen Gleichung ergeben sich 3 Fille:

D Ay A,eRound A + 4,
Dann sind alle Losungen der homogenen
Differentialgleichung von der Form
Yol(x) = Clehx +c, et
mit ¢;,c,eR
@ 41, AeRund A, = 4,:
Dann sind alle Lésungen der homogenen
Differentialgleichung von der Form
Yo(x) =€ (¢, + ¢, %)
mit ¢, c,eR
® 4, und 4, sind komplex (dann ist automa-
tisch 4, = 4,):

Dann sind die Losungen der homogenen
Differentialgleichung von der Form

Vo (x) = e**{c, coswx + ¢, sinwx}
mit ¢;, c,eR
und Ay =a+iw, =0 —io.

Methoden zu II:

1) Geeignete Ansédtze vom Typ der Inhomo-
genitit 4 (x)

2) Grundl6sungsverfahren, Faltungsintegral:
Man wihlt die Parameter ¢, ¢, so, daB die
Losung y, der homogenen Gleichung zu-
stzlich die Bedingungen

Yo(xo) =0, yp(xo) =1



erfiillt (wobei x, fixiert ist). Dann ist

Vo) = [ h(8) yolxo + x — 1)dt
xo
eine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung.

3) Variation der Konstanten (der Losungs-
schar der homogenen Differentialgleichung).

Beispiel:
Yy +2y 42y=x>+x—1

Mit e** 16st man die homogene Gleichung,
424 +2=0< 4 ,=—14i
= yo(x) =e *{c, cosx + ¢, sinx};

die inhomogene Gleichung 16st man durch
Ansatz:

y(x)=ax?+bx+c¢

mit unbekannten a, b, ce R

2a +2{2ax+b} + 2{ax* + bx + ¢}
=x>+x—1

< 2ax? + x{4a+2b} +2a+2b+2¢c

=x+x-1
< 2a=1, 4a+2b=1
und 2a+2b+2c=~1
1 1 1
©d=§, b=—‘2‘, C’=—§

= y(x)=e *{c, cosx + ¢, sinx}

+%(x2—x—1)

A.18.6 Differentialgleichungen 2. Ordnung
und Energie-Satz

Fehlt in der Differentialgleichung y”+ ay’
+by=0 der ,Reibungsterm“ @y’ (d.h. ist
a = 0), so liegt ein Sonderfall der allgemeinen
Form einer expliziten Differentialgleichung
2. Ordnung vor:

¥=r
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Diese Gleichung kann man sofort einmal inte-
grieren — mittels beidseitiger Multiplikation
mit y’ erhdlt man

Yy =yre).
Ist nun F(y) = jy’f(y)dy, so ist
d d
a(},/)z =2yy" und —F(3)=f() V',

also

1

=~ (y')? — F(y) = const |,

Y =1o) | 3

was gewoOhnlich als Energiesatz bezeichnet
wird.

A.18.7 Spezielle Differentialgleichungen
hiherer Ordnung

Lineare Differentialgleichungen héherer Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten,

YOt a, y" V4t agy =h(x),

dk
(&)

mit a, € R und gegebener Inhomogenitat # (x)
werden so behandelt:

Erstens bestimmt man die Gesamtheit ¥V
aller Losungen der homogenen Gleichung
(h(x) = 0). Diese Gesamtheit ist ein reell
n-dimensionaler Raum und man erhélt ihn so:
Mit dem Ansatz y (x) = ¢** mit unbekanntem
AeC erhilt man die Gleichwertigkeit von
Differentialgleichung und polynomialer Glei-
chung, ndmlich

Y4 a, Y Vta, " P4+ 4y =0
< Ita,_ A" 4a, A +ag =0
(charakteristische Gleichung)

In € besitzt diese charakteristische Gleichung
mit Vielfachheiten genau n Losungen. Weil die
Koeffizienten g, reell sind, ist mit jeder Wurzel
J.eC auch 7 eine Losung der charakteristi-
schen Gleichung gleicher Vielfachheit, so daB
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sich folgende allgemeine Vorgehensweise er-

gibt:

— Es seien 4,,..., A, die reellen (paarweise
verschiedenen) Nullstellen mit Vielfachhei-
tenn,,...,n,

— Esseiena, +iff,,...,a, + if, die (konjun-
giert) komplexen Nullstellen mit Vielfach-
heiten m, ..., m;

Dann ist der Losungsraum V, gegeben durch
yeV, < y(x) hat folgende Darstellung
yx) =t P (x) 4 ... 4+ M P(X)
+e**{Q,(x)cos B, x + R, (x) sin f, x}
+ ..o+ e {Q (x)cos fyx 4+ R (x) sin B, x}

Hierbei ist B, ein beliebiges Polynom vom
Grad <n, (k=1,...,7r),

0, und R, sind beliebige Polynome vom Grad
<m(k=1,...,).

Zweitens sucht man irgendeine Losung y,, der
inhomogenen Differentialgleichung, wobei
geeignete Ansitze fiir yg, vorteilhaft sind.
Rechnerische Methoden liefern die Laplace-
Transformation sowie die Variation aller Kon-
stanten, welche bei der Losung der homoge-
nen Gleichung auftreten. Die allgemeine
Losung ergibt sich dann aus Griinden der
Linearitdt der Differentialgleichung zu

allgemein

Beispiel

Y(X) =y, (¥) + yo(x) mit yy(x)e¥,

PP+ 2yP 4+ 8y + 5y =5x2+26x + 5

Lésung der homogenen Gleichung mit ¢2*, und die
charakteristische Gleichung lautet

P(A)=i*+22+8i+5=0,
es gilt: P(A) =[(4—2% + 1] [+ + 1]?

mit den Nullstellen 4, = —1  (Vielfachheit 2)
und 4, =2 + i (Vielfachheit1)

yo(x)=e"{a, + b, x} + > {a,cos x + b, sinx}

ist die allgemeine Darstellung der reellen Losungen
der homogenen Gleichung mit den 4 freien Parame-
tern ay, by, a,, b,eR.

Fiir die inhomogene Gleichung macht man einen
Polynomansatz gleichen Grades wie die vorliegende
Inhomogenitit:

ysp(x)=ax2+bx+c
= ¥ =0, yP=2q, y=2ax+b, also
2-2a+ 8(2ax + b) + 5(ax? + bx + ¢)

=5x*+26x+5
< Sax® + x{16a + 5b} + {4a + 8b + 5¢}
=5x2+26x+5
< S5a=5, 5hb+16a=26, 4a+8b+5¢c=5
oa=1, b=2, c=-3
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A.19 Elemente der
Wabhrscheinlichkeitstheorie

A.19.1 Kombinatorik

Die Kombinatorik befafit sich mit Anzahlpro-
blemen endlicher Mengen (das sind Mengen
mit endlich vielen Elementen). Eine typische
Fragestellung lautet etwa: Auf wie viele Weisen
kann man bei einer Menge mit » Elementen
Teilmengen mit k£ Elementen entnehmen (wo-
bei noch gewisse Bedingungen — wie die Rei-
henfolge der Elemente u. i. — eine Rolle spielen
konnen). Diese Anzahlprobleme lassen sich
strukturieren in die Prozesse:

Permutationen, Kombinationen
(mit und ohne Wiederholungen) und
Variationen

(mit und ohne Wiederholungen).

Bezeichnungen:

Ist M eine Menge mit » Elementen, M =
{a;,...,a,}, so schreibt man |M|=n
(manchmal auch # M =#n). Fur nelN ist
nl=1-2---n,0=1und fir 0 <k <n
ist

n\ n!
k) k!'(n—k)

Grundregeln fiir Anzahlen bei endlichen Men-
gen:

(Binomialkoeffizient)

(1) MinM,=0=|M, LM, =|M|+|M,|

() | My xM,| =M, || M,];
allgemein

| My x My x - x M| =|M|| M| | M}

(3) |P(M)]| = 2™
(P(M) = {N/N ist Teilmenge von M})

(4) |M,| =|M,| < es gibt cine umkehrbar
eindeutige (bijektive) Abbildung
o My > M,

Permutation:

Sei | M| = n. Unter einer Permutation von M
versteht man

(a) eine bijektive Abbildung ¢ : M - M
(b) eine bijektive Abbildung
¢:{l,....,n} >M

(c) ein — hinsichtlich der Aufreihung — modi-
fiziertes Anordnen (Aufschreiben) aller
Elemente von M
Beispiel: Alle Permutationen der 3elemen-
tigen Menge M = {a, b, ¢} sind:

(a.b,c¢), (a,c, b), (b, a,¢), (b, ¢, a), (¢, a, b),
(c, b, a). Eine Permutation von M ist eine
Anordnung der Elemente von M.

Satz ( Permutationen)
|M|=n = Es gibt n! Permutationen von M

Ist M ={a,,..., a,}, also | M| = n, so kann
man auf folgende 4 unterschiedliche Weisen
sogenannte ,,k-Proben” von Elementen von
M bilden, das heiBit ,,k-Plitze mit Elementen
aus M belegen®; hierbei sei ke IN

I Es kommt auf die Reihenfolge an;
Wiederholungen sind erlaubt

II Es kommt auf die Reihenfolge an;
Wiederholungen sind nicht erlaubt

III Die Reihenfolge spielt keine Rolle;
Wiederholungen sind erlaubt

IV Die Reihenfolge spielt keine Rolle;
Wiederholungen sind nicht erlaubt

I und II nennt man Variationen mit/ohne Wie-
derholung von # Elementen zur -ten Klasse.

IIT und IV nennt man Kombinationen mit/
ohne Wiederholung von n Elementen zur
k-ten Klasse.

,»Wiederholung™ bedeutet, da} in einem -
Tupel ein Element von M mehrmals auftre-
ten kann.

Beispiel:
Sei | M| =4, M= {a,b,c,d} und k=2
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zul: (a, a), (a, b), (b, a), (a, ¢), (c, a),
(a, d), (d, a), (b, b), (b, c), (c, b),
(b,d), (d, b), (c, c), (¢c,d), (d, ¢)
und (d, d)

(das sind 16 = 4% Moglichkeiten)

zu ll:  (a,b), (b, @), (a,c), (c,a), (a,d),

(d, a), (b, ¢), (¢, b), (b, d), (d, b), (c, d)
und (d, ¢)

(das sind 12 = M 4 - 3 Moglich-

21
keiten)

(a. a), (a, b), (a, c), (a,d), (b, b), (b, ¢),
(b, d), (¢, ¢}, (¢,d) und (d, d)

442—
<das sind 10 = < +§ 1) Moglich-
keiten)

(a, b), (a, ¢), (a, d), (b, ¢), (d, b)
und (¢, d)

4
<das sind 6 = < 2) Mé‘)glichkeiten)

Satz (Grundformeln der Kombinatorik)

zu 1II:

zu IV:

Es bezeichne a, , (x) die Anzahl der Mog-
lichkeiten, aus einer n-clementigen Menge
k-Proben zu entnehmen (mit x entweder Typ I,
I1, IIT oder 1V)

a, () =n

(geordnet, mit Wiederholung)

a, (1D =<Z>k! =n-(n—=1)--- (n—k+1)
(geordnet, ohne Wiederholung)

a, (1) = (” e 1)

(ungeordnet, mit Wiederholung)

a, , (IV) = (Z

(ungeordnet, ohne Wiederholung)

A.19.2 Wahrscheinlichkeiten

Das zugrundeliegende Konzept kann am
besten im Falle eines endlichen ,,Ereignis-
raumes E‘ entwickelt werden:

Essei £ = {w,,...,w,} eine endliche Menge
mit n Elementen. Jedes Element w, stellt — als
Teilmenge {w,} < E — ein sogenanntes Ele-
mentarereignis dar. Der Raum aller Ereignisse
aus E ist nichts anderes als P(E) = {44 ist
Teilmenge von E}, und ein Wahrscheinlich-
keitsmaB p auf E ist eine Funktion

p: P(E) - [0,1]
mit folgenden Eigenschaften:
(1) p(E) =1 (F heift ,sicheres Ereignis‘)

(2) p(®) =0 (die leere Menge 9 ist das
Lunmogliche Ereignis®)

(3) p(AUB)=p(A)+p(B)fir AnB=0
(A< E mit 0<p(4)<1 heiBt ,zufilliges
Ereignis®)

Aus diesen definierenden Eigenschaften lei-
ten sich folgende Rechenregeln ab:

1) p(ENA)=1-p(4)
(E\A = {(weE|w¢A}

2) p(B)y<p(4) fir Bc 4
() p(AuB)=p(4)+p(B)—p(4nB)
@) IstA={wlielc{l,...,n}},

so ist p(4) =i621p(w,-)

Eine Menge E mit einem Wahrscheinlichkeits-
mall p heiBt Wahrscheinlichkeitsraum (E, p).
Wichtiger Spezialfall:

Gleichverteilung:

p({w,‘})=% k=1,...,n

(alle Elementarereignisse, {w,}, sind ,,gleich-
wahrscheinlich*, Laplace’scher W-Raum)

Ist (E, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so ist
die ,bedingte” Wahrscheinlichkeit p(B|A4)
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(B< E, A cE) diejenige Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten des Ereignisses B unter der
Voraussetzung, daB das Ereignis 4 schon ein-
getreten ist; es gilt definitionsgemaB

p(BnA)/p(A) (firp(4)+0)
”(B'A)z{ 0 (fiir p(4) = 0)

Zwei Ereignisse 4 und B heilen stochastisch
unabhéngig, wenn

p(4|B)=p(4) und p(B|4)=p(B)

giit. Folgender Satz liefert die grundlegend-
sten Formeln:

Theorem ( Bedingte Wahrscheinlichkeit)

@ Istp(Ad,nA,n...nA4,, ) %0, s0ist
pANA;n...nA, )=p(d,) p(4,]4))
pA3lA1nAy) . p(Apsildi0 .0 4y)

@ Sind p(4) £0 und p(B) =+ 0, so gilt:
A und B unabhéngig
< p(4nB)=p(4) p(B)

® Sind By, ..., ByeE mit
@ p(B) %0 (i=1,...,k)
(b) B.nB; =0 (ije{l,....k}i+))
(© E=Bu...uB,

so heiBt {B,, ..., B} ein (fur (E, p)) voll-
standiges Ereignissystem.

Satz iiber die vollstindige Wahrscheinlichkeit:

Essei {B,, ..., B,}ein vollstindiges Ereignis-
system fiir den W-Raum (E, p). Dann gilt fiir
AcE:

k
p(4) = ,-;1 p(A|B;) p(B))

@ Formel von Bayes

Es sei {B,,..., By} ein volistindiges Er-
eignissystem fiir den W-Raum (E,p).
Dann gilt fiir 4 < E:

A|B; B,
P (B, A) = kp( |B;) p(B))
T p(A1B) p(B)

A.19.3 Verteilungsfunktionen

Es sei p: P(M) — [0, 1] eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion (additive auf disjunkten Teil-
mengen, p (M) = 1, p(0) = 0); dann 1Bt sich
die Wahrscheinlichkeit folgendermaBen fiir
eine ,,Zufallsvariable X* definieren:

Sei M eine Menge und
X: M-R
eine (meBbare) Funktion. Dann ist

Fa@)=p(X<a), F'R-—-][0,1]

die Wahrscheinlichkeitsverteilung (beziiglich
des MaBes p) der Zufallsvariablen X. Berech-
nung: F(a) ist die p-Wahrscheinlichkeit, daB
die GroBe X Werte zwischen — o0 und a an-
nimmt. In der Regel wird nun das MaB p
durch eine ,,Dichtefunktion‘ f dargestellt,

— das heiBt: Es gibt eine (o0.E.) stetige Funk-
tion f(x), f > 0, mit

K

| fyde=1

— o

mit

a
Fl@)= (| f(ndt
N E—
Inhalt der Fliche gemaB Skizze

W
Wrrrd
| a

Mit Hilfe der Dichtefunktion lassen sich
Quantile, Erwartungswerte, Standardabwei-
chungen u.a. wie folgt beschreiben:

— { f(t)dt = p(X = a) = a-Quantil
— Ist ¢: R - R eine Funktion, so ist mit X

auch ¢ (X) eine meBbare Funktion auf M
und

E@) = | p@f0d
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heiBt Erwartungswert von ¢ (X) — also

©

E(X)= [ tf(ndt=yp

ist Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
(t-pif(0)de=0’

heift Varianz = (Standardabweichung)? von X.

Normalverteilung: Die Funktion
1
V2ne

ist die Dichte der sogenannten Normalvertei-
lung mit den Parametern (u, 6) — und die Zu-
fallsvariable X mit

—(t—p)?
e 202

@)=

1 S )
j e 202 dt
J2rne —«
ist dann normal (p, 0)-verteilt. Die Parameter
1 und o? sind hierbei Erwartungswert und
Varianz von X.

pX<a)=
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Tabelle B-1. Wichtige Normen.

Norm Bezeichnung

DIN 1319 Grundbegriffe der MeBtechnik
DIN 55302  Statistische Auswerteverfahren
DIN 55350  Qualitdtssicherung und Statistik

B.1 Meflgenauigkeit

In der Regel weisen die Wiederholungsmes-
sungen einer physikalischen GroBe G Abwei-
chungen auf, die kennzeichnend fiir die MeB-
genauigkeit sind. Dabei ist zwischen den
systematischen, fiir das MeBverfahren charak-
teristischen Abweichungen und den zufélligen
oder statistischen, vom Experimentator ab-
héngigen Abweichungen zu unterscheiden.

Zur grafischen Analyse der MeBwertschwan-
kungen dient das Histogramm (Bild B-1). In
dieses wird balkenf6rmig (iber dem MeBwert
x; die relative Héufigkeit h; des MeBwerts auf-
getragen:

(B-1)

h; relative Haufigkeit des MeBwertes X5,

N Gesamtanzahl der Messungen der GroBe
X,

Anzahl der Messungen mit dem MeBwert

Xj.

Bei statistischen MeBabweichungen ist die
Haufigkeitsverteilung symmetrisch zu einem
hdufigsten Wert, dem Erwartungswert pu.
Starke Asymmetrien im Histogramm sind im

allgemeinen ein Hinweis auf systematische
Abweichungen.
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Bild B—1. Histogramm der Verteilungsdichte h,(T) bei
einer Schwingungsdauermessung sowie die Normal-
verteilungskurve nach Gl. (B-2) fiir p =T und o? = s}
mitT=12116sund sy = 0,0172s.

B.2 Analyse statistischer
MeBwertverteilungen

Bei statistischen Abweichungen der MeBwerte
geht die Haufigkeitsverteilung A(x;) in eine
glockenfirmige Normalverteilung der Mel-
werte iliber, wenn die Anzahl der Wieder-
holungsmessungen stark erhoht wird. Im
Grenzfall N — oo liegen die Werte des Histo-
gramms auf der von C. F. GAuss aufgestellten
Verteilungsfunktion A (x):

1 x—p)?

h(x) = e~ 242

J2no?

h(x) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Mes-
sung des MeBwerts x,

¢? Varianz der Normalverteilung,

#  Erwartungswert der Normalverteilung
bzw. MeBgroBe x mit der héchsten MeB3-
wahrscheinlichkeit.

(B-2)

Die Funktion 4 (x) ist zum Erwartungswert
symmetrisch und durch den Faktor 1/,/2n¢?
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auf die Wahrscheinlichkeit 1 so normiert, daBl
gilt:

af h(x)dx =1. (B-3)

Die Varianz ¢* ist ein MaB fiir die Breite der
Verteilungsfunktion A(x): 68,3% der MeB-
werte liegen im Bereich x = u &+ ¢ und 95,4 %
im Bereich x = y + 2¢. Die Varianz ¢? 1iBt
sich aus der Halbwertsbreite b,;,, d.h. der
Breite der Glockenkurve in halber Hohe des
Maximums /() der Normalverteilung, be-
stimmen:

2 b%/Z 2
0% = 12 = 01853,

(B-4)

Bei einer endlichen Anzahl N von Messungen
der m diskreten MeBwerte x,, x,, ... x,, las-
sen sich fiir den Erwartungswert x4 und die
Varianz ¢? aus der Haufigkeitsverteilung
h(x;) nach der Theorie der Beobachtungs-
fehler von GaAuss Schdtzwerte berechnen.

Demnach ist der beste Schatzwert fiir g der
arithmetische Mittelwert X nach Gl. (B-5) in
Tabelle B-2. Fir x ist die Fehlersumme FS
[FS=3(x;— %)*> mit i=1...N] minimal
und 146t sich nach Gl. (B—6) berechnen. Mit
der auf die Anzahl der Wiederholungsmessun-
gen N —1 normierten minimalen Fehler-
summe FS,; errechnet sich nach Gl. (B-7) die
Standardabweichung s, deren Quadrat der be-
ste Schitzwert fiir ¢ ist.

Eine Erhéhung der Anzahl N der Messungen
vermindert nicht die Standardabweichung s,
welche die Breite der Héaufigkeitsverteilung
bestimmt und damit die Genauigkeit des ver-
wendeten MeBverfahrens beschreibt. Dagegen
erhohen Wiederholungsmessungen die Ge-
nauigkeit, so daB} der berechnete arithmetische
Mittelwert ¥ mit dem Erwartungswert u der
MeBgroBe ibereinstimmt. Gl (B-9) in
Tabelle B-2 fiir die Standardabweichung Ax
des arithmetischen Mittelwerts ist das MaB fiir
die nach N Messungen bestehenden Abwei-
chung des Schétzwerts X zum wahren Wert p.

Bei einer geringen Anzahl von Wiederho-
lungsmessungen ist das arithmetische Mittel X

Tabelle B-2. Beziehungen zur Berechnung der Kennwerte der Fehlerrechnung.

Kennwerte der Fehlerrechnung Beziehungen
1 N
x arithmetischer Mittelwert; Schitzwert fiir den Erwartungswert X = v > ox; (B-5)
i=1
N
FS,;, minimale Fehlersumme einer Anzahl von N MefBwerten FS, . = > (x;— %)?
i=1
N
=3 x2~-Nx? (B-6)
i=1
: FSuin
s Standardabweichung des MeBiwerts bzw. MeBverfahrens; 5= (B-7)
Schéatzwert fur die Varianz N-1
s
s,y  relative Standardabweichung des MeBwerts bzw. MeBverfahrens | s, = T (B-8)
Ax Standardabweichung des arithmetische Mittelwerts Ax = % (B-9)
N
- . . . . . _ Ax
Ax,, relative Standardabweichung des arithmetischen Mittelwerts Ax,, = 5 (B-10)
u, Zufallskomponente der MeBunsicherheit mit z,-Faktor u, = AXty (B-11)
der Student-Verteilung
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als Schatzwert fiir u sehr ungenau. Charakte-
ristischer fiir die Genauigkeit der Bestimmung
des Erwartungswerts u ist in diesem Fall der
Vertrauensbereich X —u bis X +u um den
arithmetischen Mittelwert, in dem der Erwar-
tungswert x4 der MeBgroBe mit einer vorzuge-
benden Wahrscheinlichkeit, der statistischen
Sicherheit P, liegt. Die Grenzen des Ver-
trauensbereichs um den arithmetischen Mit-
telwert werden durch die Mepfunsicherheit
u = u, + u; angegeben, welche sich aus dem
Anteil der statistischen Mefunsicherheit u, und
der systematischen Mefunsicherheit u, zusam-
mensetzt.

Die systematische MeBunsicherheit u, muB ge-
schétzt werden. Die statistische MeBunsicher-
heit u, wird nach Gl. (B—11) in Tabelle B-2 mit
Hilfe der Standardabweichung Ax des
arithmetischen Mittelwerts berechnet und mit
dem tp-Faktor der Student-Verteilung nach
Tabelle B-3 gewichtet. Je nach gewdéhlter stati-
stischer Sicherheit P ist dieser unterschiedlich.
In der physikalischen MeBtechnik rechnet
man mit der statistischen Sicherheit
P =683%. In der Industrie ist ein Wert
P =954% iiblich.

Das Ergebnis von N Messungen der Mel-
groBe x mit einem MeBverfahren, dessen
MeBgenauigkeit durch die Standardabwei-
chung s und den Vertrauensbereich , mit der
statistischen Sicherheit P gekennzeichnet ist,
wird in folgender Form angegeben:

- - s
Xp=Xtu=xXxth—F—;

NG

xp Ergebnis der MeBwertanalyse der Me8-

werte x,

wahrscheinlichster Wert fir die MeB-

groBe x,

u, Grenzwert des Vertrauensbereichs mit der
statistischen Sicherheit P,

tp  Student-Faktor nach Tabelle B3,

s  Standardabweichung nach Gl. (B-7),

N Gesamtanzahl der Messungen der MeB-
groBe x.

(B-12)

=0

Tabelle B-3. Zahlenwerte nach DIN 1319 und
Anpassungspolynom des t-Faktors der Ver-
trauensgrenzen fiir verschiedene statistische
Sicherheiten.

Anzahl der statistische Sicherheit P
Wiederholungs-
messungen 68,3% 95,4%
n,=N—k fo6s fo,es
1 1,84 12,71
2 1,32 4,30
3 1,20 3,18
4 1,15 2,78
5 1,11 2,57
7 1,08 2,37
10 1,06 2,25
20 1,03 2,09
S0 1,01 2,01
100 1,00 1,98
>100 1,00 1,96
Anpassungs- theg =1 to95 = 1,96
polynom
0,584 3,012
+ ==
nw nW
0,032 1,273
o S
0,288 8,992
, ,
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B.3 Fehlerfortpflanzung

Tabelle B-4. Beziehungen fiir die Kennwerte der Fehlerrechnung indirekt gemessener physikali-

scher Griflen.

Kennwerte der Fehlerfortpflanzung Beziehungen
der Fehlerrechnung
¥ wahrscheinlichster Wert der indirekt f=f(72...) (B-13)
gemessenen physikalischen Grofle f
. or\? of\? of\?
5 Standardabweichung der GroBe f bzw. 5= \/ <a—f> 52+ (a—f> 2+ <l> 24
des indirekten MeBverfahrens fir f % i 0z (B-14)
, . |9, |¥}..
Af absoluter GrofBitfehler der GroBe f bzw. Af= 3 Ax + 3 Ay + ™ AZ+ ... (B-15)
des MeBverfahrens fiir £ x Y o
. . ) Af
Af,,  relativer GroBtfehler der GroBe f bzw. Ao =— (B-16)
des MeBverfahrens fiir f f
. . X AX Ay AZ
Af, . pp relativer GroBtfehler eines Potenzprodukts Ao pp=|bk—|+|m—|+In— (B-17)
* f= Xk pmzn : X z
X P, 2, ... arithmetische Mittelwerte der TeilmeBgroBen x, y, z, ...
Sy» Sys Spseee Standardabweichungen der TeilmeBgroBen x, y, z, ...
of of o
a—f s al{ N —6[ , ... partielle Ableitungen der Funktion f(x, y, z, ...) nach den TeilgroBen x, y, z, ... an
x ' dy’ Oz

der Stelle %, j, Z, ...

B.4 Regression — Kurvenanpassung

Die Regressionsmethode 1aBt sich dazu ver-
wenden, Theorien von Naturvorgéingen meB-
technisch zu Uberpriifen und die Parameter
a,,a,, a,, ...solcher Theorien zu bestimmen.
Dazu werden fiir dieini = 1, 2, ... N MeBrei-
hen verschieden eingesteliten MeBvariablen
Xy;s Xai, X3;, ... (auch Beobachtungen ge-
nannt), die durch das experimentelle Vorgehen
festgelegt werden, die MeBwerte f; der GroBe
f gemessen, mit den aus der Theorie ermittel-
ten Werten f(x,;, X,;, X355 .-+ 3@y, Az, 83, ...)
verglichen und die Theorieparameter a,, 4,,
a;, . ..so gewahlt, daf die theoretischen Werte
der physikalischen Grofle f im Rahmen der
MeBgenauigkeit mit den MeBwerten mog-
lichst gut {ibereinstimmen.

Ist die Anzahl N der MeBreihen gerade so
groB wie die Anzahl der zu bestimmenden

Theorieparameter, dann lassen diese sich aus
den N Bestimmungsgleichungen ausrechnen.
Mit der Methode der Fehlerfortpflanzung
konnen dann die Standardabweichungen der
Theorieparameter aus den MeBfehlern der
MeBvariablen x; und der MeBwerte f; be-
stimmt werden. Dieses Vorgehen hat aber das
Risiko, daB schon bei einer Fehlmessung der
MeBvariablen oder MeBwerte die ermittelten
Regressionsparameter vollkommen falsch
sind.

In der MeBpraxis fithrt man daher in der
Regel weit mehr MeBreihen aus, als Theorie-
parameter zu bestimmen sind. Dadurch ent-
stehen unterschiedliche Wertesdtze fiir die
Theorieparameter, welche die MeBungenauig-
keit der MeBvariablen und MeBwerte wider-
spiegeln. Wird davon ausgegangen, da8 die



MeBfehler zuféllig und voneinander unabhén-
gig sind, dann sollte sich ein Wertesatz fiir die
Theorieparameter ergeben, der bei der Ana-
lyse der MeBreihen gehduft auftritt, der also
mit groBter Wahrscheinlichkeit bei einer wei-
teren MeBreihe zu erwarten ist. Ziel der Aus-
gleichsrechnung oder Regression ist es, aus
der Ausgleichung der Differenzen zwischen
gemessener und theoretischer GroBe f diesen
wahrscheinlichsten Satz fiir die Theoriepara-
meter @ als Regressionsparameter zu bestim-
men.

Nach der Theorie der Beobachtungsfehler von
Gauss sind die Theorieparameter a,, a,, ...
am wahrscheinlichsten und damit die zu be-
stimmenden Regressionsparameter, fiir die bei
N MeBreihen die Fehlersumme FS, d.h. die
Summe der Quadrate der Abweichungen zwi-
schen dem MeBwert f; und dem theoretischem
Wert f(Xy;, X355 .-+ @y, 43, ...), ein Mini-
mum ist:

N
FS=4§191' Lfi = Fxais Xais Xap5 -0

)P - Minimum.
(B-18)

a,;,a;,as, ..

Durch die Gewichte g; kénnen die Beitrédge
einzelner MeBreihen i zur Fehlersumme unter-
schiedlich gewichtet werden.

Die Forderung dieser Regressionsmethode der
kleinsten Quadrate fihrt auf ein System von
Normalgleichungen fiir die Regressionspara-
meter a,, a,, ...:

_2i§1 gilfi = (X X005 -5 815 a5, -]
o

3, 0, (B—19a)

N
_21';1 g: [ fi = (s X5 - 501, 85, ..)]
o

; B-19b
50, =0 (B-19b)
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g; Gewicht der Messung i,
/i MeBwert der Messung i,
Xiis X245 --. Werte der MeBvariablen x,, x,,

... bei der Messung i,
anzupassende Regressionspara-
meter.

a,a,, ...

Fiir Linearkombinationen der Regressions-
parameter a,,a,,... ist das Normalglei-
chungssystem linear und geschlossen 19sbar;
im anderen Fall miissen in der Fachliteratur
behandelte Reihenentwicklungen angewendet
werden. Manchmal kann durch eine Koordi-
natentransformation v =v(f) ein lineares
Normalgleichungssystem fiir die Regressions-
parameter erreicht werden; dadurch entsteht
jedoch in der Regel eine andere Gewichtung
der MeBreihen. Ist die Standardabweichung s;
fir alle MeBwerte f; gleich und kann der Mef3-
fehler der Mefvariablen x,;, x,;, ... vernach-
lassigt werden, dann ergeben sich die Ge-
wichte g; aus

D (B-20)

WY,
( 7 )

Ubersicht B-1 vermittelt einen Uberblick iiber
die Regression verschiedener Funktionen mit
linearen Normalgleichungen. Die Mittelwerte
der M Regressionsparameter d,, @,, ... dy
folgen direkt aus der Losung des Normalglei-
chungssystems; die Standardabweichungen
Sa1s Sazs--. folgen aus dem Wert des Mini-
mums der Fehlersumme FS,;, , der Anzahl der
Wiederholungsmessungen ny, = N — M und
den Gewichten g; der MeBreihen.

Spezialfille der Regression mit zwei Regres-
sionsparametern ¢, und @, sind die lineare
Regression (Geradenanpassung) und die loga-
rithmische und exponentielle Regression, die
sich beide durch eine Koordinatentransforma-
tion v = v(y) und u = u(x) in eine Geraden-
darstellung v = a, + a, u bringen lassen, wo-
bei sich zum Teil die Gewichte g, dndern
(Ubersicht B-1). Die Regressionsparameter
Achsenabschnitt a, und Steigung a, der
Regressionsgeraden lassen sich entweder gra-
fisch durch eine Ausgleichsgerade oder rech-
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Ubersicht B-2. Kurvenanpassung durch lineare, logarithmische und exponentielle Regression.

Einlesen
Anzahl MeBpunkte N
MeBwerte x; y;

Regressionsfall
logarithmische lineare exponentielle
b= v =Y v;=Iny,
u,=Inx; U, = Xx; u=x;
9: = g =1 g =y

N N
A=§:1gl D=§g,vl

N N
B=3 gy E=3% gy

i=1 i=1

N N
C=73% guf F=7% g0}

i=1 i=1

_CD—BE B (F—ZaOD—2¢11E+2alaoB+a§A+a§C)C)"2
G=Zc—pr w7 (N —2)(AC — BY)
_AE—BD B (F—2a0D——2a1E+2a1aoB+a(2,A+afC)A)”2

“Eyo—pr w7 (N —2)(AC — BY)
Ausgabefall
logarithmische lineare exponentielle
Regression Regression Regression

Ansatz: y=c,+c;Inx

Anpassung:
Co=4ay Sco
€1 =4, Se1 = Sa1

Ansatz: y=cq+ ¢y X

c1X

Ansatz: y = ¢,¢€

Anpassung: Anpassung:

- = = pf —_ 20
Co=dy  S;0=5a0 Co=¢€"  5,0=25,0C
G =a4 Set = Sa1 €y =0ay Se1 = Sat

nerisch aus den Normalgleichungen der Feh-

lersumme FS ermitteln:

N
FS=% gi[vi_ao_a1”i]2§
i=1

(B-21)

g; Gewicht der Messung i nach Gl. (B-20),

sionsgeraden,

sionsgeraden,

MeBwert i des Ordinatenwerts der Regres-

; MeBwert ; des Abszissenwerts der Regres-

a, Regressionsparameter Achsenabschnitt,
a, Regressionsparameter Steigung der Re-

gressionsgeraden.

In der Ubersicht B-2 sind die Algorithmen zur
Berechnung der Mittelwerte der Regressions-
parameter mit den zugehdrigen Standard-
abweichungen zusammengestellt.

Mit Hilfe von Computern lassen sich die um-
fangreichen Regressionsrechnungen wesent-
lich einfacher und mit weniger Rechenfehlern
ausfithren. Dazu eignet sich jedoch die Fehler-
rechnung in Matrizenschreibweise wesentlich
besser. In der Ubersicht B-3 ist die Vorgehens-
weise fiir die Programmierung der poly-
linearen Regression zusammengestellt. Die
Mittelwerte @, @,, ... @, der M Regressions-
parameter ergeben sich als Elemente des
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Ubersicht B-3. Matrizenmethode der polylinearen Regression.

Bezeichnungen

i

MeBwerte (i =1 ... N)
fi=ayxg tayxy + o4 dy Xy
Ja=ay X+ a3 X0y o+ Ay Xy

Sv=ayXiy + @y Xy + o+ Xy (B-22)

a; Regressionsparameter (j =1... M)

X MeBvariable/Beobachtungen (j=1...M;i=1...N)

g Gewichte der MeBwerte f/; (i =1... N)
(alle Gewichte gleich: g; = 1)

Sonderfille

x;=1 multilineare Regression

x;=x{"1 polynome Regression

x;=x{"" lineare Regression mit M = 2

Beispiel: Bestimmung der Abhingigkeit der Nuflelt-Zahl Nu von der Prandtl-Zahl Pr und der
Reynolds-Zahl Re bei der Wirmeiibertragung an einem geraden Wirmeiibertragerrohr ent-
sprechend dem theoretischen Ansatz:
Nu =k Pr" Re".
k, m, n sind Wirmeiibertrager-Kennwerte, die aus Messungen von Nu bei definierten Werten
fiir Pr und Re bestimmt werden sollen.
Durch Logarithmieren kann die Bestimmungsgleichung zu einem Problem der multilinearen
Regression gemacht werden:
InNu=1Ink + minPr+ninRe
mit v, =Inf;=InNu;, x,; =1, x,; = In Pr;, x5; = In Re; und den Regressionsparametern
a, =Ink, a, = m sowie a3 = n.

Gewichte: Durch die Transformation verdndern sich die Gewichte g; der Messungen. Wegen v (f;) = Inf;
gilt dv/df; = ;7! = Nu;'. Nach Gl. (B-20) sind demnach g; = (Nu;/sy,)*-
Um bei der EDV-Anwendung Rundungsproblemen entgegenzuwirken, wird der konstante
Faktor sy, = 100 gesetzt; dadurch liegen die Gewichte g; in der rechentechnisch giinstigen
GroBenordnung von ungefihr eins.

Wertetabelle: 5 Messungen entsprechend Gl. (B-22)

S X1 X2 X3

i Nu Nu? In Nu Pr In Pr Re In Re

1 101 10201 4,615 1 7,00 1,946 16 000 9,680

2 113 12769 4,727 1 3,57 1,273 26000 10,166

3 137 18769 4,920 1 4,33 1,466 30000 10,309

4 154 23716 5,037 1 2,56 0,940 45000 10,714

5 200 40000 5,298 1 3,00 1,099 58000 10,968
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Ubersicht B-3 (Fortsetzung)

Aufstellen der Regressionsmatrizen Aufstellen der Regressionsmatrizen
A Koeffizienten- oder Modellmatrix A Koeffizienten- oder Modellmatrix
der Beobachtungen (N, M-Rechenmatrix) der Beobachtungen (5, 3-Rechenmatrix)
(X0 Xy, X3 e Xiy (1 1.946  9.680
Xp1 X3y Xa3 Xom 1 1.273 10.166
A= |x3, x5 X3 X3m A= |1 1466 10.309
: 1 0.940 10.714
Xni Xnz Xy oo Xnar 1 1.099 10.968
f MeBwert-Vektor (1, N-Matrix) f MeBwert-Vektor (5,1-Matrix)
[ £, [ 4.615
12 4.727
f =15 f =1 4920
: 5.037
Iy 5.298
L L
q Gewichtsmatrix der MeBwerte g Gewichtsmatrix der MeBwerte
(N, N-Diagonalmatrix) (5,5-Diagonalmatrix)
(g, 0 0 ... 0 [ 1.0201 0 0 0 0
0 g, 0 ... 0 0 1.2769 0 0 0
g=10 0 g, 0 g = 0 0 1.8769 0 0
: 0 0 0 2.3716 0
o 0 o gy 0 0 0 0 4.0000
firg,=1: ¢q=E
E Einheitsmatrix
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Ubersicht B-3 (Fortsetzung )

Matrizenoperationen

AT transponierte Koeffizienten- oder
Modellmatrix (Spiegelung von A an
Hauptdiagonale zur (M, N)-Matrix)

X1 Yo Xz Xy
X1z Y22 Xz oo Xap
T_ . .
AV =1x; Xp3 X33 .. Xy
Yim Yam Xam oo Xam

N Normalgleichungsmatrix
(symmetrische M, M-Matrix)

[y om0y, iy |
Myy My Moy - Moy
N= Iny ny nyy oo myy | =ATq4
Do (B-23)
My Magn Mgz -0 My

(4] inverse Normalgleichungsmatrix
(symmetrische M, M-Matrix)
(Berechnung der Matrixelemente ¢
iber NQ = E Einheitsvektor
mit Computerroutine)

41y 452 943 -+ Gim
D1 422 423 -+ oM
0= |43 q33 Y33 --- YGsm
vy 9z 9ms - Gum
=N"'=ATqgA)"! (B—24)
c Absolutgliedvektor
€
€
c= || =A"qf
en
Spur Q Spurvektor der
inversen Normalgleichungsmatrix Q
qyy
22
Spur @ = | ¢33

Matrizenoperationen

A" transponierte Koeffizienten- oder
Modellmatrix (Spiegelung von A4 an
Hauptdiagonale zur (3, 5)-Matrix)

1 1 1 1 1
AT = 1946 1273 1466 0940 1.099
9.680 10.166 10.309 10.714 10.968

N Normalgleichungsmatrix
(symmetrische 3,3-Matrix)

10.5455  12.9874  111.486 ]
N = 12.9874  16.8927  136.206
111.486  136.207 1180.44

(4] inverse Normalgleichungsmatrix
(symmetrische 3,3-Matrix)
(Berechnung der Matrixelemente ¢
iiber NQ = E Einheitsvektor
z.B. mit Computerroutine)

302.830801 —31.7898600 —24.9325887
Q0 = |—31.7898600  4.18716644  2.51923616
—24.9325887  2.51923616  2.06490758

¢ Absolutgliedvektor (3,1-Matrix)

53.116
64.901
562.55

Spur Q Spurvektor der
inversen Normalgleichungsmatrix Q
(5,1-Matrix)
302.830801
4.18716644
2.06490758

Spur Q =
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Regressionsergebnis

a) Mittelwerte der angepaBiten
Regressionsparameter a, , ... ay

a Regressionsparameter der Mittelwerte

a,
a;
a= |a; | =N"le=A"qgA) " A" qf)
: (B-25)
Ay

b) Standardabweichung der Regressionsparameter
Saz> - Sam

v Vektor der Abweichungen

vi=Ffi— Gy o X ag, . ay)
vy
Uy
v=|v,| =f—Aa (B-26)
Uy
o' transponierter Vektor der Abweichungen
RN [ R |
FS,;» Wert der Fehlersumme im Minimum
(Skalar)
FS .. =vqv (B-27)
sz Vektor der quadratischen
Standardabweichungen
52
2
Sa2
FS,.;
2 _ | 2 _ ‘min _
sy = | 55 YoM Spur O (B-28)

Regressionsergebnis
a) Mittelwerte der angepaliten
Regressionsparameter a,, a,, a,

a Regressionsparameter der Mittelwerte
(3,1-Matrix)

—3.9307585 k =e*' =0.01963
a = 0.4050047 m =a, =0.40500
0.8010658 n =a; = 0.80107

b) Standardabweichung der Regressionsparameter
Sa1> Saz> 53
v Vektor der Abweichungen (5,1-Matrix)
U= (X o Xpgs Gy o @y

0.0033027
—0.0014471

v = | —0.0011654
0.0044354
—0.0024310

v transponierter Vektor der Abweichungen
(1,5-Matrix)

o7 {0.0033027 —0.0014471 —0.0011654

0.0044354 —0.0024310]

FS,_ ;. Wert der Fehlersumme im Minimum

'min

(Skalar)
FS, ;. = 0.00050655
sz Vektor der quadratischen
Standardabweichungen (3,1-Matrix)
Esgil: N—M=5-3=2
da, =k '8k
0.07670006 s = k/s2 = 0.00544
sz = | 0.00106051 Sm = /52 = 0.0326

0.00052299

5, = /52 = 0.0229
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Regressionsparametervektors a von Gl
(B—25), deren Standardabweichungen s,,, 5,5,
... S,y als Quadratwurzeln aus den Elementen
des Vektors s? von Gl (B-28).

Die polylineare Regression enthélt als Spezial-
falle die multilineare und polynome Regres-
sion sowie die lincare Regression der Gera-
denanpassung.

Die Vertrauensgrenzen u,, welche die statisti-
sche MeBungenauigkeit begrenzen, ergeben
sich je nach geforderter statistischer Sicherheit
P aus dem Faktor t(ny) von Tabelle B-3;
ny = N — K > 0ist dabei die Anzahl der Wie-
derholungsmessungen, die sich aus der Anzahl
N der MeBreihen und der Anzahl M der
Regressionsparameter ergibt. Das Ergebnis
der Kurvenanpassung liefert als ermittelte
wahrscheinlichste Regressionsparameter ein-
schlieBlich Vertrauensgrenzen:

N
ap = a % tp(ny) ‘a_ﬁ 5 (B-29)
N
a Mittelwert des Regressionsparameters,

tp(ny) t-Faktor nach Tabelle B-3 bei ny
Wiederholungsmessungen und der sta-
tistischen Sicherheit P,

A Standardabweichung des Regressions-
parameters «,

N Anzahl der MeBreithen der Regres-
sionsanalyse.

B.5 Ausgleichsgeradenkonstruktion

Die zeichnerische Darstellung der MeBpunkte
in einem Diagramm eignet sich besonders gut
fiir die Analyse, ob die theoretische Kurve im
Rahmen der Mefigenauigkeit mit den Mef-
werten Ubereinstimmt. Wird ein linearer Zu-
sammenhang f=a, + a,x zwischen der
MeBvariablen x und dem MeBwert ferwartet,
so kann im MeBdiagramm die Ausgleichs-
gerade auch grafisch durch die MeBwerte
gezogen und a, aus dem Achsenabschnitt
sowic a, aus der Steigung bestimmt werden
(Bild B-2).

Als MaB fiir den MeBfehler der Ausgleichs-
geradenkonstruktion werden die Standardab-

0,044

2
R\
R\

&

0,040 Y
P
o/
I
0,038+ - —— Ausgleichgerade
/ -—-- Grenzgerade I, II

I + Schwerpunkt der MeBwerte
| 1 i 1 I 1 1

0'035360-40 -20 0 20 40 60 80 °C 120

Temperatur 9

Verhaltnis Spannung zu Temperatur

Bild B-2. Grafische Kurvenanpassung fiir das Ther-
moelement  Cu-CuNi an die Eichkurve nach
DIN 43 710.

weichungen Aag; und Aa, der Geradenpara-
meter genommen, welche sich aus den beiden
Grenzgeraden 1 und Il an die MeBwerte ab-
schitzen lassen. Diese miissen durch die in
den Gin. (B-30) und (B-31) in Tabelle B-5
angegebenen Koordinaten ( fg, xg) des Schwer-
punkts der Mefiwerte gezogen werden. Aus den
der Zeichnung entnommenen Werten @), d}
sowie a" und a der Grenzgeraden werden mit
Hilfe der Gl. (B-32) die Standardabweichung
Aa, des Achsenabschnitts und mit GI. (B-33)
Aa, der Geradensteigung errechnet. Dabeli ist
Afg die geschitzte Standardabweichung der
Ordinate fg des Schwerpunkts der MeBwerte.

B.6 Korrelationsanalyse

Die Methode der Ausgleichsgeraden wird in
der MeBwertanalyse benutzt, um zu unter-
suchen, ob zwischen den N MeBwerten x; und
y; ein linearer Zusammenhang besteht. Dazu
werden die Mefwerte y; liber den MeBvaria-
blen x; in einem Diagramm aufgetragen und
durch eine Ausgleichsgerade analysiert. Lie-
gen die Merkmale y, mehr oder weniger auf
einer Regressionsgeraden, so ist von einer
Korrelation der Merkmale x; und y; auszuge-
hen. Die Regressionsgerade geht durch den
Schwerpunkt S der Merkmale x; und y; nach
den Gln. (B-34) und (B-35); die Steigung er-
gibt sich rechnerisch aus der Gl. (B—-36) der
Tabelle B-6.
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Tubelle B-5. Schwerpunkt und Standardabweichung der Ausgleichsgeradenkonstruktion.
Kennwerte der Konstruktion der Grenzgeraden Beziehungen
. 1 ¥
fss xs  Koordinaten des Schwerpunkts § fs== X f; (B-30)
der N MeBwerte N
1 N
Xg = ﬁi; X; (B-31)
d —a"
Aa,  Standardabweichung des Achsenabschnitts Aa, =+ ( ! 21+ |Af |> (B-32)
der Ausgleichsgerade aus den Grenzgeraden
Tund II
. . d,—d
Aa, Standardabweichung des Steigungs- Ag, = +|—= (B-33)
parameters der Ausgleichsgerade aus 2
den Grenzgeraden I und II
Tabelle B-6. Kennwerte der Korrelationsanalyse.
Kennwerte und Betrag des Beziehungen
Korrelationskoeffizienten
1 N
X Mittelwert der Merkmale x; x= I > X (B-34)
i=1
1 N
7 Mittelwert der Merkmale y, y=% Z 0 (B-35)
i=1
N
; (x:y; — Nx J)
m, Steigung der Regressionsgeraden m, = :;—————— (B-36)
¥ (¢ -N3%)
i=1
N
& ;=00 —-7)
r Korrelationskoeffizient r= — (B-37)
r= (B-38)

Quantitativ ist der Korrelationskoeffizient r
ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit, dal zwi-
schen den Merkmalen x; und y, eine Abhén-
gigkeit besteht, sie also eventuell korreliert
sind. Mit Hilfe von Gl. (B-37) oder GL
(B-38) der Tabelle B—6 146t sich der Korrela-
tionskoeffizient r der Merkmale x; und y; be-

rechnen. Liegt der Korrelationskoeffizient
nahe beir = 1 (also 0,8 < r < 1), dann besteht
mit groBer bis bestimmter Wahrscheinlichkeit
eine Korrelation zwischen den Merkmalen.
Ein linearer Zusammenhang ist unwahr-
scheinlich bis ausgeschlossen, wenn der Kor-
relationskoeffizient 0 < r < 0,5 betrigt.



C Physikalische Grofien und Konstanten

C.1 Physikalische Basisgrofien
und Definitionen

Eine physikalische Grifle kennzeichnet Eigen-
schaften und beschreibt Zustinde sowie Zu-
standsdnderungen von Objekten der Umwelt.
Eine physikalische GroBle G besteht immer
aus einer quantitativen Aussage (ausgedriickt
durch den Zahlenwert) und einer qualitativen
Aussage (ausgedriickt durch die Einheit).
Fiir die physikalischen GroBen diirfen nur
noch die SI-Einheiten (Systéme International
d’Unités) verwendet werden. Durch Vorsdtze
oder Prdfixe kénnen dezimale Vielfache oder
Teile der MaBeinheiten angegeben werden
(Tabelle C-1).

Die Einheiten aller physikalischen Grofien
konnen auf sieben Basisgriffen zuriickgefiihrt
werden (Tabelle C-2).

Tabelle C-1. Bezeichnung der dezimalen Viel-
fachen und Teile von Einheiten.

Zehner- Vorsilbe Kurz- Beispiel
potenz zeichen

1024 Yotta Y YQ

102! Zetta z Zs™!
10'8 Exa E Em, EJ
10's Peta P Pm, PJ
10'2 Tera T Tm, TJ
10° Giga G Gm, GJ
10° Mega M Mm, M}
10° Kilo k km, kJ
102 Hekto h hPa, hJ
10! Deka da dam, daJ
10°1! Dezi d dm, dJ
10°2 Zenti c cm, ¢l
1073 Milli m mm, mJ
10°° Mikro u pm, pJ
10°° Nano n nm, nJ
107142 Piko p pm, pJ
10713 Femto f fm, fJ
10-18 Atto a am, aJ
10-2! Zepto z zm
10-24 Yocto y ym

C.2 Umrechnungen gebriuchlicher
Grofien

In Tabelle C-3 sind die wichtigsten physikali-
schen GroBen und ihre Einheiten zusammen-
gestellt. Die weiteren Tabellen zeigen die
Umrechnungen der Léngen- (Tabelle C-4),
der Flachen- (Tabelle C-5) und der Volumen-
cinheiten (Tabelle C-6) sowie der Kraft
(Tabelle C-7), des Drucks (Tabelle C-8), der
Energie (Tabelle C-9), der Leistung (Tabelle
C-10), der Zeit (Tabelle C-11) und der Ge-
schwindigkeit (Tabelle C-12).

C.3 Naturkonstanten

In den physikalischen Gesetzen befinden sich
universelle Naturkonstanten. Die wichtigsten
sind in Tabelle C-13 zusammengestelit.
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Tabelle C-2. Basisgrdfien, Basiseinheiten und Definitionen im SI-Mafisystem.

BasisgrofBe

Basiseinheit

Symbol

Definition

relative
Unsicherheit

Zeit

Sekunde

1 Sekunde ist das 9192631 770fache der
Periodendauer der dem Ubergang zwischen
den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des
Grundzustands von Atomen des Nuklids
133Cs entsprechenden Strahlung.

1014

Lange

Meter

1 Meter ist die Linge der Strecke, die Licht
im Vakuum wihrend der Dauer von
1/299 892 458 Sekunden durchlauft.

Masse

Kilogramm

kg

1 Kilogramm ist die Masse des internationa-
len Kilogrammprototyps.

elektrische
Stromstirke

Ampere

1 Ampere ist die Stirke eines zeitlich
unveridnderlichen Stroms, der, durch zwei
im Vakuum parallel im Abstand von

1 Meter voneinder angeordnete, geradlinige,
unendlich lange Leiter von vernachldssigbar
kleinem kreisformigem Querschnitt
flieBend, zwischen diesen Leitern je 1 Meter
Leiterlinge die Kraft 2 - 10~7 Newton
hervorruft.

Temperatur

Kelvin

1 Kelvin ist der 273,16te Teil der thermo-
dynamischen Temperatur des Tripelpunktes
des Wassers.

107

Lichtstarke

Candela

cd

1 Candela ist die Lichtstirke in einer
bestimmten Richtung einer Strahlungsquelle,
die monochromatische Strahlung der
Frequenz 540 THz aussendet und deren
Strahlstirke in dieser Richtung 1/683 W/sr
betragt.

5-1073

Stoffmenge

Mol

mol

1 Mol ist die Stoffmenge eines Systems,

das aus ebensoviel Einzelteilchen besteht,

wie Atome in 12/1000 Kilogramm des
Kohlenstoffnuklids *2C enthalten sind.

Bei Benutzung des Mol miissen die Einzel-
teilchen des Systems spezifiziert sein und
koénnen Atome, Molekiile, Ionen, Elektronen
sowie andere Teilchen oder Gruppen solcher
Teilchen genau angegebener Zusammensetzung
sein.

10°¢
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Tabelle C-3. Wichtigste physikalische Grofien und ihre Einheiten.

GroBe und gesetzliche Einheiten Bezichung
Formelzeichen -
SI weitere Name
1. Liinge, Fliche, Volumen
Léange ! |m Meter
sm Seemeile 1sm = 1852 m
Fliche A |m? Quadratmeter
a Ar 1a =100 m?
ha Hektar 1 ha = 100a = 10* m?
Volumen vV {m? Kubikmeter
1 Liter 11=1dm?3
2. Winkel
(ebener) o, rad Radiant 1 m Bogen
Winkel usw. trad = 1m Radius
° Grad 1 rad = 180°/n
- - = 57,296° ~ 57,3°
Minute 1° = 0,017453 rad
" 1° = 60" = 3600”
Sekunde 1 gon = (r/200) rad
gon Gon
1 m? Kugeloberflich
Raumwinkel Q |sr Steradiant 1sr= 1m ugeloberiidche Zuge over 'ac ¢
1 m* Kugelradius
3. Masse
Masse m | kg Kilogramm
g Gramm
t Tonne 1t=1Mg=103kg
Kt metr. Karat 1Kt=02g
Dichte o | kg/m? 1 kg/dm?® = 1 kg/l
= 1g/cm?
kg 3
2. = 1000 kg/m
o g/
kg/l
g/cm?
Trigheitsmoment  J | kg-m? J=m-i?
(Massentrégheits- i = Tragheitsradius
moment,
Massenmoment
2. Grades)
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Tabelle C-3 (Fortsetzung)

GroBe und gesetzliche Einheiten Beziehung
Formelzeichen -
SI weitere Name
4. Zeitgroien
Zeit, t |s Sekunde
Zeitdauer, - - -
Zeitspanne min Minute 1 min=60s
h Stunde 1 h =60 min
d Tag 1d=24h
a Jahr 1a=365d =8760h
Frequenz f | Hz Hertz 1Hz=1/s
Drehzahl n |s7! ts~'=1/s
(Umdrehungs- — ., - T
frequenz) min 1min~" = 1/min = (1/60) s~
1/min
Kreisfrequenz o |s7!
wo=2nf
Geschwindigkeit v |m/s km/h 1 km/h = (1/3,6) m/s
kn Knoten 1 kn = 1,852 km/h
Beschleunigung a |m/s?
Winkel- @ | rad/s
geschwindigkeit
Winkel- o |rad/s?
beschleunigung
5. Kraft, Energie, Leistung
Kraft F [N Newton 1N =1kg-m/s?
Gewichtskraft G |N
Druck, allg. p |Pa Pascal 1 Pa =1 N/m?
absoluter Davs bar Bar 1 bar = 10° Pa
Druck =10 N/cm?
Atmosphdren-  p,.u 1 pbar = 0,1 Pa
druck 1 mbar = 1 hPa
Uberdruck p. | Uberdruck usw. wird nicht mehr beim Einheitenzeichen angegeben, sondern
Pe = Pavs — Pamb beim Formelzeichen. Unterdruck wird als negativer Uberdruck angegeben.
Beispiele:
bisher jetzt
3 ati, p. = 294barx 3 bar
10 ata, Pavs = 981barx  10bar
0,4 atu, p. = —0,39 bar  —0,4 bar.
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Tabelle C-3 (Fortsetzung)

GroBe und gesetzliche Einheiten Beziehung
Formelzeichen -
SI weitere Name
mechanische 6,1 | N/m? 1 N/m?=1Pa
Spannung
N/mm? 1 N/mm? = 1 MPa
Hirte Als Einheit bei Brinell- und Vickershirte wird nicht mehr kp/mm? angegeben.
Statt dessen wird hinter den bisherigen Zahlenwert das Kurzzeichen der betr.
Hirte (gegebenenfalls mit Angabe der Priifkraft usw.) als Einheit geschrieben.
Energie, Ew |] Joule 1J=ItN-m=1W-s
Arbeit [dschul] =1kg m?/s?
Wairme, g |W-s Wattsekunde
Wirmemenge X
kW-h Kilowattstunde 1kW-h =36 MJ
eV Elektronenvolt 1eV =1,60219.10"1°]
Drehmoment M |[N-m Newtonmeter
Leistung P W Watt 1W=1J/s=1N-m/s
Wairmestrom 0,9
6. Viskesimetrische Gréfien
dynamische n |Pa-s Pascalsekunde 1Pa-s=1N.s/m?
Viskositit = 1kg/(s - m)
kinematische v | m?s 1 m?%/s = 1 Pa - s/(kg/m>)
Viskositit
7. Temperatur upd Wiirme
Kelvi °C
Temperatur T |K elvin (= (T—27345K) <
1,3 °C Grad Celsius
Temperatur- AT [ K Kelvin {K=1°C
differenz -
At AS °C Grad Celsius

Temperaturdifferenzen bei zusammengesetzten Einheiten in K angeben,
z.B. kJ/(m - h - K); Schreibweise bei Toleranzangaben fiir Celsiustemperaturen
z.B. t = (40+2)°C oder t = 40°C+2°C oder t = 40°C+2 K.

Wirmemenge und Wirmestrom siche unter 5.

spezifische ¢ J
Wirmekapazitit kg K
{spez. Wirme)
molare J
Wirmekapazitit C_ | mol-K
w k.

Wirmeleitfahigkeit 1 | —— hj 1W/(m - K)

m-K m-h-K =3,6kI/M -h-K)
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GroBe und gesetzliche Einheiten Beziehung
Formelzeichen -
SI weitere Name
8. Elektrische Grofien
elektrische I 1A Ampere
Stromstérke
elektrische U |V Volt 1V=1W/A
Spannung
elektrischer G |8 Siemens 1S=1A/V=1/Q
Leitwert
elektrischer R |Q Ohm 1Q0=1/S=1V/A
Widerstand
Elektrizititsmenge Q |C Coulomb 1C=1A"s
A-h Amperestunde 1A-h=3600C
elektrische C |F Farad 1F=1C/V
Kapazitit
elektrische D | C/m?
FluBdichte,
Verschiebung
elektrische E |Vim 1V/m=1N/C
Feldstirke
9. Magnetische Grifien
magnetischer FluB & | Wb Weber 1Wb=1V-s
magnetische B T Tesla 1T = 1 Wb/m?
FluBdichte,
Induktion
Induktivitdt L |H Henry 1H=1Wb/A
magnetische H | A/m
Feldstirke
10. Lichttechnische Gréofien
Lichtstarke I |cd Candela
Leuchtdichte L | cd/m?
Lichtstrom ¢ {Im Lumen 1lm=1cd-sr
(sr = Steradiant)
Beleuchtungsstirke E |Ix Lux 11x = 1 Im/m?
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Tabelle C-3 (Fortsetzung)

C Physikalische Gré8en und Konstanten

GroBe und gesetzliche Einheiten Bezichung
Formelzeichen -
SI ‘ weitere l Name
11. Atomphysikalische u.a. Grofien
Energie w eV Elektronenvolt 1eV =1,60219-1071°)
1 MeV = 10°eV
Aktivitit einer A | Bq Becquerel 1Bg=1s""!
radioaktiven
Substanz
Energiedosis D |Gy Gray 1Gy=1J/kg
Energiedosisrate D | Wikg
lonendosis J | C/keg R Rontgen 1R =2,580-10"*C/kg
Ionendosisrate J | A/kg 1A/kg = 1C/(kgs)
Aquivalentdosis H |Sv Sievert 1Sv=1Jkg
rem 1 rem = 0,01 J/kg
Aquivalentdosisrate H | Sv/s 1Sv/s=1W/kg
Stoffmenge n | mol Mol
Tabelle C-4. Umrechnung der Liingeneinheiten.
Einheit pm nm pm mm cm dm m km
1nm = 103 1 1073 10°¢ 1077 10-8 10°° 10712
lpym = 106 103 1 1073 1074 103 107° 107°
1mm = 10° 106 10° 1 1071 1072 1073 10-¢
lem = 101° 107 104 10 1 107! 1072 1073
1dm = 1011 108 103 102 10 1 107! 10~
itm = 102 10° 10¢ 103 102 10 1 1073
tkm =  10'° 1012 10° 10° 10° 10 10° 1
Einheit in ft yd mile n mile mm m km
1in =1 0,08333 0,02778 N 254 0,0254 -
1ft = 12 1 0,33333 - 3048 0,3048 -
1yd = 36 3 1 - 9144 09144 -
1 mile = 63360 5280 1760 1 0,86898 - 1609,34 1,609
1nmile = 72913 6076,1 20254 1,1508 1 - 1852 1,852
1 mm = 0,03937 3,281-1073 1,094 - 1073 - 1 0,001 1076
im = 39,3701  3,2808 1,0936 - = 1000 1 0,001
1km = 39370 3280.,8 1093,6 0,62137  0,53996  10° 1000 1

in = inch, ft = foot, y = yard, mile = statute mile, n mile = nautical mile

Weitere anglo-amerikanische Einheiten:
1 pin (microinch) = 0,0254 pm
1 mil (milliinch) = 0,0254 mm

1link = 201,17 mm

1rod = 1 pole = 1 perch = 5,5 yd = 5,0292 m
1 chain = 22 yd = 20,1168 m

1 furlong = 220 yd = 201,168 m

1 fathom = 2 yd = 1,8288 m

Astronomische Einheiten:

1Lj (Lichtjahr) = 9,46053-10*° m
(von elektromagnetischen Wellen in 1 Jahr
zuriickgelegte Strecke)

1 AE (astronomische Einheit) = 1,496 - 10'! m
(mittlere Entfernung Erde—Sonne

1 pc (Parsec,
= 5

s

)
Parallaxensekunde) = 206 265 AE
7-10'%m

(Entfernung, von der aus die AE unter
einem Winkel von 1 Sekunde erscheint)
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Einheit in? ft2 yd? mile?  cm? dm? m? a ha km?
1in? = 1 - - - 6,4516 0,06452 - - - -
1ft? = 144 1 0,111 - 929 9,29 0,0929 - - -
1 yd? = 1296 9 1 - 8361 83,61 0.8361 - - -
1mile? = - - - 1 - - - - 259 2,59
tem®> = 0,155 - - - 1 0,01 - - - -
1dm? = 155 0,1076 0,01196 - 100 1 0,01 - — -
1m? = 1550 10,76 1,196 - 10000 100 1 0,01 - -
la = - 1076 119,6 - - 10 000 100 1 0,01 -
1ha = - - - - - - 10000 100 1 0,01
1km? = - - - 0,3861 — - - 10000 100 1

in? = square inch (sq in), yd? = square yard (sqyd), ft> = square foot (sq ft), mile? = square mile (sq mile)

Weitere angl ikanische Einheit
1 mil? (square mil) = 107% in? = 0,0006452 mm?

1 cirmil (circular mil) = T mit2 = 0,0005067 mm?

(Kreisfliche mit Durchmesser 1 mil)

1 cirin (circular inch) = %in2 = 5,067 cm?
(Kreisfliche mit Durchmesser 1 in)

1 line? (square line) = 0,01 in? = 6,452 mm?

1 rod? (square rod) = 1 pole? (square pole) = 1 perch?
(square perch) = 25,29 m?

1 chain? (square chain) = 16 rod? = 404,684 m?

1 rood = 40 rod? = 1011,71 m?

1 acre = 4840 yd? = 4046,86 m? = 40,4686 a

1 section (US) = 1 mile? = 2,59 km?

1 township (US) = 36 mile? = 93,24 km?

Papierformate: (DIN 476)

Mafe in mm
A0 841 x 1189
A1 594 x 841
A2 420 x 594
A3 297 x 420
A4 210 x 297
AS 148 x 210
A6 105 x 148
A7 74 x105
A8 52x74
A9 37x52
Al10 26 x 37
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Tabelle C-6. Umrechnung der Volumeneinheiten.

Einheit in? ft3 yd?® gal(GB) gal (US) cm? dm*(@l) md
1in? = 1 - - - - 16,3871 0,01639 -

1ft3 = 1728 1 0,03704 6,229 7,481 - 28,3168  0,02832
1yd? = 46656 27 1 168,18 201,97 - 764,555  0,76456
1gal (GB) = 27742 0,16054 - 1 1,20095  4546,09  4,54609 -

1gal (US) = 231 0,13368 - 0,83267 1 3785,41 3,78541 -

tcm? = 006102 - - - - 1 0,001 -
1dmd (1) = 61,0236 003531 0,00131 0,21997 0,26417 1000 1 0,001
1m? = 61023,6 35,315 1,30795 219,969 264,172  10° 1000 1

in3 = cubic inch (cuin), yd* = cubic yard (cuyd), ft> = cubic foot (cu ft), gal = gallon

Weitere Volumeneinheiten

Schiffsvolumen
1 RT (Registerton) = 100 ft?
= 2,832m?; BRT (Brutto-RT)
= gesamter Schiffsinnenraum,
Netto-Registerton = Laderaum eines Schiffes.
BRZ = (Bruttoraumzahl) = gesamter
Schiffsraum (AuBenhaut) in m3.
1 ocean ton = 40 ft® = 1,1327 m>.

Grofibritannien (GB)

{ min {minim) = 0,059194 cm?

1 fluid drachm = 60 min = 3,5516 cm?
1 floz (fluid ounce) = 8 fl drachm = 0,028413 1
1 gill = 5floz = 0,14207 1

1 pt (pint) = 4 gills = 0,568261

1 gt (quart) = 2pt = 1,136521

1 gal (gallon) = 4qt = 4,5461 |

1 bbl (barrel) = 36 gal = 163,61

fur Trockenguter:

1 pk (peck) = 2 gal = 9,0922 1

1 bu (bushel) = 8 gal = 36,3691

1 qr (quarter) = 8 bu = 290,95 |

Tabelle C-7. Umrechnung der Krafteinheiten.

Einheit N Iof
1 N (Newton) = 1 0,224809
1 1bf (pound-force) = 4,44822 1

Vereinigte Staaten (US)

1 min (minim) = 0,061612 cm3

1 fluid dram = 60 min = 3,6967 cm?

1 floz (fluid ounce) = 8 fl dram

=0,029574 1

1gill=4floz=0,118291
1 liq pt (liquid pint) = 4 gills = 0,47318 1

1 liq quart = 2 lig pt = 0,946351

1 gal (Gallon) = 231 in® = 4 liq quarts

= 378541

1 lig bbl (liquid barrel) = 119,241

1 barrel petroleum = 42 gal = 158,99 1

fir Trockengiiter:

1 dry pint = 0,55061 dm?
1 dry quart = 2 dry pints = 1,1012 dm?
1 peck = 8 dry quarts = 8,8098 dm?

1 bushel = 4 pecks = 35,239 dm*
1 dry bbl (dry barrel) = 7056 in®

= 115,63 dm?
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Tabelle C-8. Umrechnung der Druckeinheiten.

Einheit Pa pwbar  hPa bar N/mm? at Ibfjin®>  Ibf/ft*> tonffin?
1Pa=1N/m? = 1 10 0,01 103 10°¢ - - - -

1 pbar = 01 1 0,001 10°¢ 1077 - - - -
1hPa =1mbar= 100 1000 1 0,001 0,0001 - 0,0145  2,0886 —

1 bar = 10° 108 1000 1 0,1 1,0197 14,5037 2088,6 -

1 N/mm? = 10° 107 10000 10 1 10,197 145,037 20886 0,06475
Anglo-amerikanische Einheiten

1 Ibf/in? = 6894,76 68948 68,948 0,0689 0,00689 0,07031 1 144 -

1 Ibfyft? = 47,8803 4788 04788 - - - - 1 -

1 tonf/in? = - - - 154,443 15,4443 157,488 2240 - 1

Ibf/in? = pound-force per square inch (psi), Ibf/ft> = pound-force per square foot (psf), tonf/in? = ton-force
(UK) per square inch, 1 pdl/ft> (poundal per square foot) = 1,48816 Pa, 1 barye = 1 pbar; 1 pz (piéce)
= 1 sn/m? (sthéne/m?) = 103 Pa.

Tabelle C-9. Umrechnung der Energieeinheiten.

Einheit J kW -h ft - [bf Btu

1] = 1 277,8-107° 0,73756 947,8-107°
1kW-h = 3,6-10° 1 2,6552 - 10° 3412,13
Anglo-amerikanische Einheiten

1ft-Ibf = 1,35582 376,6-107° 1 1,285-1073
1 Btu = 1055,06 293,1-107% 778,17 1

ft Ibf = foot pound-force, Btu = British thermal unit

1 in ozf (inch ounce-force) = 0,007062 J

1 in Ibf (inch pound-force) = 0,112985 J

1 ft pdl (foot poundal) = 0,04214J

1 hph (horsepower hour) = 2,685 -10%J = 0,7457 kW - h

1 thermie (franz.) = 1000 frigories (franz.) = 4,1868 MJ

1 kg SKE (Steinkohleneinheiten) = 29,3076 MJ = 8,141 kWh
1 t SKE (Steinkohleneinheiten) = 29,3076 GJ = 8,141 MWh

1 kcal = 4,1868 kJ

Tabelle C-10. Umrechnung der Leistungseinheiten.

Einheit w kW hp Btu/s

1w = 1 0,001 1,341-1073 947,8-10°°
1kW = 1000 1 1,34102 947,8-1073
Anglo-amerikanische Einheiten

1 hp = 745,70 0,74570 1 0,70678
1Btu/s = 1055,06 1,05506 1,4149 1

hp = horsepower

1 ft - Ibffs = 1,35582'W

1 ch (cheval vapeur) (franz.) = 0,7355 kW
1 poncelet (franz.) = 0,981 kW
menschliche Dauerleistung ~ 0,1 kW
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Tabelle C-11. Umrechnung der Zeiteinheiten.

Einheit S min h d

1 s (Sekunde) = 1 0,01667 0,2778 - 1073 11,574 -10°°
1 min (Minute) = 60 1 0,01667 0,6944 - 1073
1 h (Stunde) = 3600 60 1 0,041667

1d (Tag) = 86400 1440 24 1

1 biirgerliches Jahr = 365 (bzw. 366) Tage = 8760 (8784) Stunden (fiir Zinsberechnungen im Bankwesen

1 Jahr = 360 Tage)

1 Sonnenjahr = 365,2422 mittlere Sonnentage = 365d, 5h, 48 min, 46 s

1 Sternenjahr = 365,2564 mittlere Sonnentage

Tabelle C-12. Umrechnung der Geschwindigkeitseinheiten.

1 km/h =0,27778 m/s im/s =3,6km/h
1 mile/h = 1,60934 km/h 1km/h = 0,62137 mile/h
1 kn (Knoten) = 1,852 km/h 1 km/h = 0,53996 kn
1 ft/min = 0,3048 m/min 1 m/min = 3,28084 ft/min
60 . 3600 . 37,2824 . 2236,9
x km/h = — min/km = —— s/km x mile/h = min/km = s/km
X X X X
600
x s/km = g— km/h
x
Tabelle C-13. Wichtige Naturkonstanten
Bezeichnung Symbol Wert relative
Unsicherheit
m
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c 2,99792458 - 108 ? 0
N - m?
Gravitationskonstante 6,6742 - 10! pre 1,0- 10+
Avogadro-Konstante N, 6,0221415 - 102 mol"! 1,7 - 107
Elementarladung e 1,60217653 - 10" A - s 8,5-10°
Ruhemasse des Elektrons Mo, 9,1093826 - 103 kg 1,7 - 107
Ruhemasse des Protons mey, 1,67262171 - 10-¥ kg 1,7-107
Plancksches Wirkungsquantum h 6,6260693 - 10~ J - s 1,7-107
Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante o 7,297352568 - 10 3,3- 10°
A-s
elektrische Feldkonstante & 8,854187817 - 1072 0
. V:-s
magnetische Feldkonstante Ho 4m- 107 Am 0
A-s
Faraday-Konstante F 9,648533383 - 10# mol. 8,6-10%
J
universelle Gaskonstante R, 8,314472 1,7-10¢
mol - K
J
Boltzmann-Konstante k 1,3806505 - 102 K 1,8-10°
w
Stefan-Boltzmann-Konstante o 5,670400 - 108 s 710
m? - K4




D Kinematik

In der Kinematik wird die Bewegung materiel-
ler Korper und Systeme untersucht, ohne die
verursachenden Krifte zu betrachten. In die-
sem Abschnitt wird lediglich die Kinematik
des Punktes behandelt. Auf die Besonderhei-
ten der Kinematik starrer Korper wird im
Abschnitt E.7 eingegangen.

D.1 Eindimensionale Kinematik

Bei gefiihrter Bewegung lings einer vorgege-
benen Bahn, z. B. Gerade, Kreis, Achterbahn,
hat ein Punkt nur einen Freiheitsgrad. Zur Be-
schreibung des Ortes des Punktes geniigt eine
Koordinate.

D.1.1 Geschwindigkeit

Der Zusammenhang zwischen der Geschwin-
digkeit eines Punktes und dem lings der Bahn
vom Anfangspunkt A aus gemessenen Weg
geht aus der Ubersicht D-1 hervor. Bei Kreis-
bewegungen ist es sinnvoll, die Lage eines
Punktes durch einen Winkel zu beschreiben
und anstatt der Bahngeschwindigkeit die Win-
kelgeschwindigkeit zu benutzen.

D.1.2 Beschleunigung

Eine beschleunigte Bewegung liegt vor, wenn
die Geschwindigkeit nicht konstant ist
(Ubersicht D-2).

D.1.3 Kinematische Diagramme

In einer Darstellung der Betrdge des Weges
(Winkels), der Geschwindigkeit (Winkelge-
schwindigkeit) und der Beschleunigung (Win-
kelbeschleunigung) iiber der Zeit (Bild D-1)
gilt:

— Die Geschwindigkeit ist die Steigung der
Kurve im Weg-Zeit-Diagramm,

a) Smax

1,0_-

Weg s

s(1,58)

0,5¢

0,0 1,0 2,0

b

e

Geschwindigkeit v

2)
-~

Beschleunigung a

1,50

Bild D—1. Kinematische Diagramme.
a) Weg-Zeit-Diagramm,

b) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm,
¢) Beschleunigung-Zeit-Diagramm.
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Ubersicht D-1. Geschwindigkeiten.

Bahngeschwindigkeit

Winkelgeschwindigkeit

P2
d¢ '\31\
/1A
o(t) /
o(t + At)
r

mittlere Geschwindigkeit
s+ AN —s() _ As

mittlere Winkelgeschwindigkeit
U+ AN —g() Ap

S ARl D-1 = = D-2
U (t+ At At ( ) | @n (+A)—1t At ( )
Momentangeschwindigkeit momentane Winkelgeschwindigkeit

. As ds Ap do
= i D-3 = lim X ="X = D—4

v Al,lino At dt y ¢ ) e A,lq o At dt ( )

fv] = 1m/s [w] = 1radfs =171

Weg Winkel
ty 191

s(t) =59+ [ v(0)ds (D-5) | o(1) =@+ | w(t)dt (D-6)
o to

Verkniipfungen fiir Kreisbewegung

@ =s/r (D-7) w=2nn=2x/T (D-8)

W =vjr (D-9)

s(t) Weg zur Zeit ¢,
So Weg s (t,) zur Zeit ¢,
n Drehzahl, -frequenz

@ (t;) Winkel zur Zeit ¢,
®o Winkel ¢ (t;) zur Zeit ¢,
T Periodendauer




Ubersicht D-2. Beschleunigungen.
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Bahnbeschleunigung

Winkelbeschleunigung

mittlere Beschleunigung
_o(t+A)—o(t) Av

mittlere Winkelbeschleunigung
_ol+A)-o() Ao

=T = D-10 == D-11
m (t+A)—1t At ( ) | % (t+Aty—1t At ( )
Momentanbeschieunigung momentane Winkelbeschleunigung

Av do d3s Ao  do d’e
= lim —=—=f=—u=§ D-12 =lim ——=—m ==t = D-13
pel VAR TR T e e VA T ®-19
[a] = 1 m/s? [¢] =1rad/s* = 1572
Geschwindigkeit Winkelgeschwindigkeit
1y ty
v(t) =vy+ | a(t)dr (D-14) | o) =w, + | a(t)ds (D-15)
i ‘o
Verkniipfung fiir Kreisbewegung
o =ajr (D-16)

Av Geschwindigkeitsinderung

At Zeitspanne

v(?;) Geschwindigkeit zur Zeit ¢,

vy Geschwindigkeit v (z,) zur Zeit ¢,

Aw Anderung der Winkelgeschwindigkeit
o (t;) Winkelgeschwindigkeit zur Zeit 7,
[ Winkelgeschwindigkeit w (15) zur Zeit 1,

— die Beschleunigung ist die Steigung der
Kurve im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm,

— der Wegzuwachs ist die Fliche unter der
Kurve im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm,

— der Geschwindigkeitszuwachs ist die Flache
unter der Kurve im Beschleunigung-Zeit-
Diagramm.

Ubersicht D-3. Spezielle Bewegungsformen.

D.1.4 Spezialfille

Die kinematischen Beziehungen fiir die Spe-
zialfille gleichmdpfige Geschwindigkeit sowie
gleichmdpige Beschleunigung sind mit den zu-
gehorigen Diagrammen in der Ubersicht D-3
zusammengestellt.

gleichméBige Geschwindigkeit v = v,

Beschleunigung a=0
Geschwindigkeit v =1,
Weg
Anfangsbedingung: s(0) =0 s=1vyt
§(0) = s, S=0ot+ 8

(D-17) Yo

(D-18)

(D-19)

So

N
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Ubersicht D-3 (Fortsetzung)

gleichmiBige Beschleunigung a = g,

Beschleunigung a = a,
Geschwindigkeit
Anfangsbedingung: v(0) =0 v=ayt=./2a,s (D-20)
s©@)=0 U = Ao l/2 =5/t
v(0) = v, v=dgt + vy = /0§ + 2a5(s — 5,) (D-21)
5(0) = s, U = Vg + @g /2 = (s — 50)/1
t
Weg S
Anfangsbedingung: v(0) =0 s=lagt? (D-22)
s(0)=0 :
t
s
v(0) =0, s=31agt? + gt + 5, (D-23) /
5(0) = s, So
t

D.2 Dreidimensionale Kinematik

D.2.1 Ortsvektor und Bahnkurve

Bei einer allgemeinen Bewegung hat ein Punkt
drei Freiheitsgrade. Zur eindeutigen Lagebe-
schreibung sind drei Koordinaten erforder-
lich. Dies sind die Komponenten des Ortsvek-
tors r, der in kartesischen Koordinaten lautet:

(D-24)

x(1)
r(t)=<y(l)>-
z(t)

D.2.2 Geschwindigkeitsvektor

Der Vektor v der Geschwindigkeit ergibt sich
durch Differentiation des Ortsvektors ¢ (¢)

nach der Zeit.

(D-25)

Der Vektor v der Geschwindigkeit liegt stets
tangential zur Bahnkurve.

Ist e,,, der Einheitsvektor in Richtung der Tan-
gente an die Bahnkurve, dann gilt

v:v'elan

(D-26)

v =|v| = ds/d¢ ist der Betrag der Geschwin-
digkeit.
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D.2.3 Beschleunigungsvektor norm
a

Der Vektor a der Beschleunigung ist als Ablei-

tung des Geschwindigkeitsvektors v nach der

Zeit ¢t definiert: Bahn des Korpers

dv . ?x x @an
a= dar Ll NS Al A (D-27) Bild D-2. Tangential- und Normalkomponente des

v, z Beschleunigungsvektors.

Im allgemeinen steht der Beschleunigungsvek-
tor a schief zur Bahnkurve und kann in zwei
Komponenten zerlegt werden (Bild D-2):

a= alan + anorm mlt
(D-28)
2
v v
Aan = —d7 €tan und Anorm = E Chorm »
a,, Tangentialkon}ponente
der Beschleunigung,
Qo Normalkomponente
der Beschleunigung,
€.n- €  Einheitsvektoren tangential und
normal zur Bahnkurve,
v Momentangeschwindigkeit,
R Kriimmungsradius

der Bahnkurve.
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D.2.4 Kreisbewegungen

Bei Kreisbewegungen weist die Normalbe-
schleunigung stets zum Kreismittelpunkt und
wird als Zentripetalbeschleunigung a,, bezeich-
net:

(D-29) I

=2 lr = rn? = p-
A, =0/r=rw°=wv;

v  Bahngeschwindigkeit,
o Winkelgeschwindigkeit,
r Kreisradius.

Die Ubersicht D-4 enthilt die vektorielle Be-

schreibung der Winkelgeschwindigkeit und
-beschleunigung.

Ubersicht D-4. Vektoren der Kreisbewegung.

D.2.5 Wurfbewegungen
Beim Wurf im Schwerefeld der Erde (Uber-

sicht D-5) gilt unter Vernachldssigung des
Luftwiderstands fir die Beschleunigung

-0

g = 9,81 m/s? Erdbeschleunigung.

(D-33)

Durch zweimalige Integration in x- und y-
Richtung ergeben sich der Geschwindigkeits-
vektor v und der Ortsvektor r sowie die Bahn-
kurve.

perspektivische Darstellung

ebene Darstellung

@
v
v
v

()]
Verkniipfungen
v=wxr (D-30) a,=0xv=—0or (D-31)
@, =AXF (D-32)
v Geschwindigkeit
7] Winkelgeschwindigkeit
r Ortsvektor
a, Zentripetalbeschleunigung
a,,  Tangentialbeschleunigung
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E Dynamik

Die Dynamik untersucht die Ursachen fiir die
Bewegung eines Korpers. Dieser hat eine
Masse und eine geometrische Ausdehnung,
d.h. ein Volumen. Bei der Modellvorstellung
des materiellen Punktes ist die Masse des Kor-
pers in einem Punkt ohne rdumliche Ausdeh-
nung vereinigt, der nicht rotieren und sich ver-
formen kann und somit eine mathematisch
einfachere Beschreibung seiner Reaktionen
auf Einwirkungen von auBen erlaubt. Wie
materielle Punkte lassen sich Korper behan-
deln, deren Volumen klein ist im Vergleich zu
den Dimensionen (Abmessungen, Abstinde),
in denen er sich bewegt. Aus materiellen Punk-
ten bauen sich im allgemeinen Systeme mate-
rieller Punkte auf;, sind die Abstinde der mate-
ricllen Punkte in Systemen konstant, dann
werden diese Korper als starre Korper be-
zeichnet.

E.1 Grundgesetze der klassischen
Mechanik

E.1.1 Die Newtonschen Axiome

Die von I. NEWTON im Jahre 1687 verdffent-
lichten Grundprinzipien der Dynamik sind

Tabelle E-1. Die Newtonschen Axiome.

in Tabelle E-1 zusammengestellt. Als Grund-
gesetze der klassischen Mechanik beschreiben
sie die dynamischen Vorgénge exakt; sie ver-
sagen, wenn die Geschwindigkeiten nicht
mehr erheblich kleiner als die Lichtgeschwin-
digkeit sind (Relativitdtstheorie) oder bei
Wechselwirkungen in der mikroskopischen
Welt (Quantentheorie).

Dichte ¢

Die Masse m und das Volumen V der Kdrper
sind tiber eine materialspezifische Grofle, die
Dichte ¢, definiert:

(E-1)

<3

Q=

Die Dichte fester, fliissiger oder gasformiger
Korper (Tabelle E-2) ist mehr oder minder
stark temperatur- und druckabhingig. Bei
Gasen ist die Dichte im Vergleich zu Fest-
korpern und Fliissigkeiten etwa tausendmal
kleiner und dndert sich besonders stark mit
der Temperatur und dem Gasdruck.

Die mittlere Dichte ¢, von Koérpern mit einem
Gesamtvolumen V; das sich aus unterschied-
lichen Materialien zusammensetzt, wie z.B.

Newtonsche Axiome Formulierung Beziehung
1. Axiom Jeder Korper behilt seine Geschwindigkeit nach Betrag
Tragheitsgesetz und Richtung so lange bei, wie er nicht durch duBere Krafte )
gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu dndern. allgemein:
2. Axiom Die zeitliche Anderung der BewegungsgréBe des Schwer- F= S (mo)
Aktionsgesetz punktes, des Impulses p = m v, ist gleich der resultierenden T dr
Grundgesetz Kraft F. Um eine konstante Masse zu beschleunigen, ist eine spezicll:
der Mechanik Kraft F erforderlich, die gleich dem Produkt aus Masse m P .
und Beschleunigug a des Schwerpunktes ist. F=ma
3. Axiom Wirkt ein Korper 1 auf einen Koérper 2 mit der Kraft F,,, F,=—-F,
Wechselwirkungsgesetz | so wirkt der Korper 2 auf den Korper 1 mit der Kraft F,;
actio = reactio beide Krifte haben den gleichen Betrag, aber entgegen-
gesetzte Richtungen.
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Tabelle E-2. Dichten von Materialien in kgjm® bei Normaldruck.

Festkorper Flussigkeiten Gase (0°C)

Platin 21400 Quecksilber 13546 Xenon 5,90
Gold 19290 Schwefelsdure 1834 Chlor 3,21
Blei 11340 Glycerin 1260 Cco, 1,98
Kupfer 8930 Schweres Wasser D,0 1105 Sauerstoff 1,43
Messing ~8 500 Wasser H,0 0°C 999,84 Stickstoff 1,25
Stahl ~7800 4°C 999,97 Luft 0°C 1,29
Eisen 27500 20°C 998,21 —100°C 2,04
Marmor 22700 60°C 983,21 +100°C 0,95
Glas 2500 100 °C 958,35 -+1000°C 0,28
Normalbeton ~2400 Petroleum 20°C 810 Ammoniak 0,77
PVC-Kunststoff 1400 Alkohol (100%) 20°C 790 Methan 0,72
Eis 920 Kfz-Benzin 780 Helium 0,18
Fichtenholz =~ 700 Leichtbenzin 700 Wasserstoff 0,09
bei Lochsteinen oder Verbundwerkstoffen, er- d

rechnet sich folgendermaBen: F=m d_lt’ =ma; (E-4)

Vit eVat.

o 2 : (E-2)

0y, 0, --. Dichte der Korperanteile,

Vi, V,, ... Teilvolumina der Kd&rperanteile,

|14 Gesamtvolumen des Korpers
V=Vi+V+...)

Kraft

Das zweite Newtonsche Axiom definiert die
Kraft F als Ursache einer Bewegungsinderung
und stellt den Zusammenhang zwischen der
BewegungsgroBe eines Korpers, also dessen
Impuls, und der Einwirkung von Krdften als
Ursache der Bewegungsanderung her:

Kraft auf den Korper,

Impuls des Korpers (p = mv),
Momentangeschwindigkeit des Korpers,
Masse des Korpers.

I =Ny

Bleiben die Massen bei den dynamischen Vor-
giangen konstant (dm/dt =0), dann folgt
aus dem zweiten Newtonschen Axiom das
Newtonsche Grundgesetz der Mechanik:

a Beschleunigung des Korpers.

Die Kraft F ist eine vektorielle Groe, deren
Richtung parallel zur Beschleunigung a und
deren Betrag F = ma ist. Die Einheit fiir die
Kraft ist [F] = 1 N (Newton) = 1 kg - m/s?.

Fiir die Addition von Kriéften und die Zer-
legung einer Kraft in verschiedene Kraftrich-
tungen gelten die Regeln der Vektorrechnung
(Tabelle E-3).

Kriftegleichgewicht

Das dritte Newtonsche Axiom beschreibt die
Wechselwirkungen zwischen Korpern iber
Krifte und sagt aus, daB es eine einzelne iso-

d P do dm lierte Kraft nicht gibt. Wird eine Systemgrenze
F=—p=—@mv)=m—+v— vorgegeben, dann kann zwischen duferen
ds di dz dr Kriften, die von einem Korper auBerhalb
(E-3) der Systemgrenzen herrithren, und inneren

Kriften, die nur innerhalb des Systems wirken,
unterschieden und die Beschreibung dynami-
scher Vorgange wesentlich vereinfacht werden
(Abschnitt E.4.1).

Ist die nach dem Newtonschen Aktionsprinzip
resultierende Kraft auf den Ko6rper null, dann
ist auch nach Gl. (E—4) die Beschleunigung
des Korpers @ = 0 und er verharrt in seinem
Bewegungszustand; war er also vorher in
Ruhe, dann bleibt er in Ruhe. Dies ist
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Tabelle E-3. Krdftediagramm und Kraftzerlegung.

F = F, + F, | Krifteparallelogramm Krifte Richtungswinkel
Krifte- F, = Fycosa + F,cos § B F sina+ F,sin §
ddition; . . y = arctan T cosa + F.oos B
a ’ E =F sina+ Fysin ycosa+ F,cos §
gegeben ¥
F.F,of F=JETE
F = /F?+ F} + 2F, Fycos (f—a)
Krifte- _sin(f—yp) _ F*+F-F}
zerlegung; \=F Sn(f—a) o=y — arccos TFl
%egebenﬁ sin@) — o) B =7+ arccos PR -F
) 7, =F—o— = 5=
oder sin (f—«) 2FF,
E' Vs F1 s F, 2

die Bedingung des statischen Krdftegleich-
gewichts:

N
F=F +F+..=0.
=1

(E-5)

i

E.1.2 Wechselwirkungskrifte der Mechanik

Schwer- oder Gewichtskraft Fg

Auf der Erdoberfliche fallen im freien Fall
alle Korper konstanter Masse mit der kon-
stanten Fallbeschleunigung g, wenn andere
Wechselwirkungen, z. B. die Luftreibung, ver-
nachléssigbar sind. Die Ursache dieser gleich-
miBig beschleunigten Fallbewegung ist die
Schwer- oder Gewichiskraft Fg auf die Masse
m des Korpers:

fFG =mg; (E-6)

g Fallbeschleunigung auf der Erdoberflidche
(in Paris: g = 9,81 m/s?).

Die Schwerkraft ist, wie die Fallbeschleuni-
gung, zum Erdmittelpunkt hin gerichtet. Ur-
sache der Schwerkraft ist die Gravitations-
kraft zwischen der Erd- und der Korpermasse
(Abschnitt F).

Hangabtriebskraft Fy

Die Schwerkraft fithrt, wie Bild E-1 zeigt, bei
Korpern auf einer schiefen Ebene zu einer

Bild E-{. Krdfte auf schiefer Ebene mit Neigungs-
winkel ¢.

hangabwirts, parallel zur schiefen Ebene
gerichteten gleichmidBig beschleunigenden
Kraft, der Hangabtriebskraft F,;, mit dem
Betrag

F,=mgsing; (E-T)

& Neigungswinkel der schiefen Ebene.

Senkrecht zur schiefen Ebene entsteht durch
die Gewichtskraft dic Normalkraft Fy mit dem
Betrag

Fszgcoss.

Zentripetalkraft F,,

Nach dem Newtonschen Grundgesetz ist die
Kraft, die einen Kdrper bei der gleichformigen

(E-8)
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Kreisbewegung (Abschnitt D.2.4) auf der
Kreisbahn hilt, die Zentripetalkraft F,,:

LFZP:maZ": —mw?r; (E-9) ‘

m Masse des Korpers,

a,, Zentripetalbeschleunigung nach
Gl. (D-29),

@ Winkelgeschwindigkeit des Korpers auf
der Kreisbahn,

r  Radiusvektor (Ortsvektor) der Kreis-
bahn.

Die Zentripetalkraft ist antiparallel zum
Radiusvektor r, d.h. zum Mittelpunkt der
Kreisbahn hin gerichtet.

Elastische oder Federkraft F,,

Krifte verursachen nicht nur beschleunigte
Bewegungen (dynamische Kraftwirkung),
sondern dndern auch die geometrische Form
von Kérpern (Deformationswirkung). Umge-
kehrt iiben daher deformierte Korper Krifte
aus, die elastischen oder Federkrdfte F, . Nach
dem dritten Newtonschen Axiom sind die
elastischen Krifte F,; entgegengesetzt gleich
der von auflen wirkenden deformierenden
Kraft F,.

Alle Festkorper zeigen innerhalb maximaler
Deformationsgrenzen ein elastisches Verhalten
(Abschnitt G). Nach dem Hookeschen Gesetz

Tabelle E-4. Resultierende Federkonstante.

Y WWW\MM; R0
PWWVWWW -

i<
Fi R

—————

b

hértere Feder
Cy >> Cy

weichere Feder
C1

elastische Ruckstellkraft Fy ™~

Langenanderung (Auslenkung) s

Bild E-2. Elastische Deformation. a) duflere Kraft F,
und elastische Riickstellkraft F,;; b) Federkostante c.
ist die Langendnderung s (Bild E-2) der elasti-
schen Deformation ein MaB fiir die elastische
Kraft F;:

F,= —cs;

€.

(E-10)

s Lingendnderung des elastischen Korpers

(SN E,),
¢ RichtgroBe oder Federkonstante.

Tabelle E-4 zeigt die resultierende Federkon-
stante c,., fiil gekoppelte Federn.

Federkopplung Resultierende Federkonstante
Parallelkopplung Cres = Cy +Cy +C3+ ... (E-11)

c, Cy €3 eee

. 1
Serienkopplung Cres = 7 1 T (E-12)
I W — W W— s+ —= crotote

€ & €3
Sy €2 Cs3
1 1
Zwischenkopplung Cres = (E-13)
———— 1 + 1 1 1

[} c U [>] C

1 2 3 4
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duBere Reibung
Festkorperreibung
(Newtonsche Reibung)

innere Reibung
Flussigkeitsreibung
(Stokessche Reibung)

turbulente Reibung
Luftreibung
(Coulombsche Reibung)

Reibungskraft —_—— — -'—////;:‘\ -
e T = ——
V:“"/CD ——=Fy | O 0 O
T - Y —-— - FR
T ~_ nnNn
T
T
Ansatz Fp=pk (E-14) |FR=bv (E-15) | K =dv* (E-16)

Proportionalitéts-
faktor

u: Reibungszahl

u ist unabhingig von der
Kontaktfldche zwischen
Korper und Unterlage;
hédngt ab von der Kontakt-

b: Zihigkeitskoeffizient

b hiangt von der Form des
Korpers und der Viskositdt
n der Flissigkeit ab. Es
wird laminare Stromung

d Luftreibungskoeffizient
dhingt von der Anstrém-
flache und der Ober-
flichenbeschaffenheit des
Korpers sowie von der

geometrie und den vorausgesetzt. Dichte und Art des stro-
Materialien von Korper menden Mediums ab.
und Unterlage.

Spezialfilie ug Rollreibung b=6nyr d=1cyo4

U Gleitreibung
iy Haftreibung

laminare Umstrémung
einer Kugel vom Radius r
in einem Medium mit der

Zahigkeit n

Korper mit Anstrom-
fliche A und dem
Widerstandsbeiwert cy,
im Medium der Dichte ¢

Reibungskraft Fy

Durch Reibung an der Unterlage (Festkdrper-
reibung), an der Grenzschicht zur umgeben-
den Flissigkeit (Fliissigkeitsreibung) oder dem
umgebenden Gas (Luftreibung) wird die Bewe-
gung von Korpern verlangsamt. Die Ursache
der Bewegungsianderung ist die Reibungskraft
F; sie ist der Richtung der Momentange-
schwindigkeit v des Korpers stets entgegen-
gerichtet: Fy | v. Der Betrag von K setzt sich
je nach Situation in unterschiedlicher Weise
aus den drei Grenzfillen in Tabelle E-5 zusam-
men.

Die Festkorperreibung hidngt von der Ober-
flaichenbeschaffenheit der beiden reibenden
Korper ab. Die Haft- und Gleitreibungszahlen
unterscheiden sich stark (Tabelle E-6). Bei
niedrigen Geschwindigkeiten ist auch die
Rollreibung noch nidherungsweise proportio-
nal zur Normalkraft des Rades auf die Unter-
lage. In diesem Fall 148t sich die Rollreibungs-
zahl ug definieren; sie ist abhdngig vom

Tabelle E-6. Haft-, Gleit- und Rollreibungs-
zahlen.

Stoffpaar | juy Ho I
Stahl auf 0,15 0,12 0,002
Stahl
Stahl auf 0,5 bis 0,6 | 0,2 bis 0,5
Holz
Stahl auf 0,027 0,014
Eis
Holz auf 0,65 0,2 bis 0,4
Holz
Holz auf 0,47 0,27
Leder
Gummi auf (0,9 0,85 0,02 bis 0,05
Asphalt
Gummi auf | 0,65 0,5
Beton
Gummi auf | 0,2 0,15
Eis
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Radius R der aufeinander abrollenden Kor-
per. Beispielsweise gilt fiir das Abrollen von
Kugeln auf einer ebenen Unterlage uz = f/R,
wobei der Faktor f vom Material und von der
Oberfliachenbeschaffenheit abhidngt. So gilt
fiir Stahlkugeln auf einer ebenen Kunststoff-
unterlage /= 0,0013 cm. In Tabelle E-6 sind
die Werte von p fir Eisenbahn- und Auto-
rader angegeben.

Nur Bewegungen mit Festkorperreibung ver-
laufen gleichmidBig beschleunigt oder verzo-
gert; bei den anderen Reibungsarten sind die
Bewegungsgesetze kompliziert.

E.2 Dynamik in bewegten
Bezugssystemen

E.2.1 Geradlinig bewegtes Bezugssystem

Fiir den Fall geradlinig gleichmiBig gegenein-
ander beschleunigter Bezugssysteme sind im
Bild E-3 die Vektoren fiir die Beschreibung der
Bahnkurve eines Punktes P aufgezeichnet und
die Transformationsgleichungen fiir die Orts-,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvek-
toren angegeben, welche sich zwischen dem

ruhendes
Bezugssystem S

Koordinaten-
Systeme

Ortsvektoren
Geschwindigkeitsvektoren

Beschleunigungsvektoren a=a'+ag,

ruhenden System S (x, y, z) und dem sich ge-
geniiber S mit der Beschleunigung ag bewegen-
den Bezugssystem S'(x', y’, z') ergeben. Dabei
ist die fiir Geschwindigkeiten klein gegeniiber
der Lichtgeschwindigkeit zuldssige Transfor-
mationsbedingung einer absoluten Zeit, also
einer von den Koordinatensystemen unabhén-
gigen Zeitkoordinate ¢ = ¢', angewandt wor-
den (Galilei-Transformation); der Fall hoher
Relativgeschwindigkeiten wird in Abschnitt U
(Relativitdtstheorie) beschrieben.

Trdgheitskraft F,

Wird in jedem der beiden Bezugssysteme S
und S’ die gemessene Beschleunigung auf
die Wirkung einer beschleunigenden Kraft
zurlickgeflihrt, so ergibt sich im ruhenden
System S die Kraft F=ma, und in §' die
Kraft F =ma’ = ma — mag. Die Differenz
ist die nur im bewegten Bezugssystem als
Scheinkraft auftretende Tréagheitskraft F:

(E—17)—l

a; Beschleunigung des bewegten Koordina-
tensystems S’ in bezug auf das ruhende
System S: ag 1] F,.

E= —mag;

gleichmagig
beschleunigtes
Bezugssystem S’

1
r=r'sr=rv—ayt?;
2

V=V'+ Vg = ViHagt,

1, .2
r'=r-r,=r-—agt
s 2 s

V'= V-V, = v—agt

a'=a-ag

Bild E-3. Galilei-Transformation in gleichmdfig gegeneinander beschleunigten Bezugssystemen.



Die Trigheitskraft wirkt im beschleunigten
Bezugssystem auf alle Massen. Durch Mes-
sung der Trigheitskraft auf einen Korper im
beschleunigten Bezugssystem S’ 148t sich so-
mit ag bestimmen.

Prinzip von D’ ALEMBERT

Nach dem Prinzip von D’ALEMBERT (1717 bis
1783) ist in einem, geradlinig gleichmiBig
beschleunigten Bezugssystem die Tréigheits-
kraft F, zu der resultierenden Kraft F, aus den
Wechselwirkungskriften vektoriell zu addie-
ren. Demnach ist in bewegten Bezugssystemen
S’ ein Korper im Gleichgewicht (@’ = 0), wenn
das dynamische Kriftegleichgewicht erfullt ist:

(E—18)

a; Beschleunigung des bewegten Bezugs-
systems,

E  Wechselwirkungskrifte auf den Korper
mit der Masse m im bewegten Bezugs-
system.

E.2.2 Gleichformig rotierende Bezugssysteme

In rotierenden Bezugssystemen treten wegen
der beschleunigten Bewegung ebenfalls
Scheinkrifte auf, die nur der mitbewegte
Beobachter wahrnimmt. Zum einen verspiirt
der bewegte Beobachter eine Kraft, die ihn
von der Drehachse wegtreibt, die Zentrifugal-
kraft; zum anderen eine weitere, bei allen
nicht mit der Drehachse von §’ {ibereinstim-
menden Geschwindigkeitsrichtungen im be-
wegten System S’ wirkende abtreibende Kraft,
die Coriolis-Kraft.

Es besteht der Zusammenhang;:

vV =v—@Xxr;

(E-19) |

v Geschwindigkeit im ruhenden Koordina-
tensystem S,

v’ Geschwindigkeit im bewegten Koordina-
tensystem ',

o Winkelgeschwindigkeit des um die z-
Achse rotierenden Koordinatensystems S'.
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Fiir die Beschleunigung e’ = d' v’/d¢ im rotie-
renden Bezugssystem S’ ergibt sich aus GL
(E-19) folgende Verkniipfung:

ad=a—-20xv—ox{wxr); (E—20)]

a’ = dv'/dt Beschleunigung im rotierenden
Bezugssystem,
Beschleunigung im
Bezugssystem.

a = dv/dt ruhenden

Ist R die Komponente des Ortsvektors r, die
senkrecht zur Winkelgeschwindigkeit o steht,
dann geht Gl. (E-20) iiber in

’

—0?R;
Zentripetal-
Beschleunigung

a=a -2v X0 (E-21)

Coriolis-
Beschleunigung

@ Beschleunigung im rotierenden Koordi-
natensystem,

a Beschleunigung im ruhenden Koordi-
natensystem,

® Winkelgeschwindigkeit des rotierenden
Koordinatensystems,

v' Bahngeschwindigkeit im rotierenden Ko-
ordinatensystem,

R Abstand des Korpers von der Drehachse.

Im rotierenden Bezugssystem wirken also zwei
weitere Beschleunigungen, die vom Stand-
punkt des ruhenden Beobachters aus fiir be-
wegte Bezugssysteme Scheinkrifte sind.

Zentrifugalkraft F,

Im gleichférmig rotierenden Bezugssystem
tritt eine Trigheitskraft auf, die Zentrifugal-
kraft F,. Sie ist senkrecht zur Drehachsen-
richtung und entgegengesetzt der Zentripetal-
kraft F,, radial nach auBen gerichtet.

(E—22)—I
m Masse des Korpers,

r  Ortsvektor des Korpers auf der Kreis-
bahn,

o Winkelgeschwindigkeit der
gung.

| F,=+ma®r;

Drehbewe-

Die Betrage von Zentrifugal- und Zentripetal-
kraft sind gleich, die Richtungen jedoch entge-
gengesetzt: F 1L F, .
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Coriolis-Kraft F

Verlduft in einem rotierenden Bezugssystem
der vom mitbewegten Beobachter gemessene
Geschwindigkeitsvektor nicht parallel zur
Drehachse, dann erfihrt der bewegte Kérper
der Masse m eine weitere Trigheitskraft, die
Coriolis-Kraft F:

F.=+2m@ x o0); (E-23)

m Masse des Korpers,

Bahngeschwindigkeit des Korpers im be-

wegten System S,

o Winkelgeschwindigkeit des bewegten Be-
zugssystems um die Drehachse.

<

Die Coriolis-Kraft hat den Betrag I =
2m v’ w sin (v', o) und ist senkrecht zur Dreh-
achsenrichtung @ und senkrecht zur Ge-
schwindigkeit " gerichtet.

E.3 Arbeit, Leistung und Energie

E.3.1 Arbeit W

Wirkt eine Kraft F auf einen K&rper und ver-
schiebt ihn dabei um ein Wegelement As, so ist
durch die Wirkung dieser Kraft der Zustand
des Korpers verdndert worden; die Kraft hat
an dem Korper Arbeit verrichtet. Die mechani-
sche Arbeit AW auf dem Weg ds ist durch das
Skalarprodukt zwischen der Kraft F und dem
Wegelement ds definiert (Bild E-4):

dW=F - -ds=|F||ds|cos(F,ds); (E-24)

Ist der Weg von s, nach s, gekriimmt oder die
Kraft F(r,t) nicht konstant, dann ergibt sich
die Arbeit aus der Integration der Einzelbei-
trage dW auf dem Wegelement ds:

W= |dW =] F-ds. (E-25)

mechanische Arbeit fiir die Verschie-
bung des Kdorpers vom Wegpunkt s,
nach dem Wegpunkt s,,

Wiz

b as
Bild E-4. Zur Definition der Arbeit.

Eine Kraft F, die senkrecht auf das Weg-
element ds wirkt, verrichtet keine Arbeit, dW
ist null.

In Tabelle E-7 ist die Arbeit W], zusammen-
gestellt, weiche gegen die im erdnahen
Gravitationsfeld ndherungsweise konstante
Schwerkraft F; und die von ihr verursachte
Hangabtriebskraft E; sowie die auf dem
Verschiebungsweg konstante Festkorper-Rei-
bungskraft F; aufzuwenden ist. Mit aufge-
nommen ist die Beschleunigungsarbeit gegen
die Trigheitskraft F der beschleunigten
Masse, welche nur von der Differenz der
Quadrate der Geschwindigkeiten zu Beschleu-
nigungsbeginn und Beschleunigungsende ab-
héngt.

Die Verformungsarbeit beim Dehnen und
Stauchen von elastischen Koérpern und die
Hubarbeit gegen die Gravitationskraft werden
gegen ortsabhéngige Krifte verrichtet; Tabelle
E-8 enthilt die fiir diese Fille sich ergebenden
Arbeiten W, .

E.3.2 Leistung P

Die Leistung P ist das MaB dafiir, in wel-
cher Zeitspanne At die Arbeit AW verrichtet
wird:

AW

(E-32)

Die Einheit der Leistung ist [P] =1 N-m/s
=1J/s =1W (Watt).
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Tabelle E-7. Arbeit gegen ortsunabhdngige Krdfte.
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Geometrie erforderliche | Weg verrichtete Arbeit
konstante
Kraft
Hubarbeit h, |F=m3 s=hy—h=h | W, =mgh
gegen F 2 nur abhingig von
Gewichtskraft der Hohendifferenz
F, E-26
o F n (E-26)
0
Arbeit auf F=mgsina h W,,=mgh
reibungsfreier T sma nur abhingig von
schiefer Ebene der Héhendifferenz
gegen hang- (E-27)
abtriebskraft
Fy
Fqstkbrpcr— ) Fa F F=ug, s=35,—5, W, =numgs
reibungsarbeit =umg Reibungszahl y auf
gegen Reibungs- s Weg konstant
kraft £, Fy (E—28)
Beschleunigungs- F, [g F F=ma 5= v3 — v} Wi, =1im(w}—v?)
arbgt ohne ol 2a nur abhingig von
Reibung gegen S Anfangs- und End-
Trégheitskraft £ geschwindigkeit
(E-29)
Tabelle E-8. Arbeit gegen ortsabhingige Krifte.
System Kraftgesetz Arbeit
Verformungs- | Feder-Masse-System Fip=—cx Wi, =1e(xi—x}) (E-30)
arbeit normiert: W =0 fiur x, =0
M o w
X
gy 8]
L
Foo  F Xy Xy X ] Xy X
Hubarbeit Zentralgestirn und mMr 1 1
gegen die Satellit Fs Yo 7 ; Wiz=ysMm iy (E-31)
Gravitations- . vt
kraft dr F normiert: W =0 fir r, >

Zentral -
gestirn

M

w

n
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Die Momentanleistung P zu einem Zeitpunkt ¢
ergibt sich aus Gl. (E-32) fiir ein unendlich
kurzes Zeitintervall d::

_dW _Fds _

P=—=""=F.
dr dt

v; (E-33)

dW Arbeit im Zeitintervall dr,
F momentan wirkende Kraft, mit der Ar-
beit verrichtet wird,

s Ortsvektor des Korpers,
v Momentangeschwindigkeit des Koér-
pers.

Die mittlere Leistung P, im Zeitraum ¢ ergibt
sich wie folgt:

(E-34)

t, Zeitraum fiir die mittlere Leistungsbe-
stimmung,
W, gesamte, in der Zeit ¢, verrichtete Arbeit.

Aus der in der Zeitspanne 7, in meBbare Rei-
bungsarbeit bzw. Reibungswirme umgewan-
delten Arbeit lassen sich Leistungen von An-
trieben bestimmen.

Wirkungsgrad

Der mechanische Wirkungsgrad n eines An-
triebs oder eines mechanischen Wandlers ist

41
{ Py dt
==t (E-35)
* | PRdt
to
W,, zugefiihrte Arbeit im Zeitraum
At =1, —1tg,
W,, abgefuhrte Nutzarbeit im Zeitraum
At'=1t; —tg,

B, momentan zugefiihrte Nennleistung,
P effektive momentane Leistungsabgabe.

Der Wirkungsgrad ist dimensionslos, der
Wertebereich 0 < # £ 1.

Stimmen bei Leistungswandlern die Zeitinter-
valle der zugefiihrten Nennleistung By und der

abgegebenen effektiven Leistung P uberein,
dann ergibt sich als Wirkungsgrad n:

B B

W—PN— 5

B’ (E-36)

P, Leistungsverluste durch Reibung oder
andere Verlustmechanismen wie beispiels-
weise Abstrahlung von Wirme
(By = By — Py),

B, momentane zugefithrte Nennleistung.

Werden mehrere Antriebe und Wandler hinter-
einandergeschaltet, dann ist der Gesamiwir-
kungsgrad n,. der Anlage:

L"Iges=’71 Ny fz.-. (E-37)

E.3.3 Energie E

Koérper und Systeme aus materiellen Punkten
unterscheiden sich in ihrem physikalischen
Zustand dadurch, in welchem MaBe ihnen me-
chanische Arbeit zugefiihrt oder entnommen
wurde. Das MaB hierfiir ist die Kdrpereigen-
schaft Energie E. Die Anderung der Energie
durch Zufuhr oder Abfuhr von Arbeit W wird
durch den Energiesatz der Mechanik beschrie-
ben:

AE = Eppier — Evoner = W.  (E-38)

nachher

Ein Korper besitzt demnach die mechanische
Energie:

Emech = Ekin + Epot

=Imv® +(Ges’> +mgh); (E-39)

m Masse des Korpers,

¢ Federkonstante oder RichtgroBe des Kor-
pers,

v Momentangeschwindigkeit des Kdrpers,

s Weg der elastischen Verformung,

h  Hohe der Lage des Korpers.

Die Energieanteile des Korpers hingen davon
ab, wo das Bezugsniveau # = 0 und der ver-
formungsfreie Ausgangszustand s = 0 liegen


file://-/-mgh

und auf welches Bezugssystem die Geschwin-
digkeit v bezogen ist.

Die Reibungsarbeit kann im Gegensatz zu den
anderen mechanischen Arbeitsformen nicht
vollstindig in die anderen Arbeitsarten iiber-
gefiihrt werden; die Reibungsarbeit verindert
den Wiarmezustand des Korpers. Die mecha-
nische Energie eines Koérpers umfafit nur
Energieanteile, die vollstindig ineinander um-
wandelbar sind.

Energieerhaltungssatz

In einem abgeschlossenen System, also einem
System aus Kdrpern, in das weder ein Massen-
strom flieBt noch Arbeit zu- oder abgefiihrt
wird, gehorchen alle Naturerscheinungen
einem fundamentalen Gesetz, dem Satz von
der Erhaltung der Energie:

In einem abgeschlossenen System bleibt
der Energieinhalt konstant. Energie kann
weder vernichtet werden noch aus nichts
entstehen; sie kann sich in verschiedene
Formen umwandeln oder zwischen Teilen
des Systems ausgetauscht werden.

Nach allen Erfahrungen mit Energieumwand-
lungsprozessen gibt es kein perpetuum mobile
erster Art. Es ist also unmoglich, eine Ma-
schine zu bauen, die dauernd Arbeit verrich-
tet, ohne daB ihr von auBerhalb des Maschi-
nensystems ein Energiebetrag zugefiihrt wird.

Ist ein mechanisches System abgeschlossen,
wird also keine dullere Arbeit verrichtet
(W =0), und sind die Verluste durch Rei-
bungsarbeit vernachldssigbar, dann gilt fiir die
kinetische und potentielle Energie des Systems
materieller Punkte bzw. Kérper der Energie-
erhaltungssatz der Mechanik:

Ey;, + E, = (rdumlich und zeitlich)
konstant.
(E-40)

Sind die Voraussetzungen des Energieerhal-
tungssatzes der Mechanik erfiillt, dann ergibt
sich fiir zwei Zeitpunkte ¢ und ¢’ die folgende
Gleichung, ohne daB} der zeitliche Verlauf der
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einzelnen Geschwindigkeiten und Koordina-
ten dazwischen bekannt sein muB:

smy (7 — o) + im0 - vF) + ...
+ie(E—sH+ie (3 —sH)+ ...
+myglhy—hy)+myg(h,—h)+...=0
(E-41)

E.4 Impuls und StoBprozesse

Nach dem zweiten Newtonschen Axiom ha-
ben Korper eine Bewegungsgrdfie als Korper-
cigenschaft, den Impuls p; dieser ist definiert

als

(E—42)J
m Masse des bewegten Korpers,
v Momentangeschwindigkeit des Korpers.

p=my,

Der Impuls hat die Einheit [p] = 1 kg - m/s
=1 N . s. Nach dem Newtonschen Grundge-
setz der Mechanik dndert sich nach Gl. (E-3)
der Impuls p unter dem EinfluB einer Kraft F
gemiB F = dp/dz.

Die Wirkung einer Kraft F im Zeitintervall
At =1, —t, wird als Kraftsto bezeichnet;
durch ihn &dndert sich der Impuls eines Kor-
pers um Ap:

Ap=p(t)—p(t) = :j F()d:. (E-43)

Im allgemeinen hingt die wirkende Kraft von
der Zeit ab, wie Bild E-5a zum Ausdruck
bringt. Ist die Kraft wdhrend der Kontaktzeit
At des KraftstoBes konstant, wie im Bild
E-5b, dann vereinfacht sich Gl. (E—43) zu

Ap=F,At=F(t, —t,). (E-44)

E.4.1 Systeme materieller Punkte

N
Der Gesamtimpuls p= Y. p, von Systemen
k=1

aus mehreren materiellen Punkten der Masse
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a)
w
g
X [(Fdt)
Zeit t

b)
‘u‘; JRodt=Fo(t,— 1))
S h
¥

t ty Zeit t

Bild E-5. Kraftstofle mit a) zeitabhdngigem Kraft-
verlauf und b) zeitlich konstanter Kraft.

m, und mit dem Einzelimpuls p,, wie bei-
spielsweise die N Kiigelchen einer abgeschos-
senen Schrotladung oder die N beteiligten
Korper bei Stolprozessen, gehorcht einem mit
dem zweiten Newtonschen Axiom vergleich-
baren Impulssatz fiir ein System materieller
Punkte:

dp

N
S =g (E-45)

F,, &duBere Kraft auf den materiellen Punkt

Impuls des materiellen Punkts &,
Gesamtimpuls des Systems,
Gesamtanzahl der materiellen Punkte
des Systems.

zS 3

In den Bewegungsgleichungen nach Gl. (E-3)
fiir die N materiellen Punkte unter den inne-
ren Wechselwirkungskrdften F_, und den
dufleren Krdften F, im Bild E-6 kompensie-
ren sich ndmlich nach dem dritten Newton-

schen Axiom gerade die inneren Krifte:
N

> Fy=0.

k j=1(k#}))

Als Wechselwirkungskraft auf das System ma-
terieller Punkte bleibt also nur die Summe der

Fi

ry(t)

0 r (8

Bild E-6. Krdfte auf Punkt k in einem System mate-
rieller Punkte.

duBeren Krifte F, auf die einzelnen Massen m,
iibrig.

Der Impulssatz fiir ein System materieller
Punkte stimmt formal mit dem Newtonschen
Grundgesetz Gl. (E-4) fiir einen einzelnen
Massenpunkt liberein, wenn der Massenmit-
telpunkt oder Schwerpunkt S eingefiihrt wird,
dessen Ortsvektor rg folgendermaBen definiert
ist:

N
k21 myr (1)

r5(t) =————; (E-46)

m Gesamtmasse des Systems materieller
N
Punkte (m =3 mk>
k=1

m,  Masse des k-ten materiellen Punkts,
r (t) momentaner Ortsvektor des materiel-
len Punkts.

Weisen Systeme von Massenpunkten mit glei-
chen Massen eine Symmetrieachse auf, dann
liegt der Schwerpunkt S auf dieser Achse.

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit vg(t) ergibt
sich aus der Differentiation von Gl. (E—46):

Nog
drg(t) & Mgy @)

dt m

vs(t) =

N

z (0
R ¥ (E-47)
m

m

p Gesamtimpuls der N materiellen Punkte,
m Gesamtmasse der N materiellen Punkte.



Mit der Schwerpunktsbeschleunigung ag =
dvg/d¢ und dem Impulssatz von Gl. (E—45)
folgt fiir ein System materieller Punkte der
Schwerpunktssatz:

Der Schwerpunkt S eines Systems mate-
rieller Punkte bewegt sich so, als sei im
Schwerpunkt die Gesamtmasse m des Kor-
pers vereinigt, und als wiirden alle dufleren
Krifte im Schwerpunkt angreifen.

Mit dem Schwerpunktssatz lautet das
Newtonsche Grundgesetz fiir die Bewegung
von Systemen materieller Punkte unter der
Wirkung duBerer Krifte F,:

(Fomes

F, Summe der &duBeren Krifte auf das
System,

m Gesamtmasse der materiellen Punkte,

a; Beschleunigung des Schwerpunkts S des
Systems materieller Punkte.

(E—48)

Sind die Abstdnde der materiellen Punkte in
den Systemen konstant, dann handelt es sich
um starre Korper;, auch fiir diese gelten der
beschriebene Impuls- und Schwerpunktssatz
nach GL. (E-45) und Gl. (E—48). Wegen ihrer
groBen Bedeutung in der Praxis wird die
Dynamik der starren Kérper im Abschnitt E.7
beschrieben.

Wirkt auf ein System materieller Punkte oder
starrer KoOrper keine resultierende duBere
Kraft, ist also F, =0 und damit dp/dz =0,
dann ist der Gesamtimpuls p konstant. Fiir die
Einzelimpulse des Systems gilt der Impulser-

haltungssatz:
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nung der Impulsdnderungen p, — p;. der betei-
ligten Korper:

myv +myv, + ...+ myvy
=mvy+myvy + ...+ myvy;

(E-50)
my, My, ...y Massen der am StoB beteilig-
ten Korper,
vy, ¥, ...y Geschwindigkeiten der Kor-

per vor dem StoB,
v}, vy, ... vy  Geschwindigkeiten der Kor-

per nach dem StoB.

Gl. (E-50) gilt auch eingeschrinkt auf die
Zeitpunkte kurz vor und kurz nach dem StoB,
wenn duBere Krifte wirken.

E.4.2 StoBprozesse

Bei einem StoBprozeB beriihren sich die Sto3-
partner kurzzeitig mit kleinen StoBzeiten und
dndern ihre jeweiligen Bewegungszustinde.
Bei StoBvorgdngen wird prinzipiell zwischen
StoBen ohne Energieverlust in der StoBzeit,
den elastischen Stdfien, und jenen mit Energie-
umwandlungen, den inelastischen Stifien, un-
terschieden.

Dazu kommt noch die Unterscheidung der
StoBarten nach der StoBgeometrie, wie diese
in Tabelle E-9 klassifiziert sind.

Die Geschwindigkeitsvektoren v, und wv,
zweier StoBpartner vor dem StoB spannen
die Stoflebene auf. Bis auf den exzentrischen
StoB verlaufen die Bahnen der StoBpartner
auch nach dem StoB in der StoBebene. Im
x, y-Koordinatensystem der StoBebene gel-
ten dann der Impulserhaitungssatz nach Gl.
(E-49):

Prt+p2t ... +py=p

= (zeitlich) konstant. (E-49)

my vy, + my v, =my vy, +myvh,, (E-51)

_ ’ ’
my vy, + My vy, = my vy, + myvh,, (E-52)

Bei einem StoBprozeB erlaubt der Impulser-
haltungssatz auch ohne die genaue zcitliche
Beschreibung des StoBvorgangs die Berech-

Nach dem Energiesatz der Mechanik von Gl.
(E-38) ist fiir den Energicaustausch anzuset-
zen;
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Tabelle E-9. Klassifikation der Stofiprozesse.

StoBart Bild Charakteristika
gerade Die Geschwindigkeitsvektoren liegen
< ) O—> auf einer Geraden.
schief Die Geschwindigkeitsvektoren liegen in einer
C Ebene und schlieBen einen Winkel ein.
zentral e Die Schwerpunkte der StoBpartner liegen auf

der Normalen zur Beriihrungsebene durch den
Bertihrungspunkt (StoBnormale).

exzentrisch

Die Schwerpunkte liegen nicht auf der
StoBnormalen. Es tritt Rotation auf.

imy (@3, +0}) + 3m,y (03, + 03)

= %m1 WE+ ”’12y) + %mz 5+ ”/zzy) + AW;

(E-53)

AW Energieverlust beim Stof durch in-
elastische Verformungsarbeit und
dissipative Reibungsvorginge,

m,, m, Massen der am StoB beteiligten
Korper,

v, v, Geschwindigkeitskomponenten der
Korper in x-Richtung vor dem StoB,

vy,,0,, Geschwindigkeitskomponenten der
Korper in y-Richtung vor dem StoB,

vy, vh, Geschwindigkeitskomponenten der
Korper in x-Richtung nachk dem
Stof,

v},, vy, Geschwindigkeitskomponenten der

Korper in y-Richtung nrach dem
Sto8.

Zur Beschreibung der inelastischen Sto8e ge-
niigen die Gln. (E—51) bis (E—53) nicht; dazu
sind zusitzlich im Fall des zentralen StoBes
noch eine weitere Randbedingung und beim
schiefen StoB sogar zwei weitere Angaben be-
ziiglich der Energieumwandlung oder der Ge-
schwindigkeiten nach dem StoB notwendig.

In Tabelle E-10 sind die Sto8verldufe und die
StoBgleichungen der St68e zusammengestellt,
fiir die einfache Bezichungen aus den Gin.
(E-51) bis (E-53) folgen.

Bei den geraden, zentralen St6Ben bewegen
sich die StoBpartner nach dem StoB auf dersel-
ben StoBlinie wie vor dem StoB. Wird daher
die x-Achse in diese StoBlinie gelegt, dann sind
die y-Komponenten in Gl. (E-52) null.

Ohne spezielle, problemabhingige Angaben
zum Energieiibertrag wihrend des StoBzeit-
punkts lassen sich die StoBgleichungen schie-
fer St6Be nicht angeben. In die Tabelle E-10
aufgenommen ist der schiefe, zentrale, elasti-
sche StoB. Ohne Verformungsarbeit wirken
keine Reibungskrifte, welche eine Kraft senk-
recht zur Stofgeraden des schiefen StoBes,
also der x-Richtung, iibertragen kénnen. Da-
mit ist die Impulsinderung der x-Kompo-
nenten der StoBpartner nach dem Impulssatz
Gl. (E—45) null, und es gilt p}, = p,, und
14 ,2x =p 2x*

E.4.3 Raketengleichung

Bei einer Rakete ist bei der Bewegungsénde-
rung die Masse des Korpers nicht konstant,
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der Raketenimpuls also p = m(¢t) v(¢); durch
den MassenausstoB heiBer Gase gemil
Bild E-7 wird die Schubkraft der Rakete er-
zeugt. Der Impulssatz nach Gl. (E—45) fiir die
Raketenbewegung lautet

dp dv dm
=X —_m—=— hanhia _F .
a dt m df Urey dt ma schub >
(E-62)
F, duBere Gesamtkraft, z. B. Gravita-

a

tion, Reibung,

Eenuy  Schubkraft (K, = v, dm/dr),

v(t) Momentangeschwindigkeit der Ra-
kete,

v Absolutgeschwindigkeit der Treib-
gase,

Urer Strahlgeschwindigkeit der Treibgase

beziiglich der Rakete
[vrel =vr— (ll + dv)]

Die Schubkraft ist dabei der Relativgeschwin-
digkeit v, der ausstromenden Gase entgegen-
gesetzt.

Die in der Tabelle E-11 zusammengestellten
Bewegungsgleichungen der Rakete ergeben
sich, wenn Gl. (E—-62) unter den folgenden
Randbedingungen integriert wird:

— Der Treibstoff wird im Zeitintervall
0 < ¢ £ tg bis zur BrennschluBzeit #; ausge-
stoBen;
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m

vr dmy m+dm
t+dt

Bild E-7. Massen und Geschwindigkeiten von Rakete
und Treibstoff zur Zeit t und t + dt.

— die Strahlgeschwindigkeit v,,, ist wahrend
der Brennzeit konstant;

— der Massenstrom dm/d# ist konstant und
ergibt sich aus der Differenz der Anfangs-
masse mg der mit Treibstoff beladenen
Rakete und der Masse my,,, der bis zur
BrennschluBzeit #; ausgebrannten Rakete
zudm/dt = — P = — (my — My, )ty

— die Zeitabhingigkeit der Raketenmasse ist
linear entsprechend m (t) = my — @, t;

— der Luftwiderstand ist vernachlissigbar;

— die Erdbeschleunigung g(h) wird nihe-
rungsweise als konstant angenommen und
damit die Schwerkraft auf die Rakete mit
F5(t) = m(t) g, angesetzt.

Mit der Geschwindigkeit v(rz) nach Gl
(E—65) erreicht die Rakete nach BrennschluB
in der Hohe 4 (#3) noch eine zusétzliche Steig-
hohe von f,ygeziicn = v° (t5)/(290)-

Tabelle E-11. Raketengleichungen nach K. ZIOLKOWSKIJ.

Bahnparameter

zum Zeitpunkt ¢ nach Ziindung
mit Anfangsgeschwindigkeit v,

bei Brennschluf3 ¢, nach Start
von Erdoberfliche v, = 0

Raketen-
Beschleunigung

m

fy=—"_p,—
a(t) " el — Yo

Raketen-
Geschwindigkeit

Raketen-

— @ ¢
Steighéhe Yeet (0 — P )

h(t) = >

m

m
1) =gl —2— | — g1+,
o(1) rel (mo_q)m‘) 9o o

(E-63) a(ty) =0

m
v(tg) = g In (m < ) —9gols

leer
(E—64) (E-65)

V.o M,
h(tB) — rel¢ leer

— 39012 + v,t

My
—1-1
X[mo—‘pmt n(

i) L1
mo— Dt Mlieer Myger

(E-67)

2
_%gotn
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E.5 Drehbewegungen

Drehbewegungen von Systemen (insbesondere
starrer Korper) werden durch Gleichungen
beschrieben, die strukturell gleich gebaut sind
wie jene der Translation (Tabelle E-12), wenn
die folgenden charakteristischen GroB8en der
Rotation definiert werden.

Tabelle E-12. Analogie Translation und Rotation.

E.5.1 Drehmoment

Um einen Koérper in Rotation um eine vorge-
gebene Drehachse zu versetzen, muBl ein
Drehmoment auf ihn ausgeilibt werden. Das
Drehmoment M definiert die Wirkung einer
Kraft bezliglich eines Punktes; es ist als
Vektorprodukt definiert:

Translation Rotation
GroBe, Formelzeichen Einheit GroBe, Formelzeichen Einheit
Weg m Winkel rad =1
s, ds o, do
Geschwindigkeit m/s Winkelgeschwindigkeit rad/s = 1/s
ds d
v= FR ®= d_‘/[’
Beschleunigung m/s? Winkelbeschleunigung rad/s? = 1/s?
do d?s do d%¢
T TaTar
Masse kg Massentrigheitsmoment | kg-m?
m J =3 Am;r}
Kraft kg -m/s? =N Drehmoment N-m
d dL
F=ma= d—’;‘ M=Ja= @
Impuls kg-m/s=N-s Drehimpuls kg-m?/s=N-m-s
p=mv L=Jo
Kraftkonstante N/m WinkelrichtgroBe N-m/rad = N-m
e=|f =M
K P
Arbeit Nm=J=W-s Arbeit Nm=J=W-s
AW = Fds dW = M de
Spannarbeit J=N-'m Spannarbeit N-m-rad®> =J
W=1cs W=1c*¢?
kinetische Energie J=N-'m kinetische Energie J=N-'m
Efes =imo? EQi=1Jw?
Leistung W=J/s Leistung W=1J/s
P= dd—p:/ =Fv P= Eig =Mo
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Bild E-8. Zur Definition des Drehmoments M.
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L=rxp; (E-69)

r Ortsvektor des Korpers,
p Impuls des Korpers auf der Bahnkurve

(p = m).

Der Drehimpuls hat die Einheit [L] =
1 N-m-s. L steht senkrecht auf den Richtun-
gen des Ortsvektors » und der Momentan-
geschwindigkeit v. Bei Bewegung in einer
Ebene zeigt der Drehimpuls L in Richtung der
Drehachse der Drehbewegung und ist

| L=Jo; (E-70)

M=rxF; (E—68)

Kraftvektor,

Ortsvektor zum Angriffspunkt der Kraft,
Drehmoment der Kraft F beziiglich des
Koordinatennullpunkts.

Das Drehmoment hat die Einheit [M]=1N -m
und den Betrag M = r Fsin(r, F) = r Fsin §8;
der Drehmomentvektor steht senkrecht auf
der Ebene, die von r und F aufgespannt wird
(Bild E-8).

T

E.5.2 Drehimpuls

Ein materieller Punkt m fithrt am Ort r auf
einer Bahnkurve (Bild E-9), mit der Momen-
tangeschwindigkeit » eine Drehbewegung aus,
wenn sein Impuls p eine Komponente senk-
recht zum Ortsvektor r hat, das Vektorpro-
dukt r x p also nicht verschwindet. Diese fiir
die Drehbewegung charakteristische Bewe-
gungsgroBe wird als Drehimpuls L definiert:

Bahn - T~ m
kurve

0
Bild E-9. Zur Definition des Drehimpulses L.

o Winkelgeschwindigkeit der Drehbewe-
gung des Korpers,
J Massentrigheitsmoment.

Durch Einsetzen von v = @ x r aus Uber-
sicht D-4 in Gl. (E—69) 148t sich fiir die Dreh-
bewegung eines materiellen Punkts dessen
Massentrdgheitsmoment J herleiten:

LJ’:mr2

m Masse des materiellen Punkts,
r Abstand des materiellen Punkts von der
Drehachse.

(E-T1)

Fiir starre Korper, bei denen alle materiellen
Punkte mit derselben Winkelgeschwindigkeit
w rotieren, 1Bt sich ebenfalls iiber J = ¥ m, r?
ein Massentrigheitsmoment definieren, wie
Gl (E-97) zeigt, fiir Systeme materieller
Punkte dagegen ist dies nicht sinnvoll.

Unter Beriicksichtigung der verschiedenen
Winkelgeschwindigkeiten @, der Systemteile
ist der Gesamtdrehimpuls L eines Systems ma-
terieller Punkte (Bild E-10)

(E-72)

N N
2. _ .
L=3 mrio,= 3 Lo
k=1 k=1

m, Masse des k-ten von N materiellen Punk-
ten,

r, Abstand des k-ten materiellen Punkts
von der Drehachse,

o, Winkelgeschwindigkeit des k-ten mate-
riellen Punkts,

J.  Massentrigheitsmoment des k-ten mate-
riellen Punkts.
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Bezugspunkt
Bild E-10. System aus drei materiellen Punkten.

Die zeitliche Differentiation der Gl. (E-69)
liefert den Drehimpulssatz der Rotation:

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses
ist gleich dem Drehmoment der duBeren
Krifte auf den Korper.

dL

5 =M (E-73)

L Drehimpuls des Korpers oder Gesamt-
drehimpuls des Systems materieller
Punkte mit Einzeldrehimpulsen L,

<L= % Lk>’
k=1

M Gesamtdrehmoment der duBeren Krifte
auf den Korper oder das System mate-
rieller Punkte

N
<M= 5 M)
k=1

Der Drehimpulssatz der Rotation fiir ein
System materieller Punkte (Bild E-10) ent-
spricht Gl. (E-73) vollig; in diesem Fall ist der
Gesamtdrehimpuls L der Drehimpulse L, der
einzelnen materiellen Punkte und das Gesami-
drehmoment M der am System angreifenden
duBeren Drehmomente M, , einzusetzen. Die
Drehmomente der inneren Krifte F, ;, kom-
pensieren sich wegen des dritten Newtonschen
Axioms.

Zentralkrifte, z. B. die Gravitationskraft
(Abschnitt F), die entgegengesetzt zum Ra-
diusvektor r (F 1| r) des materiellen Punkts ge-
richtet sind, iiben auf diesen wegen r x F=0

kein Drehmoment aus; der Bahndrehimpuls L
der Korper ist konstant.

Die Integration von Gl. (E-73) ergibt die als
Drehmomentenstof bezeichnete Drehimpuls-
dnderung AL:

AL=L(t,)~ L(t) = {Mdr.  (E-74)

Bei einem konstanten duBeren Drehmoment
M, ist der DrehmomentenstoB, also die Dreh-
impulsédnderung, AL = M, At.

Drehimpulserhaltungssatz

Wirken auf ein System von materiellen Punk-
ten oder starren Korpern keine dufleren Dreh-
momente oder kompensieren sich die Dreh-
momente duBerer Krifte, so dafl das Gesamt-
drehmoment M = 0 ist, dann ist nach dem
Drehimpulssatz und der Gl. (E-73) die Dreh-
impulsdnderung dL/ds =0 und somit der
Gesamtdrehimpuls L konstant. Fir das
System aus N starren Korpern folgt dann
fir zwei beliebige Zeitpunkte ¢, und ¢, aus
Gl. (E-72) der Drehimpulserhaltungssatz

Joo,(t)+Lo,t)+...+ Joy()
=Jio, () + Lo, () +... + yoy(ty);

(E-75)
Ji, Jy ... Iy Massentrigheitsmoment der N
Korper,
o, 0,...0y Winkelgeschwindigkeiten der N
Korper.

E.5.3 Dyamisches Grundgesetz der Rotation

Mit der GL (E -70) 148t sich Gl. (E~73) um-
schreiben in eine der Newtonschen Grundglei-
chung vergleichbare Differentialgleichung fiir
die Drehbewegung:

dJ
M=Ja+o—,;

a (E-76)

« Winkelbeschleunigung der Drehbewegung
a = do/dt = d? ¢/dt?),

o Winkelgeschwindigkeit (o = de/d?),

¢ Drehwinkel,

M Gesamtdrehmoment der duBleren Krifte,

J Massentragheitsmoment.



Ist das Massentragheitsmoment von Korpern
konstant, wie beispielsweise bei einem starren
Korper oder einem Massenpunkt auf einer
Kreisbahn, dann geht Gl. (E-76) iiber in das
dynamische Grundgesetz der Rotation fiir den
Drehwinkel ¢ der Rotationsbewegung:

2
M=ja=s3¢_;49

a - E-77)

E.5.4 Arbeit, Leistung und Energie
bei der Drehbewegung

Arbeit

Ein Drehmoment M (¢p), das einen Kdrper um
eine Drehachse in eine Drehbewegung ver-
setzt, verrichtet die Arbeit W,,, der Rotations-
bewegung:

S1 ?1
W= F(9)ds= | M(p)de; (E-T8)
So Po

M (p) Drehmoment auf den Korper mit
Drehbewegung [M (@) =¥ x F(0)],
de Drehwinkeldnderung,

ds Wegelement auf der Bahnkurve im
Abstand r von der Drehachse
(ds =de x r).

Fir ein konstantes Drehmoment M, paral-
lel zur Winkeldinderung de gilt W,
My (91 — @0)-

Zur Torsion von Kdrpern im elastischen Be-
reich oder bei Torsionsfedern ist ein Dreh-
moment aufzuwenden, das proportional zum
Drehwinkel ¢ ansteigt: M = c* ¢. Analog
zum Hookeschen Gesetz wird die Propor-
tionalitdtskonstante ¢* mit der Einheit
[¢*]=1N-m als Richtmoment oder Dreh-
federkonstante bezeichnet. Aus der Integra-
tion der Gl. (E-78) fiir das Drehmoment der
Torsion ergibt sich als Torsionsarbeit W,

orsion *

(E-79) ]

— 1 % 2 2.
I/VTmsion =3¢ ((Pl - <PO)’

¢ Drehwinkel der Torsion,
c¢* Richtmoment der elastischen Torsion
oder der Torsionsfeder.
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Die Beschleunigungsarbeit W, , welche gegen
das Drehmoment der Tragheitskraft zur Er-
hohung der Winkelgeschwindigkeit @ eines
Korpers zu verrichten ist, ergibt sich fiir Kor-
per mit einem konstanten Massentrigheits-
moment J, wenn in Gl. (E-78) die Gl. (E-77)
des dynamischen Grundgesetzes der Rotation
und d¢ = wds cingesetzt wird, zu

?1
W= | Jadp =3 J @} 0}); (E-80)
®o

Ausgangs- und Enddrehwinkel der
Drehbeschleunigung,

J Massentrigheitsmoment des rotie-
renden Korpers,

momentane Winkelgeschwindigkeit
des Korpers zu den Zeitpunkten ¢,
und ¢, bei den Drehwinkeln ¢, und

P1-

Do, Oy

Wy, @By

Leistung

Aus Gl. (E-78) folgt die momentane Leistung
P der Kraft, welche das Drehmoment und die

Drehbewegung bewirkt:
daw
r01=‘E=Mﬂ); (E—81)

M  wirkendes momentanes Gesamtdrehmo-
ment auf den Korper,

o momentane Winkelgeschwindigkeit des
Korpers,

W Dreharbeit.

Energie

Die Zufuhr oder Entnahme von Torsions-
arbeit Wi, dndert die potentielle Energie

E,. 1o der Torsionskorper:

| B = 5% 0% (E-82)

¢* Richtmoment des elastisch verdrehten
Korpers,

¢ Drehwinkel der elastischen Torsion.

Die Beschleunigungsarbeit W, , welche die

Geschwindigkeit der rotierenden Korper ver-

andert, erhoht als Rotationsanteil die kineti-

sche Energie der Korper, welche um eine
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Drehachse rotieren. Ein rotierender Korper
besitzt demach die kinetische Rotationsenergie

Ekin, rot:

Ein roe = 3/ 0% (E-83)

J Massentrigheitsmoment des rotierenden
Korpers,

@ Winkelgeschwindigkeit des rotierenden
Korpers.

Im allgemeinen Bewegungsfall miissen im
Energiesatz der Mechanik nach Gl. (E-38) die
rotatorischen Energieanteile zu E,;, und E,,
dazu genommen werden. Fiir reine Rotations-
bewegungen ohne Arbeitszufuhr oder -abfuhr
durch duBere Drehmomente, wie beispiels-
weise bei freien Drehschwingungen von Tor-
sionskdrpern, 148t sich ein Energieerhaltungs-
satz der Rotation formulieren:

1 2 1 % ,2 __ 1 72 1 % .72
sJoT+5c* " =3J0" +5c*

= konstant;

(E-84)

¢* Richtmoment der Torsionsfeder,

J Massentrigheitsmoment des Torsionskor-
pers,

¢ Drehwinkel der Torsionsfeder zum Zeit-
punkt ¢,

¢’ Drehwinkel der Torsionsfeder zum Zeit-
punkt ¢/,

o Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
bei ¢,

o Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢’
bei ¢'.

E.6 Erhaltungssiitze der Mechanik

Mit den Erhaltungssitzen fiir die mechani-
schen Groflen Energie, Impuls und Drehim-
puls lassen sich viele Probleme auf elegante
Art und Weise 16sen. In Tabelle E-13 sind die
Erhaltungssitze und die Voraussetzungen fiir
ihre Anwendbarkeit dargestellt.

Tabelle E—13. Erhaltungssdtze der Mechanik.

Energieerhaltungssatz

In einem abgeschlossenen System, in dem
nur konservative Krifte wirksam sind, bleibt
die Gesamtenergie konstant:

Eyo + E = const,
dEy, = _dEpn(‘

Ein abgeschlossenes System nimmt weder von
der Umgebung Arbeit auf, noch gibt es Arbeit
nach auflen ab.

Impulserhaltungssatz

Haben die auf ein System einwirkenden duferen
Krifte keine Resultierende, dann bleibt der Gesamt-
impuls des Systems konstant:

p =3 p, = const, oder
dp=0,falls F, ,=%F A =0.
Ist die Resultierende der duBeren Krifte null,

dann ist die Geschwindigkeit des Schwerpunkts

konstant:
v, = const, falls F,, , =0.

res,a

Drehimpulserhaltungssatz

Ist die Vektorsumme aller an einem System
angreifenden duBeren Drehmomente null, dann
bleibt der Gesamtdrehimpuls konstant:

L = 3L, = const, oder
dL =0, falls M, , = 0.

res,a

In einem Zentralkraftsystem bleibt die
Flichengeschwindigkeit konstant (Flachensatz,
2. Keplersches Gesetz).

E.7 Mechanik starrer Korper

Der starre Korper ist ein makroskopisches
System von Massenpunkten, die starr mitein-
ander verbunden sind. Unabhéngig von der
Beanspruchung durch duBere Kréfte behilt
der starre Korper seine Form bei.

E.7.1 Freiheitsgrade und Kinematik

Ein starrer Korper benétigt zur vollstdndigen
Beschreibung seiner Lage im Raum sechs
Koordinaten; er hat sechs Freiheitsgrade, die
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Bild E-11. Bewegung eines starren Korpers.
a) Translation, b) Rotation,
¢) zusammengesetzte Bewegung

in je drei Freiheitsgrade der Translation und
der Rotation zerlegt werden konnen (Bild
E-11).

E.7.2 Statik

Aus der Voraussetzung der Formstabilitét
starrer Korper folgt, daB Krifte, die am star-
ren Korper angreifen, lings ihrer Wirkungs-
linie beliebig verschoben werden konnen:

Krafte am starren Korper sind linien-
flichtig.

Bild E-12 zeigt die zeichnerische Konstruktion
der resultierenden Kraft, wenn an einem star-
ren Korper zwei Krifte, die in einer Ebene
verlaufen, an verschiedenen Punkten angrei-
fen.
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Bild E-12. Konstruktion der Resultierenden.

Bild E-13. Kraft- und Seileck.
a) Lageplan, Seileck, b) Krdfteplan, Krafteck

Die Reduktion einer ebenen Kriftegruppe mit
mehrere Kréften kann grafisch mit Hilfe des
Seileckverfahrens durchgefiihrt werden (Bild
E-13). Betrag und Richtung der resulticrenden
Kraft F; werden grafisch im Krdfteplan ermit-
telt. Die Poistrahlen R1,12, 23, 34 und 4R zu
einem beliebig wihlbaren Pol P werden paral-
lel verschoben in den Lageplan. Durch den
Schnittpunkt der Geraden R1 und 4R ist die
Lage der Resultierenden F festgelegt.
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Bild E-14. Kriftepaar.

Krdftepaar

Zwei gleich groBe antiparallele Krifte
F = —F’, die nicht auf einer Wirkungslinie
liegen, werden als Krdftepaar Dbezeichnet
(Bild E-14). Thre Resultierende ist null
(F + F’ = 0); sie konnen daher keine Transla-
tionsbeschleunigung hervorrufen. Ein Krifte-
paar iibt auf den Korper ein Drehmoment aus
vom Betrag

Freimachen eines Korpers

Der Korper wird als losgelost von der Umge-
bung betrachtet. Anstelle der mechanischen
Verbindungs- oder Berithrungsstellen werden
die Krifte eingesetzt, die von der Umgebung
auf den Korper ausgeiibt werden. Auf den frei
gemachten Korper werden die Gleichge-
wichtsbedingungen der Statik angewandt. Die
Kraftrichtungen der Wechselwirkungskrifte
hingen von der Art der Kontaktstellen zur
Umgebung ab.

Schwerpunkt, potentielle Energie,
Standsicherheit

Ein Korper ist in jeder beliebigen Lage im
statischen Gleichgewicht, wenn er im Schwer-

punkt oder Massenmittelpunkt unterstiitzt
wird (Tabelle E-14).

Tabelle E-14. Schwerpunktskoordinaten.

M =Fs; (E-85)

M Drehmoment,
F  Betrag einer Kraft,
s Abstand der beiden Krifte.

Der Vektor M steht senkrecht auf der von F
und F’ aufgespannten Ebene (Drehsinn nach
Rechtsschraubenregel, Bild E-14). Als freier
Vektor ist M belicbig parallel verschiebbar.
Durch ein Kréiftepaar erfdhrt ein starrer Kor-
per eine Winkelbeschleunigung.

Gleichgewichtsbedingungen der Statik

Ein starrer Korper ist im statischen Gleichge-
wicht, wenn die Vektorsummen aller an ihm
angreifenden duBeren Kréfte und Drehmo-
mente null sind:

XF =0,
M, =0.

(E-86)
(E-87)

Bei der ebenen Kriftegruppe sind die Gleich-
gewichtsbedingungen erfiillt, wenn Kraft- und
Seileck geschlossen sind. Greifen nur drei
Kréfte am starren Korper an, dann miissen
die Wirkungslinien aller drei Kréifte durch
einen Punkt gehen, und das Krafteck muB ge-
schlossen sein.

N
. kz my ry
N diskrete o=t (E-88)
Punktmassen m
1
homogene rg=={{{rdv (E-89)
Dichte V Ve

rs  Ortsvektor des Schwerpunkts
r, Ortsvektor des Punktes k

m, Masse des Punktes k

m  Gesamtmasse

Die potentielle Energie eines starren Korpers
im Schwerefeld der Erde ist

N

Ei= ¥ mgn=mgz;  (E-90)

E,, potenticlle Energie,

m,  Masse des Massenpunkts k,

g Erdbeschleunigung,

z,  Hohenkoordinate des Punkts k,
m Gesamtmasse des Korpers,

zg  Hohenkoordinate des Schwerpunkts.

Abhéngig davon, ob bei einer Auslenkung des
Korpers aus seiner Ruhelage die Hohenkoor-
dinate zg des Schwerpunkts steigt, fallt oder
konstant bleibt, unterscheidet man die Gleich-
gewichtsfélle stabil, labil und indifferent.



E.7.3 Dynamik
Kinetische Energie

Eine beliebige Bewegung cines starren Kor-
pers ist darstellbar als Uberlagerung der
Translationsbewegung des Schwerpunkts S
und der Rotation aller Teile um S. Entspre-
chend 148t sich die kinetische Energie als
Summe von Translations- und Rotationsener-
gie berechnen (Tabelle E-15).

Drehimpuls

Der Drehimpuls eines starren Korpers setzt
sich aus einem Bahndrehimpuls und einem
Eigendrehimpuls zusammen (Tabelle E-16):

Tabelle E-15. Kinetische Energie des starren
Kérpers.

Gesamtenergie | EES = E[" + Efot (E-91)

. 1
Translations- | E{™ = - mv? (E-92)
energie 2

3 ot 1 2 2 1 2
Rotations- Ef =\ Xmurg o' =-JLo
energie 2\% 2
(E-93)

m Masse des Korpers

vs  Geschwindigkeit des Schwerpunkts

m, Masse des Massenpunkts k

rg Abstand des Massenpunkts k von der Dreh-
achse durch den Schwerpunkt
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Massentrdgheitsmoment

Das Massentriagheitsmoment eines Korpers
berechnet sich als Summe aller Punktmassen,
multipliziert mit dem Quadrat ihres Abstands
von einer Bezugsachse (Tabellen E-17 und
E-18).

Tabelle E-17. Massentrdagheitsmoment.

diskrete h=Ymry (E-97)
Massenverteilung k

kontinuierliche Jo= [ r*dm
Massenverteilung Vol

= { o()r*dv (E-98)
Vol

homogene Dichte S=0 | rPdv (E-99)
Vol

Trégheitsradius i=/Jp/m (E-100)

Steinerscher Satz o=J+mry (E-101)

Jo  Massentrigheitsmoment beztiglich einer Ach-
se durch P

m,  Masse des Massenpunkts k

rp.  Abstand des Massenpunkts k von der Bezugs-
achse durch P

r Abstand des Volumelements d} von der
Bezugsachse

e Dichte

m  Masse des Korpers

J;  Massentrigheitsmoment beziiglich Schwer-

@ Winkelgeschwindigkeit der Rotation punktsachse

J;  Massentrigheitsmoment beziiglich der Dreh- rg  Abstand von zwei parallelen Achsen durch S
achse durch den Schwerpunkt bzw. P

Tabelle E-16. Drehimpuls des starren Korpers.

Gesamtdrehimpuls L. =Li+L (E-94)

Bahndrehimpuls Ly = mrgx v (B-95)  Trdgheitstensor

Eigendrehimpuls Bei der Rotation eines beliebig geformten

L =% mry x(®xry)
beziiglich einer K
Achse durch den
Schwerpunkt

=Jw (E-96)

m Masse des Korpers

rs  Ortsvektor des Schwerpunkts

vs  Geschwindigkeit des Schwerpunkts

m,  Masse des Massenpunkts k

rg.  Ortsvektor vom Schwerpunkt zum Massen-
punkt k in einem korperfesten Koordinaten-
system

w Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Kor-
pers

Js  Massentragheitsmoment (Trégheitstensor)

K&rpers um eine in beliebiger Richtung durch
den Schwerpunkt gehende Achse ist im allge-
meinen die Richtung des Drehimpulses L
nicht parallel zum Vektor der Winkelge-
schwindigkeit ®. Gleichung (E-96) zur Be-
rechnung des Drehimpulses ist nur richtig,
wenn J als Tensor definiert wird:

Jxx Xy sz
J= I Iy Sy
J J,

N

x Yzy Vzz
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mit den Trigheitsmomenten

Jo= [ OGP +2H)pdV
Vol

I

J,

yy

[ 2+ xP)pdV

Vol

Jo= § (P +yHpdV
Vol

und den Deviations- oder Zentrifugalmomen-
ten

Jy=J,= —vjlxypdV
Jpy =y = —vj‘)lyzpdV
sz:']xzz - j prdV

Vol

Fir den Vektor L des Drehimpulses gilt dann
nach den Regeln der Matrizenmultiplikation:

L=J-w.

Ein Korper kann nur dann ohne dynamische
Lagerkrifte um eine Achse rotieren, wenn be-
ziiglich dieser Achse die Deviationsmomente
verschwinden. Eine solche Achse wird als freie
Achse oder Haupttrdgheitsachse bezeichnet.
Jeder Korper hat drei senkrecht aufeinander
stehende Haupttrigheitsachsen. Die zugehdri-
gen Massentrigheitsmomente J;, J; und Ji
heiflen Haupttrdgheitsmomente. Das kleinste
und das groBte Massentrigheitsmoment eines
Korpers (jeweils beziiglich Schwerpunktsach-
sen) bilden zwei der Haupttrigheitsmomente.

Trdgheitsellipsoid

Bestimmt man die Massentrdgheitsmomente
cines Korpers um verschiedene Schwerpunkt-
achsen und tragt in Polarkoordinaten jeweils
in Achsenrichtung die Ldnge R = const/\/.—]
ab, so liegen alle Endpunkte auf einem Ellip-
soid (Poinsotr-Konstruktion). Die Haupt-
achsen des Ellipsoids werden durch die
Haupttrigheitsachsen gebildet. Aus dem
Tragheitsellipsoid kann das Massentrigheits-
moment beziiglich willkiirlicher Schwerpunkts-
achsen grafisch oder analytisch bestimmt
werden. Bei rotationssymmetrischen Korpern
ist das Trigheitsellipsoid ein Rotationsellip-
soid, bei hochsymmetrischen Korpern wie

Fs

Bild E-15. Prdzession eines einseitig aufgehdngten
Kreisels. M Drehmoment aus Gewichtskraft Fg und
Stiitzkraft —Fg im Punkt A.

Kugel, Wiirfel, Tetraeder usw. bekommt es
Kugelform. Diese Korper besitzen keine
Deviationsmomente.

Kreisel

Ein schnell rotierender starrer Kérper wird als
Kreisel bezeichnet. Ein konstantes Drehmo-
ment M, das senkrecht zur Kreiselachse steht,
verursacht eine Prdzession, wobei der Vektor
L versucht, sich auf dem kiirzesten Weg paral-
lel zu M einzustellen (Bild E-15, Tabelle
E-19).

Tabelle E-19. Kreiselprizession.

Ursache | Auswirkung {Zusammenhang
. M M
Dreh- Prizession wp=—=— (E-105)
moment L Jo
LxM
=
Zwangs- | Dreh- M=L xw, (E-106)
drehung | moment
w, Winkelgeschwindigkeit der Prizession
M Drehmomente senkrecht zur Kreiselachse
L Drehimpuls
J Massentrdgheitsmoment des Kreisels
®  Winkelgeschwindigkeit des Kreisels
M vom Kreisel auf die Umgebung ausgeiibtes
Moment
®,  Winkelgeschwindigkeit der Zwangsdrehung
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Tabelle E-18. Massentrdgheitsmomente ausgewdhiter Korper.
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Hohlzylinder Jo=im@t 41}
Jy=L=im@+r7+30%)
diinnwandiger J =mr?
Hohlzylinder J=d, =im@r 112
Vollzylinder Jo=4mr?
Jo=d, =imrt+ Iml?
diinne Scheibe Jo=1mr?
<n J,=J,=1mr’
diinner Stab (! > r) Jo=4mr?
unabhéngig von der J=J =L1mp?
Form des Querschnitts yooEo12
diinner Ring =mr?

z

1

¥y z " 3
Kugel, massiv Jo=J,=J = % m
diinne Kugelschale Jo=d=J, = %m
Quader Jo=Hmb+ 0
J,=Lm(*+ W)
JL=5m*+b)




F Gravitation

Die Gravitation bezeichnet die gegenseitige
Anziehung von Koérpern i=1,2,3... mit
den jeweiligen Massen m; (Massenanziehung).
Die physikalische Beschreibung dieser Kraft-
wirkung zwischen einer Masse und anderen

Tabelle F-1. Die Keplerschen Geseize.

Massen wurde von IsaAC NEWTON aus den
in Tabelle F-1 dargestellten, von JOHANNES
KEPLER empirisch aus astronomischen Be-
obachtungen abgeleiteten GesetzméBigkeiten
der Planetenbewegung aufgestellt.

1. Keplersches Gesetz
(Astronomia nova 1609)

Die Planeten bewegen sich
auf Ellipsen, in deren
gemeinsamen Brennpunkt

die Sonne steht. P/ \A
/ \
/ \
Perihel Aphel
(Sonnennahe) (Sonnenferne)

2. Keplersches Gesetz
(Astronomia nova 1609)

Der von der Sonne zum
Planeten gezogene
Radiusvektor r tiberstreicht
in gleichen Zeiten At
gleiche Flichen AA:

ad_ konstant
At :

3. Keplersches Gesetz
(Harmonices mundi 1619)

Die Quadrate der Umlaufzeiten
T,, T, zweier Planeten
verhalten sich wie die

Kuben der groBen Halbachsen
a, und a,:

TP _4

@




F.1 Newtonsches Gravitationsgesetz

Zwischen zwei Korpern mit den Massen m,
und m, wirkt cine anziehende Kraft, die
Gravitationskraft Fg; sie ist dem Abstandsvek-
tor r,, der Massenschwerpunkte S, und S, der
beiden Korper entgegengerichtet (Bild F-1),
und hat den Betrag

mym,
|Fol= G2 (F-1)
12
Fs Gravitationskraft,
m,;, m, Massen der Korper 1 und 2,
ris Abstandsvektor der Korper 1 und 2,
G Gravitationskonstante

Die Gravitationskonstante G hat als Propor-
tionalititskonstante des Gravitationsgesetzes
den experimentell mit der Gravitationsdreh-
waage bestimmten Wert

G =(6,6742 + 0,0007) - 10-!!

3

kg-s*”

F.2 Gravitationsfeldstiirke

Die Massenanziehungskrifte F, verschiede-
ner Korper i =1, 2, ... summieren sich am
Ort v, eines Korpers mit der Masse m,
vektoriell. Nach dem Gravitationsgesetz er-
gibt sich fir die resultierende Kraft Fy, auf
den Probekdrper mit der Masse m,:

m Ty
Foo=—myG—
0 07y 1l
My Ty
—my G (F-2)
P [Pzl
Foo resultierende Kraft auf den Koérper

mit der Masse m,,

my, m Massen der Korper, welche auf m
x 2 . . . 0

eine Massenanzichung ausiiben,

tio, t Abstandsvektoren von den Kor-

105 20 d
pern 1 bzw. 2 zum Korper der
Masse m,,,

G Gravitationskonstante.

Das Minuszeichen beriicksichtigt, daB die
Gravitationskrifte F; und die Abstandsvekto-
ren r antiparallel gerichtet sind.
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P ¢ my

Bild F-1. Massenanziehung, Gravitation.

Die Gravitationsfeldstirke gr) am Ort r = 1,
faBit dic Wirkung der Massenanziehungen der
umgebenden Koérper i = 1 ... N ortsbezogen,
aber unabhéngig von der Masse m, des Probe-
korpers zusammen:

Fgo Nomory
g(=—2=-gy L
«) my =1rg el

(F-3)

m; Masse des i-ten Korpers, welche auf den
Probekorper mit der Masse m, eine
Massenanziehung ausiibt,

r Abstandsvektor vom i-ten Kdrpers zum
Probekorper mit m,,,

G Gravitationskonstante.

Durch Messung der Gravitationskraft F(r)
am Ort r auf eine Probemasse m, 148t sich die
Gravitationsfeldstiarke g (r) experimentell be-
stimmen.

Fallen Korper nur unter dem EinfluBB der
Gravitationskraft bzw. sind andere Krifte wie
Coriolis- oder Reibungskréfte vernachlissig-
bar, dann ist die Fallbeschleunigung gleich der
Gravitationsfeldstdrke g. Auf der Erdober-
fliche betrigt die Gravitationsfeldstirke der
Erdmasse

(F-4)

me Erdmasse (m; = 5,972 - 10 kg),
rg Erdradius (r; = 6370 km).

Wegen der Geoidform der Erde ist die Gravi-
tationsfeldstirke bzw. die Fallbeschleunigung
abhingig von der geografischen Breite ¢; es
gilt gz (@) = (9,832 — 0,052 cos? @) m/s>. Der
Normwert der Fallbeschleunigung gg norm =
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9,80665 m/s? gilt fiir Meereshdhe in etwa 45°
geografischer Breite. In der Technik wird im
allgemeinen mit einer mittleren Fallbeschleuni-
gung gg . = 9,81 m/s* gerechnet.

F.3 Gravitations- oder Hubarbeit

Wird ein Kérper der Masse m, von einem
Korper der Masse m,; wegtransportiert oder
angehoben, so ist gegen (deshalb Minuszei-
chen) die Gravitationskraft F; zwischen den
beiden Korpern Gravitations- oder Hubarbeit
W, , zu verrichten. Da nur Kraftkomponenten
in Wegrichtung dr zur Hubarbeit beitragen,
ergibt sich

r2 r2 m m
W,=—[Fs-dr= +fG—;]22dr|2;
(F-5)
¥, Ortsvektor des Korpers mit der
Masse m, in der Ausgangslage,
¥, Ortsvektor des Korpers mit der
Masse m, in der Endlage,
iz Abstand der beiden Ko6rper mit den

Massen m, und m,,
Massen der Kérper 1 und 2,
Gravitationskonstante.

my, mp

Unabhingig vom Weg, auf dem der Korper
mit der Masse m, gegen den Korper mit der
Masse m, angehoben wird, ergibt sich als
Gravitations- oder Hubarbeit W, ,:

1 1
leszlmz(’“_“>; (F-6)
o Iy
ry Abstand der beiden Korper in der
Ausgangslage,
r, Abstand der beiden Korper in der

Endlage nach der Hubarbeit,
Massen der Korper 1 und 2,
Gravitationskonstante.

my, m,

F.4 Potentielle Energie
der Gravitation
Die Gravitationsarbeit wird als potentielle

Energie E,, des Korpers mit der Masse m,,
bezogen auf den Korper m;, , gespeichert. Die

potentielle Energie der Gravitation ist so
normiert, daB fiir einen unendlich groBen Ab-
stand der beiden Korper E,, = 0 ist. Wird
von dieser Ausgangslage der Korper mit der
Masse m, auf den K6rper mit der Masse m, zu
bewegt, dann wird Arbeit frei, und es ver-
mindert sich mit dem Massenschwerpunkts-
abstand die potentielle Energie E,, des Kor-
pers mit der Masse m, auf:

nm, m,
Epot =-G T 5 (F_7)
my, m, Massen der Korper 1 und 2,
r Abstand des Massenschwerpunkts
des Korpers 2 von demjenigen des
Korpers 1,
G Gravitationskonstante.

F.5 Gravitationspotential

Die potentielle Energie eines Korpers mit der
Masse m,,, der von mehreren Kérpern1... N
angezogen wird, setzt sich additiv aus den
potentiellen Energien zusammen, die er beziig-
lich der umgebenden Korper im Abstand r,
bis ry zu thm hat. Das Gravitationspotential
@g (r) faBt, bezogen auf den Ort r des Probe-
korpers und dessen Probemasse m,, die Bei-
triage der umgebenden Korper zusammen:

P _
Po= X G (F-8)

my  k-ter Korper mit der Masse m,,

r.  Abstand des k-ten Korpers zum Probe-
korper mit der Masse m,

G Gravitationskonstante.

Aquipotentialflichen sind Flichen im Raum,
auf denen das Gravitationspotential einer
raumlichen Massenverteilung konstant ist.

Ist der Gravitationspotentialverlauf ¢g im
Raum bekannt, so ergibt sich die potentielle
Energie E,, zu:

| Epur) = 11006 0);

mg Masse eines Korpers am Ort r,
¢g(r) Gravitationspotential der riumlichen
Massenverteilung am Ort ».

(F-9)




Aus dem Gradienten des Gravitationspoten-

tials berechnet sich die Gravitationskraft
F;(r):

_ dpg 0¢g 0¢g

Fs(r)=—myq (a‘; 3y’ 2z

= —m, grad ¢ (r); (F-10)

mg Masse eines Probekdrpers am
Ort »,

grad @i (r)  Gradient des Gravitationspo-

tentials ¢g(r) am Ort r.

F.6 Planetenbewegung

Die Bahnkurve der Planeten mit der Masse m
im Gravitationsfeld einer groBen Sonnen-
masse M mit der Gravitationskraft als Zen-
tralkraft ist eben und daher am besten in
Polarkoordinaten zu beschreiben. Die Bahn-
gleichung 146t sich aus folgenden Erhaltungs-
sdtzen der Mechanik herleiten:

Energiesatz:

1 mM 1 mM

Emvz_GTZEmU%AGT

Drehimpulssatz:

|[L|=m (rx %) ) = mrz(ji—(f = konstant
=m2C.

dA4 = (1/2) r(r de) ist die Flache, die der Orts-
vektor r der Bahnkurve bei einer Drehung um
de iberstreicht. C =dA/dt =1/2 r* (de/d?)
= (1/2)r* w = (1/2) r v entspricht also gerade
der Flichengeschwindigkeit AA/At in Tabelle
F-1. Der Drehimpulserhaltungssatz bestitigt
somit das 2. Keplersche Gesetz.

Mit den Bezichungen »? = (dr/df)? +
r¥(de/d¢)* und dr/dt = (dr/de) (do/d?) lassen
sich die obigen Gleichungen integrieren; als
Bahnkurve ergibt sich die Polargleichung der
Kegelschnitte, in Ubereinstimmung mit dem
1. Keplerschen Gesetz:
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S -
F((ﬂ)—l_scos(p (F-11)

r(@) Betrag des Planeten-Radiusvektors,

@ Polwinkel des Planetenorts,
p Kegelschnitt-Parameter,
g numerische Exzentrizitat.

Die Parameter der Bahngleichung der Plane-
tenbewegung sind

4C?
Y (F-12)
2C 29e M yiM
=== 2_“le G =
E=Ca o/ . YLl (F-13)

p  Kegelschnitt-Parameter,

C  Flachengeschwindigkeit C = L/(2m) der
Bewegung des Planeten mit der Masse m
und dem Drehimpuls L,

M Masse des Zentralkorpers der Planeten-
bahn (Sonnenmasse),

v, Geschwindigkeit des Planeten am Ort r,,
z.B. im Bahnscheitel,

¢ numerische Exzentrizitit der Bahnkurve,

G Gravitationskonstante.

Das Verhiltnis der kinetischen Energie
E,, = 1/2m v} eines Planeten, Satelliten oder
ballistischen (antriebslosen) Flugkorpers der
Masse m und der Bahngeschwindigkeit v, in
der Entfernung r, von der Zentralmasse M
zur potentiellen Energie der Gravitation
E = GmMr, an diesem Bahnpunkt be-
stimmt die Bahnkurve (Tabelle F-2). Korper
mit einer Geschwindigkeit kleiner als die
1. kosmische Geschwindigkeit v, , fallen wieder
auf den Zentralkorper, beispielsweise die Erde
oder Sonne, zuriick; genaugenommen sind
damit alle Wurfbahnen auf der Erde ellipti-
sche Bahnkurven und nicht Wurfparabeln,
wie in der Nédherung einer konstanten Gra-
vitationskraft hergeleitet wird. Fiir Bahn-
geschwindigkeiten zwischen den beiden kos-
mischen Geschwindigkeiten v; und v, sind
die Umlaufbahnen elliptisch, eingeschlos-
sen der Spezialfall der Kreisbahn. Ab der
2. kosmischen Geschwindigkeit ist die Bahn-
geschwindigkeit ausreichend, um das Gravi-
tationsfeld einer Zentralmasse auf einer
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Tabelle F-2. Bahnkurven um Zentralkorper

Bahnkurven numerische Energiebilanz Bahngeschwindigkeit
Exzentrizitét
. 1 1 m M
Kreis £=0 5mvé=§Gr—0 vy = G7o—=uk| (F-14)
1. kosmische Geschwindigkeit
. mM M
Ellipse e<1 —mvi<G ve<,/2G—
Yo )
1 mM M
Parabel e=1 —mvi=G V=,/2G—=vp, (F-15)
2 o ¥y
2. kosmische Geschwindigkeit
mM M
Hyperbel £>1 —mvi>G ve> . /2G—
Yo To

Tabelle F-3. Planetendaten des Sonnensystems.

Sonnenmasse mg = 1,989 - 10° kg
Sonnenradius rg = 6,96 - 10° km

mittlere Sonnendichte og = 1410 kg/m?3

Planet |groBie Umlauf- | nume- Radius Masse mittlere | Fallbe- | Rotations- | Anzahl
Bahnhalb- |zeit Tins | rische | prqradins | Erdmasse | Dichte ¢ | schleu- [dauerins |der
achse @ in Exzen- inkgm~ | nigung Monde
m trizitdit | Erdradius | Erdmasse G iquator

der El- | rg=6,371 | mg=5,972 in m/s2
lipsen- | -10°m -10%m
bahn ¢

Merkur (5,79 - 10" |7,60 - 10° | 0,206 0,383 0,055 54-10° 3,7 507-10 | O

Venus [1,08-10'" |1,94-107 | 0,00677 [ 0,950 0,815 52103 8 2,10-10" | 0

Erde 1,50 - 10" |3,16- 107 | 0,0167 1,00 1,00 55-10° 9,78 8,62 10 1

Mars  [2,28 - 10" [5,93 107 | 0,0934 0,532 0,107 3,9-10° 3 8,86 10 | 2

Jupiter [7,78 - 101" |3,74-10% | 0,0484 | 10,97 317,8 1,3-10° |23 3,57-10* |17

Saturn | 1,43 10 9,29 -10% | 0,0542 9,14 95,2 0,69-10°| 8 3,84-10* |18

Uranus (2,87 - 102 [2,64-10° | 0,0472 3,98 14,5 1,3-10 8 6,21-10* (20

Neptun (4,50 -10'2 |5,17 - 10° | 0,00859 | 3,87 17,1 1,6-10° | 11 5,80-10* | 8

Pluto |5.91-102 |7,83-10° | 0,249 0,188 0,00245 | 2,0-10° | 0,68 [552-105 | 1

parabel- oder hyperbelférmigen Bahnkurve zu
verlassen.

Fiir Ellipsenbahnen mit der groflen Halbachse
agltp=a(l —e?) bzw. 1 — e — p/a. Dem-
nach betrdgt unter Beriicksichtigung der GL
(F-12) der Flidcheninhalt A der Bahnellipse
A = na’N1-¢ = na*> 2C/NGMa. Dieser
ist andererseits aber nach dem Flichensatz
iiber 4 = CT mit der Umlaufdauer 7 auf der

Ellipsenbahn verkniipft. Die Gleichsetzung
ergibt das 3. Keplersche Gesetz fiir Planeten-
bahnen:

T2 4An?

o om ks (F-16)

T Umlaufdauer auf der Ellipsenbahn,
a  groBe Halbachse der Ellipsenbahn,
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Tabelle F-4. Satellitendaten bei Erdgravitation.
physikalische Grofle Bezichung
Gravitationsfeldstirke, Erdbeschleunigung g
M, m
auf der Erdoberfliche =G r_: =981 ey (F-18)
E
. . h\~?
in der Hohe A g(h) =g, (1 + E) F-19)
n h\?
Umlaufdauver T eines Erdsatelliten auf einer Thy=2n_[Z(14—
Kreisbahn in der Hohe 4 Yo Te
= 5060s(1 + hfrg)*? (F-20)
rZ g 113
Bahnradius 7 eines Erdsatelliten mit der r= ( 2 TZ)
Umlaufdauver T 4n
=2,16-10* S% 723 (F-21)
Bahngeschwindigkeit v eines Erdsatelliten v(h) = _[rggo #
in der Hohe 4 fre
=1791-103 ? (1 + hfrg)" 12 (F-22)
2 1/3
mit der Umlaufdaver T o(T)= (@)
=1,36-10° ST“,Z Nl (F-23)
g, r2 TZ 1/3
Héhe eines Erd-Synchronsatelliten hg = (LZE) ~rg
iiber der Erdoberfliache 4m
= 35800 km (F-24)
1. kosmische Geschwindigkeit v, (Erdoberfliche) Ve = /Te 9o = 7.91-10° ? (F-25)
2. kosmische Geschwindigkeit v, (Erdoberfliche) Vyy = Uy ﬁ =112 103? (F-26)
p  Ellipsenparameter,
M Masse des Zentralkdrpers der Ellipsen- mM mM
bahn (Sonnenmasse), Eges oM vi-G o G L
k, Zentralkbérperkonstante (kz g4, = 1,01 (F-17)
101 M3/5%; Kz, gopqe = 3,36+ 10" 5 m?/s7), -
G Gravitationskonstante.
Durch Einsetzen von Gl. (F-12) und Gl. m Masse des Planeten bzw. Satelliten,
(F~13) in die Ellipsenbezichung p = a(1 —&¢*) M Masse des Zentralkdrpers (Sonnen-

1aBt sich die Gesamtenergie E,., der Planeten-

ges

bewegung auf der Ellipsenbahn berechnen:

masse),

a  groBe Halbachse der Ellipsenbahn,
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v, Bahngeschwindigkeit des Planeten oder
Satelliten am Bahnort r,, z.B. im
Ellipsenscheitel,

G Gravitationskonstante.

Auf Ellipsenbahnen, zu denen auch die Kreis-
bahn zihlt, ist die Gesamtenergie nur von der
groBen Halbachse a der Bahnkurve, der Zen-
tralmasse m und der Massee m des Umlauf-
korpers abhéngig.

Eine Ubersicht iiber die Daten der Planeten
des Sonnensystems gibt die Tabelle F-3.

F.7 Schwereeigenschaften der Erde

Mit der Erdmasse my = 5,972 - 10? kg als
Zentralmasse und dem Erdradius 7, =
6,371 - 10° m ergeben sich die speziellen Be-
ziechungen der Tabelle F-4 fiir die Gravita-
tionswirkungen der Erde. Zum Teil sind diese
auf die Héhe A der Korper iiber der Erdober-
fliche umgerechnet.

Daten der Erde, des Monds und der Mond-
bahn sind in Tabelle F-5 zusammengestellt.

Tabelle F-5. Daten der Erde und des Erdmonds.

Parameter

Erde

Erdmond

Masse

Radius im Mittel
Aquatorradius
Polradius

mittlere Dichte

Fallbeschleunigung auf der
Oberfliche

Rotationsdauer

grofe Bahnhalbachse
(Kreisbahnradius)

Ellipsenparameter

numerische Exzentrizitit
der Ellipsenbahn

Umlaufdauer
(siderische Umlaufzeit)

me=5,972 - 10% kg

Fe.m = 6371 km
re. 5 = 6378,160 km
re.p = 6356,775 km

op = 5514 kg/m?
gg = 9,80665 m/s?

Ty ¢ = 23 h, 56 min, 3,955
=8,616395 - 10*s
ag = 1,496 - 10% km

Pe = 1,496 - 10 km
& = 0,017

T, s = 365d, Sh, 48 min, 46
= 3,1556926 - 107 s

My = 0,0549 my
=7,352-10%2 kg
ru=0,273 r; = 1738 km

om = 0,61 g = 3342 kg/m3
gu = 0,166 g = 1,63 m/s?

Tam=236-100s=Ty
(gebundene Rotation)
ay = 3,844 - 10° km

Py = 3,832-10° km
6 = 0,0549

Tum=274d,7h, 43 min
= 2,360580 - 10°s
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Unter dem EinfluB von Krdften und Momen- Formédnderungen gehen die Verformungen
ten treten Form- oder Gestaltinderungen auf, nach Ende der Belastung wieder vollstindig
die beim praktischen Einsatz von Werk- zuriick; bei den plastischen Forménderungen
stoffen und geometrisch geformten Werkstiik-  nicht.

ken von Bedeutung sind. Bei den elastischen

Tabelle G-1. Wichtigste DIN-Normen.

Norm Nummer Bezeichung
DIN EN 10002 Metallische Werkstoffe; Zugversuch
DIN 50103 Priifung metallischer Werkstoffe; Hirtepriifung nach Rockwell
DIN 50111 Priifung metallischer Werkstoffe; Technologischer Biegeversuch
DIN 50115 Priifung metallischer Werkstoffe; Kerbschlagbiegeversuch
DIN 50125 Priifung metallischer Werkstoffe; Zugproben
DIN 50133 Priifung metallischer Werkstoffe; Hartepriifung nach Vickers
DIN 50145 Priifung metallischer Werkstoffe; Zugversuch
DIN 50351 Priifung metallischer Werkstoffe; Hértepriifung nach Brinell
DIN ISO 409 Metallische Werkstoffe; Hartepriifung

Tabellen zur Bestimmung der Vickershérte
DIN ISO 410 Metallische Werkstoffe; Hartepriifung

Tabellen zur Bestimmung der Brinellhdrte
DIN ISO 3878 Hartmetalle; Vickers-Hértepriifung

G.1 Spannung und Spannungszustand

Ubersicht G-1. Spannung und Spannungszustand fiir isotrope Materialien.

dF
| daF VA Spannung S = A (G-1)
\ Oy Xy Xz
ar, dA Spannungstensor T, 0, Ty,
sz sz Gz
z o Normalspannungen ¢
z
dF,
Ay (G-2)
(drei Normalspannungen: a,, 6,, 6,)
Schubspannungen t©
dF,
=g (G-3)

(sechs Schubspannungen: t,., T,,, Tyxs Tyzs Toxs Tzy)
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Ubersicht G-1 (Fortsetzung)

Einachsiger Spannungszustand

Beanspruchung nur mit Zugkraft F,

dF . 0
g, =—": =g, =
= A\ o, 7 faloy) ): A YT
Coane Flo)=h  ty=t.=1.=0
7 Filzy) }_‘ Fiir Fliche 4™ unter Winkel ¢ gilt:
K F
T, _In -
? aw—?~zcosz(p~ﬁxcosz<p
oder G-4)
g, = "7 1 + cos 2 )]
g,
’ h_F sin ¢ cos
T, =5 =~ SinQ cos
A4t 4
(G-5)
1, = — = sin(2¢)
. o\ o\
Mobhrscher Spannungskreis: <J¢, - 7" +1l= 5" (G-6)
Mittelpunkt M (% / o); Radius r = "7
dA4 Flachenelement E Tangentialkraft
A*  Fliche unter Winkel ¢ 0,,. Normalspannungen in x-, y-, z-Richtung
dF Kraftelement T Schubspannungen in i-, k-Richtung
FE,  Normalkraft
G.2 Verformungsarten
Tabelle G-2. Verformungsarten.
Verformungsart KenngroBe GesetzmaBigkeit Zusammenhang
R, 1 Dehnung ¢ | Elastizititsmodul E F £ Al (G-9) Spannung ¢
IN; Al allgemein: A 1 -
j T &= l_ do E G10 Zugbereich
| I (Form E.=F (G- |77F¢ ©-10) e
i (Form- (Hookesches Gesetz) g
O L l dnderung Hookesches Gesetz: ol " |pehnung &
A und AN=22 (G-11)
Volumen- E= g (G-8) E Druckbereich
[} £ anderung) &




Tabelle G-2 (Fortsetzung)

G.2 Verformungsarten
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Verformungsart Kenngrofie GesetzmaBigkeit Zusammenhang
an Quer- Querdehnungszahl g 6 = ﬂi =—q A’ _
—‘I% = —AL/ dehnung &, | (Poisson-Zahl) 14 {
! ! Ad g (G-13)
i i gy = — p=-—-=2 (G-12)
! | d € £g=—pt (G-14)
| | ; {(Form- AV
! { inderung —=e(1-2p) (G-15)
! ! l und 4
Volumen- 0<pu<0,5
‘F n anderung) g
d
F, allseitige Kompressionsmodul X | AV E
- —=3g(1-2 K="
| Kompres- Kompressibilitit » v ( # 31 -2
[P sion
f/‘H'—"‘,’/ i (our (G-16) (G-20)
— | ~—=  Volumen- ApV
| i o P
£ } )Uf:::{,j F dnderung) K=- AV G-17)
YF -
- L G-18)
te, K" ¢
AV = ! VA
= —xVAp (G-19)
A — 7 Scherung Schut?modul _ E _ B _E
I’ // 1 Fy (nur Form- (Torsionsmodul) G = a4 Gy G-23) |G= 20+ p)
//I / /! // dnderung) allgemein: (G-29)
Iy [ar dr
= — E E
. / i Il G, & (G-21) Leg<t
Af) S 3 2
1 speziell: (G-25)
G=" (G-22)
Y
A Flidche Ap Druckunterschied
d, Al Dicke, Dickenunterschied V, AV Volumen, Volumeninderung
E Elastizitdtsmodul & Dehnung
F Kraft £ Querdehnung
G Schubmodul [ Spannung
K Kompressionsmodul “ Querdehnungszahl, Poisson-Zahl
Iy Ausgangslinge | b Scherwinkel
I, Al Linge nach Dehnung, Lingenunterschied T Schubspannung
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Tabelle G-3. Elastische Kenngrdfien einiger Werkstoffe.
Werkstoff Elastizitits- | Querdehnungs- | Kompressions- | Schubmodul | Bruch- Zug- bzw.
modul zahl modul dehnung | Druckfestigkeit
E K G R, 0y
GN/m? GN/m? GN/m? GN/m?
Eis 9,9 0,33 10 37
Blei 17 0,44 44 5,5 bis 7,5 0,014
Al (rein) 72 0,34 75 27 0,5 0,013
Glas 76 0,17 38 33 0,09
Gold 81 0,42 180 28 0,5 0,14
Messing 100 0,38 125 36 0,05 0,55
(kaltverf.)
Kupfer 126 0,35 140 47 0,02 0,45
(kaltverf.)
V2A-Stahl 195 0,28 170 80 0,45 0,7
Tabelle G-4. Rdumliche Spannungszustdinde.
Normalspannung o Dehnung ¢ Schub- Schiebung y
spannung t
E ue 1 1
x-Komponente | g, = m (ax + . 2#) g = I3 [o,— (o, +0,)] |1,=G7, Tay = G Ty
E ue 1
y-Komponente | 6, = T4 <sy + T 2“) g, = 7 o, —u(o,+0)] |1,=Gy, Ve = e Ty
E ne 1
=-Komponente | 0, =~ (s, + 15 u) b=gln—n@ o)l (1,26 | 1=

G.3 Zugversuch nach DIN 50145

Zur Bestimmung von Zug und Druck wird
hiufig die Flachenpressung p = F/A angege-
ben. Sie ist bestimmt durch die Druckbean-
spruchung in der Beriihrungsfliche (Bild G-1).

Bild G-1. Fldchenpressung p.

Im Zugversuch nach DIN 50145 wird der
Spannungs-Dehnungs-Verlauf  verschiedener
Werkstoffe untersucht. Ublicherweise wird die
0,2-%-Dehngrenze R, , ermittelt. Beim nicht
stetigen Ubergang wird e¢ine obere Streck-
grenze R, und eine untere Streckgrenze R,
unterschieden. Eine weitere wichtige Werk-
stoffkenngroBe ist die Bruchdehnung ey bei
der das Material bricht (Bild G-2).



FlieBgrenze S

plastischer
— — - Bereich- —
plastisch - B
elastischer Bereich

P1
Elastizitats-

renze
g E1 Bruchpunkt

(Zerreil3grenze)
elastischer
Bereich

o=E¢

b) N
mm?
1300 -

1200
1100
1000
900
800 -
700 -
600
500 -
400 -
300 -
200 -
100 1
0

Spannung o

Federstahl 55 Si7

2 3 4 5 86 7 8
Dehnung ¢

0 1

G.4 Elementare Belastungsfiille
Tabelle G-5. Elementare Belastungsfille.
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G.4 Elementare Belastungsfille

c) o

Hpo,z

£%

Bild G-2. Zugversuch und Spannungs-Dehnungs-Ver-
ldufe.

a) Spannungs-Dehnungsdiagramm

b) Spannungs-Dehnungsdiagramm fiir Federstahl

¢) stetiger Ubergang elastisch—plastisch

d) unstetiger Ubergang elastisch— plastisch

Skizze Bemerkung | Normal- Schub- Dehnung Schiebung | Beispiele
spannung spannung
4 T 2 y
Zug bzw. Druck
Zug: Fy positiv | Kraft F, F, 0 a, 0 Seile, Ketten,
Druck: F, negativ | greift im 5=y 5= F Zugstibe,
Flichen- Stiitzen,
schwer- a,=0,=0 &y =& Kolben-
punkt & o, stangen,
z ~3 des Quer- Ry Druck-
F schnitts A spindeln
y an.
X
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Tabelle G-5 (Fortsetzung)

Skizze Bemerkung | Normal- Schub- Dehnung Schiebung | Beispiele
spannung spannung
4 T 2 b
Scherung
Meist tritt |0 __F o _1,, |Scherglieder,
£ Scherung =T V2= | Nieten
in Verbin-
A dung mit L = F, sonst
i Biegung 74 7=0
auf. sonst 7 =0
F,
4
y
X
Biegung
reines _ M, ~ 0 Oy 0 Kragbalken,
Biege- = T Yo =g Achsen
' moment sonst 6 =0
h i y | Mo=M, &z = z2)
—~ a,
L’yx = —qu %
bh
Iy =——
12
Torsion
reines 0 M, 10 _ 1, | Torsions-
Torsions- W= Yo TG |stibe
moment u Y .
sons
M =M, ryx=7yyz 520
sonst t =0
A Querschnittsfliche E  Elastizititsmodul (E = a/e) T  Schubspannung
F Kraft G Schubmodul (G = y/7) & Dehnung
b Breite J  Flichentriagheitsmoment y  Scherung
h Hohe M Drehmoment #  Querdehnungszahl
d Durchmesser ¢ Normalspannung




G.4.1 Biegung

Wird ein Bauteil um die x-Achse auf Biegung
beansprucht, dann wichst das Biegemoment

G.4 Elementare Belastungsfille 183

M, vom Lastangriffspunkt (M, = 0) bis zum
hochsten Wert an der Einspannstelle.

Ubersicht G-2. Belastungsfille bei Biegung.

Maximale Biegespannung
(Randspannung)

Biegemoment M,

M, =[o(y)ddy (G-27)
d4 y? d4y? J,
R L L S (G-28)
ez ed 81 ed
F,=F
$» F
M, {F =_.
bmax s 3 EJ,
b
F, = 7 F, F=-F
ab a*b* F
M, =—F = Rl
bmax = 7 Y37 EL
E =F
M ! F _ B» F
b max 2 5= ] E.’a
F
s| F F,=FK= 3
~ — 1 P F
7 M, 7 - N~
Fa e My =5 F ¥ E,
Flachentriagheitsmoment J
axiale Flichentrigheitsmomente J,
Jo={dAy* J,=[dAx? (G-29)
polare Flichentrigheitsmomente J,
Jy={rrdd=f(x*+y)dd =J +J, (G-30)
Y 4 A Steinerscher Satz bei paralleler Achse
nicht durch den Schwerpunkt S:
~X\g8 el Jo=J + Ad? (G-31)
1/ Bezugsachse
Widerstandsmoment W,
S/ TR (G-32)
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Ubersicht G-2 (Fortsetzung)

A,dA  Fliche, Flichenelement X,y Koordinatenachsen
ab Abstand von den Aufhdngepunkten s maximale Durchbiegung
e,, e, Abstand der duBersten Faser auf l Lénge

der Zug- bzw. Druckseite d Abstand vom Schwerpunkt
F Kraft r Radius
E Elastizitdtsmodul 6,4 Zug- bzw. Druckspannung
J Flachentrigheitsmoment
W, Widerstandsmoment

Tabelle G-6. Widerstandsmomente
NL =, ,Neutrale Faser*

und Fldchentrdgheitsmomente einiger Geometrien.

Widerstandsmoment
W, bei Biegung
W, bei Torsion

Flichentrigheitsmoment

J, axial, bezogen auf NL
J, polar, bezogen auf den

Schwerpunkt
_r W, = 0,098 d* J, = 0,049 ¢*
d NL W, = 0,196 4° J. = 0,0984*

! 1 9 P £

@—r W, = 0,098 (d* — d*)/d J, = 0,049 (d* — d%)
do{- -+ d NL | W =0,196(d* — d2)/d J, =0,098(d* - d)
/1 ’
*1 b W, = 0,098 a>b I, =0,0494%b
\ a2 NL W, = 0,196 a b? 049 A
*‘ b% W, =0,098(a*h — alby)a | J,=0,049(a*b — adb,)
_ 3_ 3 3p4 _ pa
aLﬁo \ a NL | H=0196(b® —agb3)b |, _ g 196" (b2 b3)
1 P n*+1
bO
W, = 0,118 &> J, =0,083a*
$ >NL W, = 0,208 J,=0,140a*
>
¢
)
+++ h NL | W, =0,167642 J, = 0,083/
¥ W, =xb*h T =nb*h
- b e
W, = 0,104 d° J, = 0,060 d*
NL W, =0,1884° J,=0,1154*

e




Tabelle G-6 (Fortsetzung)

G.4 Elementare Belastungsfille
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Widerstandsmoment
W, bei Biegung
W, bei Torsion

Flichentrigheitsmoment

J, axial, bezogen auf NL
J, polar, bezogen auf den

Schwerpunkt
T " W, = 0,120 4* J, = 0,0604*
a d W, =0,1884* J,=0,1154*
b=y (@ + dab + bY) W@+ dab + b?)
B h NL " 12Qa+ b) = 36(a + b)
L—a———lT
le-b b b —={
1 e i bR — by bR — byh3
I ) S — Y N [ - 0% J = (D
hop 1= - _fﬂ';’"‘ " 6h : 12
’ v __bu | L |
~\b0‘?0__lbol._.l “
By bo
T AT A
ho1—— - - 4+—4 h—— bh + by k3 bh + by b}
P |“s_! v 6h b= 12
bl ——lbl-—lgw%«

G.4.2 Knickung

Um ein seitliches Ausknicken eines gedriick-
ten Stabes zu vermeiden, muB} die Druckspan-
nung ¢ = F/A stets kleiner sein als die zu-
ldssige Knickspannung o, ,,. Die zulissige
Knickspannung o, ,,, wird aus der Knick-
spannung o, berechnet, unter Beriicksichti-
gung eines Sicherheitsfaktors S (je nach An-
griffspunkt der Kraft zwischen 3 und 6). Fiir
die Berechnungen wird der Schlankheitsgrad A
eingefithrt, der mit der freien Knicklinge I,

Ubersicht G-3 (Fortsetzung)

Knickfille

zusammenhéngt. S
'3 X . L4 Fall Fall2 Fall3 Fall4
Ubersicht G-3. Knickung und Knickfille. !
=2/ =/ =0707! =051
Knickung
6 = O A Querschnittsfliche
kal T g E Elastizitdtsmodul
_ J, axiales Flichentrigheitsmoment
A=h/ 4 A Knicklinge
fiir schlanke Stiibe gilt S Sicherheitsfaktor
E A Schlankheitsgrad
o, =% = =10 £J, oy Knickspannung
i Id 6, . Zuldssige Knickspannung
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Tabelle G-7. Ndherungsformelin fiir die Knick-
spannungen o, .

Werkstoff schlanke nicht schlanke

Stibe Stabe

(4 groB3) (4 kleiner)

EJ, .

akzlolkz—A a, in N/mm?
Stahl St 37 A 2100 o, =284 —0,84
Stahl St 52 A2 JVEIR, | 6, =578 —3,742
GrauguB GG25 | 1= 80 6, =760 — 127

+0,0542

Nadetholz A= 100 6, =29-0,19%

G.4.3 Torsion

Ubersicht G-4. Torsionsbeanspruchung.

Drehwinkel
_IM W
TGl G,

P

(G-39)

zylindrischer Stab
2IM
=267
Torsionsspannung t
M,

t

w
Winkelrichtgrofie c*
_nGrt

21

=c*M (G-40)

C*

(G-41)

o
*

Winkelrichtgrofe

Schubmodul

polares Flachentrdgheitsmoment
Drehmoment

Linge des Korpers

Radius des Zylinders

| Widerstandsmoment bei Torsion
Drehwinkel

Torsionsspannung

%" \Evk‘q

48

G.5 Bruchmechanik

Fir glatte Stibe gelten je nach Beanspru-
chungsfall verschiedene Nennspannungen o, .
Kerben (z.B. Rillen und Bohrungen) und
Querschnittsinderungen (z.B. Absitze und
Kropfungen) erzeugen hoéhere Spannungen
Omax» di€ mittels Formzahlen o, beriicksichtigt
werden.

Um ein Versagen des Werkstoffes durch Ver-
formung oder Bruch zu verhindern, diirfen die
Grenzspannungen g, bzw. 7, in der Praxis
nicht erreicht werden. Dazu wird ein Sicher-
heitsfaktor S eingefithrt, mit dem die zulés-
sige Spannung o, bzw. T1,,, berechnet wird
(0, = 0,/S bzw. 1, =1,/S). Es gilt fir
zdhe Werkstoffe S = 1,2 bis 4 und fiir sprode
Werkstoffe S = 2 bis 10.

Ubersicht G-5. Formzahlen «, verschiedener
Geometrien und Kerbformen.

Nennspannungen a,

Zug: 6, =F/A
Biegung: o, = M, /W, } (G-40)
Torsion: 1, = M/W,
maximale Spannung a,,,,
Ornax = O O (G-41)
A Querschnittsfldache
F Kraft
M, M, Drehmoment der Biegung bzw. Torsion
W,, W, Widerstandsmoment der Biegung bzw.
Torsion
s Ta Nennspannung
rax Maximalspannung
% Formzahl

Formzahlen «, fiir Flachstibe

akY\ 1 " l Vzk:\‘\\\ ‘
b/B=0,5. 3N

3 : b/B=0,5
< 095 \\g’ 0,95
1\\\- = 1 &:éié/
0 01 02 03 O 01 02 03rb
q d
2
HB: b“ 3.?4%*;
! h
ay [ | [ ag ] l
b/B=0.1.. l. 05 4l 02504
0,95 5l =20
> § 0,99, 2\\\Li~44\~+\
\\ ~— 1,0
1 \\%)

o 0102 03rb 0 02 0,4 0,60d/B

— — — Zug/Druck

Biegung



Ubersicht G-5 (Fortsetzung)

Formzahlen «, fiir Rundstibe

LN N
T d
.~ 74
Gl Lss
T ]
3 \ X e 3 L @D=0,5
AN 085! 2l 098
R/ Ny 2=ty
1 0,98] :F 1 F\—:——:$
0 010203/ d 0 01 02 03rd
4

ay \ [ o \
St ep=05 | 31U
zk 095 | I\
N 0,98]
=3 A
0o 01 02 03rd 0 0,1 02 0,31/d
N bohne Keil
o e 3 {
YoOain 4
afbhels O oY
74 24 t T
K ( ‘ KA t-0,1D
a |
U T om=05 3 SO
21 0,95 2_\\ =0,1250,6=0,250 __|
\(\ L 70,98 \ SN a/D=0,5
1 gl / 1 =409
0 01 02 03r/d 0 O, 1 0 2 0,3rmb
bzw. r/d
— — —Zug/Druck
Biegung —-— Torsion
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G.6 Schwingende Beanspruchung

Wenn die Beanspruchung zwischen zwei Span-
nungen, dem oberen Spannungswert ¢, und
dem unteren o, , schwankt, dann treten gerin-
gere Grenzspannungen o, auf. Die gréfite um
eine gegebene Mittelspannung schwingende
Spannung, bei der gerade noch kein Bruch
oder keine Verformung auftritt, wird Dauer-
schwingfestigkeit o, genannt. Schwankt die
Spannung zwischen zwei entgegengesetzt
gleich groBen Grenzwerten (Mittelspannung
g,, = 0), dann spricht man von Wechselfestig-
keit gy . Zwischen der Wechselfestigkeit o
und der statischen Bruchfestigkeit o, bestehen
folgende Zusammenhénge:

Stahl (Zug-Druck) ay, = (0,30 bis 0,45) o3,
Stahl (Biegung) aw = (0,40 bis 0,45) o,

Nichteisenmetalle gy = (0,20 bis 0,40) g5,
. (Zug-Druck)
Nichteisenmetalle oy = 0,30 bis 0,50 gy

(Zug-Druck)

G.7 Zeitstandverhalten

Werden Werkstoffe iliber lange Zeit erhohten
Temperaturen oder hohen Spannungen ausge-
setzt, dann kann Kriechen oder Relaxation ein-
setzen. Dabet ist Kriechen eine gleichbleibende
Verformung bei gleicher Belastung und glei-
cher Spannung. Bei der Relaxation lassen die
Spannungen bei der konstanten Verformung
nach.

Tabelle G-8. Relaxation verschiedener Werkstoffe.

Werkstoff Bauteil Oy Anfangs- Temperatur Zeit Relaxation
spannung

N/mm? N/mm? °C h %
ZAl4Cul Gewinde 280 150 20 500 30
MgAI8Znl Druck- 157 60 150 500 63
AlSi12(Cu) probe 207 60 150 500 33
Cq35 Schraube 800 540 160 500 11
40CrMoV47 Zugstab 850 372 300 1000 12
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G.8 Energie

Ubersicht G-6. Elastische und plastische Ener-
gie sowie mechanische Hysterese.

Elastische Energie

Verformungsenergie fiir die Lingen- bzw. Volumen-
dnderung von Korpern

W=(ocdlde=V|ode (G-42)

Plastische Verformungsenergie

mechanische Hysterese
eines Spannungs-Dehnungs-
Zyklus

Arbeit, die im Korper verbleibt:

Q P
W= V(_[ods+ fads)
P 2
=V{ode (G-43)

Verlustdichte w = W/V entspricht der Fliche
der Hysteresekurve

w= ?/-/ =[ode (G-44)

A Querschnittsflache
! Lidnge des Korpers
V' Volumen

W  Arbeit

w  Verlustdichte

¢  Spannung

¢  Dehnung
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G.9 Hiirte
Tabelle G-9. Hdrtepriifverfahren.
Bezeichnung | Brinell-Verfahren Vickers-Verfahren Rockwell-Verfahren
DIN 50 351 DIN 50 137 DIN 50 103
MeBprinzip ‘ F Fo
T Fy
|
! S0
!l d= d1 + d2 7’_ f
. 2 F
77 I 7 ] h
» St A
D Durchmesser der 4 T I Hartewert
Prifkugel 4 Ov
d Durchmesser des
Kugeleindrucks
F F Rockwell-B | Rockwell-C
Berechnung |HB = 0,102 i HV =0,102 4 (HRB) (HRC)
_ 0,102:2F —0189F Fy=98N F,=98N
= ~ pz 2 T 2pm je 2pm je
©D(D = /D =d) Hirteeinheit | Hirteeinheit
F =883N |F=1373N
Priifkdrper: | Priifkorper:
Stahlkugel Diamantkegel
==L Kegelwinkel
~1,5875mm | 120°
Bezugshérte-
wert 100
Angabe der | 280 HB2,3/160/20 700 HV 50/30 —
Prifoedin- D=23mm
s > 50N
n ==
sine 160 N 0,102 40N,
= = 1568 N,
0,102 t=130s
t=20s
Bemerkung vergleichbare Hirtewerte HB ~ 0,95 HV automatische Hértemessung
fir02D<d<0,7D fiir F> 49 N und
Belastungsgrad
(Brinell) 0,102 ; von
30 bis 4070 HV
Anwendungs- | weiche Werkstoffe weiche Werkstoffe mittelharte gehirtete und
gebiete (max. 450 HB) (1,96 < F < 49N), Werkstoffe angelassene
z.B. Blei 3HV (zwischen Stihle
harte Werkstoffe 35HRB und | (zwischen
(49 < F <980 N), 100 HR B) 20 HRC und
z.B. Hartmetall 70HRC)
1500 HV)




H Hydro- und Aeromechanik

Die Hydro- und Aeromechanik beschreibt Zu-
stinde und Bewegungen von Fliissigkeiten und
Gasen. Fliissigkeiten sind kaum zusammen-
driickbar (inkompressibel), aber ihre Molekiile
lassen sich leicht gegeneinander bewegen
(unbestimmte Gestalt). Gase haben dagegen
weder eine bestimmte Gestalt, noch ein be-
stimmtes Volumen (kompressibel). Sind die
Fliissigkeiten oder Gase in Ruhe, so gelten die
Gesetze der Hydro- und Aerostatik. Bewegen
sich Flussigkeiten oder Gase, gelten die Glei-
chungen der Hydro- und Aerodynamik.

In der Hydrostatik sind der Kolbendruck, der
Schweredruck und der Auftrieb von Bedeu-
tung, in der Aerostatik der Zusammenhang
zwischen Druck und Volumen (Boyle-
Mariottesches Gesetz) sowie die Abhédngigkeit
des Drucks von der Hohe (Barometrische
Héhenformel).

In der Hydro- und Aerodynamik unterscheidet
man ideal-reibungsfreie, laminare und turbu-
lente Stromungen. Thnen liegen die Newton-
schen Gesetze der Fliissigkeitsbewegungen zu-
grunde, die in den Navier-Stokes-Gleichungen
zusammengefaflt sind. Bei den ideal-rei-
bungsfreien Fliissigkeiten und Gasen gilt die
Bernoullische Gleichung, bei den laminaren
Stromungen sind die Stromungsverhéltnisse
fir Rohre, Kugeln und Platten von Bedeu-
tung. Bei den turbulenten Strémungen treten
Wirbel auf, die zum Stromungswiderstand fiih-
ren und eine Stromungsleistung erfordern. Der
Ubergang von laminarer zu turbulenter Stré-
mung wird durch die Reynolds-Zahl bestimmt,
die aus Ahnlichkeitsgesetzen berechnet wird.

Ubersicht H-2. Ubersicht iiber die wichtigsten
DIN-Normen.

DIN 1952 Drosselgerite

DIN 4320 Wasserturbinen; Benennungen
nach der Wirkungsweise und
nach der Bauweise

DIN 24255 Pumpen

DIN 24312 Fluidtechnik; Druck; Werte;
Begrifte

DIN/IEC 607 Thermodynamische Methode
zur Messung des Wirkungsgrades
von hydraulischen Turbinen,
Speicherpumpen und Pump-
Turbinen

DIN/ISO 3019  Fluidtechnik — Hydraulik;
Hydropumpen und -motoren

DIN/ISO 4391  Fluidtechnik — Hydraulik;

Pumpen, Motoren und Kompakt-
getriebe
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H.1 Ruhende Fliissigkeiten

Flissigkeiten haben keine Gestalt, sondern
nehmen die des GefdaBes an. Unter dem Ein-
fluB einer Kraft stehen die Oberflichen der
Flissigkeiten immer senkrecht zur wirkenden
Kraft. Deshalb gilt:

Unter dem EinfluB der Schwerkraft ist der
Flussigkeitsspiegel, unabhdngig von der
Gefdfform, stets waagrecht und bei ver-
bundenen Gefallen gleich hoch.

Tabelle H-1. Kompressibilitit x einiger Fliis-
sigkeiten bei einer Temperatur von 20°C.

Fliissigkeit Kompressibilitit s
1/(10® Pa)

Aceton 1,28
Benzol 0,87
Brom 0,67
Chloroform 1,16
Essigsdure 0,83
Ethanol 1,18
Glyzerin 0,21
Methanol 1,21
Nitrobenzol 0,45
Olivendl 0,63
Paraffin 0,85
Pentan 1,45
Petroleum 0,83
Quecksilber 0,039
Rizinusdl 0,48
Schwefelsdure 2,85
Terpentinol 0,83
Tetrachlorkohlenstoff 1,15
Toluol 0,91
Wasser 0,47
Xylol 0,87

H.1.1 Druck, Kompressibilitiit,
Volumenausdehnung

An jeder Stelle der Fliissigkeit wirkt ein
Druck p.

Ubersicht H-3. Druck, Kompressibilitit und
Volumenausdehnungskoeffizient.

Druck p
dF
- = H-1
P=qy (H-1)
M St 2 _
dF MafBeinheit: N/m? = Pa
1 bar = 10°Pa

dA

Kompressibilitat »

Verhiltnis der relativen Volumendnderung AV/V
zur erforderlichen Druckidnderung Ap

AV Ag
S VR oM ®-2)
AV =—xApV
H-3)
dV = —xdpV

Volumenausdehnungskoeffizient y

Relative Volumendnderung AV/V ist proportional
zur Temperaturdnderung A9

AV

70=yA8 (H-4)

(wegen gq = m/Vyund AV = Vy (1 + yA3))
=P -

e= VT T+yA8 H-5)

Flissigkeiten: y klein
ideale Gase: y=1/T,=1/273,15K ! = 0,00366 K ~*

dA4 Flichenelement

dF Kraftelement

m Masse

AV|V  relative Volumeninderung

Ap Druckdnderung
A Volumen bei 0°C
T, Normal-Temperatur (7, = 273,15K)

Y Volumenausdehnungskoeffizient
A8 Temperaturdifferenz

Ag/e  relative Dichtednderung

x Kompressibilitit




H.1.2 Kolbendruck, Schweredruck
und Seitendruck

In Gefiflen eingeschlossene Fliissigkeiten
haben iiberail den gleichen Druck, wenn der
Schweredruck vernachldssigbar ist. Bei unter-
schiedlichen Kolbenflichen A werden deshalb
verschiedene Krifte F wirksam. Angewandt

H.1 Ruhende Flissigkeiten 193

wird dieser Zusammenhang bei Aydraulischen
Pressen, wie beispielsweise Hebebiihnen,
Wagenhebern, Druckwandlern und hydrauli-
schen Bremsen.

Ubersicht H-4. Kolbendruck, Schweredruck und Seitendruck.

Kolbendruck

I 7
S 7
oy

7 ——F

(H-6.1)

(H-6.2)

P hydr
pgh
PgM

Entspricht der Gewichtskraft
einer Flissigkeitssdule F; bezogen auf
die Fliche 4

po=agh

Druck ist unabhéngig von der GefaBform:
nur die Fiillhéhe ist entscheidend (hydrostatisches
Paradoxon)

(H-7.1)

Hydrostatischer Druck py 4, = statischer Druck p, + Schweredruck p,

Pryae =Po + 09h (H-7.2)
Seitendruck
* Seitenkraft Fg
)
I hy ha
. F={ oghdd=0g | hdd = oghs4 H-8.1
I by 5 J‘QQ aghfl eghsds  ( )
2
h J 2
Do K=" = nda (H-8.2)
l a a hy
***** S
S J _J
a= = —
hS AS MS
A Fliche h Hohe
Ag  Seitenflache hg Héhe bis zum Fliachenschwerpunkt S
d4  Fliachenelement J Flachentrdgheitsmoment
a Druckmittelpunktsabstand M;  statisches Moment
F Kraft (Mg = hg Ag)
F,  Seitenkraft 0 Dichte

g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?)
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H.1.3 Auftrieb

Der Schweredruck von Fliissigkeiten und Ga-
sen ist dafiir verantwortlich, daf} alle in Fliis-
sigkeiten oder Gasen eingetauchte Korper
leichter sind als auBerhalb dieser Medien. Die
Kraft, die den scheinbaren Gewichtsverlust er-
moglicht, wird Auftriebskraft F, genannt. Sie
errechnet sich aus der Differenz aus den unter-
schiedlichen Druckkriften auf der Unterseite
(F,) und der Oberseite (F}) des Korpers.

Fa=bE—F=A(p,—p)=Agngh,—hy).
(H-9)
Da A (h, — h,) das Volumen des Ko6rpers bzw.

das durch den eingetauchten Korper wver-
drdngte Fliissigkeitsvolumen V4 ist, gilt:

(H-10)

FA =0nd I/:/erd =Myerd § = FG,verd;

on Dichte der Fliissigkeit,
g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?),
Viea  Verdringtes Fliissigkeitsvolumen,

m,,q Masse der verdringten Flissigkeit,
Gewichtskraft der verdrdngten Fliis-
sigkeit.

FG,verd

Bild H-1. Krdfte auf einen eingetauchten Korper.

Die Auftriebskraft F, ist demnach die Ge-
wichtskraft des verdringten Fliissigkeits- bzw.
Gasvolumens.

Je nach dem Gewicht F; des eingetauchten
Korpers sind drei Falle zu unterscheiden:

F; < F,: Der Koérper schwimmt.
F; = F,: Der Korper schwebt.
F; > F,: Der Korper sinkt.

Beim Schwimmen kénnen Stabilitdtsprobleme
auftreten, weil die Auftriebskraft F, im
Schwerpunkt S, der verdringten Fliissigkeits-
menge angreift, und die Gewichtskraft F; im
Schwerpunkt Sy des Korpers.



H.1.4 Bestimmung der Dichte
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Ubersicht H-5. Bestimmung der Dichte fester Korper und der Dichte von Fliissigkeiten.

Hydrostatische Waage

Ermitteln der Auftriebskraft F, aus dem Gewichts-
unterschied zwischen dem Kérper in Luft F; | und in
der Flissigkeit Fy g

FG.L_FG.E=FA=QnV9=Qng:;9=Z—:FG,L (H-11)
Dichte fester Korper gy
F

L o A SN (=12
Dichte von Fliissigkeiten gy,
on = ox(1 ~ F5 g/Fs,1) (H-13)
Eintauchen in Fliissigkeiten unterschiedlicher Dichte g;, und g,

FG.L_FG,EI (H-14)

01 = 02 Forr— Fopa

F,  Auftriebskraft
F;,. Gewicht des Korpers in Luft

F; g Gewicht des Korpers in Fliissigkeit eingetaucht

m Masse des Korpers

g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?)
Vv Volumen des Korpers

¢n  Dichte der Fliissigkeit

oc  Dichte des Korpers

H.1.5 Grenzflicheneffekte

Kohdsion und Adhdsion

Anziehende Krifte, die zwischen gleichartigen
Atomen oder Molekiilen eines Stoffes wirken,
werden Kohdsionskrifte (Zusammenhangs-
krifte) genannt. Die auch als van-der-Waals-
sche Krifte bezeichneten zwischenmolekula-
ren Krifte haben elektrischen Ursprung.
Wihrend bei Festkorpern und Flissigkeiten
starke Kohdésionskrifte auftreten, sind sie bei
Gasen relativ klein und nur bei tiefen Tempe-
raturen (nahe der Kondensationstemperatur)

feststellbar; sie verursachen Abweichungen
vom idealen Gasverhalten.

Anziehungskrdfte, die zwischen den Molekii-
len zweier verschiedener Stoffe wirken, wer-
den Adhdsionskrdfte genannt. Sie kdnnen
zwischen festen KoOrpern, zwischen festen
Kérpern und Flissigkeiten sowie zwischen
Fliissigkeiten und Gasen wirken.

Oberflichenspannung

Im Inneren einer Fliissigkeit heben sich die
Kohiasionskrifte auf. An der Oberfliche dage-
gen fehlen die nach auBlen gerichteten Krifte.
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 Flissigkeit
Bild H-2. Oberflichenspannung.

Deshalb entsteht eine ins Innere der Flissig-
keit gerichtete resultierende Kraft F,

res

Um ein Molekiil an die Oberflidche zu bringen,
mufB deshalb gegen diese Kraft Arbeit ver-
richtet werden, weshalb die Molekiile an der
Oberfliche eine Oberflichenenergie (poten-
tielle Energie) aufweisen. Wird die Arbeit dW
zur OberflichenvergréBerung auf die Oberfla-
chendnderung d4 bezogen, dann ergibt sich
die Oberflichenspannung o:

o=dW/d4; (H-15)

Weil in der Physik das Gesetz der Minimierung
der potentiellen Energie gilt, sind Flissigkeits-
oberflichen stets Minimalfldchen. Zur Mes-
sung der Oberflichenspannung ¢ wird die
Drahtbiigelmethode nach Bild H-3 herange-

zogen.

Bild H-3. Drahtbiigelmethode zum Messen der Ober-
flichenspannung.

Es gilt:

_AW_FAS__f_'

AA T 20As 21 (H-16)

F  Zugkraft am Biigel,

2/ gesamte Randlinge der Fliissigkeitshaut
(Vorder- und Riickseite),

As  Abstand zwischen Flissigkeitsoberfliche
im Biigel und in der Umgebung.

Aus Gl. (H-16) 1aBt sich der Druck p in
einer Fliissigkeitskugel mit dem Radius 7 er-
mitteln:

H-17)

Der Druck ist um so gréBer, je kleiner der
Radius der Kugel ist.

Kapillaritdt

Bei der Beriihrung von Fliissigkeitstropfen
mit einer festen Unterlage kommt es, je nach
Uberwiegen der Adhisions- iiber die Kohi-
sionskréfte, zu einer Benetzung oder nicht.

Von besonderer Bedeutung ist die Kapillarwir-
kung in engen Rohren. Es gilt fiir die kapillare
Steighohe £

steig*

20,,c08a
steig = ’

H-18
0gr (H-18)

gy, Oberflichenspannung zwischen gasfor-
miger und fliissiger Phase,

o« Winkel zwischen fester Phase und Fliis-
sigkeitsoberfliche,

] Dichte der Fliissigkeit,

g  Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?),

r Radius des Rohres.

Wie Gl. (H-18) zeigt, hdngt die Steighdhe
hyeis neben Materialkonstanten nur vom
Radius r ab: Je kleiner der Radius, desto
hoher die Steighdhe: Ay, ~ 1/r.

steig



Tabelle H-2. Kapillaritit und Benetzung.
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Benetzungsform Benetzung keine Benetzung
Ursache Adhisionskréfte > Kohisionskrifte Adhisionskrifte < Kohdsionskriifte
Wirkung Ausbreitung der Fliissigkeit Fliissigkeit zieht sich
auf der Oberfliche des festen Korpers tropfenférmig zusammen
Skizze gasférmig (1) gasformig (1)
flussig (2) E
Otz /o
o) -
/ 7 /
////// e &) 097,
Gleichung 015, COSU =05 — 0,3
Randwinkel 05 §g ; <a<m
Kapillaritat Kapillardepression
z.B.
Quecksilber

H.2 Ruhende Gase

Bei Gasen sind die Kohdsionskrifte vernach-
ldssigbar klein. Deshalb sind sie unbestimmt in
Gestalt und Volumen.

H.2.1 Druck und Volumen

Sind Temperatur 7 und Stoffmenge v kon-
stant, dann gilt das Boyle-Mariottsche Gesetz,
nach dem das Produkt von Druck p und Volu-
men ¥V konstant ist:

pV = konstant oder P1_ 14! ; (H-19)
r: N
Pi.p,  Anfangs- bzw. Enddruck des Gases,
Vi, ¥V, Anfangs- bzw. Endvolumen des

Gases.

Der Gasdruck wird haufig als Uberdruck p;
(Differenz zwischen Innendruck p und duBe-
rem Luftdruck p, = 10° Pa) angegeben:

Pa=P—DPp- (H-20)

Ist der Luftdruck p; gréBer als der Gasdruck,
dann existiert ein Unterdruck.

H.2.2 Schweredruck

Der Schweredruck p (Druck der iber der
Bezugsebene stehenden Gassédule) eines Ga-
ses fallt mit zunehmender Hohe h (bei glei-
cher Temperatur) exponentiell (barometrische
Héhenformel).
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Ubersicht H-6. Barometrische und internationale Hohenformel.

Barometrische Hohenformel

2 Togh

p=poe” poT (H-21)

P Luftdruck in Hoéhe 4

po  Luftdruck an der Erdoberfliche

0o  Dichte der Luft an der Erdoberfliche
(0o = 1,293 kg/m>)

g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?)

h Hoéhe iiber der Erdoberfliche

T, T, Temperatur, T, = 273,15 K

Alle 8 m verringert sich an der Erdoberfliche der Luftdruck um 100 Pa. In 5,4 km Hohe ist der Luftdruck halb
so groB3 wie an der Erdoberfliche.

Fiir p, = 1,01325 - 10° Pa und 9 = 0°C gilt:

p=pge H199km (H-22)
oder
h=184kmlg <@)

14

Internationale Hohenformel
Berticksichtigt die Temperaturabnahme mit steigender Hohe. Gilt bis zur Tropopause (11 km).

p=1013-105Pa{1— - .4 T (H-23)
. 788 km

P, Normdruck (entspricht dem Jahresmitteldruck auf Meereshohe)
p., = 101325 Pa (1013,25 hPa)

Der tatsdchliche Luftdruck ist von der Temperatur, dem Ort und dem Wetter abhingig.

Dichteverlauf

6.5 4,255
= 3 —_. -
0 =1,2255kg/m (1 558 h) (H-24)




H.3 Stromende Fliissigkeiten
und Gase

In der Stromungsmechanik wird der Transport
von Massen (Flissigkeiten oder Gasen) be-
schrieben, der wegen der Schwerkraft oder
aufgrund von Druckdifferenzen unter Beriick-
sichtigung der Reibungskrdfte zustande-
kommt. Nach dem Newtonschen Gesetz tre-
ten Beschleunigungen (Summe der Krifte
dividiert durch die Masse) auf, wenn die
Summe dieser drei Krifte nicht null wird.
Wird die Bewegungsgleichung auf Kraftdich-
ten (Kraft pro Volumen) umgerechnet, dann
ergibt sich als Bewegungsgleichung die Navier-
Stokessche Gleichung fir inkompressible
Medien (Ubersicht H-1):

d
0 = Ky — gradp + nAv; (H-25)
de LT g R T T
Kraft- 4uflere  Druckkraft- Reibungskraft-
dichte  Kraft dichte dichte
pro
Volumen
Dichte der Flissigkeit (des Gases),
dv/dt  Beschleunigung des Teilchens am Ort
des Teilvolumens,
Ky dullere Kraft pro Volumeneinheit,
grad p Gradient des Druckes,
n dynamische Viskositit,
A Laplace-Operator

0? o? a2
(A=W+ 2+az>

Wie Ubersicht H-1 zeigt, kénnen die Stro-
mungen in reibungsfreie, laminare und fur-
bulente eingeteilt werden, fiir die entspre-
chende Teile der Navier-Stokes-Gleichungen
gelten.

H.3.1 Ideale (reibungsfreie) Stromungen

Die Strémung idealer Flussxgkelten und Gase
ist reibungsfrei. Hierbei gilt der in Ubersicht
H-1 dargestellte Teil der Navier-Stokes-
Gleichung.
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Fiir die idealen Strémungen gelten zwei Glei-
chungen:

1. Massen-Erhaltungssatz
( Kontinuitdtsgleichung )

2. Energie-Erhaltungssatz
( Bernoulli-Gleichung )

Fir diesen Fall lassen sich analoge Gesetz-
méBigkeiten auch auf die Warmelehre (Trans-
port von Wirme) und die Elektrizitdtslehre
(Transport von Ladungen) itbertragen. Dabei
kénnen mit Hilfe der Potentialtheorie und mit
komplexen Funktionen stromungstechnische
Probleme gelost werden.
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Ubersicht H-7. Massen- und Energie-Erhaltungssatz.

Massen-Erhaltungssatz (K ontinuitdtsgleichung)

dm
Massenstrom n = m = konstant

Fiir inkompressible Flissigkeiten gilt
(da ¢ konstant):

dv
Volumenstrom o V = konstant

(kleine Flichen, hohe DurchfluBgeschwindigkeiten
und umgekehrt)

| dmjdr = 0,0, 4, = 0,0, 4, = ¢ v 4 = konstant H-26.1) |

[ dVjdt = (dm/dt)jo = A v = konstant (H-26.2) l

Energie-Erhaltungssatz (Bernoulli-Gleichung)

1
%1 p o+ sm 02 + mgh = konstant (H-27)

Druckenergie + kinetische Energie + potentielle Energie = konst.

Auf den Druck p umgerechnet, ergibt sich die Bernoulli-Gleichung

Druck |(D Energie @@

statischer Druck p, Druckenergie statischer

dynamischer £ =ﬂp Druck
Druck pvi o P p P2
5 kinetische

geodatischer %. _m:
Druck  pohy L2 dynamischer pv2
potentielle E"ergie\ Druck )

geodétischer
Druck pgh,

Epm =mgh
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Ubersicht H-7 (Fortsetzung)

pi+ ool +ogh, =p, + o v} + ogh, = konstant (H-28)
oder
p + 100? + ogh = konstant
statischer + dynamischer Druck + Schweredruck = konstant
Druck (Staudruck) (geoddtischer
Druck)
A DurchfluBfliche des stromenden Mediums p Druck
dm/dt Massenstrom h  Hohe
dV/dt Volumenstrom m Masse
v Geschwindigkeit der Stromung ¢ Dichte des stromenden Mediums
g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?)

Tabelle H-4. Druckmessung in Stromungen.

Bezeichnung Drucksonde Pitot-Rohr Prandtlsches Staurohr

Skizze

i<
Hi

Pstat Pstat + Pstau
\J ‘ T

Differenzmessung von

Pitot-Rohr und Drucksonde
MeBgrofe statischer Druck statischer Druck Staudruck,

und Staudruck Stromungsgeschwindigkeit
0 vl 0 UZ
Berechnungs- | p = pya Pyes = Paac + 5~ Pogn =~
& 2 2
Formel
2den

U=

Q
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Ubersicht H-8. Volumenstrommessung durch Drosselgerdte nach DIN 1952.

Venturi-Diise Einlaufdiise

AP
P1= P2 = APt

T

Berticksichtigung der Reibungsarbeit W; und des Kompressionsverlustes Wy am Drosselgerit:

1, o, W W
ntsevi=ntien gty (H-29)

Die Verlustanteile werden auf die kinetische Energie der Stromung bezogen und als Expansionszahi ¢
(Kompressionsverlust) oder als Durchflufizahl o (Reibungsverlust) beriicksichtigt:

[ WAV

e= [1—K H-30

%szzz. ( )
WAV

a=_[1——4% H-31
%sz% ( )

Stromungsgeschwindigkeit v, an der Drosselstelle:

v, = ae Ml— (H-32)
0 (1 _&.ﬂam)
? @ A%
Volumenstrom d¥/dt = A4, v,:
2 —_
dV/di = aed, L‘f)—w (H-33)
. (1 _@,ﬁaz£z>
2 2 A%

Das Korrekturfaktorprodukt o¢ ist von der Bauweise des Drosselgerdtes abhingig (fiir Normdrosseln in
DIN 1952 tabelliert). Fiir Venturi-Rohre, die hiufig zur Bestimmung der Stromungsgeschwindigkeiten einge-
setzt werden, ist ce = 1.

A,, A, Fliche der Eintrittstelle, Austrittstelle AV Volumenelement
(Drosselstelle) Wi, Wy Reibungsarbeit, Kompressionsverlust

v, v, Geschwindigkeit an der Eintrittstelle, 21, 02 Dichte an der Eingangstelle, Drosselstelle
Drosselstelle o DurchfluBzahl (Reibungsverlust)

P1> P, Druck an der Eintrittstelle, Drosselstelle € Expansionszahl (Kompressionsverlust)
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Ubersicht H-9. Ausflieflen von Fliissigkeiten.

kleine Bodenoffnung

1 o v=u/2gh
ar P
Th o = kAV2gh (H-34)
1= gpa AusfluBzahl
@ Geschwindigkeitsziffer
(Wasser: ¢ = 0,97)
o Kontraktionszahl

(AusfluBform; scharfkantig: « ~ 0,61)

v=y./2gh
dv
—(E=uA«/2gh (H-35)
s=2u/hh,
4
S NPT (H-36)

v=p 2<gh+&>
4

av
w4 |2 <gh +5> (H-37)
dt 0

(H-38)
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Ubersicht H-10. Saugeffekte durch Erhihen der Stromungsgeschwindigkeit.

Pges
statischer dynamischer Druck
a Druck Pstat1 Y )
x P v
‘é Pdyn = T
a Paynt
Vi

Geschwindigkeit v

Mit zunehmender Stromungsgeschwindigkeit
nimmt der Betriebsdruck p ab. Es entstehen
Saugeffekte.

Effekt p + %vz = konst.

Beschreibung

Zerstauber

Punkt A: Stromungsgeschwindigkeit v nimmt zu;
dadurch wird der Betriebsdruck p kleiner.

Der Luftdruck p, 148t die Fliissigkeit im Steigrohr
steigen, so dal sie zerstaubt.

'Rezipient

Punkt A: Héhere Stromungsgeschwindigkeit v;
dadurch nimmt Umgebungsdruck p ab, Luft wird
angesaugt und ein Rezipient leergepumpt.

Aerodynamisches Paradoxon

Platten: Hohe Stromungsgeschwindigkeit zwischen
den Platten; dadurch nimmt der statische Druck p
ab; der Luftdruck p, driickt die Platten aneinander.

Oberfliche: Durch Rotation des Zylinders nimmt die
Stromungsgeschwindigkeit v an der Oberseite zu;
dadurch nimmt der statische Druck p ab, so daB eine
Querkraft F (Magnuskraft) entsteht.
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H.3.2 Stromungen realer Fliissigkeiten
und Gase

H.3.2.1 Laminare Strémung

Laminare Stromungen sind, wie Ubersicht
H-1 an Hand der Navier-Stokesschen Glei-
chung zeigt, Stromungen mit innerer Reibung.
Dabei gleiten die einzelnen Flissigkeitsschich-
ten (Laminate) mit verschiedenen Geschwindig-
keiten iibereinander, ohne sich zu vermischen.
Es entsteht ein Geschwindigkeitsgefille dv/dx.

Ubersicht H-11. Laminare Stromung.

d
Y
. dv
Reibungskraft F,=n4 o (H-39)
K dv

=—=5— H-40
Schubspannung 1 v ] e ( )
Temperaturabhingigkeit der dynamischen
Viskositét n
Fliissigkeiten 5 = Beb/T (H-41.1)
Gase n=noT/Tp (H-41.2)

(nicht druckabhdngig, wenn mittlere freie
Weglinge der Molekiile wesentlich kleiner als
GefidBdimensionen)

1
Fluiditit @ = p (H-42)
kinematische Viskositit v = g (H-43)
A Beriihrungsflache
B, b empirisch ermittelte Konstanten
K Reibungskraft
T, T,  Temperatur, Bezugstemperatur
dv/dx  Geschwindigkeitsgefille
n, g dyn. Viskositdt, dyn. Viskositét bei T

I Dichte

Tabelle H-5. Dynamische Viskositit n und
kinematische Viskositdt v einiger Fliissigkeiten
(bei 20°C) und Gase (bei 0°C).

Flussigkeit dynamische | kinematische
Viskositdt n | Viskositit v
107 3Pa-s mm?/s
Aceton 0,33 0,41
Ameisensdure 1,80 1,45
Benzol 0,65 0,74
Chloroform 0,58 0,37
Essigsdure 1,23 1,17
Ethanol 1,21 1,50
Glyzerin 1485 1175
Methanol 0,59 0,75
Nitrobenzol 2,0 1,68
Olivenol 81 88
Pentan 0,23 0,37
Quecksilber 1,56 0,12
Rizinusol 985 1932
Schwefelsdure 30 15
Terpentindl 1,47 1,72
Tetrachlorkohlenstoff 0,98 0,62
Toluol 0,59 0,68
Wasser 1 1
Xylol 0,59 0,70
Gas dynamische | kinematische
Viskositdt n | Viskositit v
107 %Pa-s mm?/s
Chlorwasserstoff 13,0 8,1
Ethan 8,7 6.4
Ethylen 9.3 7,5
Helium 18,9 104,5
Kohlendioxid 13,8 7,0
Kohlenmonoxid 16,7 13,5
Krypton 23,5 6,3
Luft 17,4 13,5
Methan 10,1 14,3
Neon 30,1 33,3
Propan 7,7 3,8
Sauerstoff 19,5 13,5
Schwefeldioxid 11,7 4.0
Schwefelwasserstoff 11,7 7,5
Stickoxid 18,1 13,3
Stickstoff 16,4 13,3
Wasserstoff 8,4 94,1
Xenon 21,2 3,6




Bernoulli-Gleichung bei Reibung

Die Reibungskraft £, verursacht in einer Stro-
mungsréhre (Ubersicht H-7) einen Druckver-
lust p, und vermindert dadurch die Druck-
differenz p, — p,. Es gilt:

0gh,+ievi+pi=0gh,+ 003 +pr+p,
(H-44)

¢ Dichte des Mediums,

g  Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?),
h, Hohe an der Stelle 1,

h, Hohe an der Stelle 2,

v; Geschwindigkeit an der Stelle 1,

v, Geschwindigkeit an der Stelle 2,

p; Druck an der Stelle 1,

P> Druck an der Stelle 2,

p, Druckverlust infolge der Reibung.

In der Praxis wird der Druckverlust oft als
Verlusthohe h, angegeben. Sie entspricht der-
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jenigen Hohe, um die der ZufluBl angehoben
werden mufl, um am AusfluB denselben
Druck wie im reibungsfreien Fall zu erreichen.
Es gilt:

Py =Qghv (H_45)

Fiir die Verlusthohe 4, in geraden Rohrleitun-
gen mit konstantem Querschnitt gilt:

2

hy=2A>—;

2dg’ (H-46)

Rohrreibungszahl (dimensionslos),
Lénge der Rohrleitung,
Stromungsgeschwindigkeit,
Durchmesser des Rohres,
Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?).

@ AT ™~

Ubersicht H-12. Laminare Stromungen in einem Rohr ( Hagen-Poiseuillesches Gesetz), um eine
Kugel (Stokessches Reibungsgesetz) und zwischen Platten.

Rohr v(r) = %% (R*-1r%) Stromungsgeschwindigkeit
RI ¥ _nR*p, - py)
| vir) FTi Py Volumenstrom
P1 P2 dm _ nR*(p,—py)
o ML P M
/ ar 81 assenstrom
K =8nnlv, Reibungskraft
dv/de
Uy = n1/22 =0(0)/2 mittlere Geschwindigkeit
R Rohrradius
2gr? —
Kugel = M Sinkgeschwindigkeit einer fallenden
- Kugel
F =6nnrv Reibungskraft

_ 297 (o — o)

Viskositit aus Kugelfall-
geschwindigkeit

(gx Dichte des Korpers, og, Dichte der Fliissigkeit)
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Ubersicht H-12 ( Fortsetzung)

Platte v(x) = 1% (@®> — x?) Stromungsgeschwindigkeit
" (Profil)
b7 4V 2b(p, — ppa’
Z. dv _2b(p, —py)a® Volumenstrom
Tx dr 3nl
2a d 2b(p, —pya’
o Y M Massenstrom
p 5 dr 3nl
1 2
i‘; ] 6nibu, .
F = 2 Reibungskraft
dv/dt
v, = / mittlere Geschwindigkeit
2ab
H.3.2.2 Turbulente Stromung Grenzschicht

Bei der turbulenten Stromung entstehen Wir-
bel und damit eine Widerstandskraft Fy . Sie
setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, der
Reibungskraft Fy an der Korperoberfliche
und der Kraft der Druckdifferenz vor und hin-
ter dem umstromten Korper.

Bei der Umstromung von Korpern bildet
sich eine Grenzschicht der Dicke D aus, inner-
halb der die Stromungsgeschwindigkeit von
v=0m/s auf den vollen Wert ansteigt. Es
wird zunéchst eine laminare und spéter eine
turbulente Grenzschicht gebildet.

Ubersicht H-13. Stromungswiderstand und Stromungsleistung.

reiner reiner Reibungs- und
Reibungswiderstand Druckwiderstand Druckwiderstand

T

o

S

ldngs iiberstromte
Platte

quer angestromte
Platte

iiberstromte
Kugel

Widerstandskraft Fyy = cy % Av?

Stromungsleistung P = ¢y % Av?

(H-47)

(H-48)

A gegen die Stromung stehender Querschnitt
(Schattenfliche)

Fy,  Widerstandskraft

P Stromungsleistung

¢w Widerstandsbeiwert (dimensionlos)

v Relativgeschwindigkeit zwischen Korper und Medium

Dichte des strémenden Mediums




Tabelle H-6. Widerstandsbeiwert einiger Kor-
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Tabelle H-6 ( Fortsetzung)

per.
Korper Widerstandsbeiwert Korper Widerstandsbeiwert
Cyy Cw
Platte 1,1 bis 1,3 Halbkugel (hinten) mit Boden 1,2
ohne Boden 1,3
langer Zylinder Re>5-10° Kegel mit Halbkugel 0,16 bis 0,2
cw=0,35 _
5-102 <Re<5-10°
cyw=12 -
Halbkugel mit Kegel 0,07 bis 0.09
Re>10°
ew=0,18 E—
10® < Re < 10° o
= 0,45 Stromlf.‘rllenkorper 0,055

Halbkugel {vorn)

=(

mit Boden 04
ohne Boden 0,34

Il

Ubersicht H-14. Laminare und turbulente Grenzschichten.

Beschleunigung

laminare
Grenzschicht

Umschlagspunkt

Verzégerung

/—/Cr//{r/

turbulente
Grenzschicht

laminare Grenzschicht

turbulente Grenzschicht

Geschwindigkeits-
verteilung

| v
|
|

A

!

ungestorte
Stromung

turbulente

D,
/' Grenzschicht

T

minare Grenzschicht

Z

Grenzschicht D

4
D= 0375y
v

v kinematische
Viskositit

209
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Ahnlichkeitsgesetze

Um Stromungsvorginge im Labor studieren
zu konnen, werden sie in dhnlichen Modellen
abgebildet. Dabei unterscheidet man zwischen
geometrischer und hydromechanischer Ahn-
lichkeit.

Reynolds-Zahl Re

Wirken duBere Druck- und Reibungskrifte,
so ist fiir die hydromechanische Ahnlichkeit
die Reynolds-Zahl Re maB3gebend. Die Varia-
ble L ist eine charakteristische Lénge. Sie wird
durch den Versuchsaufbau bestimmt, mit dem
die Reynolds-Zahl gemessen wird (z.B. ein
Rohr- oder Kugeldurchmesser oder die Linge
einer Platte).

Re = =—; (H-49)
n

¢ Dichte des stromenden Mediums,

v Relativgeschwindigkeit zwischen Korper
und Medium,

n dynamische Viskositit,

v kinematische Viskositét.

Reynolds-Zahlen, oberhalb derer die Stro-
mung turbulent wird, werden kritische
Reynolds-Zahlen genannt.

Tabelle H-7. Kritische Reynolds-Zahl Re,
sowie Rohrreibungszahl 7. bzw. Widerstands-
beiwert ¢y, (bei Re < Rey,,) fiir verschiedene
Stromungsgeometrien.

Re,;, Aoy
kreisrundes 2320 . 64
Rohr ‘=R
Kugel 1,7-10° bis 4-10° | ¢ —E
& ’ Y Re
1,328
Platte 3,2 - 10° bis 10°® Cw =
+/ Re

In der Praxis ist man auf empirische Messun-
gen angewiesen, die laminare und turbulente
Bereiche beschreiben.

Tabelle H-8. Rohrreibungszahl i und Widerstandsbeiwert cy, fiir Rohre mit dem Durchmesser D
und Platten mit der Liinge | in Abhdngigkeit von der Rauhigkeit k und der Reynolds-Zahl.

laminare turbulente Grenzschicht
Grenzschicht - - " 3
hydraulisch glatt hydraulisch rauh Ubergangsgebiet
Rohre Blasius Nikuradse Colebrook
2,51 k
=8 g =231 i=2lg<2>+1,14 L:-zlg( +o,27—>
Re */Re \/;. k \/Z Reﬁ D
(2320 < Re < 10%)
Prandtl/Karman
1 21 (Re ﬂ)
N
o x 0,309
¥ " 1g(Re/T?
Platten Voraussetzung: ¢y, aus empirischen Tabellen-
0,0745 k werken
Cw = 1,328 Oy = Re - =100
\/Ig 3/Re !
0,418
Cw = 1\\2.53
2+1g| -~
( e (k))




Froude-Zahl Fr

Sie beschreibt die Ahnlichkeit von Strémun-
gen, wenn vor allem die Schwerkraft Fg von
Bedeutung ist (z.B. beim Fordern von Sand
oder Bewegen von Schiffen in Gewdéssern).
Thre Gleichung lautet:

v

JLg’

v Relativgeschwindigkeit zwischen Korper
und Medium,

Fr =

(H-50)
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L charakteristische Linge des Korpers
(z.B. Rohrdurchmesser, Kugeldurchmes-
ser, Plattenldnge),

g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?).

Auftrieb bei umstrémten Korpern

Treten bei der Umstromung von Kérpern an
der Oberseite hohere Geschwindigkeiten als
an der Unterseite auf, dann entsteht an der
Oberseite ein Gebiet des Unterdrucks und auf
der Unterseite ein Gebiet des Uberdrucks, und
daraus eine Auftriebskraft F, . Zusammen mit
der Widerstandskraft F, entsteht eine resultie-
rende Kraft F,. Sie greift am Druckpunkt P
an.

Ubersicht H-15. Dynamischer Auftrieb an umstromten Korpern.

Anstellwinkel a(< 15°)

Auftriebskraft Fo=c, % Av? (H-51)
Widerstandskraft Fy = cw % Av? (H-52)
t ,
Drehmoment M= 3 0 Av*r(c,cosa + cy sina)
1
=§cMgA v?! (H-53)
K
Gleitzahl g= Yo
F, ¢,
Cas 0w Auftriebsbeiwert, Widerstandsbeiwert
[ Momentanbeiwert (cy/ = r(c,cosa + ¢y sina)
A Fliigelflache
F,, F, Auftriebskraft, Widerstandskraft
M Drehmoment
I Flugellange
r Abstand zum Schwerpunkt
o Anstellwinkel
£ Gleitzahl
0 Dichte
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Bernoulli-Gleichung fiir kompressible Medien

Gase zeigen bei hohen Strémungsgeschwin-
digkeiten (v > 0,3¢; ¢: Schallgeschwindigkeit)
nicht vernachléssigbare Dichtednderungen.

Pumpen

Pumpen sind Arbeitsmaschinen zum Fordern
fliissiger Medien von einem niedrigen Energie-
niveau /, zu einem hoheren h, . Pumpenkenn-
linien zeigen die Forderhohe H, in Abhingig-

Ubersicht H-16. Bernoulli-Gleichung fiir kom-
pressible Medien.

Allgemeine Bernoulli-Gleichung
2
v

> (H-54)

d
+ [zp = konstant

Adiabatische Strémungen idealer Gase:
p/o* = konstant

x
2_ konstant
x—1¢

NkaN

+ (H-55)

Ideale Gase: x = ¢ /(c, — R;)
2
v

— + ¢, T = konstant (H-56)

c,, ¢y spezifische Wirmekapazitiit bei konstantem
Druck, Volumen

keit vom Forderstrom Q (Q = 4 v). Die Kenn- 2 Druck
linie zeigt einen statischen Anteil, der vom l;j {lr_ldmduelle Gaskonstannte
Forderstrom unabhéngig ist und einen dyna- Ge;:f;vrv?;‘:igkei .
mischen A(ltezl, der eine Funktion des Forder- x Isentropenexporent (x = ¢, /cy)
stroms Q ist.
Ubersicht H-17. Pumpe und Pumpenkennlinie.
va-vg +h
s v
< < Anlagenkennlinie 2g
2 ° Ha=HQ) )
2 S dynamischer
s 2 Antei
@
2 2 B S
© e A |statischer
3 ' i Anteil
S e i N
he Eintritt 6 i A Forderstrom Q
| P9
N Pa—p. U200
Forderhohe H, = (h, — h,) + + +h, (H-57)
] 2g
— 2 A2 _ 2 AZ
oo h, — 4 P Pe y QAT QYA
0y 2g
h,, h,, h, Austrittshohe, Eintrittshohe, Verlusthéhe
A, A, Austrittsfliche, Eintrittsfliche
g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s?)
Pas Pe Austrittsdruck, Eintrittsdruck
o Forderstrom (Q = 4 - v)
v,, U, Austrittsgeschwindigkeit, Eintrittsgeschwindigkeit
H, Forderhdhe

>

Dichte des zu fordernden Mediums

L3




H.4 Molekularbewegungen

Wihrend die Atome in Festkdrpern um einen
festen Punkt im Kristallgitter schwingen, bewe-
gen sich die Molekiile in Fliissigkeiten um eine
verdnderliche augenblickliche Lage. Bei Ga-
sen fehlt die Kohédsionskraft weitgehend, wes-
halb sich dort die Molekiile mit relativ hohen
Geschwindigkeiten bewegen konnen. Die re-
gellose Bewegung in Fliissigkeiten und Gasen
wird Brownsche Molekularbewegung genannt.

H.4.1 Diffusion

Unter Diffusion versteht man die Mischung
zweier Stoffe (meist von Flissigkeiten und Ga-
sen) ohne Einwirkung von duBeren Kréften. Der
Massenstrom dm/d: folgt dabei dem Konzen-
trationsgefille, das durch den Dichteunterschied
do/dx beschrieben wird (Ficksches Gesetz):

. _pade,

@ - PG (H-58)

D Diffusionskoeffizient
(Einheit: z. B. m?/s),
de/dx Dichtegefille in x-Richtung,
A senkrecht durchstrémte Fliche.

Osmose

Unter Osmose versteht man eine Diffusion in
nur einer Richtung. Haufig findet sie bei Fliis-
sigkeiten statt, die durch eine semipermeable
Scheidewand getrennt sind. In diesem Fall
konnen nur die Molekiile einer Sorte durch-
diffundieren, weil die Poren so groB sind, daB

Tabelle H-9. Bezeichungen von Lisungen.
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semipermeable Membran

Bild H-4. Osmotischer Druck.

nur die Molekiile der einen Sorte durchgehen.
Dadurch entsteht in dem einen Raum ein Uber-
druck, der osmotische Druck. Die Osmose ist
dann beendet, wenn der osmotische Druck
Dosm SO groB ist, daB ebenso viele Molekiile
wieder durch die semipermeable Wand zu-
riickgedriickt werden, wie hineindiffundieren.

Der osmotische Druck p,,, gehorcht dem
Gasgesetz (Abschn. O):

VR, T
Posm = vV > (H_59)
Stoffmenge,

by <

» molare Gaskonstante

(R, = 8,314J/(mol - K)),
absolute Temperatur,
Gesamtvolumen der Losung.

=™~

H.4.2 Losungen

‘Wenn Teile eines Stoffes gleichméBig in einem
andern verteilt sind, spricht man von dispersen
Losungen. Je nach Aggregatzustand des geld-
sten Stoffes in der Losung sind andere Be-
zeichnungen tiblich.

geloster Stoff | fest fliissig gasformig
Losung
fest festes Sol feste Emulsion, pordser Korper
(Glas) Gel
fliissig Suspension Emulsion Schaum

dispers (Gleichverteilung)
molekular-dispers
(Teilchen in MolekiilgroBe)
kolloid-dispers

(sehr kleine Stoffteile:
10"*mm bis 10”8 mm

gasfOrmig

Rauch, Aerosol

Aerosol, Nebel




J Schwingungen und Wellen

Ubersicht J-1. Wichtige Normen.

DIN 1311 Schwingungslehre

Blatt 1 Kinematische Begriffe

DIN 1311 Schwingungslehre

Blatt 2 Einfache Schwinger

DIN 1311 Schwingungslehre

Blatt 3 Schwingungssysteme mit endlich
vielen Freiheitsgraden

DIN 1311 Schwingungslehre

Blatt 4 Schwingende Kontinua, Wellen

Bei Schwingungen und Wellen finden periodi-
sche Zustandsdnderungen statt. In mechani-
schen Systemen (im festen, fliissigen und gas-
formigen Zustand) werden die potentielle und
kinetische Energie periodisch bewegt, und in

elektromagnetischen Systemen betrifft dies die
elektrische und die magnetische Feldenergie.
Die Periodizitdt des Energicaustausches wird
beschrieben durch die Schwingungsdauer T fir
einen Energieaustauschzyklus bzw. durch die
Frequenz f, die die Anzahl der Zyklen je Zeit-
cinheit angibt:

f=1T. J-1

J.1 Schwingungen

Bei freien Schwingungen wird ein Schwinger
einmalig aus seiner Ruhelage entfernt und sich
selbst iiberlassen. Er schwingt im ungeddimpf-

Tabelle J-1. Einteilung der harmonischen Schwingungen.

freie Schwingung

erzwungene Schwingung

Feder fo

~A b

Modell Erreger

A—YE

Resonator

. f
7 2 . 1

r—==—nm

i s 77
0
einmalige Auslenkung periodische Erregung von aulen
unge- |7V -
dimpft | . To ] y i y |
V1 t A } 180° L
. Ys ! 90°
J/2‘ JY4 i 0°
fe=fy £ fe=1, fe
zeitlich konstante Amplitude:
Pr=0=03=J,
- y -
ge ? ) — Ti>T
dampft Y1 d —7 a-’e y

zeitlich abnehmende Amplitude:
V1> 0> 93>0

m
Y. E——
S*




ten Fall mit einer konstanten Eigenfrequenz f,,
und seine Auslenkung y (#) schwankt zwischen
zwei konstanten Maximalwerten (Amplituden
). Bei geddmpften freien Schwingungen
nimmt die Amplitude im zeitlichen Verlauf
ab. Ferner ist die Frequenz der geddmpften
Schwingung f4 kleiner als die Eigenfrequenz £,
der ungeddmpften freien Schwingung.

Wird einem schwingungsfahigen System (Os-
zillator) durch einen Erreger eine Erregerfre-
quenz fi aufgezwungen, so werden erzwungene
Schwingungen stattfinden. Ist die Erregerfre-
quenz f gleich der Eigenfrequenz f,, des Oszil-
lators, dann tritt Resonanz ein. Im ungeddmpf-
ten Fall wichst die Amplitude auf einen
unendlich groBen Wert an (Resonanzkatastro-
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phe); im geddmpften Fall erreicht die Ampli-
tude cinen endlichen Maximailwert.

J.1.1 Freie ungediimpfte Schwingung

J.1.1.1 Grundlagen

Die wichtigste Eigenschaft aller Schwingun-
gen ist die Periodizitdt, d.h., bestimmte Zu-
stinde kehren in konstanten Zeitabstinden
wieder.

Dies wird mathematisch durch die harmoni-
schen Funktionen Sinus bzw. Kosinus be-
schrieben.

Tabelle J-2. Charakteristische Kenngrifien ungeddimpfter Schwingungen.

KenngréBe LBedeutung

Periodizitt

Periodendauer T

oder Minima)
Frequenz f

f=1T 1Hz=1s""

2
Kreisfrequenz o w=2nf= Tn g !

Zeitspanne zwischen zwei aufeinanderfolgenden, gleichen
Schwingungszustinden (z. B. zeitlicher Abstand zwischen zwei Maxima

Anzahl der Schwingungen je Zeit

Auslenkungen

Augenblickswert y(z)
Amplitude 3

momentane Auslenkung zur Zeit ¢
maximaler Wert der Auslenkung (fiir sin (w¢ + ¢,) oder cos(w? + @) = 1)

Phasenwinkel

Nullphasenwinkel ¢,

{(Anfangsphase) y(t) =y cos(wt + @q):
@ = arccos @
y
©o > 0: voreilend
@o < 0: nacheilend
allgemeiner o=wt+ @

Phasenwinkel ¢
Nullphasenwinkels ¢,

Anfangslage des schwingenden Systems zur Zeit ¢ = 0. Er folgt aus

Summe der Phasenlage eines Punktes zur Zeit  (w¢) und des

Phase

Phase

augenblicklicher Zustand einer Schwingung (bestimmt durch zwei
SchwingungsgréBen, z. B. Weg und Zeit)
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Ubersicht J-2. Mathematische —Beschreibung
harmonischer Schwingungen.
Cosinus-Schwingung
®oTo 1
/_t ’7
1
n/2 n 3n/2 2wyt

y(t) = y cos(aqt)

Sinus-Schwingung

[ —
\
i
|

|
n/2 3n/2 2n  wyt

y{t)=ysin(wot)

Phasenverschobene Schwingung

y

9o<0

"K

y{t) =y cos(wot + @)

y(t)  Auslenkung,

Amplitude,
W, Kreisfrequenz,
t Zeit,

Qo Nullphasenwinkel.

J.1.1.2 Allgemeine Beschreibung
durch eine Differentialgleichung

Differentialgleichungen der harmonischen
Schwingung werden mit dem in der Uber-
sicht J-3 zusammengestellten Ansatz geldst.
Dabei ergeben sich auch die Verlaufe des
Weg-Zeit-Gesetzes, des Geschwindigkeits-Zeit-
Gesetzes und des Beschleunigungs-Zeit-Ge-
setzes mit ihren maximalen Werten fir die
Auslenkung, die Geschwindigkeit und die Be-
schleunigung.

J.1.1.3 Schwingungssysteme

Fiir das mathematische Pendel (punktférmige
Masse an einem unelastischen Faden aufge-
héngt) gelten die Angaben nur fiir kleine Win-
kel B. Tabelle J-4 zeigt den Korrekturfaktor
der Schwingungsdauer T fiir groBere Aus-
lenkungen.

Mit dem Torsionspendel kénnen Massentrdg-
heitsmomente J, um den Drehpunkt A experi-
mentell ermittelt werden.

J.1.1.4 Gesamtenergie

Fir Schwingungen gilt zu jedem Zeitpunkt
der Energieerhaltungssatz. Die Gesamtenergie
E, ist proportwnal zum Quadrat der Schwin-
gungsamphtude * bzw. der Maximalge-
schwindigkeit 52
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Ubersicht J-3. Ansatz zur Lisung der Differentialgleichung; zeitlicher Verlauf von Auslenkung,
Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Gleichungen
Weg-Zeit-Gleichung: y(t) = pcos (wyt + @)
Geschwindigkeit-Zeit-Gleichung: v(t) = —jwgsin(wgt + @4)
Beschleunigungs-Zeit-Gleichung: a(t) = — pwicos (wyt + 0g)
Schwingungsverlauf
@ =(wot+ o) F=-cy
ol
y
n/2
y
.
y
3n/2
y
2n
y

Periodische Funktionen der Auslenkung y, der Geschwindigkeit v und der Beschleunigung a

av.y a(t)=—yw? cos(w,t)
s~ ,\,V(t)=—}7?’05in(wot)
N\ N\ t1=7 cos(oot)
S\ \
\,
?
\ \\\ /' ot
\ Y
\‘\-./' S
Winkel | 0 n (3n/2| 2n
© y{t) y o -y Q y y(t)=ﬁcos(a)0t) Yenex=Y
st T A
BIVW) | 0 |~Vimax| O | Vmax| 0O [VE)=—Y@osin(@ol)| Ve =Yg
6]
alt) |-8max| O |8max| O |- 8max|8(t)=—F@Bcos(@ot)| 8rax=yw3

y(t)  Auslenkung, Q.. Mmaximale Beschleunigung,
b Amplitude, [ Kreisfrequenz,

v Geschwindigkeit, Po Nullphasenwinkel,

U,  Mmaximale Geschwindigkeit, t Zeit.

a Beschleunigung,
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Tabelle J-3. Schwingungssysteme, ihre Differentialgleichungen und Lisungen.

Schwingungssystem Kraft-Momentenansatz | o, =2nf, | f, T,
Differentialgleichung o
S
Feder-Masse-System F=ma
. . ¢ 1 c m
—cy=mj — — [— 2n [—
m 2n\N'm c
y+ < y=0
m
mathematisches Pendel F=ma
. 1 /g i
i —mgB=mif \/% 3x \/; 2n \/i
18 / n g
i i 95
1 Feih=o
Torsionspendel M=J,a
; . c* 1 fe* J,
—*B = hl — = 2 A
ﬁﬂ B =Jnb A 21V 7, Ve
G 0
B+ A B=
physikalisches Pendel M=Ja
. mgr 1 /mgr Ju
- -2 — 2
myrp=JyF Ju 2n N J, n mygr
. mgr
989
B+ 7 F
F=ma
. 2409 1 [2A0g m
—2Agy = j — 2 ke
9Y = Mges ¥ Mges 27 Moo T 2409
. 2499 2g 1 |2¢g 1
V+ y=0 — i 2n o
ges / 2n N [ g
2
/
elektromagnetischer c—u, =0
Schwingkreis
d*q 1 1 1
1 wo= =l ¢ |mVic |¥VEC
Up= Ucl c UL‘ L .
. Uc = C q
o 1
iy Lo
9+ e g9
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Tabelle J-3 (Fortsetzung)

A Querschnitt, q Ladung,
@  Beschleunigung, L Induktivitat,
¢ Federkonstante, F  Kraft,
C  Kapazitit, M  Drehmoment,
¢*  WinkelrichtgroBe, Jy,  Massentragheitsmoment um die Drehachse A4,
g  Erdbeschleunigung, y  Auslenkung,
! Pendelldnge, Linge des Wassers, o Winkelbeschleunigung,
r Abstand vom Aufhidngepunkt zum B Winkel,
Schwerpunkt, ¢  Dichte,
m  Masse, L_dry o &g dg
4, Spannung an der Spule, y= Et-z; =g 1= a

#c Spannung am Kondensator,

Tabelle J-4. Korrekturfaktoren fiir T, fiir gré-
fere Winkel des mathematischen und physikali-
schen Pendels.

Winkel Korrekturfaktor
1° 1,00002
5° 1,00048

10° 1,00191

30° 1,01741

45° 1,03997

Ubersicht J-4. Energieverlauf und Energieerhaltungssatz fiir den ungeddmpften Einmassen-
schwinger.

Energie-Erhaltungssatz
Ep. = Ep (1) + Eyi, (1) = const

1 1 . 1 14
Eges—icy2=§ma),2,y2=§mv2 - W= [
E Eges =Epol(t)+Ekin(t)
N 7N . N 7
N /N[ / N
’ \\/ \/ \ /N/ \ /~Eiinlt)= %cyz sin?(wot)
2
=C
2 y // \ / \\ // \ / \\ // .\/E )= 1(:}720052(500t)
/ - : \¢// . ’ \\ .l// - pot 2
To To t
2
c Federkonstante, D maximale Geschwindigkeit,
E,,  Gesamtenergie, 7 Amplitude,
Ein kinetische Energie, t Zeit,
E,, potentielle Energie, [0 Kreisfrequenz.

m Masse,
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Ubersicht J-5. Gedimpfte Schwingung.

Ubersicht J-5 (Fortsetzung)

Geschwindigkeitsproportionale Reibung
FR=—-bv
Differentialgleichung
L, b«
J+—y+—y=0
m m

F+2Dwyy +wiy=0

b In (3, /9, A
Abklingkoeffizient 6=-—= nGildiey) A

2m T, T,
« 4 b b
Dampfungsgrad Dz —= ———=————
Wy  2mw, 2 /me
Verlustfaktor d=2D = b = b
ma, /m ¢
Giiit Q_i_ I mo, /me
e “d 2D b b

Amplitudenverhaltnis A}'i =eTa=k
Yiv1
n-te Amplitude A’h = K"
yi+n
logarithmisches Dekrement A=In (%)
i+1
=Ink)=08T,
b Dampfungskoeffizient,
¢ Federkonstante,
m Masse,
k Amplitudenverhéltnis,
Vi Amplitude i,
P+, Amplitude i 4 1,
v Geschwindigkeit,
T, Schwingungsdauer der gedimpften
Schwingung,
A logarithmisches Dekrement,
@, Kreisfrequenz der ungeddmpften
Schwingung.

J.1.2 Freie gedimpfte Schwingung

Reibungskrifte F; bringen eine freie Schwin-
gung im Laufe der Zeit zur Ruhe (Tabelle J-1).
Je nach Ansatz fiir die Reibungskraft £y ent-
stehen unterschiedliche Differentialgleichun-
gen.

Im folgenden wird die geschwindigkeitspropor-
tionale Reibung untersucht, bei der die Rei-
bungskraft F; proportional zur Geschwindig-
keit zunimmt (Newtonsches Reibungsgesetz).
Tabelle J-6 zeigt die drei moglichen Félle: den
Schwingfall, den Kriechfall und den aperiodi-
schen Grenzfall.

Tabelle J-5. Unterschiedliche Reibungskrdfte und Differentialgleichungen fiir das Feder-Masse-

System.
Reibungskraft geschwindigkeits- geschwindigkeits- geschwindigkeits-
unabhéngige abhéngige viskose abhidngige
Reibungskraft Reibungskraft Luftreibungskraft
F=upk K =bv E =kv?
Differentialgleichung mytuF+cy=0 my+by+cy=0 mj+ky?+cy=0
des Feder-Masse- Substitution:
Systems on:
_ih
Yo = P
b c k
s=y+y FH—j+—y=0 FH— Pt y=0
o m m m m
§=y
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Tabelle J-6. Lisungen fiir die drei Félle der gedimpften Schwingung.

Schwingfall Kriechfall aperiodischer Grenzfall
& D <1 D>1 D=1
:2 Wy >4 Wy < O Wy =190
-

|(0) = 5 cos @, + 00) | | [y (1) = 5, o=V Y= Gy + 5,00

6 A(—d-VaI-wl)t " R _
o 2 + 72 ’ YO =y + P, 0r)e”
g ¢ b
ER | i T y() = jyemen@VPT
iz —
2 ||os=ai-5 + ye VI
Wy = 0y /1 —D?
Wy < @, @y imagindr wy=10
y y

g ]
i ;70 \\\\ ‘ Vo e st
p VA T f T oo, !
< P
= /s
g =0
O

b Diampfungskoeffizient,

c Federkonstante,

D Dampfungsgrad (D = é/w,),
T;

Schwingungsdauer der geddmpften Schwingung,
T Schwingungsdauer der ungeddmpften Schwingung,

Auslenkung,
¥y Amplitude,
é Abklingkoeffizient (6 = w, D),

wq Kreisfrequenz der ungedampften Schwingung,
Wy Kreisfrequenz der gedampften Schwingung,
t Zeit.

Schwingfall fiir wq > 6 (D < 1)

Wie die Lésung nach Tabelle J-6 und der Kur-
venverlauf zeigen, ist die Kreisfrequenz w, der
geddmpften Schwingung kleiner als die der
ungeddmpften w, (w4 < wg). Entsprechend
gilt: T; > T,,. Wie die Losungsgleichung nach
Tabelle J-6 ferner zeigt, nehmen die Amplitu-
den entsprechend der Exponentialfunktion
€% ab. Das bedeutet, daB die Amplituden-
verhdltnisse gleich sind (Amplitudenverhéltnis

k). Zur Bestimmung des Abklingkoeffizienten
¢ wird dieses logarithmiert und das logarithmi-
sche Dekrement A gebildet (Ubersicht J-5).

Kriechfall fiir wg <6 (D> 1)

Wie Tabelle J-6 zeigt, tritt keine Schwingung
auf; die Amplitude nimmt monoton ab. Die
Anfangsbedingungen fiir y(0) und p(0) be-
stimmen die beiden Integrationskonstanten j,
und p,.
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Aperiodischer Grenzfall fiir wq =6 (D = 1)

In diesem Fall tritt gerade eben keine Schwin-
gung mehr auf. Der aperiodische Grenzfall
spielt fiir viele MeBgerite e¢ine wichtige Rolle,
wenn Schwingungen vermieden und die MeB-
werte moglichst schnell angezeigt werden sol-

Ubersicht J-6. Vergleich mechanischer und elekt

len. Die Losung ist in Tabelle J-6 zu erkennen.
Die beiden Integrationskonstanten werden
aus den Anfangsbedingungen y(0) und y (0)
ermittelt.

Mechanische und elektromagnetische
geddampfte Schwingungen

romagnetischer geddmpfter Schwingungen.

mechanisch elektromagnetisch
Masse L (o]
Feder | Dampfung -

1 Ug R
L‘{::}____v
d?y b dy ¢ d?i Rdi 1
Ll y=0 s Iy i=
a2t tmatm? T at e’ 0
Masse m Induktivitdt der Spule L

Dampfungskonstante b
Federkonstante ¢
Auslenkung y
Geschwindigkeit v
Federkraft F=cy

‘ ‘ r
potentielle Energie £, = 3 cy

1
kinetische Energie E,; = 3 mv?

Widerstand R
Kehrwert der Kapazitit
Ladung ¢

Strom i

C

Kondensatorspannung . = o

1

elektrische Energie £, = 3c

1
== Li?

magnetische Energie E 3

agn

ungedampfte K

reisfrequenz @,

\/? 1
wo = [ wo=|Te
Dimpfungsfrequenz w,
¢ b \? R\?
el ) o e ()
Abklingkoeffizient §
b R
6= T 5= 3T
Démpfungsgrad D
p-b_ b L p-O_R fs
w, 2 Nme w, 2VL
Giite Q
0= b —y/me =t
2D b 2D RNC




J.1.3 Erzwungene Schwingung

Bei einer erzwungenen Schwingung wird einem
mechanischen (oder elektrischen) System
(dem Resonator) von einem dufleren Erreger
eine periodische Kraft (oder Spannung) auf-
gezwungen. Nach der Einschwingdauer

Ubersicht J-7. Erzwungene Schwingung.
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schwingt das System mit der Frequenz des
Erregers wg.
J.1.3.1 Erzwungene mechanische Schwingung

Ubersicht J-7 zeigt als Resonator ein schwin-
gungsfihiges Feder-Masse-System, auf das ein

Erzwungene Schwingung

_______________ “1Fe ="

|

m

Differentialgleichung
b c E
F+—J+—y="-Ccos(wg)
m m m

Ja
y‘+ZDwoy+w{;y=;Ecos(wEt)

|
Resonator|(wg) ' Erregerlw
- - LLQ_E_)__.J
Schwingungsverhalten des Systems
Resonator (Fo=2cm;
3 Y=ot T -
Vs=Yo€ " cos{awyt | o= gt
~ of () af) =158
g 1f = wo=2ns™")
£ 9 A a A A ns — 1 .
[= yuvy VAT T
3 -1 5 10 15 20 25 30
3 |
< -2r Zeit t
-3l |
3 Erreger (y=1cm;

ol Ve=ycos(wgt) wg=0,8ns7")

SAAAAAAARAAA/

5 10 15 20 25 30

Auslenkung y
=)

-2F i

3L Zeit t
I

3. Erzwungene Schwingung

ol ¥=Vs+Je ‘,

|
o 5 10 15 2|0 25 30
3L Zeitt |
L—Einschwingvorgang——

Auslenkung y
=)

stationarer
Zustand
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Ubersicht J-7 (Fortsetzung)

Kraft als komplexer Zeiger

Imaginéar

- jtopt- al
\ Scwl ) Re.
\\ _//
Amplituden-Resonanzfunktion
3 .
o D=0 5= Fe
BN (EJ m J(@0F — w2)? + 2D wywg)?
D=02 .
g 2 B E
k=] y=
2 03 /=1 +@2Dny
g— 0,4
< 0,5 (n= Wy /wo)
e 1 ~ o
° ~ D=1
2 \3\\ 5 V2
8 8 Qﬁ\ﬁ
0 1 2 3
Kreisfrequenzverhaitnis 7= _Z_E
0
Resonanzamplitude Resonanzfrequenz
a FE Pt Wg /A _~p2
VRes = = g =—=+/1-2D
T eap1-D* 2D /1-D? o, Y
Giite des Schwingkreises
1 Jes
©=25 "
Phasen-Resonanzfunktion
R T D
D= O/ tang = 2?&“’% = EJZ-
0b — @ —wf) =1
’ 1
0,4 2V2
L 2Dy
r D =54 r,=arctan1 5 n<l1
S 2 -
I arctan b >1
T2 n? -1 K
4] 1 o 2 3
n= LE —




Ubersicht J-7 (Fortsetzung)
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b Dimpfungskoeffizient (b = 2m ),

c Federkonstante,

D Dédmpfungsgrad (D = é/w,),

Ko, R, K Federkraft, Reibungskraft, erregende Kraft,

j imagindre Einheit (j = ./ —1),

y Auslenkung des Schwingers,

Prees Amplitude im Resonanzfall,

Petat Amplitude bei quasistatischer Anregung

! Zeit,

Q Giite, b

] Abklingkoeffizient (5 =Da,= ﬁ) s

W, Wg Kreisfrequenz des ungeddmpften Systems, des Erregers,
¥ Phasenverschiebung zwischen schwingendem System und Erreger,
n Frequenzverhiltnis (n = wg/w,; normierte Frequenz).

Erreger mit der Kreisfrequenz wg periodisch
einwirkt. Dabei wirken drei Krifte:

— Federkraft Fou= —cy,
d
- Reibungskraft F=- a};)

— Erregende Kraft F; = F; cos (wg?).

Wie Ubersicht J-7 zeigt, findet eine Uber-
lagerung der Schwingungen des geddmpften
Systems (mit der Kreisfrquenz w,) mit den
Schwingungen des erregenden Systems (Kreis-
frequenz der erregenden Schwingung wg)
statt. Nach der Einschwingdauer schwingt das
gesamte System mit der Kreisfreugenz der er-
regenden Schwingung wg. Die erregende
Kraft F; ist ein komplexer Zeiger Fyel(@®?,
der mit der erregenden Kreisfrequenz wg
schwingt. Die Auslenkung des Schwingers
pei@Er=n rotiert als Zeiger mit derselben
Frequenz wg, jedoch um die Phasenverschie-
bung y verzbgert. Die Phasenverschiebung
héngt von der Kreisfrequenz des Erregers wg,
der Eigenfrequenz des Resonators w, und der
Dampfung D ab.

Folgende Fille treten auf:

Quasistatische Anregung (n < 1)

Als Amplitude ergibt sich: y,, = Fy/c (stati-
sche Auslenkung aufgrund der Federkraft).
Zwischen Erreger und Resonator ist die Pha-
senverschiebung gleich null, weil die erregende
Kraft sich so langsam dndert, daB der Schwin-
ger folgen kann.

Resonanzfall ohne Dimpfung (n = 1; D = 0)

Es tritt ein Phasensprung von 0 auf = auf. Die
Amplitude wird unendlich groB (Ubersicht
J-7). Es kommt zur Resonanzkatastrophe. Sie
kann verhindert werden durch:

— Vermeidung periodischer Kraftwirkungen,

— Einbau geeigneter Dampfungsglieder,

— grofBen Unterschied zwischen der Eigenfre-
quenz des schwingungsfihigen Systems o,
und der Erregerfrequenz o;.

Resonanzfall mit Dampfung (n < 1; D > 0)

Mit steigendem Dédmpfungsgrad nehmen die
Amplituden bis zur Grenzdimpfung Dg, =
1//2 ab. Wird die Grenzdimpfung iiber-
schritten, dann tritt keine Resonanziiber-
héhung mehr ein. Die Giite Q eines Schwing-
kreises wird ndherungsweise durch das Ver-
héltnis der Amplitude Resonanzfall g,
und der Amplitude im statischen Fall §_,,
bestimmt (Q = 1/(2D) = Jre./Pqar)- Wichtige
Anwendungsgebiete sind die (mechanischen)
Frequenzfilter in der Nachrichtentechnik.

Hochfrequente Anregung (n > 1)

Der Erreger und der Resonator schwingen an-
ndhernd gegenphasig (fiir # — o0 ist y = n),
und zwar um so genauer, je geringer die
Dimpfung D ist. Unabhéngig vom Diamp-
fungsgrad D geht die Amplitude der erzwun-
genen Schwingung gegen null (§ = 0). In der
Praxis wird damit die Ubertragung von Eigen-
schwingungen vermieden.
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Tabelle J-7. Amplituden- und Phasenverlauf einer erzwungenen Schwingung fiir verschiedene

Ddmpfungsgrade und unterschiedliche Kreisfrequenzen.

Déampfung D

ohne Dimpfung

geringe Dampfung

uberkritische Ddmpfung

D=0 D <01 D212
Kreisfrequenz-
verhiltnis %
quasistatische . L E
Anregung 7 ~ 0 Amplitude j = "
(wg < @) -
bis # ~ 1 zunehmend mit # > 0 abnehmend
Phasenverschiebung y = 0
Resonanz 5 ~ 1 Ampilitude Amplitude Amplitude
(0 =~ ) . N i . FE
y-ow ¥ — Maximum <=
¢
. T
Phasenverschiebung y = 3
hochfrequente Amplitude y - 0
Anregung > 1 - -
(wg > ©y) Phasenverschiebung Phasenverschiebung y — n
y== (abhingig von D)

J.1.3.2 Erzwungene elektrische Schwingung

Der elektrische Reihenschwingkreis wird mit
einer Wechselspannung u, = i, cos(wg ) der
Kreisfrequenz wyg, angeregt (Ubersicht J-8). Es
ist fiir die Bauteile zu beachten: Bei Schwing-
kreisen mit hoher Giite Q liegt im Resonanz-
fall an Kondensator und Spule das Q-fache
der Generatorspannung an.

Ubersicht J-8. Erzwungene elektrische Schwingung.

Elektromagnetischer Schwingkreis

Uol : lC
L

Differentialgleichung

d2i Rdi 1 g

@ LatIe T "L e
d2i di . o g
F+2Dwoa+m§1= —% sin (o ¢)
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Stromamplitude
2 i o
i =
G0/ Loy VR + (0g L —1/(0g C))?
L i= iy n
) wo L/2Dn)* + (n* — 1)
- @ _ o1
o Res — -
R w,L /0 -+ @Dy
1 L
.
o0
Spannungsverlauf

Spannung am Widerstand: u, = iR = fig cos (wgf — 7); tig = i R

(wie Stromamplitde) Up Res = By

Spannung am Kondensator
. 28 iy

T JeDI (1 JA—mP+ @D

e pes = tly
“* 2p /1-D?
R [C
pD==[=
NE
fere 1 1,

i  2p J1-D?) 2D

Spannung an der Spule
ay
a

3

i, = ﬁ"r'z _ l10712

L L
Ve +m* =17 S =D+ 2Dn)?

~ ﬁ()

u €s =

=R D /A — DY)
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Ubersicht J-8 (Fortsetzung)

Phasenwinkel y zwischen Erregerspannung und Strom
Uy (t) = iy cos wt

i(t)y= fcos(wEt —9)

4
£ D=0
T2 U D=02
Pl T D =342
// - L
0 . i’ _______r___,,_——lD=5 tan- _(u§~wé
E 1 2 3 7 ! wg- RIL
;S
i / 2
j / // tany = - !
Mg~ 2Dy
2
C Kapazitit,
D Déampfungsgrad,
L Induktivitét,
i elektrischer Strom,
R ohmscher Widerstand,
iig, fic, 4; Amplitude der Spannung am Widerstand, am Kondensator, an der Spule,
i, Amplitude der duBeren Wechselspannung,
Y Phasenwinkel zwischen erregender Spannung und Strom im Schwingkreis,
[ Kreisfrequenz der erregenden Spannung,
[ON Eigen-Kreisfrequenz des Schwingkreises,
il Verhéltnis der Kreisfrequenzen (7 = wg/w,).

J.1.4 Uberlagerung von Schwingungen

Schwingungen Uberlagern sich innerhalb des
elastischen Bereichs ungestort (Superposi-
tionsprinzip). Tabelle J-8 zeigt die verschiede-
nen Moglichkeiten, wenn sich die Frequenzen
dndern und die Bewegungsrichtungen parallel
verlaufen oder aufeinander senkrecht stehen.

Tabelle J-8. Resultierende Schwingung  bei

Schwingungsiiberlagerung.

Frequenzart | Bewegungs- Bewegungs-
richtungen richtungen
parallel senkrecht

gleiche Schwingung verschiedene

Frequenzen | gleicher Ellipsen, je
Frequenz, nach Amplitude
verschiedener und Phasenlage
Amplitude
und/oder
Phase

unter- Schwebungen ganzzahlige

schiedliche | Fourier-Synthese | Frequenz-

Frequenzen verhéltnisse

Lissajous-Figuren




J.1 Schwingungen

J.1.4.1 Uberlagerung in gleicher Raumrichtung
und mit gleicher Frequenz

Ubersicht J-9. Uberlagerung von Schwingungen.

229

Ausgangsschwingungen

yi () =7 cos(wt+ @o); ¥,(2) =, cos(w?t + @y,)
Neue Schwingung

Yaew = V1 {8) + y2 (1) = Poe 08 (@1 + pey)

Phasenverschiebung Ag = ¢4, — ¢,,

Im
Zeiger-Darstellung

Poz Real

Neue Amplitude

Fnew = \/ﬁf + 29, 7, c08(9g; — @o2) + 73
P, sin + ¥, sin
tang,,, = 3’1 Pox }:2 Po2
Y1 COS @y + Y2 COS Pqy

beliebige Uberlagerung
y

Yneu
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Ubersicht J-9 ( Fortsetzung)

Ausléschung Ap=nm
y Vo Vnea =0
\ 7 <N X VARAN
\ . /N X " / \
\/ \ / \ \ /
\. y, ¥ / > / \ \/\/ yr;eu \>
/ \\ // \» / \\\ / \ }/A t
N NG NV SNV
Y1

Yis Va2 Schwingung 1, Schwingung 2,

Fnew Amplitude der neuen Schwingung,

@oy> ¢o, Phasenverschiebung Schwingung 1, Schwingung 2,
Phasenverschiebung der neuen Schwingung,

Preu _
® Kreisfrequenz.

J.1.4.2 Uberlagerung in gleicher Raumrichtung
und mit geringen Frequenzunterschieden
(Schwebung )

Ubersicht J-10. Schwebungen.

Fiir gleiche Phase (¢4, = ¢,,) und gleiche Amplitude (¥, = #,) gilt:

Vaea (1) =¥, (8) + y, (1) = F cos (@, 1) + J cos(w, 1)

Faeu(t) = 2 cos (&_;ﬂ ,> cos (w_l-;& t)

Fiir geringe Frequenzunterschiede: Schwebung

Z Schwebungsdauer
>
5 1 r- 4%
5 STT,—T,
=0 2 1
=
Koas|
@ » Schwebungsfrequenz
2-
.3 Ss=hHh—1s
3
s 2
21
2
c 0
'g -1
< -2
-3




Ubersicht J-10 ( Fortsetzung)
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Neue Schwingung:

3 _on,
~ T,
g 1 St/
x 0 1 +/2
S 4 svilfl10 Jacu 2
(23
=
2. I
-3
fi3 125 frew Frequenz 1. Schwingung, 2. Schwingung, neue Schwingung,
5,,.,, T, Schwingungsdauer 1. Schwingung, 2. Schwingung, neue Schwingung,
Wy, O, Kreisfrequenz 1. Schwingung, 2. Schwingung,
Y1s V25 Vneu Auslenkung 1. Schwingung, 2. Schwingung, neue Schwingung,
T Schwebungsdauer,
fs Schwebungsfrequenz.
3r J.1.4.3 Uberlagerung in gleicher Raumrichtung
sCemi und mit grofien Frequenzunterschieden
o
E Wie Bild J-1 zeigt, schwingt die schnellere
< Schwingung um die periodische Achse der
o langsameren Schwingung.
<
3= . . ,
J.1.4.4 Uberlagerung in gleicher Raumrichtung
3- mit ganzzahligen Frequenzverhiltnissen
s.cml ( Fourier-Analyse)

o)
D

Auslenkung
4

T

<
-
o
-
4]
N
N
N
(8]
(7]
w
=

cm

Auslenkung y
L0 a

-3

Bild J-1. Schwingungsiiberlagerung bei grofen Fre-
quenzunterschieden.

Ein periodisch wiederkehrendes Muster kann
in eine Reihe von elementaren Sinus- und Ko-
sinus-Schwingungen zerlegt werden (Fourier-
Analyse). Die Fourier-Koeffizienten a; (fiir die
Kosinusfunktion) und b, (fiir die Sinusfunk-
tion) geben an, wie stark die einzelnen Anteile
vertreten sind. Ubersicht J-11 zeigt dies fiir
Kreisfrequenzen mit w, 3 @ und 5Sw. Durch
Uberlagerung bestimmter Sinus- und Kosi-
nusfunktionen (Fourier-Synthese) konnen
auch beliebige Kurvenformen erzeugt werden
(Abschnitt A, Ubersicht A-50).
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Ubersicht J-11. Fourier-Analyse.

Periodische WechselgroBe

Fourier-Koeffizienten

2T
=T gy(t)dt,

y(x)=%+ Y (g, cos(kwn) + ¥ (b, sin(kwr)
k=1 k=1

=71 j'y(t) cos{kwi)dt,
2 T
=7 fy@)sintkondr  (fir k=1,2,3,...)
4]
periodische 7 & Amplituden-
WechselgréBe 4 Q@ Spektrum
Fourier-Zerlegung am Beispiel
a) Ausgangsschwingung
3
b
> QE/\/V\
51
3
=0 t % t 1
@ .1t 5 10 15 20 25 30
1]
3 -2 \/\_/_\_/
< .
-3 Zeit t

b) Zerlegung in Einzelschwingungen

s 3r

o 2t

S 1t Zeit t

€0 |
sS4 s 15\%&0
2-2r n
e

> s

té—sm -t
g?_}’ﬂ) 5)
§° AN \_//\\/
9 -1F 5 20 25 30
<-2* Zeitt
>

88 . 4

D 2F ty=—"=sin{ -t
51_)’3() 5n (3>
=< 1 i) i
50 f f ~—A
@ -1r 5 10 15 20 25 30
<-2- Zeit ¢
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Ubersicht J-11 ( Fortsetzung)

233

¢) Frequenzanteile

y
1 l 1 1
fw 3w 50
a, Fourier-Koeffizienten fiir die Cosinusfunktionen,
by Fourier-Koeffizienten fir die Sinusfunktionen,

k —1 Anzahl der Oberschwingungen,
y(t)  periodische WechselgroBe,

t Zeit,

(0] Kreisfrequenz der Schwingung.

J.1.4.5 Uberlagerung von Schwingungen
mit ganzzahligen Frequenzverhiiltnissen,
die senkrecht aufeinander stehen

( Lissajous-Figuren)

Schwingungen mit gleicher Kreisfrequenz

Ubersicht J-12. Senkrechte Uberlagerung gleich-
[frequenter Schwingungen.

Ausgangsschwingungen

x(t) = £sin(w?)

y(@) =psin(ot + ¢)

Daraus wird Ellipsen-Gleichung

y:oxt 2yx

— «in?
5 — —5 Cos @ =sin’ ¢
px

Berechnung der Phasenverschiebung

y©) _x©
y x

sing =

Schwingungen mit ungleicher Frequenz

Fiir ganzzahlige Frequenzverhaltnisse ergeben
sich geschlossene Kurven. Aus der Anzahl &
der senkrechten Maxima und der Anzahl / der
waagrechten Maxima koénnen die Frequenz-
verhéltnisse festgestellt werden.
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J.1.5 Gekoppelte Schwingungen

Zwei Schwinger, die miteinander elastisch,
itber Reibung oder aufgrund der Trigheit ge-
koppelt sind, tauschen tber diese Kopplung
Energie aus. Die Geschwindigkeit des Ener-
gieaustausches ist vom Kopplungsgrad k ab-
hingig. Die folgenden Ausfithrungen beziehen
sich auf gekoppelte Pendel gleicher Masse m,
gleicher Federkonstante ¢ und gleicher Eigen-
frequenz w,.

Die beiden Schwingungszustinde, in denen
keine Energie ibertragen wird, werden Funda-
mentalschwingungen genannt. Sie entstehen
bei einer gegenphasigen und einer gleichphasi-
gen Schwingung.

Im allgemeinen Fall sind # Schwinger mitein-
ander gekoppelt; sie besitzen n Fundamental-
schwingungen. Solche Systeme sind in der
Molekiil- und Festkorperphysik von Bedeu-
tung.

Ubersicht J-13. Elastisch gekoppelte Feder-
Masse-Schwinger.

Gekoppelte Pendel

Gleichphasige Schwingung
Koppelglied nicht wirksam

1 c
fi :fo—’z‘E Z

Gegenphasige Schwingung
Kopplungsfeder bleibt in der Mitte in Ruhe
Cpes =€+ 204,

1 e+ 2¢y,
N
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Ubersicht J-13 (Fortsetzung)

Kopplungsgrad

€12 T12-—T22 2=

CoHe, TR+ PR

Allgemeiner Fall
L=L-N

SN

NN

7

G

l

c Federkonstante der einzelnen Feder,

C1z Federkonstante der Kopplungsfeder,

Jo Frequenz der ungedampften harmonischen
Schwingung,

fi Eigenfrequenz bei gleichphasiger
Schwinguang,

fa Eigenfrequenz bei gegenphasiger
Schwingung,

fs Schwebungsfrequenz,

k Kopplungsgrad,

T, T, 1., 2. Schwingungsdauer.

J.1.6 Orts- und zeitabhiingige Schwinger

In Tabelle J-9 sind die Differentialgleichungen
fiir die orts- und zeitabhidngigen Schwingun-
gen zusammengestellt.

Bei den parametrischen Schwingungen hingen
die Systemparameter (z. B. die Eigenfrequenz)
von der Zeit ab. Dem Schwinger kann zusdtz-
lich Energie zugefiilhrt werden, wenn dem
Schwingungssystem wihrend des Schwingens
eine parametrische Erregung mit der doppel-
ten Eigenfrequenz zugefiihrt wird (z. B. Pendel
mit periodisch bewegtem Aufhingepunkt).
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Tabelle J-9. Orts- und zeitabhdingige Schwingungen.

zeit'__ ) sklero- (nicht parametrisch) rheo- (parametrisch)

abhingig
orts-
abhéngig
. d?y d?y
linear FT +oly=0 a +wi()y=0
o d’y d?y
nichtlinear —5 +og(»)y=0 —< + oy, ny=0

dr dr

J.2 Wellen GroBe durch harmonische Funktionen gege-

Eine Welle ist ein sich rdumlich ausbreitender
Erregungszustand, bei dem Energie weiterge-
leitet wird. Zur Ausbreitung elastischer Wellen
ist es erforderlich, daB schwingungsfihige
Systeme gekoppelt sind. Elektromagnetische
Wellen brauchen kein Ubertragungsmedium,
sie breiten sich auch im Vakuum aus (zur Ein-
teilung der elektromagnetischen Wellen in ver-
schiedene Spektralgebiete s. Tabelle L-1). Die
Merkmale der fundamentalen Wellentypen
sind in Tabelle J-10 zusammengestellt (weitere
Details zur Polarisation s. Tabelle L-14).

Die Begriffsbestimmungen zur Beschreibung
schwingender Kontinua und Wellen sind in
DIN 1311, Blatt 4 definiert.

J.2.1 Harmonische Wellen

Bei harmonischen Wellen ist die rdumliche
und zeitliche Abhangigkeit der schwingenden

Tabelle J-10. Wellentypen.

ben (Tabelle J-11, Bild J-3).

J.2.2 Energietransport

In einem Medium, in dem eine Welle lduft,
ist Energie gespeichert. Die wichtigsten Glei-
chungen zum Energietransport bringt Tabelle
J-12.

Wellenamplitude

Wihrend bei der ebenen Welle die Energie-
dichte w und damit die Amplitude in Aus-
breitungsrichtung konstant bleibt (abgesehen
von Absorptionsverlusten im Ubertragungs-
medium), muf sich bei anderen Wellenformen
die Energie auf immer groBere Flichen ver-
teilen, wodurch die Amplitude abnimmt
(Tabelle J-13).

Wellenwiderstand

Der Wellenwiderstand charakterisiert die
Ubertragungseigenschaften eines Mediums.

Wellentyp Merkmale Beispiele

Transversal- Schwingungsrichtung steht senkrecht Elastische Wellen in Festkorpern

oder auf Ausbreitungsrichtung. (Torsions- und Biegewellen).

Querwellen Bei rdumlich und zeitlich definierter Elektromagnetische Wellen.
Schwingungsrichtung ist die Welle Oberflichenwellen an Grenzflichen
polarisiert. (z.B.: Wasser —Luft: Wasserwellen).

Longitudinal- Schwingungsrichtung ist paraliel Elastische Wellen in Gasen, Fliissigkeiten

oder zur Ausbreitungsrichtung. und Festkorpern (Schallwellen).

Langswellen




Tabelle J-11. Harmonische Wellen.

J.2 Wellen
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GroBe

Funktion

In x-Richtung laufende Welle

Gegen die x-Richtung laufende Welle

y(x, 1) =ycos [21t (?— i) + (po]

y(x,t) =y cos{wt — kx + @)
y{x, 1) =jcos(wt + kx + @)

Phasengeschwindigkeit c=MT=1f=wlk
Wellenzahl k=2mn/A
Schnelle v= % = —josin(wt—kx + @) = —dsin(wt — kx + @)
y  Auslenkung (Elongation), f  Frequenz,
x  Ort, 74 Wellenlinge,
t  Zeit, ¢o Nullphasenwinkel,
$  Amplitude, o Kreisfrequenz,
T Periodendauer, ?  Schnelleamplitude.
y /‘\ Bei elektromagnetischen Wellen werden Span-
t=0 nung (elektrische Feldstidrke) und Strom
X (magnetische Feldstirke) in Analogie zum
17 /’\ Ohmschen Gesetz durch den Wellenwider-
8 stand Z verkniipft. Tabelle J-14 gibt eine
/)\ Ubersicht.
2T
/[\ Bei Schallwellen werden Schaliwechseldruck
37 (Abschnitt K.1.5) und Schallschnelle ver-
8 /j\ kniipft:
87 ;
/j\ Z="=qc; -2
5T 7
8
o7 /‘\ p Amplitude des Schallwechseldrucks,
8 # Amplitude der Schallschnelle,
7 /{\ ¢ Dichte des Ubertragungsmediums,
8 ’\ ¢ Schallgeschwindigkeit.
t=87
X Reflexion und Transmission
f p—

Bild J-3. Momentbilder einer laufenden Transversal-
welle. Der Pfeil markiert einen Wellenberg.

Wenn an der Grenzfliche zweier Medien oder
Leitungen der Wellenwiderstand ecine Ande-
rung erfdhrt, dann wird ein Teil der Welle re-
flektiert. Reflexions- und Transmissionsgrad
der Intensitdt bei senkrechtem Einfall zeigt
Ubersicht J-14, den Reflexions- und Trans-
mnsstonsfaktor der Amplitude Tabelle J-15.
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Tabelle J-12. Energietransport.

Elastische Wellen Elektromagnetische Wellen

s dE 1 1 1 - 1 N
Energiedichte w=ﬁ/:§gy2w2 =3 2 W= E? =5 b ko A?
Intensitat oder 1 1 [e &y 1 ju py

. . I= =_p I=_ f0E2=~ T OHz
Energiestromdichte we=zev ¢ 2V 1, g RV £ 6o
w  Energiedichte (Energie pro Volumen, J/m3), g, elektrische Feldkonstante,
I Intensitit (Leistung pro Fliche, W/m?), (8o = 8,854 - 10712 As/Vm),
¢ Dichte des Ubertragungsmediums, u, relative Permeabilitét,
¥ Schwingungsamplitude, #o magnetische Feldkonstante
o Kreisfrequenz, - {po=4m-10""Vs/Am),
v Schnelleamplitude, E  Amplitude der elektrischen Feldstirke,
¢ Phasengeschwindigkeit, H Amplitude der magnetischen Feldstirke.

relative Permittivitit,

o™

Tabelle J-13. Energiedichte und Amplitude ver-
schiedener Wellen.

Ubersicht J-14. Reflexion und Transmission
von Wellen: Intensitdten.

Wellenflidche Energiedichte Amplitude
eben w = konst. 7 = konst.
Zylinder W~ 1 P~ -1—

r Jr
Kugel W~ 12 y~ !

¥ r

r Abstand von der Quelle.

Energieerhaltung I,=1+]
1, Z, ~ Z,\*
Reflexi d [ Y ke
eflexionsgra 0 I <21 " Zz>
I 4Z, Z
Transmissionsgrad 1=1-—g=-= 122
pome L@y
I, einfallende Intensitét,
I reflektierte Intensitit,
I, transmittierte Intensitit,
Z, Wellenwiderstand im Medium 1,
Z, Wellenwiderstand im Medium 2.

~
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Tabelle J-14. Wellenwiderstand elektromagnetischer Wellen im freien Raum und auf Leitungen.

Leitungen freier Raum
Definition Z = % Z, = g
verlustbehaftet Z, = [% Ze={ #‘_“jom
verlustlos Ziy= g Zgo = \/it::)) =376,7Q

Wellenwiderstand (reell),

Wellenwiderstand (komplex, frequenzabhingig),
komplexe Spannung,

I komplexer Strom,

R'= R/l Widerstand pro Linge,

G' =G/l  Ableitung (Querleitwert) pro Lange,
L' = LJl Induktivitit pro Linge,

C’'=C/l Kapazitit pro Linge,

IIN N

Belige (Tabelle J-17)

E komplexe elektrische Feldstirke,
H komplexe magnetische Feldstéirke,
U, relative Permeabilitét,

Ko magnetische Feldkonstante,

& relative Permittivitit,

£ elektrische Feldkonstante,

K elektrische Leitfdhigkeit,

(0] Kreisfrequenz.

Tabelle J-15. Reflexion und Transmission von Wellen: Amplituden.

Elastische Wellen Elektromagnetische Wellen
elektrische Feldstirke magnetische Feldstarke
r=)i=zx—zz r=_:1=Zz_ZJ="1—”z ’ =_:_r=21_Zz=”z'”1
Y. Z,+2Z, * E, Z+Z, n+n " H,  Z/+Z, n +n,
LB 2% t—A‘— 2z, _ 2nm [_”,_ 2z, _ 2m,
b Z,+2Z, " E " Z +2, n+n “TH Z +Z, n+n
r Reflexionsfaktor,
r Transmissionsfaktor,
Ves Ec. H, Amplituden der einfallenden Wellen,
b E, H, Amplituden der reflektierten Wellen,
7., E,, H, Amplituden der transmittierten Wellen,
zZ,.,2Z, Wellenzahl im Medium 1 bzw. 2,

n,n, Brechungsindex im Medium 1 bzw. 2 (Abschnitt L.1.3).
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J.2.3 Phasengeschwindigkeit

Die Phasengeschwindigkeit ¢ ist die Ge-
schwindigkeit, mit der sich ein Zustand kon-
stanter Phase (w?— kx + ¢, = const) aus-
breitet. Sie tritt als Konstante in der Wellen-
gleichung auf, die fur die Ausbreitung von
Wellen charakteristisch ist:

Tabelle J-16.  Phasengeschwindigkeiten
schiedener Wellentypen.

ver-

1 0%y
-amr=h (1-3)
3 o o?
A=gat 3y? " 8z? Laplace-Operator.

Fiir eindimensionale Wellen gilt:

2 %y

%y
2 axl‘

—S=c

3 J-4)

Wellentyp Phasengeschwindigkeit 1, Tabelle J-16 sind Formeln fiir die Phasen-
- geschwindigkeit verschiedener Wellen zusam-
Longitudinalwellen c= [—= mengestelit.
in Gasen ¢ . . . .
Die Beldge C' und L’ von Leitungen hingen
Longitudinalwellen = K von der Leitergeometrie ab. Tabelle J-17 zeigt
in Fliissigkeiten ¢ zwei Beispiele.
o E
Longitudinalwellen c= _[—
in Stdben e
. G
Torsionswellen c= \/:
in Rundstiben ¢
F
Transversalwellen <=1
auf Saiten e
Elektromagnetische c= !
Wellen im Vakuum V€0 Ho
1
Elektromagnetische = —
Wellen in Materie W Er ol o Tabelle J-17. Beldge fiir lange Leitungen.
Elektromagnetische c= ! Leitungstyp Kapazitit Induktivitat
Wellen auf Leitungen VL pro Linge pro Linge
»  Isentropenexponent, . , &M Mol
» Druck, Doppelleitung [ C’' = in(@n) L= - In(a/r)
¢ Dichte,
K Kompressionsmodul, r
E  Elastizititsmodul,
G Schubmodul, a
F  Spannkraft,
A Saitenquerschnitt, 5
g, elektrische Feldkonstante Koaxialleitung "= i s SO; L= % In(D/d)
(6o = 8,854 - 10712 As/Vm), n (D/d) n
#o magnetische Feldkonstante
(4o = 47 - 10~ 7 Vs/Am),
¢, relative Permittivitit,
u, relative Permeabilitét, d
C’ langenbezogene Kapazitiit, D
L' langenbezogene Induktivitat.




J.2.4 Gruppengeschwindigkeit

Als Gruppengeschwindigkeit wird die Ge-
schwindigkeit bezeichnet, mit der die Einhiil-
lende eines Wellenpaketes (Bild J-4) 1duft und
somit auch die Energie bzw. Information. Die
Gruppengeschwindigkeit ist in Medien mit
Dispersion nicht identisch mit der Phasenge-
schwindigkeit. Bild J-5 zeigt ein Beispiel.

Fiir die Gruppengeschwindigkeit gilt:

do %

c"=@=c—ldl; J-5)

Gruppengeschwindigkeit,
Kreisfrequenz,
Wellenzahl,
Phasengeschwindigkeit,
Wellenlénge.

1

M0 mgn

Bild J-4. Wellenpaket endlicher Linge.

y

Bild J-5. Zustinde einer Wellengruppe an zwei ver-
schiedenen Zeitpunkten. Der Pfeil kennzeichnet das
Maximum der Gruppe, der kleine Kreis einen Zustand
konstanter Phase.

Tabelle J-18. Dispersionsarten.

de Ausbreitungs-

ge Bezeichnung
di geschwindigkeit

>0 |, <c normale Dispersion
keine Dispersion

anomale Dispersion

=0 |, =c
<0 Je>c
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Je nach Ubertragungsmedium kénnen die in
Tabelle J-18 dargestellten Fille unterschieden
werden.

Zur Dispersion in der Optik und Definition
des Gruppenindex s. Abschnitt L.1.3.1.

J.2.5 Doppler-Effekt

Schallwellen

Sind eine Schallquelle und/oder ein Beobach-
ter in Bewegung (relativ zum Ubertragungs-
medium Luft), dann weicht die Frequenz fg,
die der Beobachter wahrnimmt, von der Fre-
quenz f, der Quelle ab. Je nach Bewegungszu-
stand sind verschiedene Fille unterscheidbar,
die in Tabelle J-19 zusammengestellt sind.

Tabelle J-19. Doppler-Effekt. Die verschiede-
nen Bewegungsmaglichkeiten von Quelle und
Beobachter sind durch Pfeile angedeutet.

Quelle | Beobachter | beobachtete Frequenz
Uy
. e fr=fo\1+ -
Ug
A4 e fe=rfql1— i’
*— . fo= —fL
[T
c
o . fz= fQU
142
¢
oy
*— e fs=/fa P
c— g
- - fa=lo ¢+ g
c+v
e - Jo = Qe+ u:
c— vy
o | e fa= =1
B Qe —vg

/s Frequenz beim Beobachter,

Jo Frequenz der Quelle,

vy Betrag der Beobachtergeschwindigkeit
relativ zur Luft,

vy Betrag der Quellengeschwindigkeit
relativ zur Luft,

¢ Schallgeschwindigkeit.
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Bild J-6. Machscher Kegel beim Uberschallflug.

Bewegt sich die Quelle mit Uberschall-
geschwindigkeit, dann bilden alle von der
Quelle ausgesandten Kugelwellen einen Kegel.
Bild J-6 zeigt ein Momentbild dieses Mach-
schen Kegels. An der Spitze des Kegels befin-
det sich die Quelle Q, die sich mit vy > ¢ be-
wegt. Der halbe Offnungswinkel des Kegels ist
der Machsche Winkel. Er betrdgt

. c 1
sino = —

ve Ma’ (-6

J.2.6 Interferenz

Bei der Uberlagerung von Wellen treten Inter-
ferenzerscheinungen auf. Im allgemeinen ist
das Prinzip der ungestirten Superposition giil-
tig.

Wellen mit gleicher Frequenz und Wellenldnge

Gegeben seien zwei Wellen mit gleicher Ampli-
tude, die in dieselbe Richtung laufen:

y; = jcos{wt — kx) und

y,=Jycos(wt —kx + @)

=ﬁcos(wt —kx + 2n%>.

Die zweite Welle weist gegeniiber der ersten
einen Gangunterschied A auf, der mit der
Phasenverschiebung ¢ verkniipft ist:

(J-8)

Die Uberlagerung ergibt:

o Machscher Winkel,

c Schallgeschwindigkeit,
v Geschwindigkeit der Quelle,
Ma Mach-Zahl.

Elektromagnetische Wellen

Fir die Frequenzverschiebung von elektro-
magnetischen Wellen ist lediglich die Relativ-
geschwindigkeit zwischen Quelle (Sender) und
Beobachter (Empfanger) mafigebend:

/1 .
fo=rfo E =fq Ti_[’; bei Anndherung

3-7

c—v 1—-8 . )
fe=1fq /c—ﬁ =14 /m bei Entfernung;

fs Frequenz beim Beobachter,

Jfo Frequenz der Quelle,

¢ Lichtgeschwindigkeit,

v Relativgeschwindigkeit zwischen
Quelle und Beobachter,

bezogene Relativgeschwindigkeit.

v
=

y{(x,1)=2jcos <9> -cos(wt —kx + 2)
2 2
=2ﬁcos(n%>-cos<wt—kx+n%>.

J-9

Die Summenwelle ist wieder eine Welle mit
gleicher Frequenz und Wellenldnge, deren
Amplitude je nach Gangunterschied Werte
zwischen 0 und 2y annehmen kann (Tabelle
J-20).

Tabelle J-20. Konstruktive und destruktive
Interferenz (Ordnungszahl m =0, 1, 2, ...).

Bedingung fiir | konstruktive | destruktive
Interferenz Interferenz
A
Gangunter- A=mi A=(2m+ 1)5
schied
Phasen- @=m2n e=02m+ )rn
verschiebung




Stehende Wellen

Gegeben seien zwei Wellen mit gleicher Fre-
quenz, Wellenldnge und Amplitude, die sich
entgegen laufen:

¥y =Jcos(wt —kx) und
ypa=Jycos(@t+ kx + @)

= jcos| wt + kx+2n%>.

Bei der Uberlagerung entsteht eine stehende
Welle:

y{x,t)=2p cos (a)t + %) - COS (kx + %)

A
=2ﬁcos<wt+1t;)-cos (kx +n%).

(1-10)

Bild J-7 zeigt Momentbilder von stehenden
Wellen. Jeweils im Abstand von /2 entstehen
ortsfeste Schwingungsknoten und -bduche. Bei
einer Reflexion an einem dichteren Medium
(groBerer Wellenwiderstand Z) tritt an der
Grenzfliche ein Phasensprung (¢ =n, A=1/2)
auf, und es entsteht ein Schwingungsknoten
(Bild J-7a, Tabelle J-15). Bei einer Reflexion
an einem diinneren Medium tritt kein Phasen-
sprung auf, es entsteht ein Schwingungsbauch
(Bild J-7b, Tabelle J-15).

Stehende Wellen konnen auch als Eigen-
schwingungen eines Kontinuums mit charakte-
ristischen Eigenfrequenzen aufgefaBt werden.
Beispielsweise sind die moglichen Eigenfre-
quenzen einer schwingenden Saite

fo=@+ 1 fo,

mit fy=c2l, n=0,1,2,...; (J-11)

Frequenz der Grundschwingung,
Frequenz der n-ten Oberschwingung,
Phasengeschwindigkeit,

Saitenlédnge.

~o e
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a) Reflexion am dichten Medium

/s e

/2

b) Reflexion am dinnen Medium

a2 N ava\ /r; e

Bild J-7. Ausbildung einer stehenden Welle durch Re-
flexion am a) dichteren, b) diinneren Medium.



K Akustik

Ubersicht K-1. Normen und Richtlinien.

DIN 1320 Akustik, Grundbegrifte

DIN 4109 Schallschutz im Hochbau

DIN 18005 Schallschutz im Stddtebau

DIN 18041 Hoérsamkeit in Rdumen

DIN 45630  Grundlagen der Schallmessung

DIN 45633 Prazisionsschallpegelmesser

DIN 45635 Gerduschmessung an Maschinen

DIN 45641 Beurteitungspegel zeitlich
schwankender Schallvorginge

DIN 45642 Messung von Verkehrsgerduschen

DIN 52210 Bauakustische Priifungen;
Luft- und Trittschallddimmung

DIN 52212 Bauakustische Priifungen;
Schallabsorptionsgrad

DIN 52216  Bauakustische Priifungen;
Nachhallzeit in Zuhorerrdumen

DIN 51221 Korperschallmessungen bei
haustechnischen Anlagen

VDI 2058 Beurteilung von Arbeitslarm

VDI 2569 Schallschutz und akustische
Gestaltung im Biiro

VDI 2571 Schallabstrahlung von
Industriebauten

VDI 2714 Schallausbreitung im Freien

RLS-90 Richtlinien fiir den Larmschutz
an Stra8en

TALédrm Technische Anleitung zum Schutz
gegen Larm

Die Akustik beschéftigt sich mit der Ausbrei-
tung von longitudinalen Kompressions- und
Dilatationswellen in Gasen, Flissigkeiten und
Festkdrpern. Von besonderer Bedeutung sind
dabet die Schallausbreitung in Luft, der
Schalldurchgang durch Bauteile und die
Schallempfindung des Menschen (Horsamkeit
und akustische Behaglichkeit).

K.1 Schallausbreitung

Schall ist die Ausbreitung lokaler Druck-
schwankungen in Medien. In der Akustik sind
dabei die Dichtednderungen in den Ausbrei-
tungsmedien und die Geschwindigkeiten der
Molekiilbewegungen nicht so hoch, daB nicht-
lincare Wechselwirkungen auftreten, wie sie

bei StoBwellenexperimenten beobachtet wer-
den. Die folgenden Beziehungen der Akustik
gelten fiir den Fall, daB sich die Schalldriicke
verschiedener Schallquellen am Ort des
Schallfeldes additiv iiberlagern (Superposi-
tionsprinzip) und das zeitliche Produkt der ver-
schiedenen  Schallwechselamplituden ver-
schwindet (nichtkohdrente Schallquellen).

K.1.1 Schallfrequenz

Die Frequenz f der periodischen Erregung von
Druckstorungen (z.B. durch eine Lautspre-
chermembran) bestimmt die Frequenz der
lokalen Druckschwankung und damit die
Schallfrequenz f. Entsprechend der Schallfre-
quenzempfindlichkeit des menschlichen Ohres
werden verschiedene Schallbereiche definiert
(Tabelle K-1).

K.1.2 Schallgeschwindigkeit

Die Schallgeschwindigkeit ¢ ist die Aus-
breitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwin-
digkeit) der Druckstérungen in einem kom-
pressiblen Medium.

Fiir die Schallgeschwindigkeit ¢ in Fliissigkei-
ten und Gasen gilt:

\/E
c= [—;
0

¢ Schallgeschwindigkeit,
K Kompressionsmodul,
¢ Dichte.

(K-1)

In Gasen ergibt sich bei isentroper Schallaus-
breitung die Schallgeschwindigkeit zu:

N T S
Q Cy @

% Isentropenexponent (x = ¢,/cy),

¢, isobare spezifische Wirmekapazitit,
¢y, isochore spezifische Warmekapazitit,
¢ Dichte des Gases,

p Gasdruck.

(K-2)




Tabelle K-1. Schallbereiche.
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Schallbereich Infraschall Horbereich Ultraschall Hyperschall
Frequenzbereich |0 Hz bis 15 Hz 16 Hz bis 20 kHz 20 kHz bis 10 GHz |10 GHz bis 10 THz
Schallgeber mechanische mechanisch: mechanisch: Josephson-Kontakte,
Riittler (Shaker) Pfeifen, Sirenen, Pfeifen, Sirenen, piezoelektrisch
Musikinstrumente; | Pneumatik; gekoppelte Mikro-
elektroakustisch: elektroakustisch: wellen-Resonatoren
elektrodynamische | elektrostriktive,
und elektro- piezoelektrische,
magnetische Laut- | elektrostatische
sprecher Lautsprecher
Schallaufnehmer | piezoelektrische Kondensator- Kondensator- Josephson-Kontakte,
Aufnehmer, mikrofon, mikrofon, piezo- piezoelektrisch
Dehnungsmef- elektrodynamische, |elektrische Mikro- gekoppelte Mikro-
streifen piezoelektrische, fone wellen-Resonatoren
piezoresistive
Mikrofone
Anwendungs- Lagerschwingun- Phonotechnik, Reinigung, Ent- Grundlagenphysik,
praxis gen, Korperschall, |Schall- und Lirm- | gasen, Dispergieren, | Photonen-
Bauwerksschwin- | schutz, Raum- Emulgieren, spektroskopie,
gungsanalyse, akustik, Schwin- Polymerisations- Molekularkinetik
Erdbebenwellen gungsisolierung steuerung, Ultra-
schallbearbeitung
(Bohren, Schneiden),
Werkstoffpriifung,
Ultraschall-
diagnostik, Modell-
akustik

Tabelle K-2. Dichte, Schallgeschwindigkeit und Schallkennimpedanz einiger Stoffe beim Norm-

druck p, = 1013 hPa.

Dichte ¢ Schaligeschwindigkeit ¢ Schallkennimpedanz Z,,

kg m kg

m3 s m?-s
Luft — 20 °C trocken 1,396 319 445
Luft 0°C trocken 1,293 331 427
Luft 20 °C trocken 1,21 344 416
Luft 100°C trocken 0,947 387 366
Wasserstoff 0°C 0,090 1260 113
Wasserdampf 130°C 0,54 450 243
Wasser 0°C 1000 1400 1,40 - 10°

20°C 998 1480 1,48 - 108

Glyzerin 1260 1950 2,46 - 10°
Eis 920 3200 2,94 - 106
Holz 600 4500 2,70 - 10¢
Glas 2500 5300 13,0 -10°
Beton 2100 4000 8,4 -10°
Stahl 7700 5050 39 108
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Die Schallgeschwindigkeit in idealen Gasen
ist:

c-w—\/m: %-RiT;

v

K-3)

R; individuelle Gaskonstante (R, = R /M),
R,, universelle molare Gaskonstante
(R, = 8,314 J/(mol - K)),
M Molmasse des Gases,
T absolute Gastemperatur.

Eine Niherung fiir die Schallgeschwindigkeit
in Luft im meterologischen Temperaturbe-
reich von —20°C bis +50°C ist:

/ 9
= — (K-4
a=3L5ms [l+oies K4

~ (331,54 0,6 9/°C) m/s;

3 Lufttemperatur.

Fiir die Schallgeschwindigkeit in diinnen, stab-
Jformigen Festkorpern gilt:

E
c=_[=;
e

E Elastizititsmodul,
¢ Dichte.

(K-5)

K.1.3 Schallwellenkiinge

Die Schallwellenldnge 2 ist der rdumliche Ab-
stand zweier benachbarter Stellen mit gleicher
Druckphase (z.B. Druckmaximum, Druck-
minimum). Zwischen der Schallwellenldnge
und der Schallfrequenz gilt die allgemeine
Wellenbezichung:

c=fA; (K-6)

¢ Schallgeschwindigkeit,
f Schallfrequenz,
/4 Schallwellenlénge.

K.1.4 Schallwiderstand (Schallkennimpedanz)

Der Schallwiderstand Z ist ein MaB fiir die
Geschwindigkeit, mit der die Molekiile eines
Mediums auf eine Druckstérung reagieren,
fir ebene Wellen gilt:

z=t-oc; (K-7)
Z Schaliwiderstand,
P Schalldruckamplitude,
4 Schallschnelleamplitude,
¢ Dichte,
¢ Schallgeschwindigkeit im Medium.

Schallkennimpedanzen einiger Stoffe sind in
Tabelle K-2 aufgefiihrt. Sie hingen iiber die
Dichte ¢ und die Schallgeschwindigkeit ¢ vom
statischen Druck p, und der Temperatur 7 des
Mediums ab.

K.1.5 Schalldruck

Der Schalldruck p ist die Druckidnderung in
einem homogenen kompressiblen Medium
durch Kompression oder Dilatation der Mole-
kiile. Auf die Begrenzungsflichenbereiche des
Wellentrégers {ibt der Schalldruck eine Nor-
malkraft aus. Es gilt:

b

F, Normalkraft auf die Begrenzungsfliche,
A Flachenelement der Begrenzungsfliche.

Die Wellengleichung der Schalldruckausbrei-
tung an einem Ort r zum Zeitpunkt ¢ unter der
Annahme kleiner Dichtegradienten- und
Schnelleinderungen fiir ein Medium mit der
Schallgeschwindigkeit ¢ ist:

3?p(r, 1) L LT
Torr ~C\ar ta tan)r -

(K-9)




Tabelle K-3. Schallquellengeometrie.
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ebene
Schallquelle

linienférmige punktférmige,
Schallquelle kugelformige
Schallquelle

Geometrie

Schallwechseldruck- | p = 5, p=plry) = p=pry) =
amplitude
spezifische P, in— Ain — PinW
Schalleistung

A P
Schallintensitit I=P, I=-L I=

challintensiti A o o
Schallpegeldifferenz | L, — L, = 0 L,~L,=10lg2 L ~L,=21g2
Iy £

Schallpegeldifferenz | AL=10 AL =3dB AL=6dB
fiirry=2r,

Die eindimensionale Losung der Wellenglei-
chung bei sinusférmiger Erregung mit der Er-
regerfrequenz f ist:

Daraus ergibt sich der Effektivwert des Schall-
drucks harmonischer Schallwellen bei sinusfor-
miger Erregung:

P60 =p,+ eos 2nft—x/0}; (K-10) |

p(x,t) Schallwechseldruck,

Ds statischer Gasdruck,

p Schalldruckamplitude,

f Schallfrequenz des Erregers
(z. B. Lautsprecher),

¢ Schaligeschwindigkeit.

Losungen fiir linienf6rmige und kugelférmige
Schallwellen enthélt Tabelle K-3.

Der Effektivwert p, i des Schallwechseldrucks
ist der MeBwert des Schallwechseldrucks einer
Schallaufnehmers, integriert lber die MeB-
gerite-Integrationszeit 1:

(K-11)

1 T
peff= ;jpz(r’t)dl'
\/ [i]

Petr =%§

p  Schalldruckamplitude.

(K-12)

K.1.6 Schallschnelle

Die Schalischnelle v ist die Auslenkungs-
geschwindigkeit der Molekiille unter der Wir-
kung der Kompressions- und Dilatations-
kréifte der Druckstérung dp.

Zwischen der Schallschnelle v und dem Schall-
druck p gilt das Aydrodynamische Grundgesetz:

du(x, 1) _1 dp(x,1)
ot o ox

(K-13)

¢ Dichte des Mediums.
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Die Schallschnelle v ist mit dem Schallwechsel-
druck p iiber den Schallwiderstand (Schall-
kennimpedanz) Z verkniipft:

1 1
v 0= pxt) = -&p(x,t); (K-14)

¢ Dichte des Ausbreitungsmediums,
¢ Schallgeschwindigkeit im Ausbreitungs-
medium.

Die Schallschnelle einer ebenen, eindimensio-
nalen, harmonischen Schallwelle mit sinusfor-
miger Schallerregung ist:

o(x, 1) = éﬁ cos{21tf<t - %)} (K-15)

¢ Dichte des Schallmediums,

¢ Schallgeschwindigkeit im Medium,
P Schalldruckamplitude,

f Schallfrequenz.

Der Effektivwert v, der Schallschnelle und
der liber die Integrationszeit t gemittelte Wert
der Schallschnelle einer ebenen harmonischen
Schallwelle sind:

(K-16)

Vegr =

Q>

jv (r,t)dt =

-

K.1.7 Energiedichte

Fiir die Energiedichte w ciner harmonischen
Schallwelle gilt:

w = dE/dV =

l\.)l'd

. (K-17)

Energiedichte der Schallwelle,
Elongationsamplitude,
Schalldruckamplitude,
Schnelleamplitude,
Schallfrequenz,
Schallgeschwindigkeit.

BN A R

K.1.8 Schallintensitiit

Die Schallintensitdt I einer harmonischen
Schallwelle betragt:

1
I=ZdE/dt =we

L F
=50 =vapa =" (K-1B)
I Schallintensitit,
v Schnelleamplitude,
p  Schalldruckamplitude,
Z Schallwiderstand,
w  Energiedichte,
¢ Schallgeschwindigkeit.

K.1.9 Schalleistung

Die Schalleistung P einer Schallquelle ist,
wenn auf ein Flachenelement d4 die Schall-
intensitdt J einfallt,

P=[1d4; (K-19)
A

P Schalleistung,

I Schallintensitit,

dA Flachenelement senkrecht zum Schall-
einfall.

K.1.10 Dimpfungskoeffizient
der Schallabsorption

Durch innere Reibung und unvollstindige
isentrope  Kompression (Dissipation) sowie
iiber die Anregung innerer Molekiilfreiheits-
grade (Relaxation) auf der Strecke zwischen
den Orten r, und r wird Schallenergie absor-
biert, die Schalldruckamplitude geddmpft und
ein Schallintensitdtsabfall von I(ry) auf I(r)
verursacht, fiir den gilt:

I() = I(rg) e=¢ ", (K-20)

I Schallintensitat,

r,ro Ortsvektoren,

o Dampfungskoeffizient der Schallab-
sorption.



K.2 Schallwandler

Die Schalldriicke tiberspannen in der Technik
einen Wertebereich von mehr als sechs Zeh-
nerpotenzen. Schallempfinger oder Mikro-
fone und Schallgeber oder Lautsprecher miis-
sen also in diesem groBen Wertebereich den
Schallwechseldruck oder die damit verkniipfte

Tabelle K-4. Elektroakustische Wandler.
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Schallschnelle iiber ein mechanisches Schwin-
gungssystem (Membran) in eine elektrische
Spannung bzw. Strom umwandeln. Die ge-

briauchlichen

elektroakustischen Wandler-

prinzipien zeigt Tabelle K-4.

Elektroakustische Wandler technische Anwendungsbereich
Ausfiithrungen
elektrostatisch Kondensatormikrofon Schallpegelmesser
__| b e (mit duBerer Polari- Studiomikrofon
. |solation sationsspannung an Ansteckmikrofon
I&f'tegde der Mikrofonkapsel) Tieftonmikrofon
embran Gegenelektrode Elektretmikrofon Handpikrofon
(permanente elektrische | Umhéngemikrofon
Elektret U Polarisation an der extrem breitbandige
P ~| 1 Aa Mikrofonmembran) Kopfhorer
Speziallautsprecher
U=
elektrodynamisch Tauchspulenmikrofon Studiorichtmikrofon
(Schwingspule) Handmikrofon
Umbhéngemikrofon
Topfmagnet Lautsprecher Normalschallquellen
Beschallungsanlagen
l U Kopfhorer

Schwingspule mit Membran

elektrodynamisch
(Bindchen)

Bandchen

=

Bindchenmikrofon

Studiomikrofon fiir
hoéchste Lautstarkepegel
Vokalmikrofon
Blechbldsermikrofon

Lautsprecher

Telefonhdhrer
Horgerite
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Tabelle K-4 (Fortsetzung)

Elektroakustische Wandler technische Anwendungsbereich
Ausfithrungen

piezoelektrisch Kristallmikrofon Korperschallmikrofon
Keramikmikrofon Wasserschallmikrofon

Piezopolymer-Mikrofon Beschleunigungsaufnehmer

Kohlemikrofon Fernsehapparat

K.2.1 Schallpegel

Um handliche Zahlenwerte fiir den groBen
Wertebereich der Schalldruckamplituden zu
erhalten, werden diese in einem relativen loga-
rithmischen MaBstab angegeben, dem Schall-
pegel. Entsprechend den verschiedenen physi-
kalischen GroBen der Schallwelle ergeben sich
iiber die Beziehungen zwischen den GrdBen
unterschiedliche Schallpegel, die jeweils auf
eigene Norm-Bezugsgréflen bezogen sind
(Tabelle K-5).

Tabelle K-5. Schalipegel.

K.2.2 Gesamtschallpegel

Der Gesamtschallpegel L., von n Schallquel-
len mit den Schallintensitdtspegeln L, ; ergibt
sich aus der energetischen Addition der Schall-
intensitdten zu:

Ly =101g (El 10°-1Lw>dB. (K-21)

Schallpege! Definition BezugsgroBe Bezichungen
Schalldruckpege! L,=201g p”;“ dB Puto=2-10"5Pa
eff, 0
Pett = Z gy
Dett _gM
Schallschnellepegel L,=201g P dB Dyge o = 5+ 10 "
eff, 0 e Ii
z
. s I LW
Schallintensititspegel L, =101g T dB I, =10 o
o] 2
Pest
p=at
P z
Schallleistungspegel Lp=101g Y dB P=10"12W
0




In der Praxis filhrt man die Pegeladdition
sukzessive fiir jeweils zwei Pegel mit Hilfe der
Schalipegel-Additionstabelle K-6 aus; zum
groBeren Pegel L, wird der Pegelzuschlag L,
addiert, der entsprechend der Pegeldifferenz
AL=L, — L, der Tabelle K-6 entnommen
wird.

K.2.3 Schallfrequenzspektrum, Bandfilter

Zur Bestimmung der Frequenzabhingigkeit
des Schallpegels, des Schallfrequenzspek-
trums, wird das Spannungssignal des elektro-
akustischen Schallwandlers durch elektrische

Tabelle K-7. Terz und Oktavfilter (f,, f, untere bzw.

schwiichung bei A-Bewertung).
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Tabelle K-6. Schallpegel-Additionstabelle (AL
Pegeldifferenz, L, Pegelzuschlag).

AL | L, AL | L, AL | L,
dB | dB dB | dB dB | dB
00 |30 40 |15 80 | 06
05 |28 45 (13 90 |05
1,0 |25 50 |12 100 | 04
1,5 |23 55 |11 120 |03
20 |21 60 |10 140 |02
25 |19 65 |09 160 | 01
30 |18 70 |08 || 220 |00
35 |16 75 |07

Oktave Terz
fo fo S Ax fu A S Ax
Hz Hz Hz dB Hz Hz Hz dB
11 22 16 -56,7 14,1 17,8 16 -56,7
17,8 224 20 -50,5
22,4 28,2 25 —44,7
22 44 31,5 -39,2 28,2 35,5 31,5 -394
35,5 44,7 40 -34,6
44,7 56,2 SO -30,2
44 88 63 —26,2 56,2 70,7 63 ~26,2
70,7 89,1 80 -22,5
89,1 112 100 -19,1
88 177 125 -16,1 112 141 125 -16,1
141 178 160 -13,4
178 224 200 -10,9
177 355 250 - 8,6 224 282 250 - 8,6
282 355 315 - 6,6
355 447 400 - 4.8
355 710 500 - 3.2 447 562 500 - 32
562 708 630 - 1,9
708 891 800 - 0,8
710 1420 1000 0 891 1122 1000 0
1122 1413 1250 + 0,6
1413 1778 1600 + 1,0
1420 2840 2000 + 1,2 1778 2239 2000 + 1,2
239 2818 2500 + 1,3
2818 3548 3150 + 1,2
2840 5680 4000 + 1,0 3548 4467 4000 + 1,0
4467 5623 5000 + 0,5
5623 7079 6300 - 0,1
5680 11 360 8000 - 1,1 7079 8913 8000 - 1,1
8913 11220 10000 - 25
11220 14130 12 500 - 43
11360 22720 16 000 - 6,6 14130 17780 16 000 - 6,6
17780 22390 20000 - 973
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Filter nur in einem Frequenzintervall zwi-
schen der oberen f, und der unteren Grenz-
Sfrequenz f, um die Bandmittenfrequen: f, des
Filters verstérkt.

Jo= o S

Tabelle K-7 enthélt die obere und die untere
Grenzfrequenz sowie die Bandmittenfrequen-
zen des Terzfilter £, /f, = 2!/ und des Oktav-
filters £, /f, = 2.

(K-22)

K.3 Schallwelle an Grenzflichen

An der Grenzfliche zweier Medien mit unter-
schiedlicher Schallkennimpedanz Z wird die
einfallende Schallwelle (p,, 1.) zum Teil reflek-
tiert (p,, 1), zum Teil dringt sie als trans-
mittierte Schallwelle (p,, 1,) in das Medium I1
ein, (Bild K-1). Die folgenden Beziechungen
basieren auf der Voraussetzung, daB fir die
Schallenergie an der Grenzfliche der Energie-
erhaltungssatz giiltig ist und die Schallenergie-
umwandlungen in den Medien stattfinden.

K.3.1 Schallreflexionsgrad

Durch den Bezug der reflektierten Schallinten-
sitat I, auf die einfallende I, ergibt sich eine
dimensionslose GroBe, der Schallreflexions-
grad g5 mit dem Wertebereich zwischen 0 und
100 %:

I
s = Z . (K-23)
i
Medium 1 'Me?um%
N/ '
Pe-le 7 / ¢Z
)
Z X

i
Pr.hy

Prote // 7//

Bild K-1. Schall an einer Grenzfliche.

Fiir den Schallreflexionsgrad einer Grenzfla-
che zwischen einem Medium I mit der Schall-
kennimpedanz Z, und einem Medium II mit
der Schallkennimpedanz Z, gilt bei senkrech-
tem Einfall:

Z,— Z,\?
os=l—"1-
Z,+ Z,

K.3.2 Schalltransmissionsgrad

(K-24)

Durch den Bezug der transmittierten Schall-
intensitdt I, auf die einfallende Intensitit I,
ergibt sich der Schalltransmissionsgrad z4:

_L_42,7Z,
5Tz, vz, (K-25)
Z,,Z, Schallkennimpedanzen der Medien I

und II.

An der Grenzfliche gilt wegen des Energie-
erhaltungssatzes der folgende Zusammenhang
zwischen dem Reflexions- und Transmissions-
grad, wenn die Schallabsorption vernachlis-
sigbar ist:

[ os+Ts=1. (K-26)

K.3.3 Schallabsorptionsgrad

Durch Bezug der Schallintensitit [,, die im
Medium II absorbiert und in Wéirme um-
gewandelt wird, auf die einfallende Schall-
intensitit I, ergibt sich der Schallabsorptions-
grad og:

o = § . (K-27)

Wird die gesamte transmittierte Strahlungs-
leistung im Medium II absorbiert, so ergibt
sich mit Gl. (K-26):

| s=1=1-0 (K-29) |

og  Schallabsorptionsgrad,
Ts Schalltransmissionsgrad,
¢s Schallreflexionsgrad.



Mit Gl. (K-24) folgt damit fiir den Schall-
absorptionsgrad durch ein Medium II, das die
transmittierte Schallwelle vollstdndig absor-
biert:

Z,—Z\?
=1—(=22_=1) .
% <22+Zl>’

og Schallabsorptionsgrad,
Z, Schallkennimpedanz des Mediums I,
Z, Schallkennimpedanz des Mediums II.

(K-29)

Tabelle K-8. Schallabsorber.

K.3 Schallwelle an Grenzflichen 253

Der Schallabsorptionsgrad von Schallabsor-
bern ist abhdngig von der Schallfrequenz; in
der Praxis absorbieren alle Schallabsorber-
Konstruktionen nur in einem mehr oder
minder breiten Schallfrequenzbereich die
Schallenergie, weil sie als Resonanzabsorber
nach dem Prinzip der erzwungenen Schwin-
gung eines Masse-Feder-Systems aufgebaut
sind, und daher nur im Bereich der Reso-
nanzfrequenz groBe Schallenergien aufneh-
men und absorbieren. Einen Uberblick iiber
die Bauprinzipien von Schallabsorbern gibt
Tabelle K-8.

Plattenschwinger Helmholtz-Resonator pordser Schallabsorber
Prinzip des y l 7
Masse-Feder- v d
Systems Y, -
, Ay Ieff f
Z ohne Zusatzdimpfung ohne Zusatzdimpfung selbsttragendes
c / Dampfungsmaterial
m 7 Y/ 1
d
m' T
mit Zusatzddmpfung mit Zusatzddmpfung abgehingtes
Diampfungsmaterial
RichtgroBe der | Befestigung + Luftschichtd | Hohlraumvolumen ¥ Luftschicht 4 + Abhingung
,,Feder
schwingende Fliachenmasse m’ Halsvolumen A4 /¢ 0. Abdeckung
»Masse (vernachléssigbar)

Dissipation der

innere Reibung in Platte

nicht adiabatische

viskose Stromungsverluste

Schallenergie | und Luftschicht, Kompression des durch duBere Reibung an
duBere Reibung an Hohlraumvolumens, Dimpfungsmaterial,
Befestigung, Reibungsveriuste im Energieverlust durch innere
viskose Stromungsverluste Resonatorhals, Reibung bei Faserdefor-
in Zusatzddmpfungs- viskose Stromungs- mation
material verluste in Zusatz-
ddampfungsmaterial
Resonator- schmalbandiger besonders schmal- breitbandiger Absorber
charakteristik | Resonanzabsorber bandiger Resonanz-
absorber
[+ (229 Qg

11

1,
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Tabelle K-8 (Fortsetzung)

Plattenschwinger

Helmholtz-Resonator

pordser Schallabsorber

charakteristische
Absorber-
frequenz

_ 1 jrpy
O 2aNdm

c

fozzt‘j

Einsatzbereiche

Tiefenschlucker in Raum-
akustik, Luftschall-
ddmmung (leichte Vorsatz-
schale)

selektive Schall-
absorption
(Maschinenldrm,

Raumakustik), Schall-

ddmmung von Fugen
(Tiir, Fenster)

Schallpegelminderung,
Anderung der Nachhallzeit

K.4 Schalldurchgang
durch Trennwiinde

Die Schalltransmission durch Trennwinde
148t sich berechnen, wenn

— das Resonanzverhalten nur durch die Mas-
sentrdgheit der Trennwand bestimmt ist,

— der EinfluB der Elastizitdit und anderer
nichtlinearer oder frequenzabhéingiger Ef-
fekte sowie

— die Schallenergieverluste in der Trennwand
vernachldssigbar sind und

— die Grenzfliche der Trennwand biegeweich
1st.

Die Schallschnelle und der Schalldruck der
auf der Wandriickseite abgestrahlten Schall-
welle sind unter diesen Annahmen genauso
groB3 wie bei der in die Trennwand eindringen-
den Schallwelle (Bild K-2).

Bild K-2. Schalldurchgang durch eine diinne Wand.

K.4.1 Schalltransmissionsgrad

Die Winkelabhdngigkeit des Schalltransmis-
sionsgrades tg(d) ist:

1

15(8) = W; (K-30)
=z

s
m

Schallfrequenz,

flichenbezogene Masse der Trennwand
(m' = gs),

Einfallwinkel der Schallwelle,

Dicke der Trennwand,

Z Schallkennimpedanz der Luft

(Z = 410kg/(m? -s)).

’

L O

Wenn durch Vielfachreflexion die Schallein-
strahlung gleichmaBig tiber alle Einfallswinkel
verteilt, also diffus ist, gilt (cos2 ) e = 0,5
Fiir senkrechten Einfall § = 0 und mit der
Néaherung (tm’ f/Z) > 1 ergibt sich dann fiir
Schallschutz-Trennwinde der rdumlich gemit-
telte Schalltransmissionsgrad aus:

Z 2
TS, mittel = 2 <n m’f) .

K.4.2 SchalldimmaB8 einer Trennwand

(K-31)

Der Schallschutz einer Trennwand wird durch
das logarithmische SchallddimmaB R definiert,
das durch den Schalltransmissionsgrad tg_ e



nach Gl. (K-31) im diffusen Schallfeld be-
stimmt wird:

R= 101g(t ! )dB.
S, mittel

(K-32)

Das Massengesetz fir das Schallddmmal
einer biegeweichen Trennwand im diffusen
Schallfeld betrdgt demnach:

nfm

R=201g( >

/ Schallfrequenz,

m' flichenbezogene Masse,

Z Schallkennimpedanz der Luft
(Z = 410 kg/(m? - s)).

>dB —3dB; (K-33)

K.4.3 Spuranpassungs-Schallwellenlinge

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Biege-
wellen auf Platten ist frequenzabhdngig (ano-
male Dispersion):

4 2 ZB 1/4

m

(K-34)

Biegewellen-Ausbreitungsgeschwindigkeit,
Schallfrequenz,

Biegesteifigkeit (B = Es3/[12(1 — 1)),
Dicke der Platte,

Elastizititsmodul der Platte,
Querkontraktionszahl der Platte,
flichenbezogene Masse.

IR = G

Biegewellen werden von einer auftreffenden
Schallwelle der Wellenlinge A, resonant
erregt, wenn die Wellenlingenkomponente
der Schallwelle parallel zur Plattenebene
A = A fsiné (Bild K-3) mit der Wellenliinge
A = cg/f der Biegewelle iibereinstimmt (Spur-
anpassung). Daraus ergibt sich die Spur-
anpassungs-Schaliwellenldnge zu:

P 4n? B V4

ST T Y 20

oo\ fim

Schallfrequenz,

Biegesteifigkeit der Trennwand,
flachenbezogene Masse der Trennwand,

cg Biegewellen-Ausbreitungsgeschwindigkeit
nach Gl. (K-34).

(K-35)

I o™
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K.4 Schalldurchgang durch Trennwinde

Bild K-3. Biegewellen durch Spuranpassung.

K.4.4 Spuranpassungsfrequenz

Bei einem Einfallswinkel § tritt bei der Schall-
frequenz fg = ¢ /AL = ¢ /(A sin &) Spuranpas-
sung auf; die Spuranpassungsfrequenz f; hat
also den Wertebereich:

a !
fs:Znsinzé ‘B’

¢, Schallgeschwindigkeit,
B Biegesteifigkeit der Trennwand,

m’ flichenbezogene Masse der Trennwand,
é Einfallswinkel der Schallwelle.

3

(K-36)

Demnach ist die untere Grenzfrequenz f5 , der
Spuranpassung, wenn § = 90° gilt. Im diffusen
Schallfeld setzt bei Schallfrequenzen f> f;
die erhéhte, durch den Spuranpassungseffekt
verursachte Schalltransmission ein, und das
SchallddmmalBl weicht vom theoretischen
Massengesetz (Bild K-4) ab:

2 i
c, m
f‘S,gzﬂ Ea

cp.  Schallgeschwindigkeit,
B Biegesteifigkeit der Trennwand,
m' flichenbezogene Masse der Trennwand.

(K-37)
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70

dB

60 ”
Gl. (K-33) /
(Biegesteifigkeit /

501—vemachlassigt)

d

30 A

Luftschall-DammaB R
'y
(=)

20 Ii
fg
10
62,5 250 1000 Hz’ 4000
125 500 2000

Schallfrequenz f

Bild K-4. Luftschall-Dimmaf R einer 70 mm dicken
Gipsplattenwand, beidseitig verspachtelt.
o—0—0 Mepfkurve nach DIN 52210;
—————  Massengesetz nach Gl. (K-33)
mit m' = 80 kg/m?, E = 6 - 10° N/m?2,
Z = 2,6 - 10° kg/(m?-s);
Sy Grenzfrequenz nach Gl. (K-37).

Die Grenzfrequenz f, yom der Spuranpassung
homogener Platten ist:

2
L
2xs

12(1 —p¥e .

fg, hom — E s (K‘38)

¢y Schallgeschwindigkeit in Luft,

s Dicke der Platte,

E Elastizititsmodul der Platte,

¢ Dichte der Platte,

i Querkontraktionszahl des Plattenmate-
rials.

Bei Luftschallanregung ¢, = 340 m/s und
unter Vernachldssigung von g gilt fiir homo-
gene Platten folgende Zahlenwertgleichung
fir die Spuranpassungs-Grenzfrequenz:

1
fg. hom, Luft = 6’4 ) 104 (m/s)2 :; \/:% ; (K_39)

s Dicke der Trennwand,
E  Elastizititsmodul des Trennwandmaterials,
¢ Dichte des Trennwandmaterials.

K.5 Physiologische Akustik

Das menschliche Ohr 16st erst dann im Be-
wuBtsein eine Schallempfindung aus, wenn die
Frequenz der Schallwelle im Bereich f= 16 Hz
bis 20 kHz und der Effektivwert des Schall-
drucks iiber ca. p. = 20 uPa liegt, wobei die
obere Grenzfrequenz des Horbereichs mit
zunehmenden Alter erheblich sinkt. Bei
Schalldriicken oberhalb p. =20Pa oder
Schallpegeln héher als L = 120 dB empfindet
der Mensch nur noch Schmerz (akustische
Schmerzgrenze).

K.5.1 Lautstirke

Gleiche Schallpegel unterschiedlicher Schall-
frequenz bewirken eine unterschiedliche
Schallempfindung. Die Lautstirke Lg ist der
Mapstab fir das Lautheitsempfinden des Ge-
hérorgans; sie wird in phon gemessen. Die
Lautstirke Lg ist so definiert, daBl bei der
Schallfrequenz f = 1 kHz der Zahlenwert in
Phon gleich dem Zahlenwert des Schalldruck-
pegels ist:

_ Dere (1000 Hz) )
Ly(1000Hz) = 201g “0uPa 1Pa phon;

(K-40)

Pers (1000 Hz)  effektiver Schalldruck
bei 1000 Hz.

Die Lautstirke Lg ( f) bei einer Schallfrequenz
f wird durch einen Horvergleich bestimmt.
Der Lautstiirkepegel wird subjektiv mit dem
Standardschall verglichen, dem Schalldruck-
pegel L; (1000 Hz) einer akustisch gleich laut
empfundenen 1000-Hz-Vergleichsschallquelle.
Der Zahlenwert des Schalldruckpegels in dB
ist dann der phon-Wert fiir die Lautstirke

Ls (f)-

Im Bild K-5 ist dargestellt, welcher Schall-
druckpegel L,(f) bei einer Schallfrequenz f
die gleiche Schallempfindung ausldst wie der
Schalldruckpegel L, (1000 Hz) des ebenen
1-kHz-Vergleichsschalls. Die Kurven gleicher
Lautstirke Lg sind in 10-Phon-Stufen dar-
gestellt. Die Wahrnehmungsauflosung des



Schmerzgrenze
140 —
—J—1 130 phon L
;32‘3() N~ o /|
110 {J\\: //\/
100 100 o~
x \\ \90 /——\\,
5 80NN 80 // N
g 60 \\\\\ ?%g /—\t__/ N
Qo
£ \ (50 | NI
o ~150
E 40 AN :A‘T/—\\//\,
E RN R A
£ 20 NN 50 ~_ /N,
b A Sh—0l [~
0 Ho[schyvel!c? N ~= T /
) N I 7
16 31,56 63 125250500 1 2 4 8 16
Hz kHz
Schallfrequenz f
Bild K-5. Kurven gleicher Lautstdrke Lg.
menschlichen  Ohres liegt bei etwa

ALg = 1phon, die Horschwelle bei einem
Wert von Lg = 4 phon, die Schmerzgrenze bei
Lg =120 phon.

K.5.2 Lautheit

Die Lautheit S ist ein Mafstab fur die Schall-
empfindung des menschlichen Ohres, der pro-
portional zur Stirke der Schallempfindung
ansteigt. Die Zahlenwerte der Lautheit wer-
den durch den Zusatz sone gekennzeichnet.

S = 201 (Ls=40phon) g e - (K-41)

Ly Lautstédrke in phon.

Der Lautheit § = 1 sone entspricht also defi-
nitionsgemiB die Lautstidrke Ly = 40 phon.

K.5.3 A-bewerteter Schallpegel

Der A-bewertete Schallpegel L, ist eine mef-
technische Nédherung fiir die Lautstdrkeempfin-
dung des menschlichen Ohres, welche die
komplizierte Phon-Messung vermeidet. Die
Bewertungskurve A bildet die Frequenzab-
héngigkeit der Lautstirkeempfindlichkeit des
menschlichen Ohres im Bereich unterhalb
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il Q =
O o o

11
\
Ay
\
X;
yal

—_
w

o
N
(=]

Bewertungsfaktor A*
5
~N
>

o
3]

7
3047 }

10' 2 46107 2 4510°% 2 46 10%Hz
Frequenz f

Bild K-6. Bewertungskurven A, B, C nach DIN 45633.

90 phon nach; die Larmempfindung iiber
100 phon wird mit der C-Kurve gendhert. Mit
Hilfe der Bewertungskurven der gemessenen
Schallpegel L, ist auch eine, der menschlichen
Schallempfindung vergleichbare Messung von
Schall mit einem Schallfrequenzspektrum
moglich.

. Die bewerteten Schallpegel L, bzw. L. werden

berechnet, indem zu den terz- oder oktavweise
gemessenen Schallpegeln L, ein frequenzab-
hidngiger Bewertungsfaktor A} addiert wird.
Die Bewertungskurven zeigt Bild K-6, die
Zahlenwerte der A-Bewertungsfaktoren A}
sind in Tabelle K-7 aufgefiihrt.

Der A-bewertete Schallpegel L, eines Schall-
frequenzspektrums berechnet sich wie folgt:

i=1

Ly=10lg {_z 101 ‘L-'MZ.H} dB(A);

(K-42)

L; gemessener Schallpegel in Terzen oder
Oktaven,
A% ; A-Bewertungsfaktor.

K.5.4 Aquivalenter Dauerschallpegel

Der dquivalente Dauerschallpegel L;, ist
das Map fir die Belastung des Gehdrs durch
die Schallenergie von Gerduschimmissionen
in einem Bezugszeitraum tg, beispielsweise



258 K Akustik

tg =8h fir die Gehorbelastung an einem
Arbeitstag,

1 »
Lig=101g {7 T [1;- 10%1 1} dB(A);
Bi=1

(K-43)

t;  Zeitintervall i des Bezugszeitraums,

L, ; A-bewerteter Schallpegel im Zeitinter-
vall ¢,

ty  Bezugszeitraum (tg =1, + t,+ ... + f,).

K.6 Raumakustik

Die akustische Behaglichkeit in einem Raum
wird zum einen vom Schalleistungspegel Ly,
des diffusen Schallfeldes und zum anderen von
der Horsamkeit im Raum bestimmt. Die Hor-
samkeit hingt vom Verhéltnis der Schallinten-
sitdten und der Laufzeiten des geradlinig ein-
fallenden Schalls (Direktschall) zu denjenigen
des gestreuten Schalls (indirektem Schall) so-
wie von der Zeitspanne ab, in der die Schall-
energic nach einem Schallpegelsprung ab-
nimmt (Nachhall).

K.6.1 Aquivalente Absorptionsfliche

Die dquivalente Absorptionsfliche ist charak-
teristisch fir die Schallabsorptionseigenschaf-
ten eines Raumes. Sie beeinfluBt sowohl den
Schalleistungspegel in einem Raum, als auch
den Nachhallverlauf und ergibt sich aus

| A=A (K-44)

Der mittlere Schallabsorptionsgrad &; ist defi-
niert als:

/2

G =2 [ o;(6)cosdsind ds; (K-45)
o

Asq dquivalente Absorptionsfliche,

A; Oberfliche i im Raum,

& mittlerer Schallabsorptionsgrad der
Oberfléche i,

2;(0) Schallabsorptionsgrad unter dem Ein-

fallswinkel &,
o Schalleinfallswinkel.

Die gesamte absorbierte Schalleistung £,

héngt von der Schallintensitéit Iy, des diffu-
sen Schalifeldes im Raum ab:

1
};es = Z Idiffus Aiq; (K_46)

Liserys Schallintensitét des diffusen Schallfeldes,

Az, Adquivalente Absorptionsfléche.

K.6.2 Schalleistungspegel des diffusen
Schallfeldes

Der Schalleistungspegel des diffusen Schallfel-
des Lgr,s wird durch den Schalleistungspeget
der Schallquelle und die dquivalente Absorp-
tionsfliche bestimmt.

Ay

Ly —101g %
0

dB;  (K-47)

Lyigres =

L, Schalleistungspegel,
Asq  dquivalente Schallabsorptionsfliche,

A, Norm-Bezugsfliche der Luftschallab-
sorption (4, = 1 m?).

K.6.3 Nachhallzeit

Wird eine Schallquelle in einem Raum mit
dem Raumvolumen ¥ und der dquivalenten
Absorptionsfliche A4;, ausgeschaltet, dann
nimmt die Schallenergie E () vom Ausgangs-
wert E(0) exponentiell ab:

¢ Aiq

E(@)=E@0)e 4v

(K-48)

Ay, dquivalente Absorptionsfliche,
c Schallgeschwindigkeit,
vV Raumvolumen.

Die Nachhalizeit T* ist eine fiir den Abfall der
Schallenergie charakteristische Zeitkonstante
und durch die Zeitspanne definiert, in der der
Schallpegel L, des diffusen Schallfeldes um
AL = 60 dB abnimmt:

T*=241n10 |4 =0’163i |4 . (K—49)
c siq m Ay,
A;q dquivalente Absorptionsfliche,

¢ Schallgeschwindigkeit,
V' Raumvolumen.



Die Zahlenwertgleichung ergibt sich, wenn fiir
Luftschall die mittlere Schallgeschwindigkeit
zu ¢ = 340 m/s angesetzt wird.

K.6.4 Hallradius

Das Schalifeld punkt- oder kugelférmiger
Schallquellen wird in R&umen durch die
Vielfach-Schallreflexionen an den Wénden in
ein diffuses Schalifeld umgewandelt. Nur im
Nahfeld der Schallquelle {iberwiegt der
Direktschall und damit der Schallintensitéts-
verlauf wie in einem freien Schallfeld, bei dem
die Verdopplung des Abstands zur Schall-
quelle bei einer Kugel-Schallquelle eine Schall-
intensitdtsabnahme von AL, = 6 dB und bei
einer Zylinder-Schallquelle von AL; =3 dB
bewirkt.

Der Hallradius Ry ist der Abstand von einer
Schallquelle im Raum, innerhalb dessen die
Schallintensitdt wie bei der Ausbreitung im
freien Schallfeld abnimmt und durch Vergro-
Berung des Abstands zur Ldrmquelle eine
Larmminderung moglich ist. Der Hallradius
R, ist:

1[4
Ra=7 key ?’; (K-50)
A;q dquivalente Absorptionsfliche,

ky  Hallradiusfaktor.

Der Hallradiusfaktor ky beriicksichtigt den
EinfluB der Symmetrie der Schallquelle, der
Raumgeometrie und des Aufstellorts des
Schallsenders im Raum. Fiir Rechteckrdume
sind ky-Werte in Tabelle K-9 zusammenge-
stellt.

Tabelle K-9. Hallradiusfaktor ky von Recht-
eckrdumen.

Aufstellungsort Kugel- Zylinder-
Schallquelle Schallquelle | Schallquelle
im Raumzentrum 1 \/5

Wand-/Deckenmitte 2
Wand-/Deckenkante | 2
dreidim. Raumecke | 2,/2

2
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K.7 Technische Akustik
und Bauakustik

Zur akustischen Behaglichkeit von Rdumen
gehort es, daB die Rdume gegen den Schall aus
Nachbarrdumen geschiitzt sind. Dabei wird
zwischen der Anregung der Trennfldchen iiber
Luftschall (Luftschalldimmung) und derjeni-
gen Uber direkte Bauteilanregung (Tritzschall-
déimmung) unterschieden.

K.7.1 Luftschall-DammaQ

Das Luftschall-DdmmalB R wird iiber den
mittleren Luftschall-Transmissionsgrad g,
das ist das Verhdltnis zwischen der Schall-
leistung P, im Empfangsraum und der Schall-
leistung P, im Senderaum, definiert:

R= 101gridB=101g%dB. (K-51)
S 2

Die Schalleistung P, und auch der Schallpegel
L, im Empfangsraum héingen von der Trenn-
flache zwischen Sende- und Empfangsraum,
von der dquivalenten Absorptionsfliche des
Empfangsraums sowie vom Schallpegel im
Senderaum ab (Bild K-7). Es gilt:

A
R=L1—L2+101gAT

dB;  (K-52)

2q

Az,  dquivalente Schallabsorptionsfliche des
Empfangsraums,

A;  Trennfliche zwischen Sende-
Empfangsraum,

L, Schallpegel im Senderaum,

L, Schallpegel im Empfangsraum.

und

Mit Gl (K-52) kann in der Baupraxis das
Schallddimmal einer Trennwand oder -decke
gemessen werden.

K.7.2 Norm-Trittschallpegel

Begehen, Hiipfen, Stiihleriicken u.d. regen
den FuBboden direkt zu Schwingungen an.
Dieser Trittschall wird iiber die Decke und
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Bild K-7. Luftschallanregung und -abstrahlung einer
Trennwand. A schallabstrahlende Oberfliche im Emp-
fangsraum mit der dquivalenten Schallabsorptions-
Sléche Ay,

mit der Decke verbundene Bauteile in andere,
insbesondere in darunterliegende Rdume ge-
leitet. Die Trittschalliibertragung wird nach
DIN 52210 gemessen, indem ein Norm-
Hammerwerk mit einer Schlagfrequenz von 10
Schldgen je Sekunde auf dem Fuflboden auf-
gestellt wird und im Empfangsraum der Tritt-
schallpegel L,,,, terzweise registriert wird. Ein
Korrekturglied beriicksichtigt die aus einer
Nachhallzeitmessung ermittelte Schallabsorp-
tion im Empfangsraum. Bauakustischen An-
forderungen nach DIN 4109 unterliegt der

Tabelle K-10. Kirperschalldimmung.

so bestimmte Norm-Trittschallpegel L der
Decke:

diae g,
0

Ly = Ly + 1013 =%

(K-53)

L

gem

gemessener Trittschallpegel im Emp-
fangsraum,

Az, & dquivalente Absorptionsfliche des Emp-
fangsraums,

Norm-Bezugsfliche der Trittschallab-
sorption (4, = 10 m?).

Ay

K.7.3 Korperschall-Isolierwirkungsgrad

Korperschall ist die Ausbreitung von Schall
im Inneren oder auf der Oberfldche von Fest-
korpern mit Schallfrequenzen im Horbereich
f>15Hz. MaBnahmen zur Korperschall-
dammung fiihrt Tabelle K-10 auf.

Die elastische Lagerung eines Schallgebers,
also die Erzeugung eines schwingungsfahigen
Masse-Feder-Systems aus der Korperschall-
gebermasse m und der Federkonstante ¢ der
Korperschall-Tsolierschicht nach Bild K-8,
vermindert die Amplitude der Korperschall-
welle, wenn die Resonanz- oder Abstimm-

Effekt

MaBnahme

Korperschallreflexion

geometrische Korperschalldimmung

K érperschall-Dissipation

Abstrahlgrad-Reduktion

Grenzfldchen mit hohen Schallkennimpedanzunterschieden:
~ Luftschichten in mehrschaligen Trennbauteilen

- schwere Sperrmassen, Bleischicht

— Federelemente

- Gummiplatten

Verminderung der Korperschalldichte:

— VergréBerung der Laufstrecke zwischen Korperschallquelle
und Empfangsraum

— Verkleinerung der korperschallabstrahlenden Fliche

Vernichtung der Korperschallenergie durch innere Reibung
und StoBstellen-Dammung:

- Entdréhnmaterialien wie Sand oder Hochpolymere

- Nagelverbindungen, viskoelastische Unterlagen

Verminderung der Luftschallabstrahlung
korperschallangeregter Flichen durch Flichenverminderung
und Schallinterferenz-Ausloschung

- kleinfliachige Unterteilung, Lochung, Aussteifung

— gegenphasige Anregung benachbarter Abstrahlfldchen




Bild K-8. Kdorperschalldimmende elastische Maschi-
nenlagerung.

Kreisfrequenz w, = /c/m weit unterhalb
der erregenden Korperschall-Kreisfrequenz w
liegt. Der Korperschall-Isolierwirkungsgrad n
ist ein MaB fiir die Verminderung der Kraft-
amplitude F , die, in die Bodenplatte eingelei-
tet, den Kﬁrpersghall verursacht, bezogen auf
die Amplitude F; der erregenden Kraft des
Schallgebers.

Fir das in Bild K-9 gezeigte Einmassensystem
mit dem viskoelastischen Dampfungsgrad D
ist der Isolierwirkungsgrad

ETC
-G

(K-54)

Bild K-10 zeigt die Resonanzkurven eines Ein-
massensystems fiir verschiedene Dampfungs-
grade. Eingezeichnet ist der ddmpfungsfreie
Isolierwirkungsgrad

2
(&) -
[oN )
()"
Wo
o Korperschall-Erregerkreisfrequenz,

®, Resonanz-Kreisfrequenz des Masse-Feder-
Systems.

n(D=0)= (K-55)

Demnach werden bei der einfachelastischen
Lagerung von Korperschallerregern Isolier-
wirkungsgrade tiber 90% nur erreicht, wenn
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Bild K-10. Resonanzkurve eines Einmassensystems
mit Verlauf des Isolierwirkungsgrades n (fiir D = 0}.

die Resonanzfrequenz der Lagerung auf weni-
ger als ein Viertel der Erregerfrequenz abge-
stimmt wird. Eine doppelelastische Maschi-
nenaufstellung hat im Vergleich hierzu einen
erheblich groBeren Isolierungswirkungsgrad;
sie ist technisch jedoch wesentlich aufwendi-
ger.

K.7.4 Stromungsgeriunsche

Stromungsgerdusche entstehen, wenn in Ma-
schinen und Gerdten Stromungsenergie in
Schallenergic im Horfrequenzbereich umge-
wandelt wird (Tabelle K-11).

Eine ausgeprigte Richtcharakteristik in Aus-
stromrichtung hat das Freistrahlgerdusch; es
entsteht durch Wirbelablésung in der Misch-
zone zwischen dem hochbeschleunigten Frei-
strahl und dem ruhenden Gas, in das der Frei-
strahl einstromt (Bild K-11).
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Tabelle K-11. Stromungsgerduscharten.

Strémungsgerdusch Frequenzspektrum

Ursache

Strémungsrauschen breitbandig

Freistrahlgerdusch sehr breitbanding
in Ausstromrichtung

Richtcharakteristik
Hiebtone

schmalbandig

Kavitationsgerdusch | breitbandig

Druckschwankungen im abstromseitigen
Wirbelfeld eines umstrémten Korpers
(Zylinder, Ventil usw.) oder im Turbulenz-
bereich einer Rohrstromung

Wirbelbildung in der Reibungszone
zwischen hochbeschleunigtem Freistrahl
von Diisenéffungen und dem ruhenden
Gas, in das der Freistrahl ausstromt
(Bild K-11)

asymmetrische Wirbelablosung
umstromter Koérper, aufgeprigte Periodizitdt
von Ventilatoren oder Propellern

Druckschwankungen durch die Implosion
von Kavitations-Dampfblasen, entstanden an
Stromungsengpdssen, wo der dynamische
Stromungsdruck niedriger als der Séttigungs-
dampfdruck der Fliissigkeit ist (Bild K-12)

w)(:::i@:@: '@l@:@,

—— Py

W}:zzﬁié:ii@ 6

Bild K-11. Wechseldruckerzeugende Wirbel um den
turbulenten Freistrahl einer Diise.

Wird die Strémungsgeschwindigkeit an um-
stromten Profilen oder Stromungskanten sehr
hoch, so daB der statische Druck in der
stromenden Flissigkeit niedriger als der Sétti-
gungsdampfdruck der Fliissigkeit wird, dann
tritt in der Strémung Kavitation auf

Druck p

Stromungsprofil

Bild K-12. Entstehung und Implosion von Kavita-
tionsblasen. v Stromungsgeschwindigkeit.

(Bild K-12). An Keimen entstehen Dampfbla-
sen, die wieder schlagartig kondensieren,
wenn der Druck nach der Strémungskante
wieder ansteigt. Dabei entsteht das prasselnde,
breitbandige Kavitationsgerdusch.



K.8 Ultraschall

Ultraschall ist Schall mit Schallfrequenzen
oberhalb des Horbereichs von etwa 20 kHz
bis 10 GHz. Die Erzeugungsmethoden fithrt
Tabelle K-12 auf, die Eigenschaften und An-
wendungen die Tabelle K-13. Zum Nachweis
von Ultraschall werden piezoelektrische
Mikrofone verwendet. Ultraschali 1Bt sich

Tabelle K-12. Ultraschallerzeugung.
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auch visuell mit phosphoreszierenden Leucht-
schirmen nachweisen; die Ultraschallanre-
gung bewirkt bei den mit Lichtenergie auf-
geladenen Phosphoren eine beschleunigte
Lichtaussendung, so dall die Stellen mit
Ultraschalleinwirkung auf den Phosphor-
Leuchtschirmen schneller dunkel erscheinen.

Ultraschallerzeugung Frequenzbereich physikalischer Effekt

mechanisch bis 200 kHz elastische Schwingungen, resonante Turbulenz-
wirbelabstrahlung an bewegten Lochern (Sirene),
stehende Welle in Pfeifen

magneto-restriktiv bis 50 kHz resonante Lingendnderung eines ferromagnetischen
Stabs (Ni, Fe 0.a.) im magnetischen Wechselfeld
einer Hochfrequenzspule

elektro-restriktiv bis 10 MHz resonante Dickenschwingungen einer Quarz-
kristall- oder Bariumtitanat-Platte bei angelegter
hochfrequenter Wechselspannung (inverser
piezoelektrischer Effekt)

Mikrowellen- bis 10 GHz resonante Ankopplung eines heliumgekiihlten

Resonatorankopplung Quarzstabs an Mikrowellen-K oaxialresonatoren

Tabelle K-13. Ultraschalleigenschaften und -anwendungen.

Eigenschaften Anwendungen

kurze Ultraschall-Wellenldnge
in Luft (4 < 1,5 cm);
geradlinige, geometrische
Schallausbreitung mit
vernachlassigbarer Beugung

hohe Ultraschall-Intensitét
wegen I ~ w? bei hohen
Ultraschall-Kreisfrequenzen
(w > 100kHz)

Ol in Wasser)

Biindelung von Ultraschall-Richtstrahlen zur Ortung von Hindernissen
(Ultraschall-Echolot-Verfahren); Reflexionen an Grenzschichten

mit Anderung der Schallkennimpedanz, wie bei Luftschichten

in Festkorper-Rissen, Lunkern in GuBteilen oder Blechaufdopplungen
(Ultraschall-Werkstoffpriifung) und wie beim Ubergang Muskelgewebe
zu Gewebefliissigkeit (Ultraschall-Diagnostik); Ultraschall-
Kommunikation unter Wasser (SONAR-Prinzip)

Kavitation an Festkorper-Grenzflachen bewirken Materialabtrag
(Ultraschall-Reinigung, Ultraschall-Bohren, Ultraschall-Schneiden);
resonante Anregung von Zellen (Ultraschall-Massage), von Gasblasen
(Entgasung von Schmelzen) und von Trépfchen (Emulgieren von
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Tabelle L-1. Frequenzen f und Wellenlingen A elektromagnetischer Wellen.

fin Hz Ainm Wellenbereich Ainm IR- und UV-Wellenart
10— s -3
10° 1% ] ViE R =
105 — 102 LF 4 _|
s ] |
187 02 ] EFF , P FemsIR
100 — 10~ —
108 —] 100 —| VHF ?, — R-C
100 —{ 17 T UHF) ., L
100 | 10 SHF Mikro 4
1011 — 1072 — EHF | wellen 2
1012 1073 —, " 1075 — Mittleres IR
— e ] —
1010 | 1845 } Infrarot (IR) ¢
4 ™ —
igis 11078 —1 sichtbares 2 IR-B
1ot | 1077 — =T Licht (VIS) jo-s [ Nehes IR IR-A
07 | 107% — Ultraviolett (UV) 6 :VIS
1018 10:?0 —| Rontgenstrahlung Ml s&aﬁrg%v SX:Q
101 —] }g_ a y-Strahlung . 2 ——Fernes UV UV-C
107 — jo-z 10 " Vakuum-UV

In der Optik werden Phédnomene untersucht,
die mit der Ausbreitung des Lichts in Zu-
sammenhang stehen. Licht ist eine transver-
sale elektromagnetische Welle. Im gesamten
Spektrum der elektromagnetischen Wellen
ist das sichtbare Licht ein schmaler Bereich
im Wellenldngenintervall von 4 = 380 nm bis
780 nm, in dem das menschliche Auge emp-
findlich ist (Tabelle L-1).

L.1 Geometrische Optik

Sind die Dimensionen der Gegenstdnde grof3
gegen die Wellenldnge des Lichts, dann ist die
Lichtausbreitung mit Hilfe von Lichtstrahlen
beschreibbar. In der geometrischen Optik
wurden Methoden entwickelt, mit denen der
Lichtweg in optischen Systemen berechnet
werden kann.

Ubersicht L-1. DIN-Normen zur geometrischen
Optik einschlieflich optischer Instrumente.

DIN 1335

Technische Strahlenoptik
in der Fotographie

DIN 1349 Durchgang optischer Strahlung
durch Medien

DIN 58925 Optisches Glas

DIN 58926 PreBlinge fiir Optikeinzelteile

DIN 58927 Optisches Glas;
Technische Lieferbedingungen

DIN 58140 Faseroptik

DIN VDE 0472 Priifung an Kabeln und isolierten
Leitungen

DIN VDE 0888 Lichtwellenleiter fiir Fernmelde-
und Informationsverarbeitungs-
anlagen

DIN VED 0899  Verwendung von Lichtwellen-
leitern-Fasern, -Einzeladern,
-Biindelfasern und -Kabeln fiir
Fernmelde- und Informations-
verarbeitungsanlagen

DIN 58158 Optik-Prismen




Ubersicht L-1 ( Fortsetzung)

DIN 58160 Norm-Optikteile

DIN 58171 Norm-Optiksysteme

DIN 58208 Begriffe und Zeichen
fiir Brillengléiser

DIN 58282 Lupen

DIN 58385 Fernrohre; Arten, Benennung

DIN 58386 Fernrohre; Optische KenngréBen

DIN 58388 Fernrohre; Bestimmung der
optischen Kenngréfen

DIN 58886 Mikroskope; Vergroflerungen

DIN 58887 Optische AnschluBmafe
fiir Mikroskope

DIN 58878 Farbkennzeichnung von
Mikroskopobjektiven

DIN 58881 Mikroskope; Okulare,
AnschluBmaBe

DIN 19040 Begriffe der Fotografie

DIN 4521 Aufnahme- und
Projektionsobjektive

DIN 4522 Aufnahmeobjektive

DIN 108 Diaprojektoren

L.1.1 Lichstrahlen und Abbildung

Eine Lichtquelle sendet Strahlen aus, die sich
in einem homogenen Medium geradlinig aus-
breiten und senkrecht zu den Wellenfldchen
der elektromagnetischen Welle stehen. Licht-
strahlen, die sich durchkreuzen, beeinflussen
sich gegenseitig nicht.

Wird ein von einem Gegenstandspunkt O aus-
gesandtes homozentrisches Strahlenbiindel
durch ein optisches System so verdndert, daf3
sich alle Strahlen wieder in einem Bildpunkt O’
schneiden, entsteht also wieder ein homozen-
trisches Biindel, dann liegt eine Abbildung vor
(Bild L-1).

L.1.2 Reflexion des Lichts

L.1.2.1 Reflexion an ebenen Flichen

Bei der Reflexion eines Lichtstrahls an einer
spiegelnden Fliche (Bild L-2) gilt das Refle-
xionsgesetz:

Einfallender Strahl, reflektierter Strahl
und Einfallslot liegen in einer Ebene; der
Einfallswinkel ¢ und der Reflexionswinkel
&, sind gleich.
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a) reelle Abbildung

b) virtuelle Abbiidung
e}

T

Bild L-1. Optische Abbildung.

Lot

Spiegel
Bild L-2. Reflexion an ebener Fliche.

Abbildung

Nach Bild L-1b scheint fiir einen Beobachter
jeder Lichtstrahl, der von O aus in den Spiegel
féllt, von dem Bildpunkt O’ herzukommen.
Gegenstandspunkt O und Bildpunkt O’ liegen
vollig symetrisch zum Spiegel auf einer Nor-
malen zur Spiegelfliche.

Der ebene Spiegel erzeugt virtuelie Bilder;
Gegenstand und Bild liegen symmetrisch
zum Spiegel.
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Ubersicht L-2. Brennpunkt des Hohlspiegels.

\

Brennweite = r/2

C Mittelpunkt der Kugel,
F Brennpunkt,

S Scheitel,

r Kugelradius.

L.1.2.2 Reflexion an gekriimmten Flichen

Hohlspiegel

Der Hohl- oder Konkavspiegel ist eine innen
verspiegelte Kugelkalotte. Parallel zur opti-
schen Achse CS einfallende Strahlen, die nahe
bei der optischen Achse verlaufen (paraxiale
Strahlen), treffen sich im Brennpunkt (Uber-
sicht L-2). Bei einem Parabolspiegel gehen alle
achsenparallele Strahlen durch den Brenn-
punkt, unabhingig vom Abstand, den sie von
der Symmetrieachse haben.

Abbildung beim Hohlspiegel

Ubersicht L-3 zeigt die Abbildung eines Ge-
genstandes OP durch einen Hohlspiegel. Die
Lage des Bildpunktes P wird durch den
Schnittpunkt zweier ausgezeichneter Strahlen
festgelegt.

Ubersicht L-3. Abbildung durch einen Hohl-
spiegel.

y
. \
y F
a |O y o
= —1
f—1
a’ /
a
/

Abbildungsgleichung {
fir paraxiale Strahlen P +

AbbildungsmaBstab

a Gegenstandsweite,
d Bildweite,
f  Brennweite.

Tabelle L-2 zeigt eine Zusammenstellung der
Abbildungsverhéltnisse beim Hohlspiegel fiir
verschiedene Gegenstandsweiten a.

Wolbspiegel

Beim sphérischen Wolb- oder Konvexspiegel
ist die AuBlenseite einer Kugelkalotte verspie-
gelt. Die Gleichungen in Ubersicht L-3 gelten
unverdndert auch fiir den Wolbspiegel, ledig-
lich die Brennweite ist negativ:

f=—r2. (L-1)

Tabelle L-2. Abbildungsverhiltnisse beim Hohlspiegel.

Gegenstandsweite Bildweite AbbildungsmaBstab Bildart

a>2f f<a<2f - <1 umgekehrt, reell
a=2f ad=2f -p =1 umgekehrt, reell
2f>a>f a>2f -p'>1 umgekehrt, reell

a=f ad=w =00 kein Bild im Endlichen
a<f a <0 p>1 aufrecht, virtuell
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Bild L-3. Bildkonstruktion beim Wolbspiegel.

Bild L-3 zeigt die Bildkonstruktion beim
Waolbspiegel. Das Bild ist immer virtuell, auf-
recht und verkleinert.

L.1.3 Brechung des Lichts

L.1.3.1 Brechungsgesetz

Fillt ein Lichtstrahl auf eine Grenzfliche zwi-
schen zwei verschiedenen Stoffen, so wird ein
Teil des Strahls reflektiert, der andere Teil
durchquert die Grenzfliche mit gednderter
Richtung — er wird gebrochen (Ubersicht L-4,
Tabelle L-3).

Totalreflexion

Ein Strahl, der in einem optisch dichten Me-
dium 14uft, wird an der Grenzfldche zu einem
optisch diinnen Medium tozal reflektiert, falls
der Einfallswinkel groBer ist als der Grenzwin-
kel der Totalreflexion (Ubersicht L-5).

L.1 Geometrische Optik

Ubersicht L-4. Lichtbrechung.
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£

DI

I

Snelliussches
Brechungsgesetz

Brechungsindex

Abbe-Zahlen
als MabB fiir
die Dispersion

Gruppenindex

nsing =rn'sing

n=cpplc & cfc

n,—1
v, =
g — R
ng—1
=4
g — Hc
dn
ng,=c0/cg,=n—}.-(ﬁ

¢ Lichtgeschwindigkeit im Material,

CLuft

Lichtgeschwindigkeit in Luft,

¢,  Lichtgeschwindigkeit im Vakuum,
¢ Gruppengeschwindigkeit im Material,

gr
/ Wellenldnge

Wellenldngen einiger Fraunhoferlinien:
Zp=486,1nm, Ap. =480,0nm, i, = 546,1 nm,

Aq = 587,6 nm,
Ac = 656,3 nm

ip=75893nm, . = 6438 nm,

Tabelle L-3. Brechzahlen n und Abbezahlen v einiger Stoffe.
Die Werte bezichen sich auf feuchte Normalluft von 20°C und 1013 hPa.

Stoff n, ng np v, Vg
Festkorper

FluBspat CaF, 1,43496 1,433872 1,433830 94,7 95,4
Quarzglas SiO, 1,4601 1,4585 1,4584 68,4 67,7
Plexiglas M 222 1,491 52 52
Borkronglas BK7 1,51872 1,51680 1,51673 64,2 64,0
Steinsalz NaCl 1,54740 1,54437 1,544258 425 43,2
Polystyrol 1,588 31 31
Flintglas F2 1,62408 1,62004 1,61989 36,1 36,4
Schwerflintglas SF 5,6 1,79180 1,78470 1,78444 25,9 26,1
Diamant C 2,4173

Fliissigkeiten

Wasser H,O 1,334467 1,333041 1,332988 55,8 55,6
Ethylalkohol C,H,OH 1,3635 1,3618 1,3617 56,8 55,8
Benzol C;Hg 1,50545 1,50155 1,50140 30,1 30,1
Schwefelkohlenstoff CS, 1,63560 1,62804 1,62774 18,3 18,4
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Ubersicht L-5. Totalreflexion.

{
I

1

I
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L.1.3.2 Lichtwellenleiter

Ein Lichtwellenleiter besteht aus einem Kern,
der von einem Mantel mit kleinerem Bre-
chungsindex umgeben ist (Ubersicht L-6). Die
Fithrung des Lichts in einem Lichtwellenleiter
beruht auf der Totalreflexion.

L.1.3.3 Brechung an Prismen

Fin Prisma ist ein meist dreikantiger Glas-
korper (Ubersicht L-7). Die zur brechenden
Kante K senkrecht verlaufende Zeichenebene
ist der Hauptschnitt.

Prismen sind optische Bauelemente mit vielfaltigen
Anwendungen. Tabelle L-4 zeigt einige Prismenfor-
men. Bei den Umlenkprismen bleibt der Ablenkungs-

g;:t;:;‘xlgfgnder sing, = 'jn winkel beim Pentagonalprisma und beim Bauern-
) ) feindschen Prisma konstant. Die Umlenkprismen
Grenzwinkel sine, = 1/n dienen zur Bildumkehr in optischen Systemen. Beim

gegen Luft

’

n'  Brechzahl des optisch diinneren Mediums,
n  Brechzahl des optisch dichteren Mediums.

Ubersicht L-6. Lichtwellenleiter.

einfachen rechtwinkligen Prisma und beim gerad-
sichtigen Wendeprisma tritt lediglich eine Seitenum-
kehr ein (z. B. links mit rechts vertauscht). Fiir eine
vollstdndige Bildumkehr muf3 auch noch oben und
unten vertauscht werden. Beim Porroschen Prismen-
satz wird dies durch ein zweites Prisma erreicht,
dessen Hauptschnitt um 90° gegeniiber dem ersten

a) Stufenindexfaser

r
///,J_Lg w a
[4 A7 - 7 ) n
y_’QO"—e —a

/ 1
o

=1 In,
b) Gradientenfaser r U npi
11
/% a |

P ] ] LI n
S C’) _a (

— — /2 _ 2
Ay=sinb,,, = /ni —n;

Numerische Apertur

Bedingung fiir das Auftreten

. Mod a < 2,405
nur einer Mode 15304,
a Kernradius, i Wellenlinge,
n, Brechzahl des Kerns, Omax Akzeptanzwinkel.

n, Brechzahl des Mantels,




Tabelle L-4. Prismen und Prismensysteme.
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Umlenkprismen

Umbkehrprismen

rechtwinkliges Umlenkprisma

rechtwinkliges Umkehrprisma

Dachkantprisma

22NN

T,

Pentagonalprisma fir
konstante Ablenkung

‘ond
WV o= 45°

geradsichtiges Wendeprisma
(Amici)

2N\,

S
// 90° \\
AN

S — o

Schmidt-Pechan-Prisma

Bauernfeindsches Prisma
fiir konstante Ablenkung

Porro-Prismen

N\

N

Uppendahl-Prisma

\
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Ubersicht L-7. Strahlenverlauf im Haupt-
schnitt eines Prismas.

Ubersicht L-8. Lichtbrechung an einer Kugel-
Sfliche.

n n’/////

7

o) s c o
S / 72

()5 — GV G4,

Ablenkungswinkel

2
s n .
6 =¢) —a+arcsin [smm <—,> ~sin? ¢
n
— COs o sin s’1:|

minimaler Ablenkwinkel bei symmetrischem

Durchgang

O pnin = 2 rcsin (2 sin E) —~a
n 2

min

Niherung fiir kleine brechende Winkel

Orin X (117‘“ 1)
n

n  Brechzahl des Prismas,

n’  Brechzahl des umgebenden Mediums
(meist Luft, n' = 1),

o brechender Winkel,

¢, Einfallswinkel.

gedreht ist. Diese Art der Bildumkehr wird bei Pris-
menfeldstechern eingesetzt. Eine vollstindige Bild-
umkehr wird auch beim Dachkantprisma erreicht,
dessen Hypothenusenfliche Dachform besitzt. Voll-
stindige Bildumkehr ohne Strahlversatz bieten die
Prismensysteme nach Schmidt-Pechan sowie Uppen-
dahl. Beide benutzen je ein Dachkantprisma. Ver-
schiedene Prismenformen und -bezeichnungen sind
in DIN 58 158 genormt.

L.1.3.4 Brechung an Kugelfliichen

Vorzeichenkonvention

Zwei Medien mit den Brechzahlen n und »’
sind nach Ubersicht L-8 durch eine Kugel-

Schnittweitengleichung 11 11
(Abbesche Invariante) n ( ) =n < >

n  Brechzah! im Gegenstandsraum,
n' Brechzahl im Bildraum.

fliche voneinander getrennt. Im folgenden
werden fiir alle Strecken und Winkel Vorzei-
chen verwendet, wie sie in der technischen
Optik gebréuchlich und durch DIN 1335 fest-
gelegt sind. Die Achse durch den Kugelmittel-
punkt C ist die optische Achse und zugleich
die z-Achse des Koordinatensystems. Die
positive z-Richtung wird durch die Laufrich-
tung des Lichts bestimmt und geht im alilge-
meinen von links nach rechts. Die y-Achse
steht senkrecht auf der z-Achse und weist von
unten nach oben. Der DurchstoBpunkt der
optischen Achse durch die Kugelfldche ist der
Scheitel S. Der Radius der Kugel ist positiv,
wenn der Mittelpunkt C rechts vom Scheitel
liegt und negativ, falls C links von S liegt.
Samtliche Strecken, die vom Bezugspunkt S
aus nach links gemessen werden, erhalten ein
negatives Vorzeichen. Strecken, die nach
rechts gemessen werden sind positiv.

L.1.4 Abbildung durch Linsen

In den meisten optischen Gerdten werden Lin-
sen mit kugelf6rmigen Flichen verwendet.

L.1.4.1 Diinne Linsen

Tabelle L-5 zeigt verschiedene Linsenformen.
Konvexlinsen (Sammellinsen) sind in der Mitte



Tabelle L-5. Linsenformen.
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Linsenform
Bezeichnung bi- plan- konkav- bi- plan- konvex-
konvex konvex konvex konkav konkav konkav
Radien r, >0 ry = ro<r,<0 ro<0 ry =0 r,<r <0
ry<0 r,<0 ry >0 r, >0
Brennweite >0 [ >0 f>0 <0 f<0 fr<o
Sammellinsen Zerstreuungslinsen
F' F “F = :—: :\\\\ Fe
—€\\ — J— 7%*
] —— .~ T

i

f—et

Ubersicht L-9. Linsen- und Abbildungsglei-
chungen fiir diinne Linsen.

dicker als am Rand, bei Konkavlinsen (Zer-
strenungslinsen) ist es umgekehrt. Alle achsen-
nahen Strahlen eines parallel zur optischen

bildseitige 1 1 1 Achse einfallenden Biindels treffen sich im
Brennweite —=D'=n-N{——— . e , .

! non bildseitigen Brennpunkt F'. Die relevanten
gegenstandseitige Gleichungen fiir dﬁr}ne Li.nsep, die bei.derseits
Brennweite f=~f von Luft umgeben sind, sind in Ubersicht L-9

tellt.
Abbildungs- L1 zusammengeste
gleichung 27 F Bildkonstruktion
Abbildungs- Y@ Bild L-4 erldutert die zeichnerische Konstruk-
maBstab f===— tion einer Abbildung mit einer diinnen Linse
yoa anhand von drei ausgezeichneten Strahlen:
EE‘;’,‘&“S"M o Der achsenparallele Strahl 1 geht hinter der
ordungs- Fz=-f Linse durch den bildseitigen Brennpunkt F’.
gleichung

D’ Brechkraft, [D'] = 1 m™! = 1 dpt (Dioptrie),
ny  Brechzahl der Linse,

r;  Kriimmungsradius der linken Fliche,

r,  Krimmungsradius der rechten Fldche,

Der Mittelpunktstrahl 2 wird nicht gebrochen.
Der Strahl 3 durch den gegenstandseitigen
Brennpunkt F verldBt die Linse achsenparal-
lel. Der Schnittpunkt der drei Strahlen defi-
niert den Bildpunkt. Bei einer Zerstreungslinse

o Segenstandsweite, ist das Bild immer aufrecht, verkleinert und
d  Bildweite, ool
¥  GegenstandsgroBe, virtuell.
¥ Bildgrofle,
Abstand Gegenstand ~ iticer Brenn- ' .
: purfki:fl cgens an. gegenseltiger Drenn L.1.4.2 Dicke Linsen
z f\Bt:Is;aEi )Blld — bildseitiger Brennpunkt Der Strahlengang ausgewéhlter Strahlen durch

eine dicke Linse ist in Bild L-5 dargestellt. Die
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a) Sammellinse

Ubersicht L-10. Linsengleichungen fir dicke
Linsen.

Pt\\ , Brennweite und 1 11
3 F O’ Brechkraft —=D'=( ~1) <_ _ ¥)
O! F f o
1 P =1 d
| K s NS
)7 (A (A 27— o
|- ) — [ JRS—— .
: a (+a ' Absténde der no—1d
Brennpunkte Spe=t" (1 -t —)
von den Scheiteln N
b) Zerstreuungslinse no—1d
sp=—f[1+2— —
noory
1 .
P > Abstinde der 14
s Prel Hauptebenen Sp=—f" o4
i 2 e = von den Scheiteln noon
o Fro -4
[ = —f e L
no 1,
D’ Brechkraft,
" Li dicke,
Bild L-4. Bildkonstruktion bei diinnen Linsen. ;ilL Bi’gcs:igaifl ger Linse,
r,  Krimmungsradius der linken Fliche,
r, Krimmungsradius der rechten Fliche.
H H
L@
F | =
+ ' ’
) l I S F
e
ol _/
N
(-)sr (+)Spla— — (-)shy ——{+)SE—
() (HF Bild L-5.

ausgezogenen Strahlen innerhalb der Linse
konnen durch die gestrichelten ersetzt werden.
So wird beispielsweise der von links kom-
mende Strahl bis zum Schnittpunkt Q' mit der
Hauptebene H' durchgezogen und geht von
dort durch den Brennpunkt F'. Die charakteri-
stischen GréBen sind in Ubersicht L-10 zu-
sammengestellt.

Dicke Sammellinse mit Hauptebenen.

Bild L-6 zeigt die Konstruktion der Abbil-
dung eines Gegenstandes durch eine Sammel-
linse. Werden die Gegenstandsweite a und die
Bildweite &’ als Abstand vor der jeweils zuge-
ordneten Hauptebene definiert, dann behalten
die Abbildungsgleichung und die Gleichung
fiir den AbbildungsmaBstab aus Ubersicht
L-9 ihre Giiltigkeit.
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Bild L-6. Bildkonstruktion bei einer dicken Sammel-
linse.

LyH HL,
A\/

Dy
R F, F FNF F

Bild L-7. Lage der Hauptebenen bei einem System
von Sammellinsen.

L.1.4.3 Linsensysteme

Systeme aus mehreren Linsen kdnnen wie eine
dicke Einzellinse beschrieben werden, wenn
die Lage der Hauptebenen sowie die Brenn-
weite des Systems bekannt ist (Bild L-7,
Ubersicht L-11).

L.1.5 Blenden

In jedem optischen System gibt es Blenden, die
den Querschnitt der das System durchlaufen-
den Strahlen begrenzen (Bild L-8). Die als
Eintrittspupille EP bezeichnete Blende defi-
niert den objektseitigen Aperturwinkel a. Das
Bild der Eintrittspupille ist die Austrittspupille
AP. Lage und Grof3e der Austrittspupille be-
stimmt den bildseitigen Aperturwinkel o'
Durch die GroBe der Pupillen und der Aper-
turwinkel wird die Helligkeit der Abbildung
bestimmt.
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Ubersicht L-11. Linsensysteme.

Absténde der

1 1 1
Brennpunkte —=
von den Scheiteln ¢ f2  fi—€
t_1. 1
s fi fi—€
. S5
Brennweite fl=—f="
fi+/—¢
Brechkraft D'=D;+D,~e DD,
Brechkraft bei
geringem Abstand D' =Dj + D)
e Abstand der Linsen,

15

Brennweite von Linse L, bzw. L,.

Bild L-8. Strahlbegrenzung durch eine Blende.

L.1.6 Abbildungsfehler

Sind bei einer optischen Abbildung nicht nur
paraxiale Strahlen beteiligt, dann treten 4b-
bildungsfehler auf, die nur mit groBem Auf-
wand korrigiert werden kénnen (Tabelle L-6).

L.1.7 Optische Instrumente

L.1.7.1 Das menschliche Auge

Bei einem normalsichtigen Auge wird ein
paralleles Strahlenbiindel, das von einem
unendlich weit entfernten Gegenstandspunkt
kommt, auf einen Punkt der lichtempfindli-
chen Netzhaut fokussiert. Die Fahigkeit des
Auges, durch Verdnderung der Kriimmung
der Augenlinse verschieden weit entfernte
Gegenstinde auf der Netzhaut scharf abzu-
bilden, wird als Akkomodation bezeichnet.
Der néchstgelegene Punkt, den man eben
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Tabelle L-6. Abbildungsfehler.

Bezeichnung Ursache und Auswirkung Beseitigung

sphirische Ein Objektpunkt auf der optischen Achse Kombinationen mehrerer Linsen ver-

Abberration wird, falls nur achsennahe Strahlen an der schiedener Brennweite (z. B. Sammel-

(Offnungsfehler) | Abbildung beteiligt sind, weiter von einer linse und Zerstreuungslinse);
Sammellinse entfernt abgebildet als bei der Variation der Linsenform. Ein korri-
ausschlieBlichen Verwendung achsenferner giertes System wird als Aplanat be-
Strahlen. Daher wird ein Punkt durch weit zeichnet.
gedffnete Strahlenbiindel nicht als Punkt,
sondern als Zerstreuungsscheibchen abge-
bildet.

Astigmatismus Ausgedehnte ebene Objekte werden nicht in Kombination mehrerer Linsen aus

und Bildfeld- einer Ebene, sondern auf zwei gekrimmten geeigneten Gldsern; Verdnderung der

wolbung Bildschalen, die sich auf der optischen Achse Blendenlage. Ein korrigiertes System
beriihren, abgebildet. Deshalb entsteht bei ist ein Anastigmat.
der Abbildung eines Punktes, der aulerhalb
der optischen Achse liegt, auch bei der Ver-
wendung schlanker Strahlenbiindel kein Bild-
punkt, sondern zwei zueinander senkrecht
verlaufende Bildstriche auf den beiden Bild-
schalen in verschiedenen Abstidnden von der
Linse.

Koma Strahlenbiindel groBer Offnung bilden einen Abblenden; Fehler ist stark abhéingig
Punkt, der auBerhalb der optischen Achse von der Blendenlage.
liegt, nicht als Punkt, sondern als ovale Figur
mit kometenhaftem Schweif ab.

Verzeichnung Bei falscher Blendenlage sind Bild und Objekt | Blende bzw. Pupille sollte in der
nicht geometrisch dhnlich. Liegt die Blende Linsenebene liegen. Verwirklicht im
zu weit im Gegenstandsraum, wird ein orthoskopischen Objektiv.

Quadrat tonnenférmig verzeichnet, liegt sie
zu weit im Bildraum, resultiert eine kissen-
formige Verzeichnung.

chromatische Farbfehler, der aufgrund der Dispersion des Kombination von Sammellinse aus

Aberration Linsenmaterials entsteht, wenn zur Abbildung | Kronglas und Zerstreuungslinse aus
kein monochromatisches Licht verwendet Flintglas; korrigiertes Objektiv ist
wird. Das Bild wird unscharf und erhilt ein Achromat.
farbige Rinder.

noch scharf sehen kann, ist der Nahpunkt. Er
liegt bei Jugendlichen bei etwa 10cm und
nimmt mit dem Alter zu. Der Fernpunkt liegt
beim normalsichtigen Auge im Unendlichen.
Als Bezugsweite oder deutliche Sehweite gilt
der Abstand @z = — 25 cm, bei dem der nor-
malsichtige Mensch Gegenstinde ohne An-
strengung betrachten kann.

Sehfehler

Bei einem kurzsichtigen Auge vereinigen sich
die Strahlen schon vor der Netzhaut. Der

Kurzsichtige kann deshalb unendlich weit
entfernte Gegenstdnde nicht scharf sehen; sein
Fernpunkt liegt im Endlichen. Zur Korrek-
tur wird eine Brille mit Zerstreuungslinse
verwandt. Beim ibersichtigen (weitsichtigen)
Auge liegt der Brennpunkt hinter der Netz-
haut. Zur Korrektur tragen Ubersichtige eine
Brille mit Sammellinsen.



L.1.7.2 Vergriflerungsinstrumente

Vergriferung

Von einem ausgedehnten Gegenstand entsteht
auf der Netzhaut des Auges ein umgekehrtes
reelles Bild (Bild L-9). Die Gr68e des Netz-
hautbildes ist abhingig vom Sehwinkel o,
unter dem das Objekt erscheint. Die Aufgabe
der optischen Instrumente Lupe, Mikroskop
und Fernrohr ist es, diesen Sehwinkel und
damit das Netzhautbild zu vergréBern. Als
VergroBerung I'’ eines optischen Instruments
wird definiert:

tanog’ o’
"= N — L-2
tano g ( )

’

¢’ Sehwinkel mit Instrument,
o Sehwinkel ohne Instrument.

Tabelle L-7 zeigt eine Zusammenstellung der

optischen Instrumente, mit denen eine Ver-
groBerung erzielt wird.

Tabelle L-7. Vergrifierungsinstrumente.
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i\JiQ
NN

Bild L-9. Definition des Sehwinkels a.

Lupe

Fiir die Normalvergriferung der Lupe wird
festgelegt, daB der Gegenstand in der Brenn-
ebene der Lupe steht und das Auge auf
Unendlich entspannt ist. Wird der Abstand
zwischen Linse und Objekt verkleinert, ent-
steht ein vergroBertes virtuelles Bild, das mit
dem akkomodierten Auge betrachtet werden
kann. Fir die Lupenvergrofferung bei Akko-
modation wird angenommen, daB sich das
Auge direkt hinter der Linse befindet und daf
das virtuelle Bild in der Bezugssehweite ay, ent-
steht.

Strahlengang VergroBerung
a) Lupe NormalvergroBerung
a
r'=-22
T— L f/
T VergroBerung bei Akkomodation:
La=L +1
b) Mikroskop Iy = Bow Tk
t g
n=_t.5%
M f(;h fOk
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Tabelle L-7 ( Fortsetzung )

Strahlengang VergroBerung
¢) Fernrohr I = —f?"
So

Ob Ok

t fop !

Mikroskop

Beim Mikroskop entwirft das Objektiv Ob
vom Gegenstand G ein vergroBertes reelles
Zwischenbild 7B, das mit Hilfe des Okulars
betrachtet wird. Die MikroskopvergroBerung
14Bt sich als Produkt des AbbildungsmaB-
stabs B¢, des Objektivs und der Lupenvergro-
Berung Iy, des Okulars darstellen. Sie ist ab-
hiingig von der optischen Tubuslinge t (meist
160 mm). Normwerte fiir Objektiv- und Oku-
larvergroBerungen sind in DIN 58 886 festge-
legt.

Das Objektiv ist die Eintrittspupille EP des
Systems. An der Stelle der Austrittspupille
AP sollte sich die Pupille des beobachtenden
Auges befinden.

Fernrohr

Beim Fernrohr werden zwei Grundtypen
unterschieden: Das Keplersche oder astro-

nomische Fernrohr und das Galileische oder
hollindische Fernrohr. Das Verhiltnis der
Neigungswinkel ¢’ und ¢ paralleler Strahlen-
blindel ergibt die VergroBerung des Fern-
rohrs. Sie ist beim holldindischen Fernrohr
positiv, beim astronomischen negativ. Im ter-
restrischen Fernrohr wird das kopfstehende
Bild umgedreht. Dies geschieht beispielsweise
dadurch, daB das reelle Zwischenbild mit
Hilfe einer Umkehrlinse umgedreht wird.
Beim Prismenfeldstecher wird zur Bildumkehr
der Porrosche Prismensatz (Tabelle L-4) ein-
gesetzt.

L.1.7.3 Fotoapparat

Beim Fotoapparat entwirft das Objektiv ein
Bild eines Gegenstandes auf einem lichtemp-
findlichen Film (Ubersicht L-12). Der Licht-
strom wird mit einer Irisblende geregelt, die



Ubersicht L-12. Fotoapparat.

EP FE
T |
o
Lt —
Q
i
fr
Blendenzahl = 1—
Dgp
Schirfentiefe af'?
vordere und a, =
hintere [P —dk(a+f)
Gegenstands- af'?
weite ST k@)
Eﬂz‘isiigef , _ Formatdiagonale
nschirfe 1600

Auszug aus der Hauptreihe der Blendenzahlen
(DIN 4522):

1 14 28 4 56 8 11 16 22

a nominelle Gegenstandsweite,
f Brennweite des Objektivs,
Dy,  Durchmesser der Eintrittspupille.

als Eintrittspupille EP wirkt. Ein MaB fiir den
cinfallenden Lichtstrom ist nach DIN 4521
die relative Offnung Dgp/f' (Kehrwert der
Blendenzahl! k).

L.2 Fotometrie

Ubersicht L-13. DIN-Normen zur Fotometrie.

DIN 5031 Strahlungsphysik im optischen Bereich
und Lichttechnik

DIN 5032  Lichtmessung

DIN 5039  Licht, Lampen, Leuchten

DIN 5035  Innenraumbeleuchtung
mit kiinstlichem Licht

DIN 5033  Farbmessung

DIN 6164  DIN-Farbenkarte
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Radiometrische oder strahlungsphysikalische
GroBen beschreiben die Eigenschaften eines
Strahlungssenders bzw. -empfingers. Sie wer-
den mit objektiven MeBgeriten bestimmt; ihre
Formelbuchstaben erhalten nach DIN 5031
den Index ,,e* (energetisch).

Wird der Eindruck einer Strahlung auf das
menschliche Auge mit seiner charakteristi-
schen wellenlingenabhingigen Empfindlich-
keit beschrieben, dann spricht man von foto-
metrischen oder lichttechnischen GrdéBen. Die
Formelbuchstaben dieser GréBen erhalten
den Index ,,v** (visuell).

L.2.1 Strahlungsphysikalische GrofBien

Die in DIN 5031 definierten radiometrischen
GroBen sind in Tabelle L-8 zusammengestellt.
Einige der angegebenen Beziehungen gelten
nur fir den Fall, daB der Abstand zwischen
Sender und Empfinger groBer ist als die
fotometrische Grenzentfernung. Ist diese Be-
dingung nicht erfiillt, miissen die Bezichungen
differentiell formuliert und dann {iber Sender-
und Empfingerfliche integriert werden.

Nach DIN 5032 gilt fiir einen kreisférmigen Lambert-
Strahler und fiir einen kosinusgetreu bewertenden
Empfénger als fotometrische Grenzentfernung ein
Abstand, der 10mal so groB ist wie die groBte Aus-
dehnung von Sender bzw. Empfénger, wenn der Feh-
ler kleiner als 0,25 % sein soll.

Ubersicht L-14 enthilt die wichtigsten Be-
ziechungen zwischen strahlungsphysikalischen
GroBen.

Spektrale Grifien

Die Abhingigkeit der strahlungsphysikali-
schen GroBen von der Wellenldnge wird durch
spektrale Griffen beschrieben. Fiir jede in
Tabelle L-8 angegebene GroBe X, ist eine
spektrale GroBe X, , definiert:

X, ,=dX./dA. (L-3)

Beispiel: L, ; = dL,/dA ist die spektrale Strahldichte
mit der MaBeinheit W/(m? - sr - nm).

Spektrale GroBen werden experimentell mit
Hilfe eines Spektrometers bestimmt. Aus dem
gemessenen Verlauf der spektralen GroBe
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Tabelle L-8. Definitionen der strahlungsphysikalischen Grifen.

GroBe Symbol | Einheit Beziehung Erklirung

Strahlungsenergie | O, W-s Q.=[o.dr durch elektromagnetische Strahlung

bzw. -menge ubertragene Energie

Strahlungsleistung | @, w ¢, =d0, /dt mit der Strahlung tibertragene Leistung

bzw. -flul

senderseitige Grofien

Spezifische M, W/m? M = /4, auf die Senderfldche bezogene

Ausstrahlung Strahlungsleistung des Senders

Strahlstirke I, W/sr I,=9,/Q Quotient aus dem in einer bestimmten
Richtung vom Sender ausgehenden
StrahlungsfluB und dem durchstrahlten
Raumwinkel

. N _ Quotient aus Strahlstiarke und Projektion

Strahldichte L, W/(m*-sr) | L = A, cosg, | der Senderfliche auf eine Ebene senkrecht
zur betrachteten Richtung

empfingerseitige Grifien

Bestrahlungs- E, W/m? E =d,/4, auf einen Empfinger fallende Strahlungs-

stirke leistung bezogen auf die Empfangerfliche

Bestrahlung H, W -s/m? H = j'Ee dt Quotient aus auftreffender Strahlungs-
energie und Empfingerfliche

Ubersicht L-14. Beziehungen zwischen strah-
lungsphysikalischen Griflen.

Fotometrisches

A cose A, cose
Grundgesetz & =L, —l—erL———z Q,
Fotometrisches L)
Entfernungsgesetz  E, = -*—1* cos &, @
r

Strahistdrke beim

Lambert-Strahler I.(e,) = 1,(0) cos g,

Definition des

Raumwinkels Q= ﬁz Q,

(Bild L-10) r

A4, Senderfliche,

A, Empfingerfliche,

E, Bestrahlungsstirke auf der Empfingerober-
flidche,

I, Strahlstdrke,

L, Strahldichte des Senders,

r Abstand zwischen Sender und Empfénger,

¢,  Winkel zwischen Strahlrichtung und Sender-
normale,

Ubersicht L-14 ( Fortsetzung)

&,  Winkel zwischen Strahlrichtung und Empfén-
gernormale,

&, Strahlungsleistung, dic vom Sender auf den
Empfinger trifft (Bild L-11),

Q, = 1sr (Steradiant).

Bild L-10. Zur Definition des Raumwinkels.



Bild L-11. Strahlenkegel, der vom Sender auf den
Empfinger fallt.

X.,; () kann die zugeordnete GroBe X, durch
Integration iiber den Wellenldngenbereich, in
dem die Strahlung auftritt, berechnet werden:

X, = :fz X, (A)dA. (L-4)

Temperaturstrahler

Jeder Korper sendet elektromagnetische Strah-
lung aus, deren Intensitdt und Farbe von der
Temperatur des Korpers abhidngt. Der spek-
trale Verlauf der Strahlung ist fiir den schwar-
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Wellenldnge A

spektrale Strahldichte L ,in W/(m?nmsr)

Bild L-12. Spektrale Strahldichte eines schwarzen
Strahlers.

zen Strahler berechenbar (Ubersicht L-15,
Bild L-12). Der schwarze Strahler besitzt kein
Reflexionsvermdgen und wird technisch
durch den Hohlraumstrahler realisiert.

L.2.2 Lichttechnische Grofien

Das menschliche Auge ist nicht fiir alle Licht-
wellenldngen gleich empfindlich. Der Hell-

Ubersicht L-15. Eigenschaften des schwarzen Strahlers.

spektrale Strahldichte
(PLANCK)

Verschiebungsgesetz

(WIEN)

spezifische Ausstrahlung
(STEFAN-BOLTZMANN)

L, T) =Z_‘

1 1
5 o2l _ Q_o

Amax T = konstant = 2998 pm - K

M(T)=aT*

Vakuumlichtgeschwindigkeit,
Plancksches Wirkungsquantum,
Boltzmann-Konstante,

absolute Temperatur,
‘Wellenldnge,

o R )

o

o 1sr,
¢;=2hc?=1,191-107°* W.m?,
c;=hck=1439-10"2K -m,

2n5k“ —-8 2 4
a=m3?=5,670~10 W/(m?* - K*).

o)

Wellenldnge maximaler spektraler Strahldichte,
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Tabelle L-9. Spektraler Hellempfindlichkeitsgrad V (1) fiir Tagessehen.

r\:‘{lt_:ll]enl:'ige A V(2) mclllenlénge 2 V()

380 3,900-10° 580 0,870 000
390 1,200 -107* 590 0,757 000
400 3,960 - 1074 600 0,631 000
410 1,210 - 1073 610 0,503 000
420 4,000-1073 620 0,381 000
430 1,160 - 102 630 0,265 000
440 2,300-1077 640 0,175000
450 3,800-1072 650 0,107 000
460 6,000-1072 660 6,100 - 1072
470 9,098 - 1072 670 3,200-1072
480 0,139020 680 1,700 - 1072
490 0,208 020 690 8,210 1073
500 0,323000 700 41021073
510 0,503 000 710 2,091 -1073
520 0,710000 720 1,047 - 1073
530 0,862 000 730 5,200 - 1074
540 0,954 000 740 2,492-107%
550 0,994 950 750 1,200 - 10~
555 1,000 000 760 6,000 - 10°°
560 0,995 000 770 3,000-107°
570 0,952000 780 1,499 -107°

pury
(o)
[=]

A
9

-
o
o

Vi)'

1073+

empfindlichkeitsgrad V(1) eines Standard-
beobachters wurde von der Comission Inter-
national d’Eclairage (CIE) aufgenommen und
ist in DIN 5031 in Schritten von 1 nm tabel-
liert (Tabelle L-9, Bild L-13).

Der Lichtstrom @, ist ein MaB fiir die Hellig-
keitsempfindung. Fiir monochromatisches
Licht gilt bei Tagessehen:

-
o
b

1041 \

Hellempfindlichkeitsgrad V bzw. V'

-
S
[

107 —
400 500 600 700 nm 800

Wellenlange A
Bild L-13. Hellempfindlichkeitsgrad des Standardbe-
obachters.

V (A) Tagessehen (2°-Gesichtsfeld);
V' (1) Nachtsehen (10°-Gesichtsfeld).

( @, =K, b, V(). (L-5)

Die Konstante K, wird als Maximalwert
des fotometrischen Strahlungsdquivalents be-
zeichnet. Sie ist eng verkniipft mit der SI-
Basiseinheit fir die Lichtstirke, der Candela,
und betrdgt K = 683 Im/W (Lumen/Watt).
Bei Nachtsehen gilt K = 1699 Im/W.

Ist die Strahlung nicht monochromatisch,
sondern spektral breitbandig, dann muf fir
die Berechnung des Lichtstromes iiber das
sichtbare Spektrum integriert werden:

780 nm

&, =K, | & ,H)VA)di. (L-6)
380 nm




Tabelle L-10. Lichttechnische Grifien.

Benennung Zeichen | MaBeinheit
Lichtmenge a, Im-s
Lichtstrom P, Im
spezifische Licht- M, Im/m?
ausstrahlung

Lichtstérke 1, cd = Im/sr
Leuchtdichte L, cd/m?
Beleuchtungsstirke E, Ix = Im/m?
Belichtung H, Ix-s

Nach dem Muster der Berechnung des Licht-
stroms ¢, aus dem StrahlungsfluB ¢, kann
fur jede andere radiometrische GroBe X,, die
in Tabelle L-8 definiert ist, die zugeordnete
fotometrische GroBe berechnet werden
(Tabelle L-10).

L.3 Wellenoptik

L.3.1 Interferenz und Beugung

Bei der Uberlagerung von Wellen gleicher
Wellenlidnge kommt es zur Ausléschung (de-
struktive Interferenz), falls der Gangunter-
schied A der Wellen ein ungeradzahliges Viel-

Ubersicht L-16. DIN-Normen zur Wellenop-
tik.

DIN 58 195 Diinne Schichten fiir die Optik;
Begriffe

DIN 58 196 Diinne Schichten fiir die Optik;
Priifung

DIN 58 197 Mindestanforderungen
fiir reflexionsmindernde Schichten
und Spiegelschichten

DIN 58190 Optische Strahlungsfilter;
Einteilung, Begriffe

DIN 58 191 Optische Strahlungsfilter;
Neutralfilter, Kantenfilter,
Bandpalffiiter

DIN 3140 MaB- und Toleranzangaben
fiir Optikeinzelteile

DIN 58 960 Fotometer fiir analytische
Untersuchungen

DIN 5030 Spektrale Strahlungsmessung

DIN 58215 Laserschutzfilter und

Laserschutzbrillen
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faches der halben Wellenlinge A betrigt
(Abschnitt J.2.6):

A=0Cm+1)}42; m=0,1,2...

Es kommt zur Verstirkung (konstruktive
Interferenz) fiir

A=mi.
L.3.1.1 Kohirenz

Interferenz ist nur beobachtbar, wenn die
Lichtwellen kohdrent sind. Dazu muB} eine
feste Phasenbeziehung zwischen den iber-
lagerten Wellen vorliegen. Der grofite Gang-
unterschied zweier Wellen, bei denen Inter-
ferenz beobachtet wird, ist die Kohdrenzlinge
[ (mittlere Lange der einzelnen Wellenziige).
Nach Fourier gilt (Tabelle L-11):

L & T R c/Af;

¢ Lichtgeschwindigkeit,

7 Lebensdauer angeregter atomarer Zu-
stinde,

Af spektrale Breite der Strahlung.

(L-7) |

Wird Strahlung einer ausgedehnten Licht-
quelle fiir Interferenzversuche verwendet, so
muB die Kohdrenzbedingung erfiillt sein:

2bsing < 4; (L-8)

b GroBe der Strahlungsquelle,
¢ halber Offnungswinkel der Strahlung,
A Wellenldnge.

Tabelle L-11. Kohdrenzeigenschaften verschie-
dener Lichtquellen.

Lichtquelle Frequenz- Kohirenz-
bandbreite | linge
Af !
weiBes Licht ~200 THz ~1,5 pm
Spektrallampe, 1,5GHz 20 cm
Raumtemperatur
Kr-Spektrallampe, 375 MHz 80 cm
auf T=77K gekiihlt
Halbleiterlaser 2 MHz 150 m
GaAlAs :
HeNe-Laser, 150 kHz 2km
frequenzstabilisiert
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Ubersicht L-17. Interferenzen an planparalle-
ler Platte.

™

oo
PR

Bedingung fiir

Helligkeit in F',

1
2d./n* —sin’e = <m + ~> A
Dunkelheit in F”

2
m=20,12,...

Dunkelheit in F”, 24
Helligkeit in F’

n? —sin*e=(m+1)4;

m=0,1,2, ...
d Plattendicke,
n  Brechungsindex der Platte,
¢ Einfallswinkel,
/4 Lichtwellenldnge.

L.3.1.2 Interferenzen an diinnen Schichten

Interferenzen gleicher Neigung

Durch Vielfachreflexionen von Lichtwellen an
planparallelen Platten kommt es zu Inter-
ferenzerscheinungen (Ubersicht L-17).

Farben diinner Bldttchen

Diinne Schichten, wie Seifenhiute, Olfilme,
Aufdampfschichten und Oxidschichten, zei-
gen Interferenzfarben. Diese entstehen bei Be-
leuchtung mit Weillicht, wenn bestimmte
Wellenldngen und damit Farben ausgeloscht
werden.

Ubersicht L-18. Reflexionsvermindernde Schicht.

v

7 /
7

7
d

" / // 0 7,

Bedingung fiir

A
Reflexminderung d= an, 2m—1);

Spiegelung d=

2n,

d Dicke der Vergiitungsschicht,
ny <n, <n, Brechungsindizes,
Wellenlidnge.

Bild L-14. Interferenzen an einem Keil.

Reflexmindernde Schichten
und dielektrische Spiegel

Dielektrische Schichten kénnen optische Bau-
teile entspiegeln oder zu Spiegeln machen
(Ubersicht L-18).

Interferenzen gleicher Dicke

Fillt Licht nach Bild L-14 auf einen Keil,
dann entstehen helle und dunkle Interferenz-
streifen (Fizeau-Streifen) fir verschiedene
Dicken. Alle Orte mit gleicher Dicke d liegen
auf einem Streifen, der hier parallel zur Keil-
kante liegt. Entsteht der Keil (Luftkeil) bei-



spielsweise dadurch, daB eine kugelférmige
Glasplatte auf einer ebenen Platte aufliegt,
dann sind die Interferenzlinien gleicher Dicke
Kreise, die als Newtonsche Ringe bezeichet
werden.

Oberflichenpriifung

Wird ein Optikteil auf eine exakt ebene Platte
gelegt, dann entstehen Fizeau-Streifen, sobald
die Oberfliche des Optikteils von der ebenen
Form abweicht. UnregelméBigkeiten im Sy-
stem der Fizeau-Streifen lassen auf Oberfla-
chenfehler (Pafifehler) schlieBen. Da der Ab-
stand zweier Streifen einer Hohendifferenz des
Luftkeils von /2 entspricht, konnen Oberfla-
chenfehler (Rauhigkeiten) im Bereich von
Bruchteilen der Lichtwellenldnge vermessen
werden. In DIN 3140, Teil 5, sind verschie-
dene Interferenzmuster, die bei der Oberfla-
chenpriifung auftreten, zusammengestellt.

L.3.1.3 Interferometer

Mit Interferometern kénnen Léngen, Winkel,
Brechzahlen oder Wellenldngen sehr préizise
gemessen werden. Der Grundtyp ist das
Michelson-Interferometer (Bild L-15). Hier
wird das Licht der Lichtquelle L durch den
Strahlteiler T in zwei Teilstrahlen zerlegt und
nach der Reflexion an den Spiegeln S, und S,
wieder iliberlagert (Strahlen 1" und 2°). S ist
das virtuelle Bild des Spiegels S,. Mit dem
Fernrohr F beobachtet man Interferenzen
gleicher Neigung (Haidingersche Ringe) an
der ,,Platte” S,S) mit der Dicke d. Wird ein

Bild L-15. Michelson-Interferometer.
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Spiegel leicht gekippt, entstehen Fizeau-
Streifen am Keil. Bei der Verschiebung eines
Spiegels um /2 wandert jeweils ein neuer
Interferenzstreifen durch das Bild, so daBl man
Léngenverschiebungen auf Bruchteile der
Lichtwellenidnge genau messen kann.

Im Interferenzmikroskop wird die Oberfliche
eines Priiflings mit Fizeau-Streifen iiberlagert,
aus deren Form Unebenheiten im Bereich von
Bruchteilen der Lichtwellenlinge bestimmt
werden kOnnen.

L.3.1.4 Beugung am Spalt

Fillt cine ebene Welle auf einen engen Spalt,
dann entstehen auf einer weit entfernten Wand
(Fraunhofersche Betrachtungsweise) helle und
dunkle Streifen, die parallel zum Spalt verlau-
fen (Ubersicht L-19),

Bei der Beugung an einer Lochblende entsteht
eine rotationssymmetrische Figur. Das helle
zentrale Airysche Beugungsscheibchen ist von
dunklen und hellen Ringen umgeben. Die
dunklen Ringe treten auf unter den Winkeln

(L-9)

i
ine. =k Z.
sin o, = ke

d Durchmesser der Lochblende,
k, =1,22; k, =2,232; ky = 3,238 usw.

Vom gesamten Lichtstrom, der durch die
Lochblende geht, trifft 83,8% in das Airy-
Scheibchen.

L.3.1.5 Auflosungsvermogen optischer
Instrumente

Durch Beugungserscheinungen an Blenden
und Linsenfassungen wird das Aufldsungsver-
mdgen optischer Instrumente begrenzt. Mit
einem Fernrohr werden zwei strahlende
Punkte dann getrennt, wenn die beiden
Punkte unter dem Winkel J erscheinen, fir
den gilt (Rayleigh-Kriterium).

’ 5> 1,224/d: (L-10)

4 Lichtwellenlédnge,
d Objektivdurchmesser.
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Ubersicht L-19. Beugung am Spalt.

a) Beugungsbild

b) Intensitdtsverlauf 4

Il 1 1 ! '

-4 -3r -2n - o} n

2n 3n x:%bsina

Intensitdt in Richtung «

- (Ttb . )
sin? [ —sina
A
[ =1 —— _7
Ed 0 (T[b ] >2
— sina
A
Winkel der Nullstellen

R A
sine, = +m—;

5 m=1,2,3,...

b Spaltbreite,

I, Intensitdt in Vorwirtsrichtung (x = 0),
m  Ordnungszahl,

4 Wellenldnge.

Beim Mikroskop werden zwei Objektpunkte
getrennt, falls fiir ihren Abstand y gilt:

y=>0,614/A4y; Lr-11)
Ay =nsine numerische Apertur des Objek-
tivs,
o halber Offnungswinkel.

Bei nicht selbstleuchtenden durchstrahlten
Objekten ist nach einer Theorie von ABBE
y = AAy.

Durch die modernen Rastermikroskope (z. B.
Rastertunnelmikroskop) lassen sich die oben
angegebenen Grenzen des Auflésungsvermo-
gens liberwinden.

L.3.1.6 Beugung am Gitter

Wird ein Gitter mit parallelem Licht beleuch-
tet, so beobachtet man in groBem Abstand
helle und dunkle Streifen, die parallel zu den
Spalten verlaufen (Ubersicht L-20). Die Inten-
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Ubersicht L-20. Beugdng am Gitter ( Beugungsbild fiir g/b =6, p = 10).

a) Beugungsbild

b) Intensitédtsverlauf {

(R R | N

-3n

-2r - 0 T 2n

Fg .
S z=—gsma

Intensitit in Richtung o

Lo Th o TG
I, s ( A s a) s (‘D A s a) (Produkt aus Spaltbeugungsfunktion
T.” Tnb 7 o und Interferenzfunktion des Gitters)
0 (~ sin oc) sin? (— sin a)

Winkel fir Intensitdtsmaxima

. A

sina,, = i—m;; m=0,1,2,...
Spaltbreite,
Gitterkonstante,

Intensitdt in Vorwirtsrichtung (¢ = 0),
Zahl der interferierenden Spalte,
Lichtwellenlinge.

e o

sitdtsmaxima sind um so schirfer, je groBer
die Zahl der interferierenden Lichtwellen
(Spalte) ist.

L.3.1.7 Spektralapparate

Zur Bestimmung von Spektren wurden ver-
schiedene Spektralapparate entwickelt (Ta-
belle L-12). Als dispersives Element dient ent-

weder ein Gitter oder ein Prisma (Uber-
sicht L-21).

L.3.1.8 Rontgenbeugung an Kristallgittern

An den regelméBig angeordneten dreidimen-
sionalen Kristallgittern werden Rontgenstrah-
len gebeugt. Nach Bild L-16 kommt es zu kon-
struktiver Interferenz an den Netzebenen eines
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Tabelle L-12. Spektralapparate.

Ubersicht L-21. Spektrometer.

Benennung Anwendung

Spektroskop Beobachtung eines Spektrums
mit dem Auge. Haufig als
Tascheninstrument in der

analytischen Chemie eingesetzt.

Spektrograph Komplettes Spektrum wird auf
Fotoplatte registriert.

Vergleich mit Eichspektrum
bekannter Spektrallinien liefert
die Wellenldnge. Schwirzung ist

MaB fiir die Lichtintensitat.

Spektrometer Wellenldngenbestimmung ein-
zelner Spektrallinien anhand
einer geeichten Wellenldngen-

skala iiber Winkelmessung,.

Ausblenden eines schmalban-
digen Wellenldngenbereichs aus
einem angebotenen Spektrum.

Monochromator

Spektral-
fotometer

Kombination von Monochro-
mator und fotoelektrischem
Empfanger (Fotomultiplier)
zur Bestimmung spektraler
Stoffdaten, z. B. Absorptions-
grad und Transmissionsgrad.

~

Bild L-16. Reflexion von Réntgenstrahlen an einer
Netzebenenschar.

Kristalls (Abschnitt V) wenn die Braggsche
Bedingung erfiillt ist:

[2dsino=m,1; m=1,23,... (L-12)

d Netzebenenabstand,
6 Glanzwinkel,
A Wellenldnge der Rontgenstrahlung.

a) Gitterspektrometer

Auflosungsvermégen 7
eines Gitter: =

ines Gitters qi=mr
nutzbarer
Wellenldngenbereich AL = ilm
Auflésungsvermogen ; dn
eines Prismas —=B—

di dA

B durchstrahite Basisbreite des Gitters,
m Beugungsordnung,
P Strichzahl des Gitters,
di kleinstes trennbares Wellenlangenintervall,
dn/dA Dispersion des Prismenglases,
A Wellenlidnge.

L.3.1.9 Holografie

Zur Aufnahme eines Hologramms wird das
Licht eines Lasers in einem Strahlteiler in zwei
Teilstrahlen zerlegt (Bild L-17), von denen
einer das Objekt O beleuchtet. Die vom Ob-
jekt reflektierten Wellen interferieren mit dem
zweiten Teilstrahl des Lasers (Referenzstrahl)
und bilden auf der Fotoplatte F ein Inter-
ferenzmuster, das alle Informationen iiber die
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Form des Objekts enthdlt. Zur Wiedergabe
wird das Hologramm nur noch mit der Refe-
renzwelle beleuchtet. Fiir das Auge A entsteht
ein dreidimensionales Bild B an der Stelle, wo
vorher das Objekt stand.

Tabelle L-13 gibt einen Uberblick iiber die
wichtigsten technischen Anwendungen der
Holografie.

L.3.2 Polarisation des Lichts
L.3.2.1 Polarisationsformen

Bei Lichtwellen schwingen der elektrische und
der magnetische Feldvektor transversal zur
Ausbreitungsrichtung (E L H). Bei natiirli-
chem Licht nehmen die Feldvektoren in einer
Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
regellos jede Richtung ein. Wird eine be-
stimmte Schwingungsrichtung bevorzugt, so
ist das Licht polarisiert. Tabelle L-14 zeigt die
moglichen Fille.

Linear polarisiertes Licht wird mit Hilfe eines
Polarisators (Analysator), der nur eine be-
stimmte Schwingungsrichtung durchlift, als
solches erkannt. Ist die Analysatorrichtung
um den Winkel ¢ gegen die Schwingungsrich-
tung des Lichts verdreht, dann ist die Intensi-
tdt I des durchgelassenen Lichts durch das
Gesetz von Malus gegeben:

7 A

Biid L-17. Holographie-Apparatur fiir a) Aufnahme,
b) Wiedergabe.

A: Auge, B: Bild, F: Fotoplatte, H: Hologramm,

L: Laser, O: Objekt, S: Spiegel, T: Strahiteiler

I=1I,cos*¢; (L-13)

I, Intensitit des aufftreffenden Lichts.

Tabelle L-13. Technische Anwendungen der Holografie.

Speicherung von
Informationen

holografische
Korrelation

Interferenzholografie Herstellung optischer

Bauteile

Ersatz von lichtbre-

Archivierung von

— dreidimensionalen
Bildern, z. B. Werk-
sticke, Modelle,
Kunstwerke,

— zweidimensionalen
Bildern, wie Atz-
masken fiir Halb-
leiterfertigung,
digitale optische
Datenspeicher

Vergleich eines Werk-
stiickes mit einem holo-
grafisch fixierten
Muster, automatische
Formerkennung, Er-
kennung von Form-
fehlern an Werk-
stlicken und Werk-
zeugen

Zerstorungsfreie Werk-
stoffpriifung, Vermessen
von Bewegungen und
Verformungen aufgrund
mechanischer oder
thermischer Belastung,
Schwingungsanalyse

chenden optischen
Bauteilen, wie Linsen,
Spiege!, Prismen,
Strahlteiler, durch
Hologramme.
Holografische Her-
stellung von Beugungs-
gittern
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Tabelle L-14. Polarisatiosformen des Lichts.

Polarisationsart Merkmale

linear polari-
siertes Licht

E-Vektor und Ausbreitungs-
richtung spannen eine
raumfeste Ebene auf

(die Schwingungsebene)

Der E-Vektor lduft auf einer
Schraubenlinie um die Aus-
breitungsachse. In einer Ebene
senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung lauft der E-Vektor auf
einem Kreis (Ellipse).

zirkular (ellip-
tisch) polari-
siertes Licht

rechts (links) Bei Blickrichtung gegen die
zirkular bzw. Strahlrichtung erfolgt der Um-
elliptisch lauf im Uhrzeigersinn (Gegen-

uhrzeigersinn).

L.3.2.2 Erzeugung von polarisiertem Licht

Reflexion und Brechung

Nach der Reflexion an einer Glasoberfliche
schwingt der E-Vektor der Lichtwelle vorwie-
gend senkrecht zur Einfallsebene. Vollstindige
Polarisation wird erreicht, wenn der reflek-
tierte Strahl senkrecht auf dem gebrochenen
steht. Der zugehdrige Einfallswinkel ap wird
als Polarisationswinkel oder Brewster-Winkel
bezeichnet:

op = arc tan n; (L-14)

n Brechzahl des Glases.

Doppelbrechung

Natiirliches Licht wird in einem doppelbre-
chenden Kiristall in zwei senkrecht zueinan-
der polarisierte Teilstrahlen zerlegt, die sich
mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten aus-
breiten (ordentlicher #, und auBerordentlicher
n, Brechungsindex). Im allgemeinen haben
ordentlicher und auBerordentlicher Strahl in
einem Kalkspat nicht die gleiche Richtung
(Doppelbrechung). Wird einer der beiden
Strahlen beseitigt, bleibt der andere, und da-
mit linear polarisiertes Licht, {ibrig.

Dichroismus

Dichroitische Substanzen absorbieren den
ordentlichen und den auBerordentlichen

Strahl, d.h. die zwei zueinander senkrecht
stehenden Schwingungsrichtungen, verschie-
den stark. Bei genligender Dicke ist das durch-
gehende Licht praktisch vollstindig linear
polarisiert. Moderne Polarisationsfolien wer-
den aus Kunststoffen gefertigt, die mit di-
chroitischen Farbstoffen eingefirbt sind und
deren Makromolekiile durch mechanisches
Recken parallel ausgerichtet sind.

A/4-Platten

Wird ein doppelbrechender Kristall so ge-
schliffen, daB ordentlicher und auBeror-
dentlicher Strahl parallel verlaufen, dann
besteht nach Durchlaufen des Kristalls zwi-
schen den beiden senkrecht zueinander polari-
sierten Teilstrahlen der Gangunterschied
A =d(n,~n,). Falls die Amplituden der
elektrischen Feldvektoren gleich sind und der
Gangunterscheid ein ungeradzahliges Viel-
faches von /4 betrdgt, entsteht hinter dem
Kristall zirkular polarisiertes Licht. Ein
4[4-Plittchen hat also die Dicke

2
d=m(2k+ 1), k=0,1,2...;
(L-15)
A Lichtwellenldnge,
ny,n, ordentlicher bzw. auBerordentlicher
Brechungsindex.

Ist der Gangunterschied A = 2/2, so entsteht
wieder linear polarisiertes Licht, dessen
Schwingungsebene aber gegeniiber der Aus-
gangsrichtung um 90° gedreht ist. Bei beliebi-
gem Gangunterschied entsteht elliptisch pola-
risiertes Licht.

L.3.2.3 Technische Anwendungen
der Doppelbrechung

Spannungsdoppelbrechung

Optisch isotrope Gldser und Kunststoffe wer-
den unter mechanischer Spannung doppel-
brechend. Bei Betrachtung solcher Bauteile
zwischen gekreuzten Polarisationen wird das
an sich schwarze Gesichtsfeld durch das ent-
stehende elliptisch polarisierte Licht aufge-
hellt. Punkte gleicher Hauptspannung liegen
auf schwarzen Linien, den Isoklinen. Bei Ver-
wendung von weillem Licht entstehen farbige
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Kerr-Effekt Pockels-Effekt
(J. KERR, 1875) (F. C. POCKELs, 1893)

Erklarung optisch isotropes Material wird im piezoelektrische Kristalle ohne
transversalen elektrischen Feld Symmetriezentrum werden im
doppelbrechend. elektrischen Feld doppelbrechend.

Feldabhingigkeit |ng —n | ~ E* |y ~n,| ~E

Gangunterschied A4 = 2K E?*; K Kerr-Konstante, 4 = In rg, E fiir longitudinale Zelle;

nach Durchlaufen z.B. K= 2,48 -10"'2mV~2 fiir r¢5 elektrooptische Konstante,

der Lénge / Nitrobenzol bei 4 = 589 nm. Z.B.rg; =24-10"2mV™!,

ng = 1,5 fiir KD*P

Geometrie elektrisches Feld senkrecht zur Feld meist in longitudinaler Richtung,
Ausbreitungsrichtung des Lichtes auch transversal moglich

Materialien Nitrobenzol, Nitrotoluol, Schwefel- ADP (Ammoniumdihydrogenphosphat),
kohlenstoff, Benzol; in Festkorpern KDP (Kaliumdihydrogenphosphat),
um eine Zehnerpotenz, in Gasen um KD*P (deuteriertes KDP), Lithium-
drei Zehnerpotenzen kleinerer Effekt niobat

typische Feldstirke E~10°V/m Halbwellenspannung bei longitudinaler

fiir Gangunterschied Zelle mit KD*P, U ~ 4kV

A=42

Modulationsfrequenz modulierbar bis etwa 200 MHz modulierbar iiber 1 GHz

Isochromaten, die alle Orte gleicher Haupt-
spannungsdifferenz ¢, — 0, oder Haupt-
schubspannung 7, verbinden.

Elektrische Lichtschalter

Elektrische Felder kénnen in isotropen Sub-
stanzen Doppelbrechung hervorrufen. Ist eine
solche Substanz zwischen gekreuzten Polari-
satoren angeordnet, dann 14Bt sich mit Hilfe
einer angelegten Spannung der Lichtdurch-
gang steuern. Im spannungslosen Fall wird
kein Licht durchgelassen. Wird eine Spannung
angelegt, so daB der Gangunterschied zwi-
schen dem ordentlichen und dem aufer-
ordentlichen Strahl A = 1/2 betrdgt, dann
wird die Polarisationsebene um 90° gedreht
und das Licht vom zweiten Polarisator durch-
gelassen (Tabelle L-15).

L.3.2.4 Optische Aktivitit

In einer optisch aktiven Substanz dreht sich die
Schwingungsebene von linear polarisiertem
Licht. Verschiedene Kristalle und Fliissigkei-
ten zeigen diesen Effekt, wobei es rechts- und
linksdrehende Stoffe gibt. Bei Losungen mit

inaktiven Lésungsmitteln (z. B. Wasser) ist der
Drehwinkel zur Konzentration des gelosten
Stoffes proportional.

Fliissigkristallanzeigen

Die Drehung der Polarisationsebene von
linear polarisiertem Licht wird auch bei
der Flussigkristallanzeige eingesetzt. Bei der
Drehzelle nach Schadt-Helfrich befindet sich
zwischen zwei verdrehten transparenten
Elektroden ein nematischer Flissigkristall
(Bild L-18). In der verdrillten nematischen
Phase (TN-Zelle: Twisted Nematic) dreht sich
der E-Vektor um 90°, so daB Licht von der
Zelle durchgelassen wird. Im Fall einer ange-
legten Spannung richten sich die Molekiile in
Léangsrichtung aus. Dadurch wird die Schwin-
gungsebene des Lichts nicht mehr gedreht und
die Zelle sperrt (Dunkelheit). Je nach Form
der Elektroden lassen sich beliebige Symbole
darstellen (z. B. Sieben-Segment-Anzeigen).

Faraday-Effekt

Eine Drehung der Polarisationsebene erfolgt
auch, wenn eine Substanz in einem longitudi-
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Elektrode
rnn orientierter
Oberflache é

Flassigkristall-
molekile

Elektrode
mit orientierter

Oberflache

Bild L-18. Fliissigkristallanzeige.
a) spannungsios,
b) mit angelegter Spannung.

-—=10 um—-|

nalen Magnetfeld durchstrahl wird. Diese
Magnetorotation wird als Faraday-Effekt be-
zeichnet. Der Drehwinkel o betragt

Ubersicht L-22. Photonen.

Photonenenergie E,, =hf
lzc 1,24 ym - eV
E,= i sl
vh = 7
Photonenimpuls  p_, = U: ﬁ
c A

h  Planck-Konstante
(Plancksches Wirkungsquantum),
h=06,626-10"3*J.s=4,136-10" %V s,

[ Frequenz der Welle,

¢ Lichtgeschwindigkeit,
A Wellenldnge.

als auch die klassische Beugungsfunktion,
d.h. die Intensititsverteilung des gebeugten
Lichts an einer Wand. Der Vergleich zeigt:

«=VdH; (L-16)

V' Verdetsche Konstante

(Materialkonstante),
d Dicke der Substanz,
H Magnetfeldstirke.

Modulatoren, die den Faraday-Effekt aus-
nutzen, lassen eine Modulation des Lichts mit
Frequenzen von iiber 200 MHz zu.

L.4 Quantenoptik

L.4.1 Lichtquanten

Photonenenergie

Eine Lichtquelle transportiert Energie in wohl-
definierten Energiepaketen. Von EINSTEIN
wurde deshalb in seiner Lichtquantenhypo-
these Licht als ein Strom von Lichtquanten
oder Photonen interpretiert (Ubersicht 1.-22).

Dualismus Welle — Teilchen

Licht hat sowohl Wellen- als auch Teilchen-
eigenschaften. Die Ubersichten L-19 und L-20
zeigen sowohl die statistische Schwirzung
einer Fotoplatte durch auftreffende Photonen,

Die klassische Wellenfunktion ist propor-
tional zur Photonendichte.

L.4.2 Laser

Photonen kénnen mit Atomen auf drei ver-
schiedene Arten in Wechselwirkung treten:

Absorption: Ein Photon der Energie E,,
= E, — E, wird vernichtet und dafiir bei-
spielsweise ein Elektron vom Energiezustand
E, auf den hoheren Wert E, gehoben.

Spontane Emission: Das Atom kehrt vom an-
geregten Zustand in den Grundzustand zu-
riick unter Aussendung eines Photons der
Energic E, = E, — E;.

Stimulierte Emission: Nach EINSTEIN wird
durch ein bereits vorhandenes Photon der
Energie E;, = E, — E, ein Ubergang vom an-
geregten in das tlefer liegende Niveau indu-
ziert, wonach zwei Photonen mit jeweils der-
selben Energie vorliegen. Die auslésende
Lichtwelle wird bei diesem ProzeB phasenrich-
tig verstdrkt; es entsteht eine kohdrente Welle.

Die Lichtverstarkung durch stimulierte Emis-
sion von Strahlung fiihrte zum Namen der
Lichtquelle: LASER (Light Amplification by
Stimulated Emission of Radiation).



S, aktives Material S,

RN
I—

Lampe

Bild L-19. Aufbau eines optisch gepumpten Lasers.

Laserbedingung

In einem System aus vielen Atomen sind die
relativen Besetzungszahlen N, und N, der
Energieniveaus E, und E, gegeben durch den
Boltzmann-Faktor:

2~ Ey
Moo (L-17)

k Boltzmann-Konstante,
T absolute Temperatur.

Es ist also stets N, < N;. Um eine kriftige
stimulierte Emission zu erhalten, muf} aber
N, > N, sein (erste Laserbedingung). Eine
solche Besetzungsinversion wird bei den Fest-
korperlasern durch optisches Pumpen mit
Hilfe einer Lampe bewirkt (Bild L-19). Bei
Gaslasern lauft der Pumpmechanismus {iber

Ubersicht L-23. Materiewellenlinge.
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StoBe in einer Gasentladung. Bei Halbleiter-
lasern wird in einem p,n-Ubergang eine Be-
setzungsinversion erreicht.

Damit im Lasermedium eine Oszillation ein-
setzt, bedarf es der Riickkopplung (zweite
Laserbedingung). Die erzeugten Photonen
durchlaufen das gepumpte Gebiet mehrmals,
wenn das aktive Material in einen optischen
Resonator eingebaut wird (Spiegel S; und S,
in Bild L-19). Die hin- und herlaufenden Wel-
len bilden stehende Wellen im Resonator.
Einer der Spiegel ist nicht vollstindig verspie-
ge.lt(,i so daB hier die Lichtwelle ausgekoppelt
wird.

Q-switching

Laserimpulse hoher Leistung erhdlt man
durch Q-switching. Wihrend des Pumpens
wird die Resonatorgiite Q kiinstlich niedrig
gehalten, damit der Laser nicht anschwingt
und eine hohe Besetzungsinversion entsteht.
Wird die Resonatorgiite erhoht, entliddt sich
die im Resonator gespeicherte Energic in
einem kurzen leistungsstarken Lichtblitz. Rie-
senimpulslaser haben Pulse von etwa 1ns
Dauer bei einer Leistung von etwa 10 GW.
Tabelle L-16 zeigt eine Zusammenstellung von
Daten der wichtigsten Laser. Von der Viel-

Materiewellenlinge (De- Broglie-Beziehung)
beschieunigte Ladungstréger:

klassische Rechnung

relativistische Rechnung

Grenzfall sehr groBer Spannung

e Elementarladung,

¢ Lichtgeschwindigkeit,

h Planck-Konstante,

m, Masse der Ladungstriger,
p  Impuls des Teilchens,

U  Beschleunigungsspannung,

Ac  Compton-Wellenlinge, 4o = —— = 2,426 - 1072 m (fiir Elektron).

my ¢
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Tabelle L-16. Daten wichtiger LASER.
cw: Dauerstrichbetrieb (continuous wave), p: Pulsbetrieb.

Lasermedium Wellenldnge max. Leistung | Anwendungen
gas- Helium ~ Neon 543,5...6328...3391 nm | cw: 50mW MeBtechnik, Justierlaser
formig Holographie
Krypton 350,7...647,1 ...869,0nm | cw: 10W Fotolithographie
Spektroskopie
Pumpen von Farbstoff-
lasern
Argon 457,9...514,5...1092nm | cw: 100W Holographie, Spektroskopie
Pumpen von Farbstoff-
lasern
Helium - Cadmium | 325,0....441,6 nm cw: 50mwW Fotolithographie
Spektroskopie
Kohlendioxid 10,6 pm cw: 100kW Materialbearbeitung
p: 1TW Lidar
Stickstoff 3371 nm p: SkW Spektroskopie, Pumpen
von Farbstofflasern
Excimer Ar*F: 193 nm Fotochemie
Kr*F: 248 nm p: 20MW Spektroskopie
Xe*F: 350 nm Medizin
flissig | Farbstoffe 360 ... 1300 nm cw: 10W Spektroskopie
p: 1MW
fest Rubin 694,3 nm cw: 1W Materialbearbeitung
p: 1GW Lidar
Nd-YAG 1,064 pm cw: 100 W Materialbearbeitung
p: 1GW Spektroskopie
Halbleiter 600 nm .. . 40 pm cw: 100 mW optische Dateniibertragung,
p: 10kW optische Datenspeicher,
UmweltmeBtechnik
Tabelle L-17. Anwendungen des Lasers.
Optische MeBtechnik | Materialbearbeitung Nachrichtentechnik Medizin und Biologic

Interferometrie,
Holographie,
Spektroskopie,
Entfernungsmessung
uber Laufzeit von
Laserpulsen,
Laser-Radar,
Leitstrah! beim
Tunnel-, StraBen-
und Brickenbau

Bohren, SchweiBen,
Schneiden, Aufdampfen;
Auswuchten und Ab-
gleichen von rotierenden
und schwingenden Teilen;
Trimmen von Wider-
stdnden.

optische Nachrichten-
ubertragung durch
modulierte Lichtpulse.
Signale von Halbleiter-
lasern werden in Glas-
fasern gefiihrt. — Optische
Datenspeicherung und
-wiedergabe, Beispiel:
Tonwiedergabe von
digitaler Schallplatte,
Compact-Disc.

Anheften der Netzhaut
bei Ablosung; Durch-
bohren verschlossener
BlutgefidBe; Zerstorung
von Krebszellen;
Schneiden von Gewebe;
Zahnbehandlung.




zahl der Anwendungen des Lasers zeigt
Tabelle L-17 eine Auswabhl.

L.4.3 Materiewellen

So wie einer Lichtquelle nach EINSTEIN ein
Strom von Photonen zugeordnet werden
kann, wurde von DE BROGLIE einem Strom
materieller Teilchen Welleneigenschaften zu-
geordnet (Ubersicht L-23).

Die Welleneigenschaften materieller Teilchen
treten bei Beugungsexperimenten zutage.
Samtliche mit Photonen durchfiihrbaren Beu-
gungsexperimente wurden auch mit Teilchen,
wie Elektronen, Protonen und Neutronen,
nachgewiesen.

Elektronenmikroskope benutzen zur Abbil-
dung eines Objektes einen Elektronenstrahl.
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Sie zeigen ein wesentlich besseres Auflosungs-
vermdgen als Lichtmikroskope, da die Wellen-
lange der Elektronen, die das Auflosungsver-
mogen begrenzt, kleiner gemacht werden kann
als die Lichtwellenlidnge (Ubersicht L-23).

Wellenfunktion

Alle Mikroteilchen besitzen Welleneigenschaf-
ten (Welle-Teilchen- Dualismus). Materiewellen
werden durch eine Wellenfunktion ¥ (x,y,z,t)
beschricben, deren Wellenldnge durch die De-
Broglie-Beziehung (Ubersicht L-23) gegeben
ist.

Das Quadrat der Wellenfunktion
| ¥ (x,y,2)|2dV gibt die Wahrschein-
lichkeit an, im Volumenelement d¥ am
Ort (x, y, z) ein Teilchen anzutreffen.
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Tabelle M-1. Normen in der Elektrizititsiehre

und im Magnetismus.

Norm Bezeichnung
DIN 1323 Elektrische Spannung, Potential,
Zweipolquelle, elektromotorische
Kraft
DIN 1324 Elektromagnetisches Feld
DIN 1339 Einheiten magnetischer GréBen
DIN 1344 Nachrichtentechnik
DIN 1357 Einheiten elektrischer GroBen
DIN 5483 Zeitabhingige GroBen
DIN 5487 Fourier-, Laplace-
und Z-Transformationen
DIN 5489 Richtungssinn und Vorzeichen
in der Elektrotechnik
DIN 40040 Anwendungsklassen und
Zuverldssigkeitsangaben
fiir Bauelemente der
Nachrichtentechnik und Elektronik
DIN 40100 Bildzeichen der Elektrotechnik
DIN 40108 Elektrische Energietechnik;
Stromsysteme
DIN 40110 WechselstromgréBen
DIN 40 148 Ubertragungssysteme und Zweitore
DIN 40150 Begriffe zur Ordnung
von Funktions- und Baueinheiten
DIN 40719 Schaltungsunterlagen;
Regeln fir Stromlaufplidne
der Elektrotechnik
DIN 40 900 Graphische Symbole fiir
Schaltungsunterlagen
DIN 41 485 Halbleiterbauelemente;
Kurzzeichen zur Verwendung
in Datenbléttern;
Aufbau der Kurzzeichen
DIN 41 791 Halbleiterbauelemente fiir die

Nachrichtentechnik;
Angabe in Datenblittern

Fiir alle Erscheinungen der Elektrizitidt und
des Magnetismus ist die Ladung Q maB-
gebend. Ihre Einheit ist Coulomb (C) oder
Ampere mal Sekunde: 1C=1A-s. Die
Eigenschaften gehen aus Tabelle M-2 hervor.

Tabelle M-2. Ladung und ihre Eigenschaften.

Eigenschaft | Bemerkungen

der Ladung

quantisiert nur Vielfache der Elementarladung e
(e =1,6021773 - 107 A +5)

gebunden Ladung kommt nicht fiir sich allein

an Materie vor, sondern ist immer an Materie
gebunden

Ladungs- In einem abgeschlossenen System

erhaltungs- bleibt die Nettoladung (Differenz

satz der positiven und negativen
Ladungen) konstant

Ladungs- Elektronen oder Ionen (elektrisch

transport geladene Atome oder Molekiile)
tragen die Ladung
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Bauteil

‘ Schaltzeichen

Diode

Widerstand

Widerstand (aligemein)

veranderbarer Widerstand

spannungsabhangiger
Widerstand (Varistor)

HeiBleiter

Kaltleiter

Fotowiderstand

Potentiometer

4R

+T

Z-Diode
Zweirichtungsdiode (Diac)

Thyristor (allgemein) ﬁ-
Thyristor, Katode gesteuert %

Zweirichtungsthyristor (Triac)

Induktivitat

Induktivitat (allgemein)

Induktivitat mit Magnetkern
{Drossel)

Induktivitat mit Magnetkern,
einstellbar

Einphasen-Transformator

LI

—
=

Transistor
bipolar

C

npn-Transistor B 4[<
E
C

pnp-Transistor B 4‘:‘
E
. C

Fototransistor \\

(npn-Typ) E

Sperrschicht-Feldeffekt-Transistor (JFET)

Kapazitét

Kondensator (allgemein)
veranderbare Kapazitéit

einstellbare Kapazitéat

gepolter Kondensator
(z.B. Elektrolytkondensator)

P RA

Sperrschicht-Feldeffekt-
Transistor, n-Kanal

Sperrschicht-Feldeffekt-
Transistor, p-Kanal

=
I

Senke

(Drain)
Tor L Quelle
(Gate) (Source)

Isolierschicht-Feldeffekt-Transistor (IGFET)

Diode

Dioden (allgemein)

Kapazititsdiode

Fotodiode

Leuchtdiode (LED)

S}Z\\ S#Z&*S’Z #Z

Anreicherungstyp (Enhancement)

—_ D —_D

i=: =3

G—'"—s G—*+—s
n-Kanal p-Kanai

G: Gate (Tor); S: Source (Quelle); B: Bulk;

D: Drain (Senke)

Bild M-1. Symbole und Bildzeichen nach DIN 40 100.
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Substratanschiuf3

D
—= B
~ B | herausgefihrt J B
G —Ss G - S
ohne intern verbunden

gilt auch fur Verarmungstyp

Verarmungstyp (Depletion)

Ee | E

n-Kanal p-Kanal
D
G2 —! B
G1 — S

mit zweitem Tor (G2)

Bild M-1 (Fortsetzung)

M.1 Elektrisches Feld

Ladungen spannen ein elektrisches Feld auf,
das durch elektrische Feldlinien veranschau-
licht wird (Bild M-2).

Die elektrischen Feldlinien beschreiben die
Krifte, die auf eine positive Probeladung im
Raum wirken. Je nach Verlauf der Feldlinien
gibt es homogene (parallele Feldlinien, Bild
M-2d) und inhomogene Felder. Ein besonders
wichtiger Typ cines inhomogenen Feldes ist
das radiale Feld einer Punktladung. Weitere
Eigenschaften der Feldlinien sind, wie Bild
M-2 zeigt:

— Pfeilrichtung von positiver zu negativer Ladung.

— Auf Leitern stehen die Feldlinien immer senkrecht.

— Bei Leitern verschieben sich die Ladungen auf der
Oberfliche, bis das Innere feldfrei ist (Faraday-
scher Kafig, Bild M-2f).

— Feldlinien schneiden sich nicht.

M.1.1 Elektrische Feldstirke

Die elektrische Feldstirke wird bestimmt
durch die Kraft F, die eine Ladung Q im elek-

|
{
t

Bild M-2. Elektrisches Feld verschiedener Ladungs-
geometrien.

trischen Feld erfihrt. Weitere Zusammen-
hinge gehen aus Ubersicht M-1 hervor.

Ubersicht M-1 zeigt, daB die elektrische Feld-
stirke aus der Ladungsverteilung errechnet
werden kann. Fiir verschiedene Geometrien
stehen die Ergebnisse in Tabelle M-3.

Die elektrischen Feldlinien stehen senkrecht
auf den A’quipotentiallinie_‘n bzw. -fldchen.
Deshalb kénnen aus den Aquipotentiallinien
(Linien gleichen Potentials, bzw. gleicher
Spannung) die elektrischen Feldlinien, d.h.
die elektrischen Felder, bestimmt werden
(Bild M-3).
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Ubersicht M-1 (Fortsetzung)

elektrische Feldstiarke

e-f

Q
In inhomogenen Feldern ist die elektrische
Feldstirke raumlich nicht konstant.

elektrische Feldstiarke zwischen den Platten
eines Plattenkondensators

E=Ujd

elektrische Feldstiarke und elektrische FluBdichte

(Verschiebungsdichte D)
D=:E

elektrische Feldstidrke und Ladungsverteilung

$EdA = (1/e) 2O,

elektrische Feldstirke und Potential
E = —dg/ds
E=—grado

D
d

E
§Edd
X0
ds

grad

™

elektrische FluBdichte (Verschiebungsdichte)
Plattenabstand

elektrische Feldstarke

Oberflichenintegral {iber eine geschlossene
Flache

Summe aller Ladungen innerhalb der Fliche
Wegelement

Gradient (V)

(grad = (8/0x)i + (0/0y)j + (0foz)k;

i, j, k Einheitsvektoren in x-, y- und
z-Richtung)

Spannung

Permittivitat

(e=¢p¢,;

&, elektrische Feldkonstante

£, = 8,854 1072 C*/(N -m?)

&, Permittivitdtszahl

elektrisches Potential

Tabelle M-3. Feldstirken unterschiedlicher geometrischer Ladungsverteilungen.

Korper Geometrie Ort r elektrische Feldstirke
1
Massivkugel innen E= aneg % r
. auBen E=1 gz
R: Kugelradius dne, r
Hohlkugel innen E=0
auflen E= ! gz
4me, 1
Stab -—
s ,l— r 1 P
auBen E= -
T 2ne, r
A : Ladung je Lange
Zylinder
innen E= ! il r
2me, R2
diinne Platte Giisszsed]
. . 1
o : Flachenladungs- beide Seiten E= Freid
dichte 0
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Tabelle M-3 (Fortsetzung)

Korper Geometrie Ort elektrische Feldstirke
zwei diinne +0o zwischen den 1
Platten [ENEIE Platten E=—o¢
o
e ra——
e
dicke Platte p: Raum- Abstand x von der 1
ladungs- Mittellinie E= L ex
dichte X °
Leiter .
Oberfléche E= e
(g
Aquipotential- M.1.2 Elektrische Kraft
finien ™
N A .
\ $ Ubersicht M-2. Vergleich der Kraft im elektri-
\ \\ \\ Feld- schen und im magnetischen Feld.

Coulomb-Kraft

\ \ ini
ds /\B/\B// finien Kraft im elektrischen Feld
o \
\

E -~
o—ag
Q F=Q-E

immer wirksam

Bild M-3. Aquipotentiallinien und elektrische Feld- Kraft in Richtung des elektrischen Feldes

linien.

Kraft im magnetischen Feld

Lorentz-Kraft

z)
|
F //y
-~
B
Q v X

nur bei bewegter Ladung wirksam

Kraft senkrecht zur Geschwindigkeit » und zur
magnetischen FluBdichte B

elektrische Feldstdrke
Kraft

magnetische FluBdichte
Ladung
Geschwindigkeit

SO Wy
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Ubersicht M-3. Elektrische Krifte zwischen Punktladungen und Platten.

elektrische Krifte zwischen Punktladungen
(Coulombsches Gesetz)

elektrische Kréfte zwischen Platten

L
Q

10,0,
=

4me r

Q, , @, 1. bzw. 2. Punktladung,
Permittivitit (¢ = g ¢,)

EO elektrische Feldkonstante
& =28,854 - 1012 C¥(N - m?)
E Permittivitatszahl, werkstoffabhingig,
1
= 8,988 - 10° m/F,
4me, m/
r Abstand der Punktladungen.
Hinweise:

— Gilt auch fiir Kugeln, wenn
Abstand r > Kuogelradius R.

— Bei mehreren Ladungen:
Krafteaddition.

—a—-

AU?
F 4y TR
24
A Plattenfléiche,
U Spannung zwischen den Platten,
d  Plattenabstand

oder
_eE* 4.
P
E elektrische Feldstirke
oder
EDA E
rf-S5

D elektrische FluBdichte,
Q elektrische Ladung.

M.1.3 Elektrisches Potential

Ubersicht M-4. Definition des
Potentials.

elektrischen

Wird eine Ladung Q im
elektrischen Feld E von
einem Punkt 0 zu einem
Punkt A verschoben,
dann ist dazu die Arbeit
W, A gegen die elektri-
sche Kraft F = QE er-
forderlich:

A A
={Fds= — Eds.

| Q

[ Q

Elektrisches Potential ist der Quotient aus der
Verschiebungsarbeit W, und der verschobenen
Ladung Q:

Woa 2
=0 _ _(Eds.
=70 z[

Ubersicht M-4 (Fortsetzung)

~ Bezugspunkt fiir Potential prinzipiell wilikiirlich,
héufig aber unendlich ferner Punkt (positive
Ladung erhdlt positives Potential) oder die Leiter-
oberfliche.

— Bei Bewegung der Ladung Q von A nach B dndert
sich das Potential von ¢, auf ¢y

B

Uwe=0a— 0= lEd&

Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten ist

eine Spannung.

elektrische Feldstirke

elektrische Kraft

Ladung

Wegelement
B Spannung zwischen den Punkten A und B
Verschiebungsarbeit von 0 nach A
Potential am Punkt A bzw. B

;g&mmm

‘PA» (23
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M.1.4 Materie im elektrischen Feld

Befindet sich Materie im elektrischen Feld,
dann wirkt auf alle Ladungen in dieser Mate-
rie eine elektrische Kraft. Im Leiter erfolgt
eine Ladungsverschiebung (Influenz) der positi-
ven und negativen Ladungen, wihrend im
Nichtleiter die Ladungen nur geringfigig ver-
schoben werden kénnen (Polarisation).

Flichenladungsdichte ¢ und elektrische Flufi-
dichte D

In einem Leiter sind die Ladungen frei ver-
schiebbar. Deshalb ist das Leitungsinnere
immer feldfrei, und die nicht kompensierten
Ladungen befinden sich auf der Oberfliche
des Leiters. Die Flachenladungsdichte gibt an,
wieviel Ladung Q je Fliche 4 vorhanden ist
(Einheit C/m?):

o=0/A4 bzw. ¢ =dQ/d4; M-1)

Q Ladung auf der Oberfliche eines Leiters,
A Oberfliche des Leiters.

Die elektrische Flufdichte (Verschiebungs-
dichte) D ist ein Vektor mit dem Betrag der
Flachenladungsdichte o und der Richtung der
Flichennormalen (Richtung von der positiven
zur negativen Ladung). Der Zusammenhang
zwischen elektrischer Feldstirke E und elek-
trischer FluBldichte D lautet:
(M—ZH
¢ Permittivitdt (¢ = gq ¢,)
(&, elektrische Feldkonstante, ¢, Permitti-
vitatszahl oder relative Permittivitat, werk-

stoffabhingige GréBe (Tabelle M-4)),
E elektrische Feldstirke.

D=¢E

Permittivitiit ¢

¢=DJE
£ =gy,
&g = 1/(1o c*) = 8,854 - 10712 C?/(N-m?)

M-3)

go elektrische Feldkonstante

¢, Permittivitdtszahl oder relative Permitti-
vitdt, temperatur-, frequenz- und werk-
stoffabhéngige GroBe, (Tabelle M-4).

Tabelle M-4. Permittivititszahl einiger Werk-
stoffe.

Werkstoffe Permittivitdtszahl ¢
Paraffin 2,2
Polypropylen 2,2
Polystyrol 2,5
Polycarbonat 2,8
Polyester 3.3
Kondensatorpapier 4 bis 6
Zellulose 4,5

AlLO, 12

Ta,Oq 27

Wasser 81
Keramik (NDK) 10 bis 200
Keramik (HDK) 10? bis 10*

Je nachdem, ob die wahren Ladungen konstant
sind (elektrische FluBdichte D invariant), oder
ob die Spannung konstant ist (elektrische
Feldstarke E invariant), dndert sich die elek-
trische Feldstdrke E oder die elektrische FluB-
dichte D (Tabelle M-5).

Kristalle haben anisotrope FEigenschaften.
Hier hat im allgemeinen der E-Vektor eine
andere Richtung als der D-Vektor. Besonders
bemerkbar ist dieser Effekt bei héheren
Frequenzen. In solchen Substanzen tritt an-
stelle einer Zahl ein Tensor (M-5).

| Dy, = &80 By, (M-4)
£x1 sxz Exg

ET[6x &y & (M-5)
£, £y &

Kondensatoren und Kapazitit

Kondensatoren sind Bauelemente, die zur
Speicherung von elektrischer Energie und
clektrischer Ladung dienen. Sie bestehen aus
zwei KOrpern mit verschiedenen Ladungen Q,
zwischen denen eine Spannung herrscht
(Ubersicht M-5). Die Geometrie und der Ab-
stand der Leiteroberflichen bestimmen die
Ladungstrennarbeit und die Spannung.
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Wahre Ladungen konstant —
elektrische FluBdichte D

Spannung konstant —
elektrische Feldstirke E

invariant invariant
D =¢, E, Dy =¢, E
D=¢ e E=¢cE D=c¢ ¢ E
Permittivitdtszahl Permittivititszahl
g, = Ey/E g = D/D,
elektrische Polarisation P elektrische Polarisation P
Pleg=E,— E P=D-D,
P=¢g Ey—¢  E P=(,—1eE=y.¢E

= —DegE=y. ¢, E ¥

— e
Xe

P=D—¢,E P=D—¢,E

D=coE+ P=rs,(E+ Plsg)

D=¢, E+P=¢y(E+ Pley)

D, D, elektrische FluBdichte in Materie bzw. im Vakuum,
E, E, elektrische Feldstirke in Materie bzw. im Vakuum,

elektrische Polarisation,
£ elektrische Feldkonstante (¢, = 8,854 - 102 C%/(N - m?)),

& Permittivitdtszahl,

T

Ze elektrische Suszeptibilitit (x, = &, — 1)

Ubersicht M-5. Kapazitdt.

Ubersicht M-5 (Fortsetzung)

Schaltzeichen

C=Q/U

JJ,_Q
_!__C?

lu

Die Einheit der Kapazitit C ist F (= A-s/V).

In der Praxis gebrduchlich:
mF = 10"3F, pF =10"°F
nF =10"°F, pF=10"'?F

D elektrische FluBdichte
dA Flichenelement
E elektrische Feldstirke

Q@ Ladung
ds Wegelement
U Spannung
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Die Kapazitit C gibt an, wieviel Ladung
Q je Spannungseinheit 1V gespeichert
werden kann.

Tabelle M-6. Kapazitdten verschiedener Leitergeometrien.

Korper Geometrie Kapazitit
£ A
Platten Q g C= -
f—a —
Kugel C=4ner
Gegenelektrode

im Unendlichen

il

zwei Hohlkugeln C=4ng —=

r(a®—r?
zwei gleiche Kugein @- @ C=2ner [1 n a(al(_ = _)rZ):|
a

2nel

thnder = m

nel

. /

Doppelleit c=_Tt

oppetieitung . )E% n@n
d
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Tabelle M-7. Parallel- und Reihenschaltung von Kondensatoren.

Schaltungsart

Parallelschaltung

Reihenschaltung

konstante Grofe

Ladung Q = konstant

Spannung U = konstant

— + — —_ -
Anordnung Q § ! Y, E + U2 g B
C C, I I C, I
+ 1 - UGss
Q
+ 0o o —~ Q
C, +
BN N
oo
Li QHP
Cﬂ
Addition Gesamtladung Gesamtspannung
Qo =0, +0,+ ...+ 0, Uses = Uy + Uy + ...+ U,
- [ 0
Ersatzkapazitit Coes U=C U+ C,U+...C U Co a + Fz +...+ Fn
1 1 1 1
C = C C e C, = — —_— B
Ges 1t Ot + G = G, + 2 + C.
3 n 1\~ 1
Coes = ‘21 G Coes = .21 —)
i= 1= i




Ubersicht M-6. Kondensatoren als elektronische Bauelemente.

Kondensatoren

[ ] I
Metallfolie und isi ; : :
) . . tallisierte Dielektrik
Dielektrikumsfolie metallisierte Dielektrikumsfolie Elektrolyt
]
[ I
K MP MK Aluminium Fest-Alu
— — (Al-Elko)
Kunststoff metallisiertes metallisierte
Papier Kunststofffolie
Al A1203 AJ

e KC (Polycarbonat) Metall- e MKC |
e KI (Polyphenylen- folie (7 o MKI Ta 'l | Ta205,f [TalAg

sulfid) e MKP .\_’
e KP (Polypropylen) o MKS
o KS (Polystyrol ) o MKT

Styroflex) fral ) e MKU
e KT (Polyethylen- Dle!e_ktrlkum (Zellulose)

terephthalat) (Papier, ]

Kunststoff) \

Anode / E1ektro|yt

,f
Dielektrikum

Katode
Nenn- 50V bis 630V 200V bis SkV S50V bis 2kV 6V bis 600V
spannung
Kapazitits- 2 pF bis 500 nF 100 pF bis 10mF | 100 pF bis 10 uF 1pF bis 1F
bereich
Verlustfaktor | 10kHz: 0,1 bis 1 1kHz: 4 bis 15 10kHz: 0,25 bis 10 50 Hz: 80
tané - 1073
gespeicherte | mittel mittel mittel hoch
Energie
pro Volumen
Giite 1000 1000 1000 gering
Frequenz- Gleichspannung und Niederfrequenz bis MHz-Bereich NF und
bereich Gleichspannung
Normen IEC 384-7/11/12/13 1IEC 384-2/6/16 IEC 384-11
CECC 30100 CECC 30400 CECC 30300
CECC 30900 CECC 30500
CECC 31700 CECC 31200
CECC 31800 CECC 32200
DIN 45910-22/25/26/27 DIN 45910-11/13/23/28
Anwendungs- | Schwingkreise, Motorkondensator, Energiespeicher,
bereiche Koppel-Filter- Filterkondensator, Sieben bei
Kondensator, StoBkondensator, niedrigen und
K fz-Elektronik, Funkentstérkondensator hohen Frequenzen
Schaltnetzteile,

Impulsschaltungen




Ubersicht M-6 (Fortsetzung)

Kondensatoren

1
Sinter einstellbar
] ]

1 I ] [ I 1
Tantal Keramik Dreh- Luft-/Keramik integrierter
(Ta-Elko) Kondensator Trimmer Kondensator

i S - itats-Bereiche
Keramik- Anschlgsse Klasse 1: NDK A pannungs-Kapazitats-Berei
: : (Palladium- 10 Leist
Dielektrium & T leistung
Silber) niedrige Y >~ \
Dielektrizitéits- 103| Kopplung b LEFKO b ver-
konstante und ~. N sorgung
2 HF-Anwen- —IX
. =] d ~—
Klasse 2: HDK £ 102|249 MK, ~— Dz
4 Metall- g G (kpis
belage |hohe & | Kera- ! AL-
leelekmzltats- 10! Fmik / TA- ELKO -
Anschlu3dréhte onstante . ELKO
/]
Klasse 3 109
1pF 1nF 1 uF 1 mF 1F
hochste Kapazitat
Dielektrizitits-
konstante
6V bis 125V 4V bis 500V
100 nF bis 1 mF 1 pF bis 1 pF
120 Hz: 40 bis 350 1kHz: <60
hoch gering
(Klasse 3: mittel)
gering Klasse 1: hoch bis
sehr hoch
Klasse 2, 3: gering
NF und NF und HF
Gleichstrom
CECC 30200 CECC 30600
CECC 30800 CECC 30700
CECC 31100
CECC 31400
CECC 31500
CECC 32100
Mef3- und Datentechnik,
Regeltechnik, Kfz-Elektronik,
Datentechnik, Kommunikations-
Kommunikations- technik, automatisch
technik, bestiickbar auf
Schaltnetzteile Leiterplatten
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Energie und Energiedichte

Ubersicht M-7. Energie und Energiedichte im
elektrischen Feld.

Elektrische Energie eines Kondensators

2 U C(]Z
w=2 _2Y_

2C 2 2

Energie des elektrischen Feldes

1 1 1
W=2sAdE* = ~¢E*V~-DEV
eddE =3¢ 2

Energiedichte

w1 1
s=-_ =_gE'=_DE
13t % 28 2

Plattenflache

Kapazitit

Plattenabstand

elektrische FluBdichte (Verschiebungsdichte)
elektrische Feldstirke
Ladung

Spannung

Volumen

Arbeit

Energiedichte

Permittivitit (e = &4 8,)

g, elektrische Feldkonstante
£, = 8,854 1072 C%/(N - m?)
e, Permittivitdtszahl

" EgNaOmMEROA

M.2 Gleichstromkreis

M.2.1 Stromstirke

Die Stromstérke I (oder der elektrische Strom)
ist eine Basisgrdffe und wird in Ampere (A)
gemessen:

1 A ist die Stirke eines zeitlich unverin-
derten Stroms, der durch zwei geradlinige
parallele Leiter (durch Vakuum getrennt)
im Abstand von 1 m flieBt und der zwi-
schen diesen Leitern je 1 m Leiterldnge die
Kraft F=2-10"7 N hervorruft.

Der Strom flie3t beim Verbraucher vom Plus-
zum Minuspol, in Spannungsquellen vom
Minus- zum Pluspol.

Ubersicht M-8. Stromstirke und Stromdichte.

elektrische Stromstirke I

do 2
I=—; ={I(t)d
4 @ j’ (r)dr
Gleichstrom
1= g; Qo=1It

elektrische Stromdichte j

1
f=xkE; j=—
I=x J 3

A Querschnittsfliche

E  elektrische Feldstirke

I elektrische Stromstérke
j  elektrische Stromdichte
Q Ladung

d@ Ladungselement

t  Zeit

dr  Zeitintervall

»  elektrische Leitfahigkeit

M.2.2 Elektrische Spannung

Elektrische Spannung entsteht, wenn elek-
trische Ladungen durch Zufithrung von
elektrischer Arbeit W getrennt werden. Die
elektrische Spannung U ist der Quotient aus
der Arbeit W, die zur Verschiebung einer
Ladung Q notwendig ist, und dieser Ladung
Q. Die Einheit ist Volt (V).

U=Ww/Q. (M~-6)

Zwischen der elektrischen Spannung und dem
Potential besteht folgender Zusammenhang:

Die Potentialdifferenz A zwischen zwei
Punkten P, und P, entspricht der Spannung
zwischen diesen beiden Punkten (Bild M-4).

U,=¢,—0,.

In der Technik sind Spannungspfeile {iblich,
die von Plus nach Minus weisen, d.h. von
hohem Potential zu niedrigem Potential. Die
Spannung zeigt von Plus nach Minus, wenn
@, > @, ist. Bild M-5 zeigt die Vorzeichen-
regelung fiir Strom und Spannung.



u
% //{%\\PZ. v2
\&/ [ \ .
/ | !
S |
‘\ [ /K Feld-
7 linien

Aquipotential-
linien

Bild M-4. Zusammenhang zwischen elektrischem
Potential und Spannung.
Strom /
1=+5A =-5A
B S e S T
+ - + Z
Spannung U
U=+15V U=-15V

U21 =-15V

Uy =+15V [

Bild M-5. Vorzeichenregelung fiir Strom und Spa-
nung nach DIN 5489.

M.2.3 Widerstand und Leitwert
Widerstand R

Der elektrische Widerstand ist ein MaB fiir die
Hemmung des Ladungstransports und ist fol-
gendermaBen definiert:

Der clektrische Widerstand R betrdgt
1 Ohm, wenn zwischen zwei Punkten eines
Leiters bei einer Spannung von 1V ein
Strom von genau 1 A flieBt.

Die Einheit ist 1 V/A = 1 Q (Ohm).
Durch den von KLITZING entdeckten Quanten-
Hall-Effekt 148t sich das Ohm unabhdngig von
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der Geometrie und den Werkstoffeigenschaften
festlegen.

Ein Widerstandsnormal betragt 25812,8 Q.
Dieser Wert errechnet sich folgendermafien
aus Naturkonstanten: #4/e? = 25812,8Q (4
Plancksches Wirkungsquantum: 2 = 6,626176
-10734J-s; e Elementarladung: e = 1,602
<1071%C).

Leitwert G

Der elektrische Leitwert ist der Kehrwert des
elektrischen Widerstandes:

' G = 1/R. M-7)

Seine Einheit ist S (Siemens), Q™! oder mho
(,Ohm riickwérts®, im englischsprachigen
Raum verwendet).

Widerstand eines metallischen Leiters

Ubersicht M-9. Widerstand, spezifischer Wider-
stand und elektrische Leitfihigkeit eines
metallischen Leiters.

Widerstand R
R=gl/4; Einheit Q
spezifischer elektrischer Widerstand ¢
(Resistivitét)
¢ = (RA)/l; Einheit (@ - mm?)/m=10"°Q-m
elektrische Leitfahigkeit »
% =1/¢ = I(RA4)
Temperaturabhingigkeit
— Temperaturkoeffizient o
o= AR/(RAT) = Ag/(e AT)
— Temperaturabhingigkeit des Widerstandes
bei Metallen
R($) = R,p[1 + o (8 —20°C)]
0(9) & 0z6[1 + 2(3 —20°C)]
— fiir hohe Temperaturen
R=R,,(1 +aAT + BAT?)
A Querschnittsfliche des Leiters
! Lénge des Leiters
R Widerstand
AR Widerstandsianderung
R,, Widerstand bei 20°C
AT Temperaturdifferenz
o Temperaturkoeffizient

B zweiter Temperaturkoeffizient
9 Temperatur in °C
®
Q

elektrische Leitfahigkeit
spezifischer elektrischer Widerstand
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Ubersicht M-10. Widerstinde als elektronische Bauelemente.

Widerstande
Festwiderstinde

lineares Stromspannungs-
verhalten R = U/T
(nur temperaturabhingig)

linear '

Schicht

[ 1 | 1
Draht Kohle Metall/ Edel- Gemisch
Metalloxid metall Kohlenstoff
in Lack
[ I I I I
Werkstoffe Nickelin C Cr-Ni Au-Pt C in Lack
(Cr-Ni) SnO,
Manganin
Konstantan
Temperatur- + 30 bis 140 200 bis —800 0 bis +50 +250 bis + 350 —1000 bis —3000)
koeffizient + 300
1076K™!
zulassige unkritisch —55 bis +125 —65 bis +125 —65 bis +165 —55 bis +90
Temperatur
in °C
Normen DIN 44185 DIN 44051 DIN 44061 DIN 44054
DIN 44052 DIN 44063
DIN 44053
DIN 44055
Anwendungs- Nachrichten-, Vermittlungs-, extreme Klima- Temperatur- Vorwiderstinde
bereiche MeB- und Daten- und beanspruchungen | kompensation fir hohe
Starkstrom- Weiterverkehrs- Sicherheits- Spannungen
technik technik Widerstinde
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erstinde

Festwiderstande

o]

[ einstellbare Widerstinde J

. —

nicht linear linear | |positiv negativ
logarith- | |logarith-
Widerstand ist abhéngig misch misch
von einer physikalischen GréBe
(z.B. Temperatur, Spannung, Licht)
[ | I 1
NTC PTC VDR LDR
Negative Positive Voltage Light
Temperature Temperature  {Dependent | Dependent
Coefficient Coefficient Resistor Resistor
HeiBleiter Kaltleiter Varistor Fotowiderstand
I [ i T
Werkstoffe Mischoxid- Titanat- SiC CdSs Werkstoffe Draht r
keramik keramik ZnO CdSe
BaTiO, Kohleschicht
SrTiO, DIN 41 450
Gleichungen |Rp = 1 1 Cermet
¢ ' B(l_*i) R =ay R =7(U1‘" R~E™ (Metailoxid- und
Rye \T T E: Beleuchtungs- Glaspulver in
a _In(Ry/R,) | K:Konstante | 5,16 Keramiktriiger
B: Material- LT e Nicht.- | y: Steilheit eingebrannt)
konstante K:Konstante fincaritat logR,~log R, Anwendungs- | Spannungs- | Laut-
2920 bis T,: untere =logF. —lozE. | |bereiche teiler stirke-
3950K Temperatur s .z B L2 (Potentio- | regler
Ry: Wider- Ty: obere Ry, 2 V\l;’lglerstand meter,
stand bei Ty Temperatur el E\/E, Trimmer)
zuldssige —55 bis 350 —55 bis 220 —40 bis 85 | —20 bis 60
Temperatur
in °C
Normen DIN 44070 DIN 44080 DIN45923 [DINIEC47
DIN 44071 DIN 44081
DIN 44072 DIN 44082
DIN 44073
Anwendungs- | Temperatur- Temperatur- Spannungs- | Lichtstérke-
bereiche fithler, fiihler, stabili- messung,
Stromungs- Thermostat, sierung, Lichtschranken,
geschwindigkeit, [ Strom- StoB- Flammenwichter,
Spannungs- stabilisierung [spannungs- |Didmmerungs-
stabilisierung begrenzung | schalter
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Tabelle M-8. Spezifischer elektrischer Widerstand,
elektrische Leitfihigkeit und Temperaturkoeffi-
zient ausgewdhlter Leiterwerkstoffe (bei 0°C).

Werkstoff Spezifischer | Spezifische | Temperatur-
elektrischer | elektrische | koeffizient «
Widerstand ¢ { Leitfdhig-
keit
jo-2 Qmm?| S m 107+ K
mm
Aluminium 2,65 37,7 42,9
AlMgSi 3 32 36
Al-Bronze 13 8 32
(CugoAlyy)
Blei 19 53 42
Bronze 18 5,6 5
CrAl205 137 0,7 0,5
(Heizleiter-
legierung)
CrAl 305 144 0,7 0,1
(Heizleiter-
legierung)
Dynamoblech| 13 8 45
Eisen 8.9 11,2 65
Gold 2,04 49 40
Graphit 800 0,13 -2
GrauguB 80 1,2 19
Indium 8.4 119 49
Iridium 53 18,9 39
Konstantan | 50 2 0,1
Kupfer 1,56 64,1 43
Magnesium 4,6 22 38
Manganin 43 2,3 0,1
Messing 7 14,3 13
Monel 42 2,8 2
Neusilber 30 33 32
NigoCr,sFe 110 1 1,3
Nickel 6,84 14,6 68
Nickelin 43 2,32
Palladium 10 10 38
Platin 10 10,2 39,2
Platin- 32 3.1
Iridium
Platin- 20 5
Rhodium
Quecksilber | 95 1 1
Silber 1,51 66,2 41
Stahl 13 7 45
0,1%C;
0,5% Mn)
Stahl 18 55 45
0,25% C;
0,3% Si)
Tantal 16 6,2 35
Wismut 120 0,8 45
Wolfram 4,9 20,4 48
Zink 5,5 18,2 42
Zinn 10,4 9,6 46

M.2.4 Elektrische Arbeit, elektrische Leistung
und Wirkungsgrad

Um eine Ladung Q von einem Punkt P, zu
einem Punkt P, zu bewegen, zwischen denen
eine Spannung U liegt, ist eine elektrische
Arbeit W erforderlich. Die Leistung P ist die
je Zeiteinheit d¢ erbrachte Arbeit dW. Der
elektrische Wirkungsgrad 5 errechnet sich als
Quotient aus abgegebener £, und zugefiihrten
Leistung B, (Ubersicht M-11).

Ubersicht M-11. Elektrische Arbeit, elekiri-
sche Leistung und Wirkungsgrad.

elektrische Arbeit W

W=0QU

- fiir zeitabhidngige Stréme und Spannungen

W= fu(t)i(t)dr= | P(r)ds

— fiir Gleichstrom
W=Pt=Ult=I*Rt=U*1R

Einheit: W-s, J oder kWh, 1 kWh=3,6-10°W-s

elektrische Leistung P
P(t)=dW/dt

— fiir zeitlich konstanten Strom
P=W/it=UI=U*R=1I*R
Einheit: 1W =11J/s

Wirkungsgrad » elektrischer Maschinen
n=Fy/Py=Wy/W,

Wirkungsgrad # eines elektrischen Verbrauchers
n="F/B+PF)

elektrische Stromstirke
elektrischer Widerstand
Zeit
elektrische Leistung
Spannung
elektrische Arbeit
abgegebene Leistung
zugefiihrte Leistung
, abgegebene Arbeit
zugefithrte Arbeit
Nutzleistung
Leistungsverlust

;n;uﬁﬁg‘uiv TQvT® ~




M.2.5 Ohmsches Gesetz

In einem metallischen Leiter nimmt bei kon-
stanter Temperatur der Strom [ proportional
zur angelegten Spannung U zu. Die charak-
teristische Kennlinie des ohmschen Wider-
standes ist eine Gerade, deren Steigung der
elektrische Leitwert G ist (Ubersicht M-12).

Viele elektronische Bauelemente zeigen einen
nichtlinearen Verlauf der Kennlinie (Bild M-6).

Differentieller Widerstand

Sind die Kennlinien nicht linear, dann hat der
Widerstand in jedem Punkt der Kennlinie

Ubersicht M-12. Ohmsches Gesetz.
I=GU=U/R

I=P/U; I=./P|R
U=RI; U=IG; U=P|L;
R=U/I; R=U?%P; R=P/I*

elektrischer Leitwert
elektrischer Strom
Widerstand
Leistung

Spannung

o R NQ

linearer
ohmscher
Widerstand

! ! W -

Gasent-
ladungsrdhre

Glthlampe

u

<
C

Halbleiter -
Diode

Transistor Thyristor

u Uce U

Bild M-6. Kennlinien
Bauelemente.

verschiedener elektronischer
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Bild M-7. Differentieller Widerstand.

einen anderen Wert. Es wird dann der differen-
tielle Widerstand r angegeben (Bild M-7).

Richtungssinn

Das Ohmsche Gesetz gilt nur, wenn die
Spannung U und der Strom I dieselbe
Richtung aufweisen (sonst miissen Minus-
zeichen verwendet werden). Die Regeln fiir
die Vorzeichen und Richtungen des elektri-
schen Stroms 7 und der elektrischen Spannung
U sind Ubereinklinfte und in DIN 5489 ge-
normt (Bild M-5). Beim positiven Strom ist der
Minuspol an der Pfeilspitze. Bei einer Indizie-
rung wird dringend empfohlen, daB der Pfeil
vom Index 1 auf den Index 2 zeigt. Doppel-
pfeile miissen unter allen Umstinden vermie-
den werden, da in solchen Fillen das Vorzei-
chen der Spannung unbestimmt ist.

M.2.6 Elektrische Netze — Kirchhoffsche
Regeln

Ein Netzwerk ist aus Knoten und Maschen
aufgebaut. Ein Knoten ist ein Punkt, an dem
sich die Strame I verzweigen, und eine Masche
beschreibt einen geschlossenen Umiauf inner-
halb des Netzwerkes (Bild M-8).

Knotenregel (1. Kirchhoffsches Gesetz)

In einem Stromknoten kann keine Ladung
entstehen oder verschwinden (Ladungserhal-
tungssatz). Deshalb gilt, wie Bild M-9 zeigt:

Die Summe aller Stréme eines Strom-
knotens ist null: >, = 0.

Die zustromenden Strome sind positiv, die ab-
flieflenden negativ zu nehmen.
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l‘ | S j IS | /2
] Ry Is b Ry
| woo Y
Uy
Knoten Masche
h Iy N
U. R,
Is ! ‘®__J Ry

Bild M-8. Elektrisches Netz: Knoten und Maschen.

h

Bild M-9. Strome im Stromknoten.

I R,
| S
] Iy Ry
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Iy Ry
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1.1.1.1
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e
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Bild M-10. Stromverhdltnisse bei Parallelschaltung.

Stromverhdltnis

In einer Parallelschaltung nach Bild M-10
verhalten sich die Teilstrome wie die Teil-
leitwerte G und umgekehrt wie die Teilwider-
stinde R:

Bild M-11. Beispiel einer Masche.

Ui=Ryl  Up=Ryl Uz=Ryl
—
/ R1 R2 RS
1N—
O,

G R
U=U-—">2_-=-y—--1
'""UG+G, R +R,

Bild M-12. Spannungsverhdlinisse bei Reihenschal-
tung.

Maschenregel (2. Kirchhoffsches Gesetz)

Bei einem kompletten Umlauf einer Ladung in
einer Masche ist die zugefiihrte und die abge-
fithrte elektrische Arbeit gleich groB. Deshalb
gilt:

Die Summe aller Spannungen eines Strom-
kreises (Masche) ist null: 3 U, = 0.

Der gewidhlte Umlaufsinn ist beliebig. Die in
Zihlrichtung zeigenden Spannungen werden
positiv, die gegen die Zihlrichtung laufenden
werden negativ eingesetzt (Bild M-11).

Spannungsverhdltnis

In einer Reihenschaltung nach Bild M-12 ver-
halten sich die Teilspannungen wie die Teil-
widerstdnde R.



Reihen- und Parallelschaltung
van Widerstinden

Ubersicht M-13. Reihen- und Parallelschal-

tung von Widerstinden.
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Ubersicht M-13 ( Fortsetzung)

Parallelschaltung von zwei Widerstinden

a) Reihenschaltung

U Us U, Uy
! —’}—I—.l—{_—}-- -- ——{_—
. R, R, R3 R, ,
Rges I
v /= konst

Schaltung Formeln
Ry
R, R
R = 1 2
L} Widerstiinde gleich groB
R
Res = 2

Parallelschaltung von drei Widerstinden

Schaltung Formeln

n
RM=R,+R2+R3+..4R"=_721Ri

Gesamtwiderstand = Summe Teilwiderstinde

RIRZRS
R,R,+ R, R, +R,R,

ﬁ Widerstinde gleich groB
R

U,/U, = m, k=1,2,3...n)

Teilspannungen verhalten sich wie die

R./Ry

m/

Teilwiderstinde

b) Parallelschaltung

]—1+1+1+ 1
R. R, R, "R,

ges

oo =G, + G, + G5 +. Z

Gesamtleitwert = Summe Teilleitwerte

1 G, R
Tm Um_ (m, k=1,2,3...n)
L, G R,

Teilstrome verhalten sich wie Teilleitwerte oder
umgekehrt wie Teilwiderstinde.

Dreieck-Stern-Umwandlung

In Widerstandsnetzen ist es haufig sinnvoll,
eine Dreieckschaltung in cine Sternschaltung
umzurechnen (oder umgekehrt). Die Wider-
stinde zwischen den AnschluBklemmen 1, 2
und 3 bleiben dabei erhalten (Ubersicht
M-14).

Grundstromkreis mit Spannungsquelle

Ubersicht M-15 zeigt den Grundstromkreis,
dargestellt mit einer realen Spannungsquelle
(Teilbild a) oder mit einer realen Stromquelle
(Teilbild b).

Ein Stromkreis bestcht im cinfachsten Fall
aus einer Spannungsquelle, die den Strom /
liefert, der durch den duBeren Widerstand
R, flieB8t. Wie das Teilbild a) in der Ubersicht
M 15 7eigt, hat die Spannungsquelle selbst
einen inneren Widerstand R, (z. B. der Elektro-
Iyt cincs galvanischen Elements). Der Span-
nungsabfall am Innenwiderstand ist nach dem
Ohmschen Gesctz U; = R; [ von der Strom-
stiarke / abhingig.

Grundstromkreis mit Stromquelle

Der Stromkreis kann auch aus ciner Strom-
quelle bestchen, zu der parallel ein innerer
Leivvert G, licgt (Ubersicht M-185, Teilbild b).
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Ubersicht M-14. Stern-Dreieck-Umwandiung.

Ubersicht M-14 ( Fortsetzung )

a) Sternschaltung b) Dreieckschaltung
1 2 Rp
1 12 2
RS 1
0 - )
Q&
(o)
]
@ /
3 \/
Ry, R Rg R
Rm:Lm1 Roia= R+ Rep + b
Rpia+ Rpys+ Rpsy s3
Ry, R Ry, R,
= p12 Rpzs Rupa= Res+ Ry + 52 Rss
Rp12+ Rpz3+ Ros, s1
Rpy3 R Rg3 R,
sgjiﬁ—l‘—‘ Rps1= Rea + Ry, + S
Rpy2+ Rpzs+ Roas s2

c) gleiche Widerstidnde

R
R=-2
ST 3

Ry =3R,

Ubersicht M-15. Grundstromkreis mit realer Spannungs- bzw- Stromquelle.

reale Spannungsquelle

reale Stromquelle

'3
Strom im AufBenkreis

Uq

=9 _

R + R,
Klemmenspannung R
U,=IR,=U,~ IR = 2

‘R + R,

Leerlaufspannung (offene Klemmen)

UL=0
KurzschluBstrom (U, = 0)
U, U

— 9 __
I ==t
i

"R R

[
i
Iy
UIZ
I=I, = L=l - =1~ UG
I I
U, = Q. _ 9
12 1L 1 6G+6G
R, R
U = IR =1,/G,
Ie=1,
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reale Spannungsquelle

reale Stromquelle

Leistungen
Fo=HR+F
RU? B Ei v

TR +RY R A+

R=F+P,
G, qu 2

v
=T __jpp.__ "
GHG)Y T (4

Leistungsanpassung (maximale Leistungsentnahme) bei
R,=R;,v=1

1072 1,
a,max ~ 4 Ri Pa.max = 4 Iq Ri
A Strom durch Innenwiderstand, Quellenstrom
R,, R,  AuBen-, Innenwiderstand
G,, G;  Leitwert auBen, innen
P, P, P, elektrische Leistung, duBere, innere Leistung
U, U, Klemmenspannung zwischen 1 und 2, Quellenspannung

Widerstandsverhiltnis, v = R, /R,

=

Lineare Uberlagerung
( Helmholtzsches Superpositionsprinzip)

Es gilt der Uberiagerungssatz:

Jede Stromstarke 1, in einem Stromzweig
m errechnet sich aus der Summe aller
durch diesen Zweig flieBenden Teilstrome
I, bis I, die durch die einzelnen
Quellenspannungen verursacht werden.

Bild M-13 zeigt die Berechnungen.

Der Strom I, soll berechnet werden. Er
wird durch die beiden Quellenspannungen
U,, und U,, erzeugt. Deshalb gilt I, =
ky Uy, + k3 Up;.  Zur  Berechnung von
I} =k, Uy, wird die Spannungsquelle U,
kurzgeschlossen (U, = 0), und zur Berech-
nung von I¥* = k, U,, wird die Spannungs-
quelle U,, kurzgeschlossen. Die Summe bei-
der Beitrdge ergibt die gesuchte Stromstarke.

Allgemein gilt fiir die Stromstérke I, im Zweig
m:

L=k Uy +k, Uy +ks Ups+ ... +k, Uy
L=l +1,+I+...+1,.

M.2.7 Messung von Strom und Spannung

Strommessung

Der Strommesser muB} im Stromkreis liegen
(Hauptschiuf).

Bei der MeBbereichserweiterung mufB3 der
iberschiissige Stromanteil durch einen paral-
lelen Widerstand (Shunt) R, am MefBgerit vor-
beigeleitet werden (Bild M-14).

Spannungsmessung

Der Spannungsmesser liegt parallel zum zu
messenden Spannungsabfall (Nebenschiuf).
Sein Innenwiderstand R, mufl moglichst gro3
sein, damit der Strom moglichst ganz durch
den AuBenwiderstand flieBt.

Bei einer Mefbereichserweiterung mul der
iiberschiissige Spannungsanteil an einem Vor-
widerstand R, abfallen (Bild M-15).

M.2.8 Ausgewihite MeBverfahren

Spannungsteiler

Mit Hilfe dieser Schaltung ist eine Aufteilung
einer Gesamtspannung in klcinere Einzelspan-
nungen moglich. Bild M-16 zeigt den Unter-
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_ Berechnung 1. Teilstrom /3 Berechnung 2. Teilstrom I3*
1=k, - . 2 9 2
2= Ki-Uoi + k- Upg (KurzschiuB Ugg = 0) (KurzschiuB Up,=0)

® .

I*= U01 ok an
Ry+RyR3/(Ry+ Rs) A3+ RRy 1 (R1+R,)
R A
/*:—-—S————U I**= 4 U
27 Ry(Ry+Rg)+RyRy ' 2 " Ry(Ry+ Ro)+ Ry Ry 02

U03 H1 - U01 RS

=13 —=——— °
2772 727 R (Ry+Rg)+ Ay Ry

Bild M-13. Berechnung der Teilstréme mit dem Uberlagerungssatz.

Uy
1
O,
/= konst
(v )—
Ry R,
| S—
R
E“ a

R; Innenwiderstand
U, neue maximale Mef3spannung
U, alte maximale MeBspannung

R; Innenwiderstand

I, neue maximale Stromstérke
I, alte maximale Stromstarke
Bild M-15. Mefbereichserweiterung von Spannungs-

Bild M-14. Mefbereichserweiterung von Strommes-
messern.

sern.



R
unbelastet U, = 2
x=U Ry+R,
R, R
belastet U,=Ujme—2"8
X~ 1RR, + R (R +Ry)

Bild M-16. Spannungsteiler.

schied zwischen einem unbelasteten und einem
belastetem Spannungsteiler.

Briickenschaltungen

Briickenschaltungen dienen zum Messen von
Widerstianden. Ublicherweise verwendet man
die Wheatstonesche Briicke nach Bild M-17a.
Bei sehr kleinen Widerstinden (R, < 0,1 Q)
machen sich die Widerstdnde in den Zulei-
tungen storend bemerkbar. In diesen Féllen
miflt man mit einer Thomson-Briicke nach
Bild M-17b.

Bild M-17. Wheatstone-Briicke (a) und Thomson-
Briicke (b).
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M.3 Ladungstransport
in Fliissigkeiten

Der elektrische Strom in Fliissigkeiten wird
von geladenen Atomen oder Molekiilen, den
Ionen, getragen. Diese Ladungstriger ent-
stehen dadurch, daB sich Salze, Sduren oder
Laugen beim Eintragen in Losungsmittel in
positiv und negativ geladene Molekiile bzw.
Atome aufspalten, sie dissoziieren.

Die positiven Ionen werden Kationen genannt,
weil sie zur Katode wandern (negative Elek-
trode) und die negativen Ionen nennt man An-
ionen, weil sie zur Anode wandern (positive
Elektrode). Elektrisch leitende Fliissigkeiten,
die aus Kationen und Anionen bestehen, wer-
den Elektrolyte genannt. Werden zwei Elek-
troden (Katode und Anode) in einen Elektro-
lyten getaucht und an eine Spannungsquelle
angeschlossen, dann findet eine elektrolytische
Stromleitung statt, in der der Elektrolyt zer-
setzt wird. An der Katode (Minuspol) scheidet
sich stets Metall oder Wasserstoff ab, an der
Anode (Pluspol) der Molekiilrest (Anionen),
wie Bild M-18 zeigt.

Die Elektrolyse spielt in der Technik vor allem
beim Aufbringen von Metalliiberziigen (Gal-
vanisieren) eine wichtige Rolle. Die hiufigsten
Metalliiberziige bestehen aus Chrom, Nickel,
Gold und Silber.

Ry Normalwiderstand (etwa wie R, )
R Leitungswiderstand
Voraussetzung: Ry/R,=R3/R,
RiRg

R, =
X R2
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Katode

Anode

Elektroiyt Anode Katode
(+) (=)

CuSO, O, (aus SO,) Cu

ZnCl, Cl, Zn

NaOH O, (aus OH) H,

HC! Cl, H,

H,S0, 0, (aus SO,) H,

Bild M-18. Elektrolyse.

Ubersicht M-16. Faradaysches Gesetz.

elektrochemisches Aquivalent 4

m=vM=
. M m
TzZF Q

Faraday-Konstante F

F=N,e=9648-10* A - s/mol

M » .
It=-—=It=Alt=A4
zN,e zF ¢

Molmasse

SENN

2

Ladung
Zeit
Wertigkeit

NNQ<

abgeschiedene Masse
. Avogadro-Konstante (N, = 6,022 - 1023 mol ™ !)
Stoffmenge (Molzahl)

Elementarladung (e = 1,602 - 107 '° A - 5)
elektrischer Strom

1. Faradaysches Gesetz

Die Masse m des abgeschiedenen Stoffes
ist nur der transportierten Ladungsmenge
O = It proportional. Sie hdngt weder von
der Geometrie noch von der Konzentra-
tion des Elektrolyten ab.

Mit dem 1. Faradayschen Gesetz ist es mog-
lich, aus den abgeschiedenen Massen den
Strom oder die Ladung zu messen, oder aus
Strom und Ladung die abgeschiedenen Stoff-
mengen zu bestimmen.

Das elektrochemische Aquivalens A gibt an,
wieviel Masse (in kg) eines Stoffes bei einer
Stromstérke von 1 A in der Zeit von 1 s abge-
schieden wird.

Das Produkt aus Avogadro-Zaht N, und Ele-
mentarladung e wird Faraday-Konstante F ge-
nannt (F = 9,648 - 10* (As - s)/mol).

2. Faradaysches Gesetz

Die von gleichen Elektrizitdtsmengen ab-

eschiedenen Massen (elektrochemische
Aquivalente) verhalten sich wie die Mol-
massen je Wertigkeit.

Elektrochemische Spannungsreihe

Wird ein Metall in einen Elektrolyten ge-
taucht, dann stellt sich gegen eine Vergleichs-
elektrode eine Spannung ein, die vom Mate-
rial abhdngig ist. Wird das Potential gegen
eine Standardwasserstoff-Elektrode gemessen,
dann ergibt sich die elektrochemische Span-
nungsreihe.

Galvanische Elemente

Galvanische Elemente wandeln chemische
Energie in elektrische Energie um. Findet
keine Riickumwandlung statt, dann spricht
man von Primdrelementen. Kann die elektri-
sche Energie wieder in chemische riickverwan-
delt werden (z.B. bei wieder aufladbaren
Batterien), dann handelt es sich um Sekundiir-
elemente.
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m M, My A4,

m, z, 1z,

A4,

m,,m, abgeschiedene Massen
M,, M, Molmassen 1 und 2
z,,2,  Wertigkeit 1 und 2
A,, A, -elektrochemische Aquivalente 1 und 2
Elektrochemische Daten einiger Elemente
Element Wertigkeit Molmasse Molmasse elektrochemisches Faraday-
Wertigkeit Aquivalent Konstante
R £ 10-3 & As
mol mol A-s mol
Wasserstoff 1 1,00797 1,00797 0,01046 96 364
Sauerstoff 2 15,9994 17,9997 0,08291 96486
Aluminjum 3 26,9815 8,9938 0,09321 96489
Eisen 3 55,847 18,616 0,19303 96 441
Nickel 2 58,71 29,355 0,30415 96515
Kupfer 2 63,54 31,77 0,32945 96433
Zink 2 65,37 32,685 0,33875 96487
Silber 1 107,870 107,870 1,11817 96 470
Zinn 4 118,69 29,673 0,30755 96482
Platin 4 195,09 48,773 0,50588 96412
Tabelle M-9. Elektrochemische Spannungsreihe

der Metalle.

Metall Spannung U in V
LijLi* _3,,
Cs/Cs* —-292
K/K* —292
Ca/Ca?* —2,84
Na/Na* -7
Mg/Mg?* —2,38
AlJALBY —1,66
Mn/Mn?* —1,05
Zn/Zn** —0,76
Fe/Fe?* —0,44
Cd/cd*t —0,40
Ni/Ni2* —0,25
Sn/Sn?* —0,136
Pb/Pb2* —0,126
H/H* +0
Cu/Cu?* +0,34
Cu/Cu* 0,52
v 1080,
Hi//Hggz + 1—0:854
Pt/Pt?™ +1,2
Au/Au* +1,42
Au/Aut +1,5
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Bezeichnung Zink/ Zink-/ Zink/Luft Zink/Luft Zink/
Braunstein Braunstein (alkalisch) (sauer) Silberoxid
{Leclanché) (alkalisch)
positive MnO,+e” +NHJ | MnO,+e~ +H,0 [ O,+4e” +2H,0 | O,+e” +Hj Ag,0+2” +H,0
Elektrode —_—— e — - >
MnOOH +NH; MnOOH+OH~ |[40H™ 20H™ +NH, Ag+20H™
negative Zn Zn+20H" Zn+20H" Zn Zn+20H"
Elektrode —_— _— —_— —_— —_—
Zn?+42e” ZnO+H,0+2e” | ZnO+H,0+2e™ | Zn** +2e” ZnO+H,0+2¢”
Zellenreaktion Zn+2MnO, + Zn+2MnO, + 2Zn+0,+ 2Zn+0,+
2NH,/CI H,0 2H,0 4NH,C] Zn+Ag,0
—_— s —_— —_— _—
2MnOOH + 2MnOOH +ZnO | 2Zn(OH), 2H,0+ ZnO+2Ag
Zn(NH,),Cl, 2Zn(NH;)Cl,
Energiedichte 120 bis 190 200 bis 300 650 bis 800 200 bis 300 350 bis 650
in Wh/l
Energiedichte 25 bis 70 80 bis 120 300 bis 380 130 bis 170 70 bis 100
in Whikg
Nennspannung 1,5 1,5 1,4 1,45 1,55
inV
Strombelastung 2 2 2 2 2
in mA/cm?
Einsatzgebiete Konsumtechnik: Horgerite, Langzeit- Langzeit- Armbanduhren,
Taschenlampen, Nachrichten- anwendungen, anwendungen Horgerite
MeBgeriite, gerite (Sender), Horgerite Fernmeldegerite,
Spielzeug, Rechner, Baustellen-
Radio, Tonband, | GroBuhren, beleuchtung.
Haushalt MeBgerite Weidezaun
Bezeichnung Cadmium/ Zink/ Lithium/ Lithium
Quecksilber Quecksilber Braunstein Thionylchlorid
positive HgO+2e" +H,0 | HgO+2e™ +H,0 |MnO,+e” +Li* | 2SOCl,+4e”
Elektrode —— - ———a
Hg+20H™ Hg+20H" MnO,(Li*) SO, +S+4CL1™
negative Cd +20H" Zn+20H" Li Li
Elektrode — e ——— —
CdO+H,0+2e~ | ZnO+H,0+2 " |Lit+e” Li* +e”
Zellenreaktion Cd+HgO Zn+HgO Li+MnO, 4Li+250Cl,
_— [ > —_—
Hg+CdO Hg+ZnO MnO,(Li*) 4LiC1+80,+8
Energiedichte 250 bis 350 400 bis 520 500 bis 800 700 bis 900
in Wh/t
Energiedichte 50 bis 70 90 bis 120 300 bis 500 500 bis 700
in Whkg
Nennspannung 1,03 1,35 1,5 bis 3,8 3,7
inV
Strombelastung 2 2 0,5 0,5
in mAfcm?
Einsatzgebiete militdrische Fotos, Konsumtechnik: Herzschrittmacher,
Anwendungen Blitzgerite, Fotos, Bojenbeleuchtung
Horgerite, Blitzgerite,
Belichtungs- Computer,
messer, Notstrom,
Uhren Medizintechnik
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Tabelle M-11. Sekunddrelemente.
Batterietypen
Blei Nickel/Cadmium Nickel/Eisen
Eigen- positive PbO, NiOOH NiOOH
schaften -
negative Elektrode Pb Cd Fe
Elektrolyt H,S0,+H,0 KOH+H,0 -
Reaktion 2PbSO,+H,0 Cd(OH), +2Ni(OH), |Fe(OH),+2Ni(OH),
Laden Laden Laden
Entladen Entladen Entladen
PbO,+2H,S0,+Pb |Cd+2NiOOH+H,0 |Fe+2NiOOH+H,0
Kapazitdt in Ah 1 bis 63 1072 bis 15 bis 100
Energiedichte in Wh/l 10 bis 100 30 bis 80 30 bis 70
Energiedichte in Wh/kg |25 bis 35 15 bis 45 10 bis 32
Zellspannung in V 2 1,20 1,20
Strombelastung in A 1 bis 20 2-1073 bis 24 bis 300
Lade-/Entladezyklen 500 bis 1500 bis 8000 bis 4000
Normen DIN 72310, 72311 DIN 40751 bis 40759 | DIN 40752 (2)
72331, 72333 40761 40760
43534 bis 43 539 40764 bis 40 768 40764
40734, 40735
Einsatzbereiche Notstrom Konsumelektronik Schienenfahrzeuge
Starter Horgeriite Schiffe
Antriebe Kameras
Datensicherung

M.4 Ladungstransport im Vakuum
und in Gasen

M.4.1 Ladungstransport im Vakuum

Fiir einen Ladungstrigertransport im Vaku-
um miissen freie Ladungstrager erzeugt wer-

Thermische Emission

Durch Erwidrmen der Glithkatode entsteht
eine Stromdichte j, die der Richardsonschen

Gleichung gehorcht:
j= AT? e WAKT, M-9) |

den. Von groBer Wichtigkeit ist die Elektronen- A4  Richardson-Konstante [liegt zwischen
emission. Elektronen sind im Metallverbund 105 A/(m? -K?) fiir Wolfram und
zwar leicht beweglich, doch werden sie an der 102 A/(m? - K?) fiir Metalloxide],
Oberfliche wegen der Anziehungskrifte der 7 Temperatur der Katode,
zuriickbleibenden Atomriimpfe am Verlassen W, Austrittsarbeit des Katodenmaterials,
gehindert. Es ist notwendig, Energie in Héhe & Boltzmann-Konstante

der Austrittsarbeit W, zuzufiihren. (k=1,380-10"23J/K = 8,617 - 10~ 3 eV/K).
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Hinweis: Die Austrittsarbeit W, wird meist
in eV angegeben. Fiir die Umrechnung in
J gilt:

1eV=1,602-10""°]. M-10)

Photoemission

Treffen Lichtquanten (Abschn. L.4) mit der
Energie E = hf auf eine Metalloberfliche,
dann l6sen sich Elektronen aus dem Metall-
verbund, wenn die Energie der Photonen gro-
Ber als die Austrittsarbeit W, ist. Die kineti-
sche Energie der freigesetzten Elektronen E,;,
errechnet sich aus

2
Eun="" =~ Wa: M)
m, Masse des Elektrons

(m, = 9,109 - 103! kg)
v Geschwindigkeit des freigesetzten
Elektrons,
h Plancksches Wirkungsquantum
(h = 6,626 - 1073*J-5),
f Frequenz der auftreffenden Photonen,
W, Austrittsarbeit.

Je hober die Lichtfrequenz £, um so héher ist
die kinetische Energie der freigesetzten Elek-
tronen.

Je hoher die Lichtintensitdt (Photonenstrom),
um so mehr Elektronen werden je Zeiteinheit
freigesetzt,

Die Mindestfrequenz f,, bei der die Freiset-
zung erfolgen kann, ist

Sfy= Walh. (M-12)

Daraus errechnet sich die maximale Wellen-
ldnge 2, des Lichts zu

_ch_ 1240
W, WV

(M-13)

¢ Vakuumlichtgeschwindigkeit
(c = 2,9979 - 10® m/s),

h  Plancksches Wirkungsquantum
(h = 6,626 - 10734 J/s).

Sekunddrelek tronenemission

Wird Materie mit schnellen Elektronen be-
schossen, so kann die kinetische Energie der
Elektronen wiederum die Austrittsarbeit W,
iiberwinden und nochmals Elektronen frei-
setzen (Sekunddrelektronen). Der Sekunddr-
emissionsfaktor gibt an, wieviele Sekundér-
elektronen im Verhiltnis zu den Primirelek-
tronen emittiert werden. Er liegt bei reinen
Metallen bei 1 und fiir Halbleiter zwischen 2
und 15. Im Photo-Multiplier (Sekundérelek-
tronenvervielfacher, SEV) wird der Effekt zur
Messung sehr kleiner Lichtintensititen ange-
wandt.

Feldemission
Die Kraft des elektrischen Feldes reicht
ab einer elektrischen Feldstirke von

E = 10° V/m aus, um Elektronen freizusetzen.
Auf diesem Effekt beruht das Feldelektronen-
mikroskop, mit dem atomare Strukturen sicht-
bar gemacht werden konnen.

M.4.2 Stromleitung im Vakuum

Kinetische Energie und Geschwindigkeit

Ein elektrisch geladenes Teilchen wird im elek-
trischen Feld der Feldstirke E wegen der elek-
trischen Kraft F,; = Q E in Feldrichtung mit
der Beschleunigung a beschleunigt (Ubersicht
M-18).

Ubersicht M-18. Kinetische Energie und Ge-
schwindigkeit geladener Teilchen im elektri-
schen Feld.

Beschleunigung a

a=g E
m

kinetische Energie E,;,

1 2

3 mv-=QU
Energien werden in der Atom- und Kernphysik
tiblicherweise in Elektronenvolt (eV) gemessen.
Das ist diejenige Energie, die ein Elektron mit
der Elementarladung e = 1,602 - 107 !® A - s beim
Durchlaufen der Spannung U = 1V erhiilt.

1eV =1,602-10"1°J
1] =62415-10'%eV

Ein =
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Ubersicht M-18 (Fortsetzung)

Geschwindigkeit v

e Lou
m

Fiir Elektronen (m, = 9,109 - 1073 kg;
e=1,602-10"1° A-5) ist

TeU
v= /; = 5,931 -10° U/V m/s.

Hinweis:

Fiir sehr schnelle Teilchen (v > 10% der Vakuum-
lichtgeschwindigkeit) muB der relativistische Massen-
zuwachs beriicksichtigt werden:

mg

UZ
1—=
4

m =

Geschwindigkeit v

et

Fiir Elektronen ist

1
G T Ty

v=2998-108 \/1

a Beschleunigung

c Vakuumlichtgeschwindigkeit
(¢ = 2,9979-10% m/s)

E elektrische Feldstidrke

E,,, kinetische Energie
e Elementarladung (e = 1,602-107'° A - s)
m, m, Masse, Ruhemasse
m, Masse eines Elektrons
(m, = 9,109-10731 kg)
o Ladung
4 Spannung
v Geschwindigkeit

Ubersicht M-19. Flugbahn eines Elektrons
quer zum elektrischen Feld.

Bahngleichung y = f(x)

eE  ,  Ugana 2
= = X
2m, vg, YT U,

¥y

Ablenkwinkel ¢

v, eE eEl 1 Ugng
tang = 2 = = > =
Doy M Vpy m, vy, 2dU,

Ablenkung 5 am Schirm

_eEls  elgngls  IsUgpa

b m,v3,  m,dv2, 24U,

a, Beschleunigung in y-Richtung

b Ablenkung am Schirm

d Plattenabstand

e Elementarladung (e = 1,602 -107*° A .5)

E elektrische Feldstirke

I Plattenldnge

m, Masse eines Elektrons
(m, = 9,109 - 10~ kg)

s Abstand Plattenmitte — Schirm

t Zeit

Ugona  Spannung zwischen den Kondensatorplatten

A Anodenspannung

(Beschleunigungsspannung)

Vox Anfangsgeschwindigkeit in x-Richtung

® Ablenkwinkel

Bewegung eines Elektrons senkrecht zum
elektrischen Feld

Die Bewegung entspricht, wie Ubersicht M-19
zeigt, einem waagerechten Wurf: In x-Rich-
tung bewegt sich das Teilchen mit konstanter
Geschwindigkeit vy, , und in y-Richtung ist die
Beschleunigung a = e E/m wirksam.

Bewegung eines Ladungstrdgers parallel zum
elektrischen Feld

Ein geladenes Teilchen wird, wie Ubersicht
M-20 zeigt, parallel zum elektrischen Feld be-
schleunigt.
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Ubersicht M-20. Bewegung eines Ladungs-
trdgers parallel zum elektrischen Feld.

Geschwindigkeit v

QE hoE
p=—1= —_——)
m m

Weg in y-Richtung

QF ,
==
¥ 2m

Ladung

elektrische Feldstirke
elektrische Kraft (F, = Q E)
Masse des Teilchens
Geschwindigkeit
y-Koordinate

S s 3MamO

M.4.3 Stromleitung in Gasen

Gase sind gewdhnlich Nichtleiter. Um sie elek-
trisch leitend zu machen, missen entweder
Ladungstriger eingebracht (Ladungstrdger-
injektion) oder die Gase ionisiert werden.

Unselbstindige Gasentladung

Hierbei befinden sich ionisierte Gase zwischen
zwei Elektroden der Spannung U. Bild M-19
zeigt den Strom-Spannungs-Verlauf.

Im Bereich I gilt das Ohmsche Gesetz: Die
Gasionen stoBen auf dem Weg zur gegenpoli-
gen Elektrode auf den Widerstand anderer
Gasatome und rekombinieren, falls sie auf ent-
gegengesetzte Ladungen treffen (Rekombina-
tionsbereich). Steigt die Spannung weiter,
dann flieBen die Gasionen so schnell zur
entgegengesetzten Elektrode ab, daB keine
Rekombinationen stattfinden konnen. Es
stellt sich ein Sdrtigungsstrom ein. Werden die
Elektronen so stark beschleunigt, daBl ihre
kinetische Energie neutrale Gasatome zu ioni-

!} Bereich Bereich Bereich
I it

|
i
|
| i
|
! |
i
| |
| |
| |
[ |
i |
| 1

Rekombi-

Sittigung  Sekundér -
nation

jonisation

Bild M-19. Strom-Spannung-Verlauf einer unselbstin-
digen Gasentladung.

sieren vermag, kommt es zur Sekundérionisa-
tion. Diese Sekunddrionen tragen zur weiteren
Stromzunahme bei (Bereich IIT).

Selbstindige Gasentladung

Diese Entladung heiBt selbstindig, weil sie
ohne stiandige Zufuhr von Ionen abliuft. Die
kinetische Energie der Ionen ist so hoch, daB
diese weitere neutrale Gasatome ionisieren
konnen. Fiir die Tonisationsenergie gilt

w~<E.

» M-14)

e elektrische Elementarladung
(e=1,602-10""2A.5s),

E elektrische Feldstirke,

p Gasdruck.

Der lonisierungskoeffizient s gibt an, wieviel

Ionen je Wegstrecke zusétzlich erzeugt werden
und ist eine Funktion von E/p, so daf} gilt

s =f(Elp).

(M-15)

Mit der Zunahme des Stroms steigt die Anzahl
der Ladungstrager. Deshalb miissen selbstéin-
dige Gasentladungen mit einem strombegren-
zenden Vorwiderstand (Drossel) betrieben
werden.

Glimmentladung

Wird der Gasdruck stark verringert, dann ent-
stehen Leuchtbereiche. In der Nahe der Ka-
tode entsteht das Licht durch die Rekombina-
tion der auftreffenden positiven Ionen. Hier
findet auch der groBte Spannungsabfall statt.



Die Glimmentladung spielt in der Lichttech-
nik eine bedeutende Rolle: Leuchtréhren
und Leuchtstoffrohren, Glimmlampen, Elek-
tronenblitzrohren und Quecksilberdampf-
lampen.

Katodenstrahlen

Wird in einer Gasentladungsrohre der Druck
auf 10 Pa bis 1 Pa verringert, so ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir StoBprozesse gering. Des-
halb konnen die Elektronen aus der Katode
das Feld mit hoher und unverminderter Ge-
schwindigkeit durchlaufen (Katodenstrahlen).
Die Katodenstrahlen konnen fotografische
Schichten schwdrzen oder bestimmte Stoffe
zum Leuchten bringen. Ferner werden sie
durch magnetische und elektrische Felder
abgelenkt. Sie werden zur Bilderzeugung in
Fernsehrohren eingesetzt.

M.5 Magnetisches Feld
M.5.1 Beschreibung

Stromdurchflossene Leiter und Werkstoffe mit
nicht gesdttigten Spinmomenten bilden die
Magnete. Die Richtung der im Raum wirken-
den magnetischen Krdfte (Unterschied zur
elektrischen Kraft, s. Ubersicht M-2) lassen
sich durch die Kraftwirkung auf einen kleinen
Probemagneten bestimmen. Das magnetische
Feld ist ein Vektorfeld:

Das magnetische Feld riihrt von elektri-
schen Stromen her und beschreibt die
Wirkungslinien der magnetischen Krifte
in Betrag und Richtung.

Bild M-20 zeigt das Magnetfeld eines Stab-
magneten und eines geraden, stromdurchflos-
senen Leiters.

Allen Magneten ist folgendes gemeinsam:

— Ein Magnet besitzt zwei Pole: den Nord- und den
Sudpol. Es gibt keine magnetischen Monopole.

— Gleichnamige Pole stoBen sich ab, ungleichnamige
ziehen sich an.

~ AuBerhalb des Magneten verlaufen die magneti-
schen Feldlinien vom Nord- zum Siidpol (positive
Feldrichtung).
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@D Z
w z
w

4

Bild M-20. Magnetfelder.
a) Stabmagnet,
b) gerader, stromdurchflossener Leiter

— Die magnetischen Feldlinien sind (im Gegensatz
zu den elektrischen Feldlinien) in sich geschlossen,
d.h., sie weisen weder eine Quelle noch eine Senke
auf (Fortsetzung der Feldlinien im Innern des
Magneten).

- Die Tangente an die magnetischen Feldlinien gibt
die Kraftrichtung an. Die Richtung der Kraft
ist eindeutig. Im Gegensatz zu den elektrischen
schneiden sich die magnetischen Feldlinien nicht.

Erdmagnetfeld

Der magnetische Siidpol der Erde liegt in der
Nihe des geografischen Nordpols (74° nord-
licher Breite und 100° westlicher Lange auf der
Halbinsel Boothia im Norden Kanadas). Der
magnetische Nordpol befindet sich in der Ndhe
des geografischen Suidpols (72° siidlicher
Breite und 155° Ostlicher Lange in der Ant-
arktis). Die Magnetpole der Erde sind nicht
stabil; sie wandern geringfiigig.

Deklination ist die Abweichung des Erdmag-
netfeldes von der geografischen Nord-Siid-
Richtung (fiir Deutschland etwa 2° westlich).
Inklination ist die Abweichung von der Hori-
zontalen.

Elektromagnetismus

Ein stromdurchflossener Leiter ist immer von
einem Magnetfeld umgeben. Ein stromdurch-
flossener, gerader Leiter weist ein Magnetfeld
auf, das aus konzentrischen Kreisen besteht
(Bild M-20b).

M.5.2 Magnetische Feldstiirke
(magnetische Erregung)

Der elektrische Strom J und das Magnetfeld
bilden ein Rechtssystem, das man sich gut mit
der Rechten Hand-Regel merken kann: Der
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Bild M-21. Durchflutungsgesetz.

Daumen der rechte Hand zeigt in Stromrich-
tung, und die gekriimmten Finger weisen in
Feldrichtung.

Das Durchflutungsgesetz beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der Stromdichte j und
der magnetischen Feldstirke (magnetischen
Erregung) H:

O=$Hds=§jdd =Y 1. (M-16)
A

Das Integral der magnetischen Feldstdrke

lings einer geschlossenen Umlauflinie ist

gleich dem gesamten durch diese Fliche

hindurchflieBenden Strom 7, der Durch-

flutung.

Bild M-21 zeigt die Durchflutung als Summe
aller Strome (Vorzeichen beachten), die eine
geschlossene Kurve (bzw. eine abgegrenzte
Fliache) durchstromen.

Einheit der magnetischen Feldstirke H ist
1 A/m.

Analog zur elektrischen Spannung j E ds wird
{ H ds als magnetische Spannung V bezeichnet.
Fiir eine Zylinderspule und eine Ringspule er-
gibt sich

l V=HI=IN: (M-17) I

magnetische Feldstérke,
Linge der Zylinderspule,
Stromstérke,
Windungszahl.

z>~"

Ist die magnetische Feldstarke entlang des
Weges unterschiedlich grof, dann werden

4 ds
P 7 4
Bild M-22. Zum Biot-Savartschen Gesetz.

die magnetischen Teilspannungen aufsum-
miert:

V=Hl, +H,+H,+... +H,I
=Y H = [Hds. (M-18)

Mit dem Biot-Savartschen Gesetz konnen die
magnetischen Feldstirken beliebiger Leiter-
geometrien berechnet werden. Ein kleines
Leiterstiick ds liefert in einem Punkt P in der
Entfernung r einen Beitrag dH zum magneti-
schen Feld (Bild M-22):

Ids
47 r?

dH = sin @; M-19)

I  clektrische Stromstirke,

r  Abstand vom stromdurchflossenen Leiter,

¢@ Winkel zwischen Abstandsvektor zum
Raumpunkt P und stromdurchflossenen
Leiter.

M.5.3 Magnetische Induktion (FluBidichte)

Kraft auf bewegte Ladungstriger im Magnetfeld

Werden Krifte im Magnetfeld betrachtet,
dann wird dazu dic magnetische Induktion B
bendtigt. Sie hingt mit der magnetischen
Feldstirke H iiber die magnetische Feldkon-
stante po zusammen (gilt nur fiir Vakuum):

| B=uo H; (M-20)

1o magnetische Feldkonstante
[#o=4m-10"7=1,257-10"°V -s/(A - m)],
H magnetische Feldstéirke.
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Tabelle M-12. Magnetische Feldstirke unterschiedlicher Leiteranordnungen.
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Leitergeometrie Bezugspunkt Formel
kreisférmiger Mittelpunkt I
Leiter H=_—
2r
!
langer, gerader im Abstand r, I
Leiter H=
2nr,
Ringspule im Abstand R NI
Toroid H=_—_"
(Toroid) iR
Zylinderspule Achsmittelpunkt IN
(Solenoid) im Inneren =—
(Linge 1) P+ d
Mittelpunkt der IN
Endflidchen =
2. /1% + d*
im Inneren IN
(Spule sehr lang; / > d) H= -
voller zylindrischer Abstand x von Ix
Leiter der Achse H= Trr?
nr

T
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Lorentz-Kraft

Ve
F,
1 L
-z
Kraftrichtung bei
negativer Ladung

B,

Vel FL
Bild M-23. Lorentz-Kraft.

Bewegt sich eine Ladung Q mit der Geschwin-
digkeit » durch ein Magnetfeld der magneti-
schen Induktion B, so wirkt auf die Ladung
die Lorentz-Kraft F:

F=0Q(xB);
|F| = QuBsin (v, B);

M-21)

@ Ladung,
v Geschwindigkeit des geladenen Teilchens,
B magnetische Induktion.

Die Einheit der magnetischen Induktion ist
1V.s/m? = 1T (Tesla).

Die Lorentz-Kraft wirkt senkrecht zur Fliche,
die v und B aufspannen (Kreuzprodukt). Bei
einer negativen Ladung wirkt die Kraft ent-
gegengesetzt.

Da die Lorentz-Kraft — analog zur Zentri-
petalkraft einer Kreisbewegung in der Mecha-
nik — senkrecht zur Bahngeschwindigkeit v

a) Kraftwirkung

Bild M-24. Kraftwirkung auf stromdurchflossenen Leiter.

wirkt, fithren die geladenen Teilchen im homo-
genen Magnetfeld eine Kreisbewegung aus.
Fiir den Radius gilt

_mv.
=08

m Masse des geladenen Teilchens,

v Geschwindigkeit des geladenen Teilchens,
@ Ladung des Teilchens,

B magnetische Induktion.

r

(M-22)

Fiir die spezifische Ladung Q/m ergibt sich
0

m

v
= (M-23)

Die spezifische Ladung eines Elektrons be-
trigt

—€

= —1,76 10" C/kg; (M-24)

My

e Elementarladung
(e =1,602-10"" A-g),
m, Masse des Elektrons
(m,, = 9,109 - 1073 kg).

Kraft auf stromdurchflossenen Leiter
im Magnetfeld

Auf einen stromdurchflossenen geraden Leiter
wirkt im Magnetfeld folgende Kraft (Bild
M-24):

F=/(IxB), F=1IBsin(/, B); (M-25)

I  Strom,
!  Lénge des Drahtes.

b) Uberlagerung der Magnetfeider

sca Ay

Magnetfelder des Leiters



Die Richtungen werden durch die Rechte-
Hand-Regel veranschaulicht: Daumen in
Stromrichtung, Zeigefinger in magnetischer
Feldrichtung. Dann zeigt Mittelfinger in
Kraftrichtung.

Folgende Gleichung erklirt dic magnetische
Induktion B:

F

Iza
Die magnetische Induktion B gibt an, wie
grof3 die Kraft F ist, die auf einen mit dem
Strom 7 durchflossenen Leiter der Lange /

wirkt, der senkrecht zu den Feldlinien
steht.

B= (M-26)

Kraft zwischen zwei parallelen,
stromdurchflossenen Leitern

Befinden sich zwei stromdurchflossene Leiter
im Abstand d voneinander, so spiirt der Lei-
ter 1 das Magnetfeld des Leiters 2 (und
umgekehrt). Die magnetische Feldstdrke des
Leiters 2 am Ort des Leiters 1 ist nach
Tabelle M-12:

_ 5

=52 (M-27)

Daraus ldBt sich die magnetische Induktion B
wegen B = u, H errechnen. Man erhilt fiir die
Kraft F,, zwischen zwei parallelen, strom-
durchflossenen Leitern:

_boh !

F, = £ (M-28)

Die Basiseinheit der elektrischen Stromstéirke
I, das Ampere, ist mit der Kraftwirkung fest-
gelegt: Auf zwei parallele, stromflieBende
Leiter im Abstand von 1 m wirkt die Kraft
2-10"7 N pro Meter Leiterlinge, wenn ein
Strom von 1 A flieBt.

Wie Bild M-235 zeigt, zichen sich parallele Lei-
ter mit gleicher Stromrichtung an, mit entge-
gengesetzter Stromrichtung stoBen sie sich ab.

Hall-Effekt

Befindet sich ein stromdurchflossener Leiter
in einem Magnetfeld, dessen Feldrichtung
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Gleiche Stromrichtung Entgegengesetzte
bewirkt Stromrichtung bewirkt
Anziehung AbstoBung
a) b)

R

Schwéachung
des Feldes

oip

Verstarkung
des Feldes

(o
@)w.

Bild M-25. Kraft zwischen parallelen, stromdurch-
flossenen Leitern.

Bild M-26. Hail-Effek:.

senkrecht zur Stromrichtung steht, dann wer-
den die Ladungen senkrecht zur Strom- und
Magnetfeldrichtung abgelenkt. Dadurch ent-
steht in dieser Richtung ein elektrisches Feld
und folglich auch eine Spannung, die Hall-
Spannung Uy genannt wird (Bild M-26):
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1
Uy=B,v,b=—j B,b=Ryj B, b
H 2 Ux nejx z HJx Dz

o (M-29)

B, magnetische Induktion in z-Richtung,

v, Geschwindigkeit der Ladungstriger in
x-Richtung,

b  Breite der Platte,

Ry Hall-Koeffizient [Ry = 1/(ne)],

n  Elektronendichte (Anzahl der Elektronen
je Volumen),

e Elementarladung (e =1,602-107'° A -5),

Jx  Stromdichte in x-Richtung,

I,  Stromstirke,

d  Dicke der Platte.

Die Hall-Spannung ist proportional zur mag-
netischen Induktion. Deshalb werden Hall-
Sonden zur Messung von Magnetfeldern ver-
wendet. In Hall-Generatoren werden zwei
elektrische GroBen multipliziert (I, B,).

Der Hall-Koeffizient Ry ist bestimmt durch

Ry = 1/(ne). (M-30) ‘

Durch seine Messung koénnen folgende Gro-
Ben bestimmt werden:

- Vorzeichen der Ladungstriger,

— Ladungstrigerkonzentration n,

— rdumliche Ladungsdichte Q/V = ne = 1/Ry,

- Beweglichkeit der Ladungstrager u = x Ry,
(» elektrische Leitfahigkeit).

Magnetisches Moment

Wihrend das elektrische Feld E als Kraft F je
Ladung Q definiert werden kann, wird (wegen
des Fehlens von Monopolen, die der Ladung
entsprechend wiirden) die magnetische Induk-
tion B durch ein Drehmoment M beschrieben
(Bild M-27a). Die stromdurchflossene Leiter-
schleife besitzt ein magnetisches Moment m,
dessen Vektor senkrecht auf der Fliache der
Leiterschleife steht.

Das magnetische Moment m kann analog zum
elektrischen Feld (elektrisches Dipolmoment)
als magnetisches Dipolmoment interpretiert
werden (Bild M-27b).

Tabelle M-13. Hall-Koeffizient verschiedener
Werkstoffe.

Werkstoff Ry

10~ m3/C
Elektronenieitung
Kupfer Cu —5,5
Gold Au -7,5
Natrium Na —-25
Caesium Cs —28
Locherleitung
Cadmium Cd + 6
Zinn Sn +14
Beryllium Be +24,4
Halbleiter
Wismut Bi —5.10*
Indium-Arsenid InAs —107

a) \}

b)

F .\

Bild M-27. Drehmoment einer Leiterschleife (a) und
magnetisches Moment (b).

M=mxB
m=AI

m=Pl

A Fldche der Leiterschleife ( Richtung senkrecht zur
Fliiche )

magnetische Induktion

fiktiver Abstand zwischen Nord- und Siidpol
magnetisches Moment (m = A I)

magnetische Polstirke (P = F/H: Quotient aus
Kraft und magnetischer Feldstirke; analog zur
elektrischen Ladung Q = F|E)

wy T W



Man unterscheidet das Ampéresche magneti-
sche Moment m, (duBeres Magnetfeld wird
durch die magnetische Induktion B bestimmt)
und das Coulombsche magnetische Moment
mc (duBeres Magnetfeld wird durch die mag-
netische Feldstirke H bestimmt).

Magnetische Induktion

Die magnetische Induktion B kann auch
tiber den magnetischen FluB definiert werden;
denn beim Andern des magnetischen Flusses
@ durch eine Leiterschleife entsteht ein Span-
nungsstoB | U (r)de:

jU(t)dt

Ad = N

(M-31)

j U(t)dt SpannungsstoB,
Windungszahl der Schleife.

Einheit des Flusses ist 1 V-s = 1 Wb (Weber).

Die magnetische Induktion (FluBdichte) B
beschreibt den magnetischen FluB je Flégchen-
einheit:

do
B=—. (M-32)

Die Einheit ist 1 V-s/m? = 1T (Tesla).

Fiir den SpannungsstoB ist nur die FluBdichte
senkrecht zur Fliche von Bedeutung. Sind die
magnetischen Feldlinien im Winkel ¢ zur
Flachennormalen geneigt, dann ergibt sich
(Bild M-28).

®={Bd4=BcospdA.

Streufluf}

Bei Luftzwischenrdumen im Magneten befin-
det sich ein Teil des Flusses @, auBerhalb der
betrachteten Fldche. Er wird Streufluff &g
genannt. Der NutzfluB @ ergibt sich als

Differenz des Gesamtflusses @, und des
Streuflusses Pg:
Oy =D, — Ds. M-33)
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DN

Bild M-28. Beliebig orientierte Schleife im Magnet-
Sfeld.

Als Streufaktor ¢ bezeichnet man das Verhilt-
nis von StreufluB &g zum NutzfluB &y:

o= &g/dy. (M-34)

M.5.4 Materie im Magnetfeld

Wird Materie in ein magnetisches Feld ge-
bracht, so andert sich die magnetische In-
duktion von B, (magnetische Induktion ohne
Materie) auf B (magnetische Induktion mit
Materie), wihrend die magnetische Feldstirke
H invariant ist, da der eingeprigte Strom kon-
stant ist (Ubersicht M-21). Durch die magne-
tische Polarisation J bzw. die Magnetisierung
M idndert sich die magnetische FluBdichte B

Werkstoffe werden entsprechend ihrem Ver-
halten im Magnetfeld nach Tabelle M-14 ein-
geordnet.

Ferromagnetismus

Der Ferromagnetismus ist technisch sehr be-
deutend. Die magnetische Wirkung riihrt von
unaufgefiillten inneren Elektronenschalen her,
wie dies vor allem bei Ubergangsmetallen zu
finden ist (Fe, Ni, Co, Gd, Er). Es existieren
ganze Kristallbereiche gleicher Magnetisie-
rung (Weifische Bezirke). Die magnetischen
Eigenschaften verschwinden oberhalb der
Curie-Temperatur (Tabelle M-15).

Wie Bild M-29 zeigt, ist die Permeabilitétszahl
4, bzw. die magnetische Suszeptibilitit y,, eine
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Ubersicht M-21. Materie im Magnetfeld.

eingeprigter Strom — magnetische Feldstirke H

invariant
By =, H
B=p pyH=pH
Permeabilitdtszahl
B
“ 3,

magnetische Polarisation J (Anderung der
FluBdichte)

J=B—B,=B—yu, H
J=(p—DpH= xnuo H
o
Xm

Magnetisierung M (scheinbare Anderung der mag-
netischen Feldstirke)

M=Jlpo=(p, - VH=y,H
M =By, - H
B=ypoH+J=py(H+ Jug) = po(H+ M)

B magnetische Induktion in Materie

B, magnetische Induktion ohne Materie

H magnetische Feldstirke

J magnetische Polarisation

M Magnetisierung

u Permeabilitdt (u = u, 1)

Ho magnetische Feldkonstante
{Ho=14mn-10"7=1,2566 - 107° V- s/(A -m)]

e Permeabilitdtszahl

Am magnetische Suszeptibilitdt (x, =y, — 1)

komplizierte Funktion der magnetischen
Feldstarke H. Typisch ist auch der Hysterese-
verlauf, der die Abhédngigkeit der magneti-
schen Induktion B von der magnetischen
Feldstirke H beschreibt.

Bei einem zylindrischen Probekérper wird
durch die entmagnetisierende Wirkung der
Enden die magnetische Feldstirke H im In-
nern geschwécht:

H=H,— NM

H, aulen anliegende Feldstirke,
N  Entmagnetisierungsfaktor
(Tabelle M-17),
M Magnetisierung (M = x, H = J/u,).

(M-35)

Tabelle M-14. Einteilung der magnetischen
Werkstoffe.
e ()
ferromagnetisch
> 15y >0
(Fe, Ni, Co)
2> 102, > 0)
paramagnetisch
1 1078 < g, < 1072
(Al, Pt, Ta)
be=10n="0
diamagnetisch
! —107* <y, < —107°
< 1(tm <0) (Cu, Bi, Pb)
Werkstoff magnetische
Suszeptibilitit x,,
Ferromagnetika
Mu-Metall (75 Ni-Fe) bis 9 - 10*
Fe (rein) 104
Fe-Si 6-10°
Ferrite (weich) 1-10%
AlNiCo 3
Ferrite (hart) 0,3
Paramagnetika
0, (flissig) 3,6-1073
Pt 2,5-1074
Al 2,4-107°
0, (gasformig) 1,5-107°
Diamagnetika
N, (gasformig) —6,75-107°
Bi —1,5-1074
Au —-29-10"°
Cu —-1-107°%
H,0 —7-107¢

Tabelle M-15. Curie-Temperatur einiger ferro-
magnetischer Werkstoffe.

Werkstoff ferromagnetische
Curie-Temperatur 7.
K

Dy 87

Gd 289

Cu,MnAl 603

Ni 631

Fe 1042

Co 1400




Permeabilititszahl in Abhdngig-
keit von der magnetischen Feld-
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starke H Hysteresekurve
B Neukurve  B=go(H+Ms)
Hy )
(xm) Hr max Br S Drehprozesse
Entmagnetisierungs- T Tirreversible
kurve Wand hieb
Ha ____Wandverschiebung
-Hc 1 \
= 0 Hc \ H
reversible
Wandverschiebung
—Br
Bild M-29. Hystereseschleife. Bs

Wird bei einer Messung der Hysteresekurve
B(H,) aufgezeichnet, so entsteht eine ge-
scherte Kurve. Durch Anwendung von
Gl. (M-35) kann sie in die Form B (H) iiber-
gefilhrt werden (Zuriickscheren).

Hysteresekurve

Die Hysteresekurve kommt folgendermaBen
zustande:

— Neukurve.
Sie wird bei vollig unmagnetischem Material
durchlaufen.
Bereich I:
Die magnetischen Wandverschiebungen (Vergré-
Berung von magnetischen Bereichen in Feldrich-
tung) sind reversibel.
Bereich II:
Die magnetischen Wandverschiebungen sind nicht
mehr reversibel.
Bereich III:
Hier finden Drehprozesse statt; die magnetischen
Bereiche werden vollends in die Richtung des
duBeren Feldes gedreht.

1

Sdttigungsinduktion Bg

Ab einer bestimmten duBeren Feldstirke kann
die Magnetisierung nicht weiter gesteigert (Satti-
gungsmagnetisierung M) werden, da alle magneti-
schen Bereiche bereits in Vorzugsrichtung liegen.

— Entmagnetisierungskurve

Remanenzinduktion By

Beim Abschalten des Feldes (H = 0) ist das Mate-
rial nicht wieder vollig unmagnetisch, sondern be-
sitzt eine magnetische Restinduktion, die man als
Remanenzinduktion By bezeichnet.

Koerzitivfeldstirke He
Mit der Gegenfeldstirke H, gelingt es, das Mate-
rial wieder unmagnetisch zu machen (8 = 0).

Berechnung von Dauermagnetsystemen

Ein Dauermagnetsystem nach Bild M-30 be-
steht aus einem Dauermagneten und zwei
weichmagnetischen Polschuhen, die den mag-
netischen FluB verlustarm zum Luftspalt
leiten. Dort wird die magnetische Energie
genutzt. Von Bedeutung ist deshalb der
2. Quadrant der Hysteresekurve.

Die maximal nutzbare Energie je Volumen be-
tragt (B H) -
Zur Berechnung eines Dauermagnetsystems
sind folgende Gleichungen von Bedeutung:
— Durchflutungsgesetz fir @ =0

allgemein:

$Hds =0.

Magnetkreis (Bild M-30):

| Holo= —y H1; (M-36)

H_,H, magnetische Feldstirke im Magne-
ten bzw. im Luftspalt,

Ins b Linge des Magneten bzw. des Luft-
spalts,

Y Spannungsfaktor (y > 1). Er be-

riicksichtigt unmagnetische Berei-
che, z.B. die unmagnetischen Zwi-
schenrdume von Klebeschichten (in
der Praxis y = 1 bis 1,3).
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Tabelle M-16. Technische Daten wichtiger Hartmagnetwerkstoffe.

ab- aus- kalt- Pulver- Legierungen | Seltene
schreckungs- | scheidungs- | bearbeitete magnete mit Erden
gehdrteter gehirtete Legierungen Ordnungs- (SE)
Stahl Legierungen struktur
Werkstoffe 36% Co AINiCo CuNiFe
(QAI1SNI (60Cu Ba-Ferrit | CoPt
23Co4Cu) 20Ni20Fe)
64% Fe CuNiCo CoV SECo,
(35Cu24Ni | (53Co14V Sr-Ferrit | FePt (SE: Sm, Ce)
41Co) 33Fe) NdFeB
CoFe
(52Co 38Fe
10V)
FeMo
(68 Fe 20Mo
12Co)
ByinT 0,9 1,3 1 0,38 0,6 0,9;1,2
—H_in % 20 56 42 132 360 700; 800
(BH),,, 8 56 28 25 64 160; 280
in 108 Ea
m
Bemerkungen | gute Form- gute Anwendung: | beliebig teuer; teuer;
barkeit; magnetische | Drihte zur formbar; | Spezial- Spezial-
teuer; Stabilitét Tonauf- sehr hart | magnete magnete
kleines zeichnung
(BH) 50
~ Erhaltung des magnetischen Flusses
(FluBgleichung) -1
allgemein: I
¢ BdA = konstant s t
I
Magnetkreis (Bild M-30): Dauermagnet
| B, A, = 0B, Ay; (M-37) A, Polschuhe

B,, B, magnetische Induktion im Magne-
ten bzw. im Luftspalt,
A,, A, Querschnittsfliche des Magneten

bzw. des Luftspalts,

o Streufaktor. Er beriicksichtigt die
magnetische Induktion, die nicht
durch den Luftspalt geht (in der
Praxis zwischen 1 und 10; 10 bedeu-
tet, daB nur 10% des magnetischen
Flusses des Dauermagneten als
NutzfluB im Luftspalt zur Verfi-
gung steht).

Bild M-30. Dauermagnetsystem.

Bild M-31 zeigt die Entmagnetisierungskurve
(2. Quadrant) und den Arbeitspunkt A [maxi-
maler Energiewert: (B H),,,.]. Der Arbeits-
punkt A hat die Koordinaten (— H_, B,,). Die
Scherungsgerade ist die Gerade vom Null-
punkt (0) zum Arbeitspunkt A. Sie hat die
Steigung s:

— Bm
T (M-38)

m

S =




Bild M-31. Scherungsgerade und Arbeitspunkt eines
Dauermagneten.

Tabelle M-17. Entmagnetisierungsfaktoren.

Geometrie Magnetisierung Entmagneti-
sierungs-
faktor N
diinne Platte in Plattenebene 0
senkrecht zur 1
Plattenebene

sehr langer in Lingsrichtung 0
Stab in Querrichtung 1/2

Kugel 1/3

Wird fir — B,, die Gleichung zur FluBerhal-
tung und fiirr H,, das Durchflutungsgesetz ein-
gesetzt, dann ergibt sich fiir die Gleichung der
Scherungsgeraden:

g Al

_Bmz +SHm=ﬂ0 yAmll

H,. (M-39)

Hieraus ist erkennbar, daB die Scherungs-
gerade nur von der Geometrie des Magneten,
nicht aber vom Werkstoff abhingt.

Der Ausdruck

_rAuh (M -40)

aAl,

M.5 Magnetisches Feld 335

By Hy) Voo =B HiViyo = pgyo HE V.
M-41)
Nach B, aufgelost, ergibt sich
Ho Vm
= [Fo’m (p . _

B, B, magnetische Induktion im Magne-
ten bzw. Luftspalt,
H_,H, magnetische Feldstirke im Magne-

ten bzw. im Luftspalt,
Vo Vi Volumen des Magneten bzw. des

Luftspalts,
(BH) magnetische Energie je Volumen,
o magnetische Feldkonstante
Lo = 411077V -s/(A-m)],
Y Spannungsfaktor
(unmagnetische Bereiche),
o Streufaktor (Verlustinduktion im
Luftspalt).

Das bedeutet: Die im Luftspalt zur Verfiigung
stehende magnetische Induktion B, ist pro-
portional zum Magnetvolumen ¥, und zum
(B H),-Wert. Um das Magnetvolumen még-
lichst klein zu halten, muB also der
(B H),,,,-Wert cingestellt werden.

max

Energie des magnetischen Feldes

Im Magnetfeld ist die Arbeit W, ., gespei-
chert. Diese wird zum Aufbau des Magnetfel-
des benotigt und beim Abbau des Feldes wie-
der frei.

Elektromagnetische Induktion

Das Induktionsgesetz zeigt den Zusammen-
hang zwischen elektrischem und magneti-

.schem Feld. Es besagt, daB jede zeitliche

Anderung des magnetischen Flusses d@/ds
eine elektrische Spannung u,, 4 induziert:

wird als Entmagnetisierungsfaktor bezeichnet.

Damit wird die Scherungsgerade
Ho
B,=—-—"H,_.
m N m
Das Produkt (B H) stellt die gespeicherte mag-
netische Energie je Volumen dar. Zur Berech-
nung der im Luftspalt zur Verfligung stehen-

den Energie wird (B H) mit dem Volumen des
Luftspaltes multipliziert, und man erhélt

dr — dr dt
(M-43)

B
umd=_N~q—g_—N(d_An+dAnB>;

N Windungszahl,

d® Anderung des magnetischen Flusses,

dt Zeitintervall,

dB Anderung der magnetischen Induktion,
Flache senkrecht zu den magnetischen
Feldlinien.
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Ubersicht M-22. Magnetische Energie, Ener-
giedichte und Tragkraft eines Elektromagneten.

magnetische Energie allgemein
t ) 1 5
W agn =j<;umdtdt=§ LI

magnetische Energie eines inhomogenen
Magnetfeldes

Wonga =3 [ BHAV =3 4| H2 ¥

magn
Feldenergie einer Spule

1 1 1
W, =—uH2Al=§L12=EyH2V

magn — 5

1 1
=-BHV=_-IN®
2 2

Energiedichte (Energie je Volumen) w

— Wm““ =

1
% -2-BH

Tragkraft eines Magneten F,

magn

_wH?A _BHA B*4

Foagn = 3 = I
[/
LR LT
Fmagn F magn

A Flache, durch die das Magnetfeld dringt
B magnetische Induktion

H magnetische Feldstiarke

i Stromstirke

Selbstinduktivitit

magnetische Kraft

Linge der Spule

Windungszahl

4, induzierte Spannung

v Volumen des Magnetfeldes

Wagn Mmagnetische Energie

w Energiedichte

u Permeabilitdt (g = pg p,)

Ho magnetische Feldkonstante
[po =4m-10"7V s/(A -m)]

Uy Permeabilititszahl

@ magnetischer FluBl

Ubersicht M-23. Induktionsgestz fiir bewegte
Leiter im Magnetfeld und Flichenrotation mit
konstanter Drehzahl.

bewegter Leiter im Magnetfeld

2 F.

'PT—H

ua=NBlv

Flichenrotation mit konstanter Drehzahl

e

N

SN = wt

u,s=NBAwsin(wt)

A rotierende Fliche

B magnetische Induktion

I Linge des Leiters

N Windungszahl (in den Bildern ist N = 1)
u,,q  induzierte Spannung

v Geschwindigkeit des Leiters, senkrecht
zum Magnetfeld
w Kreisfrequenz

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB es

gleichgiiltig ist, ob sich

— das Magnetfeld andert (dB/dr) bei konstanter
Flache A, (Transformatorprinzip)
oder

— bei gleichbleibender magnetischer Induktion B
sich die senkrecht zum Magnetfeld stehende Fla-
che dndert (dA4,/dt) (Generatorprinzip).

Wirbelstrome

Werden leitende Kérper in einem Magnetfeld
bewegt oder sind sie ruhend wechselnden
Magnetfeldern ausgesetzt, dann werden in
dem Leiter Strome induziert. Man nennt sie
Wirbelstrome, weil die Induktionsstromlinien
wie Wirbel in sich geschlossen sind (Bild
M-32).

Wirbelstrome erzeugen wiederum Magnet-
felder, die das urspriingliche magnetische Feld



1

Bild M-32. Prinzip der Wirbelstromentstehung.

schwichen (Gegenfeld nach der Lenzschen
Regel).

Der Wirbelstrom 7, kann folgendermaBen ab-
geschidtzt werden:

| L~ ueR); M-44) |

U induzierte Spannung,
R Widerstand des im Magnetfeld liegenden
Leiters.

Beispiele fir technische Anwendungen sind
Drehzahlmesser, Wirbelstrombremsen oder
MeBgerite flir elektrische Energie (kWh-
Zihler).

Skineffekt

In einem von Wechselstrom durchflossenen
geraden Leiter treten Wirbelstrome in der
Weise auf, daB diese im Innern entgegen dem
Wechselstrom und im dufleren in Stromrichtung
flieBen. Bei hohen Frequenzen (f > 107 Hz)
fiihrt nur noch die AufBenhaut des Leiters
Strom (Skineffekt: Hauteffekt, Bild M-33). In
der Hochfrequenztechnik werden deshalb ent-
weder viele diinne Drihte zu einem Kabel ver-
drillt, oder es werden Hohlleiter verwendet.

Die Eindringtiefe 6 beschreibt die Entfernung
von der Leiteroberfliche bis zu der Stelle
im Leiterinnern, bei welcher der elektrische
Strom auf den e-ten Teil (37%) abgesunken
ist. Sie berechnet sich nach

| 3= 2leno);

» elektrische Leitfahigkeit,
u  Permeabilitdt (g = pqy 4,),
o Kreisfrequenz.

Selbstinduktion

Bei der Anderung des magnetischen Flusses
wird nicht nur in rdumlich getrennten Leitern

(M-45)
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bk ()
=

\.

Bild M-33. Skin-Effekt.

Ubersicht M-24. Selbstinduktion.
induzierte Spannung ;4

dH N di di
tna = ~Nduog = g=~Lg

Induktivitdt L

N s
L =7 Einheit 1H =1V -s/A
Definition:
Wenn bei der Anderung der Stromstirke / um 1A
innerhalb von 1 s eine Spannung U von 1V induziert
wird, dann betragt die Induktivitdt L = 1 H.

Reihenschaltung von Induktivititen

LRgcs=Ll+L2+L3+"‘+Ln= > L
i=1

Parallelschaltung von Induktivititen

1 1 + 1 + 1 + 1 i 1
LPges Lx Lz La Ln i=1 Li
Fliche senkrecht zum Magnetfeld
Spulenformfaktor, beschreibt die

Streuverluste (0 < /< 1)

Stromstirke

magnetische Feldstéirke

Windungszahl

Induktivitdt

Spulenlinge

magnetischer Flu§

Permeabilitit (g = yo p,)

magnetische Feldkonstante

[po =4n-10"7 V-s/(A-m)]
U, Permeabilitdtszahl

NS
—~ =

(Sl el e o]

-~
5

eine Spannung induziert, sondern auch in der
magnetfelderzeugenden Spule selbst. Diese
Erscheinung nennt man Selbstinduktion. Der
dann flieBende Induktionsstrom ist dem vor-
handenen Strom entgegengesetzt gerichtet
(Lenzsche Regel; Ubersicht M-24, Tabelle
M-18).
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Tabelle M-18. Induktivititen verschiedener Leitergeometrien (NF: Niederfrequenz; HF: Hoch-

frequenz ).
Spulengeometrie Formel Bemerkung
Ringspule . pA,N? 4 Permeabilitdt
=— (1= pio #4,)
A, Spulenfliche
N Windungsanzahl
! mittlerer Spulenumfang
oder Spulenldnge
"
sehr lange Zylinderspule
I[ ll
kurze Spule, einlagig 1A N? / Formfaktor
IL— n
= P
Q 1+4d210
fd / fir //d 20,3

d  Spulendurchmesser
! Spulenldnge

kurze Spule, mehrlagig

R Spulenradius

2 n
L= w —R~> NF | & Hohe der Wicklung
4n I+ h R
n=0,75, wenn <l+—h < 1) ,
n=20,5, wenn
R
1<|—]=3
[ <(1 + h) = ]
einfacher Ring R R Ringradius
L=uR [ln (—) + 0,25:] NF | r Leiterradius
r
L=uRln <§> HF
diinnwandiges Rohr R R Rohrradius
L=uR [ln <—> + 1,5] NF | / Rohrlinge
e — ]
Leuria (%) -
Einfachleitung wl 27 ! Leiterlange
L=:— [ln (~> - 0,75:) NF | r Leiterradius
—_— 2n r
L= ﬂ In (2—l> HF
2n r




Tabelle M-18 (Fortsetzung)
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Spulengeometrie Formel Bemerkung
Doppelleitung ul a ! Leiterldnge

L=— [ln (—) + 0,25] NF | a Leiterabstand

Ia T r r  Leiterradius
I
L=%n (3) HF
T ¥

Koaxialkabel

S —

0w

wl I Leiterlinge
L=— [ln (—“) + 0,25] NF | r, Radiusdes AuBenleiters
r; Radius des Innenleiters

Tabelle M-19. Analogie des elektrischen und des magnetischen Feldes.

elektrisches Feld Einheit magnetisches Feld Einheit
elektrische Urspannung magnetische Urspannung
(Durchflutung)
U, v O=NI A
elektrische Feldstirke magnetische Feldstarke
du v d7 A
E=-% m H=% m
elektrische Spannung magnetische Spannung
U= —({E(s)ds v e =[{H{d A
elektrische Stromstérke induzierte Spannung
dg do
I=—= A U=—-N— v
dr dr
elektrische Ladung magnetischer FluB
(Verschiebungsfluf)
Q={I()dt A-s & =BA V-s
Verschiebungsdichte magnetische FluBdichte
(Induktion)
A-s Vs
D=cE F B=uy H ?
elektrische Feldkonstante magnetische Feldkonstante
1 A-s 1 Vs
0= o ? V-m bo = G? A-m
Dielektrizitatszahl Permeabilitdtszahl p,
Permittivitit Permeabilitdt
(Dielektrizitdtskonstante)
_ A-s _ V-s
E_BOEI' V.m ”_HO”I‘ A‘m
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Tabelle M-19 ( Fortsetzung)

magnetisches Feld Einheit

elektrisches Feld Einheit
elektrischer Widerstand eines
homogenen Drahtes
11
R,=-- Q
el % A
elektrische Stromstéirke
U, =9
I=_2 d ¢ A
R, Strom
elektrischer Spannungsabfall
U=RI \'%
Kapazitit
Q9
C== F
U
Kapazitit eines Platten-
kondensators
A
C=¢~ F
*a
elektrische Kraft
F,=0Q0E N
elektrisches Dipolmoment
M
=_— =0l A-s-
p=5=9 s-m
elektrische Energie
des Kondensators
1
We=5CU? W.s=]J
elektrische Energiedichte
1 1 W-s J
we,zisEzzibE =3

magnetischer Widerstand eines

homogenen Magnetkerns
Py A
uA Wb

magnetischer FluB

D= g U=-~o Vs
R, Spannung
magnetischer Spannungsabfall
©=0¢R, =HI A
Induktivitdt
(]
L=— H
1

Induktivitdt einer Ringspule

AN?
li
magnetische Kraft
F,=QovxB N
magnetisches Dipolmoment
M
=—=0] V-s-m
"=&
magnetische Energie einer Spule
1 2
Wo=5LI W-s=1J
magnetische Energiedichte
1 1 W-s J
 =-uH*<-BH ==
Pm =5 H 2 m®  m?

Analogie elektrisches und magnetisches Feld

In Tabelle M-19 sind die entsprechenden Gro-
Ben fiir das elektrische und das magnetische
Feld zusammengestellt.

M.6 Wechselstromkreis

M.6.1 Wechselspannung und Wechselstrom

Im Wechselstromkreis findet ein periodischer
Verlauf der Spannung u(¢) und des Stromes
i(1) statt. Die folgenden Bezeichnungen orien-
tieren sich an DIN 40110 (Wechselstrom-
groBen).



Ubersicht M-25. Sinusformiger Wechselstrom
und sinusformige Wechselspannung.

a) periodischer Verlauf
up oo l(r)_/ cos(wt + ¢;)

i \N u(t)= ucos(wt+%

21: wt

I'E
\2 / 2
~

b) Zeigerdiagramm

\\a)‘ \w
Pl

I

¢, > ¢;: Die Spannung eilt dem Strom voraus.
@, < ¢;: Die Spannung eilt dem Strom nach.

Die Phasenverschiebung hingt von der Induktivitit
L einer Spule und der Kapazitidt C eines Konden-
sators im Stromkreis ab.

¢) Gleichungen

u(t) = deflorton i(t) ={eltorroy

f Frequenz

i komplexer Strom
i  Amplitude des Stroms
T Periodendauer (T = 1/f)
t Zeit
# Amplitude der Spannung
u komplexe Spannung

_j  imagindre Einheit (j =/ —1)
¢; Nullphasenwinkel des Stroms
¢, Nullphasenwinkel der Spannung
o Kreisfrequenz (w =2nf=2n/T)

Ubersicht M-26. Kenngrifien des
stromkreises.

Wechsel-
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Ubersicht M-26 (Fortsetzung)

Effektivwert

Der Effektivwert ist diejenige GleichstromgroBe, die
dieselbe Leistung erzeugt wie die Wechselstrom-
groBe. Der Effektivwert ist der zeitlich quadratische
Mittelwert der entsprechenden elektrischen GrofBe.

1T,2
I= '?gl dt

Effektivwert fiir sinusformigen Verlauf des Stroms

i -

I=—==0707i
N
Spannung
=2 ~07074
/2

Halbschwingungsmittelwert

Der arithmetische Mittelwert {iber einer ganzen
Periode wird Gleichwert genannt; er ist bei einem
reinen Wechselstrom gleich null. Deshalb wird hiufig
der groBite Wert des arithmetischen Mittelwerts iiber
einer halben Periode der WechselgroBe ermittelt, wel-
cher Halbschwingungsmittelwert genannt wird. Er
entspricht der Hohe eines Rechtecks, dessen Fla-
cheninhalt gleich dem einer Halbwelle ist. Fiir sinus-
formigen Verlauf gilt
1372

. i
L =- fcosp do = — 3a/2
b= “L icosg dg = [sin o],

2 )
= n 06377
T

Scheitelfaktor (Crestfaktor) &
Scheitelwert der WechselgroBe |
s = Effektivwert der WechselgroBe 7
fiir Sinus bzw. Cosinus &, = \/i ~ 1,414
fir Dreieck k=173

Formfaktor &,
Effektivwert _ 1 < k; < 0)
Halbschwingungsmittelwert I, (d <ke<e

o
22

ke =

fiir Sinus bzw. Cosinus k; = ~ 1,111 ...

i

Effektivwert des Stroms

Amplitude des Stroms
Halbschwingungsmittelwert des Stroms
Formfaktor

Scheitelfaktor

Periodendauer

Effektivwert der Spannung

Amplitude der Spannung
Phasenwinkel

| Q ».imw‘_g:-.__;\ ey ey
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Tabelle M-20. Komplexe Rechnung mit Effektivwerten im Wechselstromkrelis.

Komplexer Widerstand Z

Komplexer Leitwert Y

Wechselspannung

U= U g/lot+ou) — [] ot givn

Wechselstrom

I= Jeltot+ed — Jejot aio;

U
Ohmsches Gesetz Z= *7
U .
Z= 7 eilou—ei)
Zeiger-Diagramm Im
b e
X
@
R Re

Z=R+jX=2Ze"

Scheinanteil Scheinwiderstand Z = Z cos ¢ Scheinleitwert ¥
(Impedanz) (Admittanz)
U 1
Z=— Y==
I z
. . - S R R
Wirkanteil Wirkwiderstand R = Z cos ¢ Wirkleitwert G = Ycos ¢ = —5 = ———
(Resistanz) (Konduktanz) A S
. . - . N . X X
Blindanteil Blindwiderstand X = Z sin ¢ Blindleitwert B = Ysing = — = — 3
(Reaktanz) (Suszeptanz) z R+x
X=./2*>~R? B=./Y*-G?
Absolutbetrag Z=./R*+ Xx? Y=./G*+ B?
Phasenwinkel O=0,~ ¢ o= —(p,— @)
tang = X t = x__5
*=% Me=-R="%

M.6.2 Wechselstromkreis

Zur Beschreibung der Verhiltnisse in einem
Wechselstromkreis mit sinus- bzw. cosinus-
formigen WechselgroBen wird die komplexe
Rechnung herangezogen (s. Abschnitt A, Uber-
sicht A-4).

Zeigerdarstellung komplexer Grofien
und Ohmsches Gesetz

WechselgroBen gleicher Frequenz werden in
der GauBschen Zahlenebene als komplexe Zei-
ger Z dargestellt (Tabelle M-20).

Der Realteil ist der Wirkanteil, der Imaginér-
teil der Blindanteil der Wechselstromgrofe.
Beide zusammen ergeben als komplexen Zei-
ger die Scheingrofe Z.
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Verhalten der Bauelemente
im Wechselstromkreis

Tabelle M-21. Bauelemente ohmscher Widerstand R, Induktivitdt L und Kapazitdit C im Wechsel-
stromkreis.

Bauelement ohmscher Widerstand Induktivitit (Spule) Kapazitit (Kondensator)
und Symbol
— — .
z : e
(Wirkwiderstand) (induktiver (kapazitiver
Blindwiderstand) Blindwiderstand)
AusgangsgroBe Up = Gged@tto I = I e/@to Ue = Ugei@™?
Gesetz Ohmsches Gesetz Induktionsgesetz
gk dlL dyC
W=7 b=ty fe=Cgr
Ur jlwt+g) i i
lk‘:jie U =joLl Ie=joClU;
Zeigerdiagramm Im Im Im
! U le
=i =t Ue Re
Ur Re n Re =
Spannung U; und Strom | Spannung U eilt Strom | Strom I eilt Spannung
Iy in Phase I um 7/2 voraus U, um m/2 voraus
(@, — 0 =0). (o — @ = 7/2). (@ — o, =7/2).
Zeitlicher Verlauf Ur _ —
NN = h > Iolwe™ ™~
IR ya U / /T L_Jc <N
I = s N 1 Nl
Komplexer U. U U 1
Widerstand Zy=-"=R Z ==t=joL=jX, Zo="f=—"_=_jX,
LA s L =7 T jacC J4Ac
Im Im X =L im Re
R Re Re X.o 1
¢ wC
(reelle Achse) (positive imaginére (negative imaginére
Achse) Achse)
Frequenzabhingigkeit | R X Xc 1
X_= ol *e= oG
2] X~ 1
keine L@ @ Xe~ o @

Frequenzabhingigkeit
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Reihenschaltung der Bauelemente
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Tabelle M-22. Reihenschaltung der Bauelemente.

Schaltung Un u, p Up Ue p Ug U Ue
| = L R c | R L 1°¢
u u u
Zeiger- Im Im Im} Us 1 Im g ! ImUQL , Imf X, ,
diagramm u Z A Ur { R !
4 A u X, D ¢ Uc e Z/(I’ XCRe 5 U Ao x Xo Re
Up IRe R IRe T “e
Maschen- | U= U + U, U=Ug + Uc U=UGe+ U + U
1 .
rege U=I(R+jX) U=IR—-jXo) U=I[R+j(X, — XO)]
i 1
U=IR+joL) y=1(k—i) U=1 R+j(wL——):|
oC wC
Komplexer fr——————————— Im(2)
Widerstand Z=2¢" |Z|=Real(2) +1m(2); tan<p=m
Spezieller U U U
komplexer _Z=*7=R+jXL Z=*7=R——ch _Z=’7=R+j(XL~XC)
Widerstand £ £ 1
1 1
= 1 Z=R—j— = _
Z=R+jolL Z=R JwC V4 R+j<wL C)
1)? 1\?
1Z|=/R*+ (L) |Z]= R2+(-—) |1Z]= R2+(wL—->
wC wC
1
tan oL tang = — ! tan ‘“L_zo‘é
?=R ?= "RocC ?=7R
Resonanz ol = !
e T wC
1
- - Wyes =
JVLC
1
Jres =
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Ubersicht M-27. Aquivalente Umwandlungen.

a) Parallelschaltung b) Reihenschaltung
R
P
1 I R, Xy
Xo
1% 1%
R, X R + X2
Rr 2 2 R, == s -
R, + X; P R,
Rl X, ¥ = R* + X?
11 R2 I XZ P Xr
R, R, ohmscher Widerstand der Reihenschaltung
bzw. Parallelschaltung
X, X, Blindwiderstand der Reihenschaltung

bzw. Parallelschaltung

Aquivalente Umwandlungen ( Parallel- in
Reihenschaltung und umgekehrt

Bei gleicher Frequenz f (bzw. Kreisfrequenz
) 148t sich jede Reihenschaltung von komple-
xen Widerstianden in eine dquivalente Parallel-
schaltung verwandeln und umgekehrt (Uber-
sicht M-27).

M.6.3 Arbeit und Leistung

Momentanleistung

Die Momentanleistung p(¢) ist das Produkt
aus Spannung u(¢) und Strom i(¢) zu jeder
Zeit:

p() = u () i(1). M-46) |

Bild M-34. Strom, Spannung und Momentanleistung.

Mit
u(t) =idcos(wt + ¢,)
=U./2cos(wt + ¢,)
und

i(t) = fcos(wr + ;)
2 cos(wt + ¢;)

ergibt sich

p(t)y=Ulcoso+UlcosQwt+¢,+ @;);
(M-47)

Effektivwert der Spannung,
Effektivwert des Stroms,
Phasenverschiebung zwischen Wechsel-
spannung und Wechselstrom,

o Kreisfrequenz des Stroms (o = 2nf),
¢, Phasenwinkel der Spannung,

¢; Phasenwinkel des Stroms.

e~

Wie Bild M-34 zeigt, schwingt die Momentan-
leistung mit der doppelten Frequenz der
Wechselspannung.

In der Ubersicht M-28a ist zu erkennen, daB
der Durchschnittswert, um den die Momen-

Ubersicht M-28. Momentanleistung, Wirk-,
Blind- und Scheinleistung sowie Wechselstrom-
widerstdinde und Wechselstromleitwerte.

a) Momentanleistung

p(t) i“"%
P{ /D\f \
27t\/ wt

b) Schein-, Wirk- und Blindleistung

Imaginarteil

Biindleistung Q

Wirkleistung P

Realteit




Ubersicht M-28 (Fortsetzung)

Wirkleistung P

P=Ulcosp=Scosp= Qftang = \/m
Blindleistung @

Q=Ulsing=Ssing =Ptanq)=\/w
Scheinleistung S

S=UlI=Plcosp = Qfsing = /P*+ Q7

Leistungsfaktor cos ¢
_ Wirkleistung P

cose= Scheinleistung s

Verlustfaktor tan ¢

tano = Blindleistung  Q
%= Wirkleistung _ P

Blindfaktor sin ¢

. Blindleistung  Q \/—
=_ " 2 2= /(1 ~-cos?
SIN¢ = S eheinleistung s~ ¥ (7608 #)

Um den Wechselstrom méglichst vollstindig nutzen
zu koénnen, sollte der Verlustfaktor tan ¢ moglichst
klein gehalten werden und der Leistungsfaktor cos ¢
méglichst grof werden.

Wechselstromwiderstinde und Wechselstromleitwerte

Widerstand Leitwert
Wirkanteil R=P/I? G = P/U?
Resistanz Konduktanz
Blindanteil X =0/ B=Q/U?
Reaktanz Suszeptanz
Scheinanteil | Z = U/I Y=1U
Impedanz Admittanz
B Suszeptanz
1 Effektivwert des elektrischen Stroms
G Konduktanz
P Wirkleistung
0 Blindleistung
R Widerstand
S Scheinleistung
U Effektivwert der elektrischen Spannung
X Reaktanz
Y Admittanz
VA Impedanz
cosg  Leistungsfaktor
singp  Blindfaktor

Verlustfaktor
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tanleistung mit der doppelten Strom- bzw.
Spannungsfrequenz schwingt, der Wirklei-
stung P entspricht. In Ubersicht M-28b ist zu
sehen, wie sich daraus die Blindleistung Q und
die Scheinleistung S errechnen.

M.6.4 Transformation von Wechselstromen

Mit einem Transformator kdnnen Spannungen
transformiert werden. Er besteht aus zwei in-
duktiv gekoppelten Spulen, deren Windungs-
zahlen unterschiedlich sind (Ubersicht M-29).

Ubersicht M-29. Transformator.

a) Schaltzeichen

b) Aufbau
Primérseite Sekundar-
[~ = seite
h : m }' I
U, l — VNG U
S ]

idealer, unbelasteter Transformator
u N

a__y

u, N,

belasteter Transformator
(vernachlissigbare Verluste)
u, i N
Uy - iy Ny

i;,i,  Strome in der Primir- bzw. Sekundirseite

N, N, Windungszahl der Primar- bzw. Sekundar-
spule

u,,u, Spannung an der Primér- bzw. Sekundir-
spule

i Ubertragungsverhiltnis (Verhdltnis der
Windungszahlen)
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Tabelle M-24. Ein- und Ausschalten eines Kondensators.

Ladevorgang Entladevorgang

Schaltung

Differentialgleichung

Losungen

Verlauf der Spannung

Verlauf der Stromstirke




M.7.2 Ein- und Ausschalten einer Spule

Tabelle M-25. Ein- und Ausschalten einer Spule.
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Einschaltvorgang Ausschaltvorgang
Schaltung 2l A
U L u L
-— S
[ I A
dl R U dl R
Differentialgleich —+—f——=0 —+=1=0
ifferentialgleichung o + 7 I a + I
Ldsung

Verlauf der Stromstirke

M.8 Elektrische Maschinen

In elektrischen Maschinen wird mechanische
Energie in elektrische umgewandelt (Genera-
toren) oder elektrische Energie in mechanische
(Elektromotoren).

Wechselstromgenerator

Bei einem Generator rotiert eine Leiterschleife
mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit
w (Ubersicht M-30).

Bei Wechselstromwiderstinden kann eine
Phasenverschiebung zwischen Spannung und
Strom auftreten.

Der Wechselstromgenerator besteht aus einem
Rotor oder Liufer (rotierendes Teil) und
einem Stator (stehendes Teil). In Generatoren
kleiner Leistung dient als Rotor eine Spule
und als Stator ein Magnet (Elektromagnet

oder Dauermagnet). Fir Generatoren groBer
Leistung (Innenpolmaschine) wird als Rotor
ein Magnet und als Stator eine Spule ver-
wendet. Uber die Schleifringe wird dann nur
die kleine Leistung des Feldmagneten iiber-
tragen.

Gleichstromgenerator

Der Gleichstromgenerator besitzt, wie die
Ubersicht M-30 zeigt, zwei isolierte Halb-
ringe, die bei Richtungsinderung der Span-
nung diese umpolen. So entsteht eine pul-
sierende Wechselspannung, die durch ent-
sprechende Beschaltungen gegldttet werden
kann.

Drehstromgenerator

Drehstrome sind drei, um einen Phasenwinkel
von 120° verschobene, sinusformige Wechsel-
spannungen (Bild M-35). Die sechs Spulen-
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Ubersicht M-30. Wechselstrom- und Gleichstromgenerator.

Wechselstromgenerator Gleichstromgenerator

Prinzip
i
B B
Spannung u u
3n
>/ L
n/2 1\/27: wt /2 m 3n 21 wt
2
Ug = NBAwsin(wr) Durch zwei isolierte Halbringe wird die
P Spannung umgepolt. Es entsteht eine
ind = t

Yind 1fs‘m @2 pulsierende Wechselspannung.

i(t) =r1sin(wt)
A rotierende Fliche
B magnetische Induktion
i elektrischer Strom
i Amplitude des elektrischen Stroms
N Windungszahl
u;,q induzierte Spannung
u Amplitude der Spannung (i = NB A4 w)
(0] Kreisfrequenz

u endpunkte konnen durch eine Dreieck-
u, Uy U bzw. Sternschaltung auf maximal drei be-

Uy = usin(wt)

- 2r
Uy = usin wt+—§

. 4rn
Uz = usin (cot+—3—)

e

n 8
2

DX X

Bild M-35. Drehstrom.

grenzt werden. Tabelle M-26 zeigt die ent-
sprechenden Strangstrome bzw. Strangspan-
nungen (bei gleicher Belastung aller drei
Strange). Im 6ffentlichen Netz ist die Strang-
spannung 220V und die Leiterspannung
J3:220V =380 V.



Tabelle M-26. Dreieck- und Sternschaltung.

Leiterstrom | Leiterspannung
Dreieck-
schaltung
T L=J=1I = |Us = Upr = Usr
\/5 - Strang- | = Strangspannung
L Ly |strom
R Ly S
Stern- Lh=k=L= |Uy=Upr=Us=
schaltung Strangstrom \/5 - Strang-
R S spannung
o]
L (Mittelpunkt- | Strangspannung
3 strom = null | U = Uso = Uro
T
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M.9 Elektromagnetische
Schwingungen

Bei elektromagnetischen Schwingungen wer-
den im Wechselstromkreis zwischen Konden-
sator und Spule elektrische und magnetische
Energie periodisch ausgetauscht. Fehlt im
Stromkreis der ohmsche Widerstand, dann
werden ungeddmpfte Schwingungen ausge-
fithrt (die Scheitelwerte von Strom und Span-
nung sind immer gleich groB). Bei Anwesen-
heit eines ohmschen Widerstandes werden
gedimpfte Schwingungen ausgefithrt (die
Scheitelwerte von Strom und Spannung neh-
men ab). Die Schwingungen werden ausfiihr-
lich im Abschnitt J.1 behandelt.

M.9.1 Ungediimpfte elektromagnetische
Schwingung

Ubersicht M-31 zeigt einen elektromagneti-
schen Schwingkreis, der eine ungeddmpfte
Schwingung hervorruft, wobei sich Spannung
und Strom periodisch dndern.

Ubersicht M-31. Elektromagnetischer Schwingkreis.

Schaltung

i=1sin {wt)

\( 3n/2/
1‘[/2\/ wt
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Ubersicht M-31 (Fortsetzung)

Differentialgleichung und Lésungen

di g dg .
= aya =202
ettt oiar !
d%q 1 d% 1. d?ue 1
—5+-—@g=0 —+-—i=0 +—Uc=0
a2 e’ FTCANTS FrTo
q(t)= G cos(wot + poq) uc (t) = dc cos(wot+ po,)
i(t)=1 cos(wpt+ gy)
wo = %
C. Kapazitit
il Strom, Amplitude des Stroms
L Induktivitit

7,4 Ladung, Amplitude der Ladung

uc,u; Spannung am Kondensator, an der Spule
¢ Phasenwinkel

@, Kreisfrequenz

M.9.2 Gedimpfte elektromagnetische
Schwingung

Bei geddampften Schwingungen ist ein ohm-
scher Widerstand vorhanden (Abschnitt J.1.2,
Ubersicht J-6). Auch in diesem Fall miissen
nach der Maschenregel die Summe aller Span-
nungen null ergeben:

U +uc+ug=0.




N Nachrichtentechnik

Die Nachrichtentechnik befalBt sich mit der
Ubertragung, Vermittlung und Verarbeitung
von Nachrichten. Wichtige Normen sind in
Tabelle N-1 zusammengestellt.

Tabelle N-1. Wichtige Normen der Nachrich-

tentechnik.

Norm Bezeichnung

DIN 1324 Elektromagnetisches Feld

DIN 1344 Elektrische Nachrichtentechnik,
Formelzeichen

DIN 5483 Zeitabhingige Grofen

DIN 5493 Logarithmierte GroBenverhéltnisse

DIN 40110 | WechselstromgroBen

DIN 40146 | Begriffe der Nachrichteniibertragung

DIN 40148 | Ubertragungssysteme

DIN 44300 | Informationsverarbeitung

DIN 44301 | Informationstheorie

DIN 44302 | Dateniibertragung,
Datentibermittlung

DIN 44331 | Vermittlungstechnik - Systemtechnik

N.1 Informationstheorie

Die wichtigsten Beziehungen der Informa-
tionstheorie sind in Tabelle N-2 (s.S.339)
zusammengestellt. Die verwendete Einheit
fir I, H, H, und R ist das Bit (Einheiten-
symbol: bit). Der Logarithmus zur Basis
2(lb x = log, x) hangt mit dem Zehnerloga-
rithmus Ig x folgendermallen zusammen:

Ibx = lgx _ lgx

g2~ 0301 (N-1)

N.2 Signale und Systeme

N.2.1 Zeit- und Frequenzbereich

Zeitlich periodische Signale mit der Grundfre-
quenz f, konnen nach FOURIER als Reihe von
harmonischen Schwingungen dargestellt wer-
den. Die Frequenzen der Oberschwingungen
sind ganze Vielfache der Grundfrequenz. Bei
nicht periodischen Vorgiangen geht die Fourier-
Reihe in das Fourier-Integral liber und das dis-
krete Linienspektrum in ein kontinuierliches
Spektrum (Bild N-1). Weitere Einzelheiten zur
Fourier-Analyse bzw. Fourier-Transforma-
tion sind in den Abschnitten J.1.4.4 bzw. A.16
und A.17 dargestellt.

Bandbreite

Die Frequenzen, die im Spektrum eines
Signals enthalten sind, bestimmen seine Band-
breite B. Sie ist das Frequenzintervall zwi-
schen oberer und unterer Grenzfrequenz:

B=f,—tu- (N-2)

Die obere und untere Grenzfrequenz ist nicht
eindeutig festgelegt. In der Praxis wird haufig
davon ausgegangen, daB Frequenzanteile,
deren Amplituden kleiner sind als 10% der
Maximalamplitude, vernachlissigbar sind.

Fiir das Beispiel des Rechteckpulses im Bild
N-1 gilt, wenn als obere Grenzfrequenz der
Nulldurchgang der Spektraldichte f, = 1/T;
festgelegt wird:

B=1/T, bzw. BT =1. (N-3)

Zeitfunktion s (¢) und Spektralfunktion S(f)
sind immer folgendermaBen korreliert:

Die Zeitdauer eines Vorgangs und seine
spektrale Breite stehen in einem rezipro-
ken Verhéltnis.
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periodische Signale
Zeitfunktion :
s(t)

RS R
T, T
s(t)=s(t+T), f=1/T

Fourier-Reihe

+0o .
S(l) = Z Cn e/na)ot

N=—cc
1 +T/2 )
ch=7 | styeotdt
-T/2
Spektrum :

lenl

T f
7o

nicht periodische Signale

Zeitfunktion :

s(t)

T
t
N
Fourier-Integral ( -Transformation )
+x ;
s(t)= [ S(f)e’*™"df

+T/2 .
S(f)= [ s(t)e’*™dt
-T/2

Spektraldichte :
1S(f)
AN VAN
VARV

=

Bild N-1. Korrespondenz zwischen Zeit- und Frequenzbereich.

Bei Netzwerken (Ubertragungseinrichtungen)
wird meist die 3-dB-Bandbreite benutzt. Sie
gibt den Frequenzbereich an, in dem die Uber-
tragungsfunktion H(f)

_U).
v ()’

U, (f) Eingangsspannung,
U, (f) Ausgangsspannung,

um weniger als den Faktor 1 /ﬁ = 0,707 von
ihrem Maximalwert abweicht.

H(f) (N-4)

Fir das Fernsprechen wurde von CCITT
(Comité Consultatif International Télégra-

phique et Téléfonique) das Frequenzband von
f.=300Hz bis f,=34kHz (B=3,1kHz,
Tabelle N-3) festgelegt.

Die in Tabelle N-2 definierte Kanalkapazitit
C hangt von der Bandbreite B des Kanals, der
Signalleistung P, und der Rauschleistung P,
(Abschnitt N.2.6) ab (Tabelle N-3). Nach
SHANNON gilt

P\ _B P,
c_191<1(1+z>~3 101g<1+Fn>.

(N=5)




Tabelle N-2. Informationstheoretische Begriffe.
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Die Beispicle der letzten Spalte beziehen sich auf ein System mit # = 4 Zeichen, die mit den Wahrscheinlich-

keiten 40%, 30%, 20% und 10% auftreten.

Definitionen Gleichungen Beispiel
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten p(x) px)=04
der Nachricht x; (Zeichen, Symbol) p(x,)=03
p(x;) =02
p(x,) =01
Informationsgehalt der Nachricht x; I(x)=1d [ ! :|bit I(x,)=132bit
px) I(x,) = 1,74 bit

Entropie: mittlerer Informationsgehalt
einer Nachricht aus # Elementen x, ... x,

Entscheidungsgehalt: maximaler Informationsgehalt
einer Menge von n Zeichen

Redundanz: Differenz zwischen maximal moglichem
Informationsgehalt und tatsichlich ausgenutztem

relative Redundanz

InformationsfluB (7, ist die mittlere Zeit fiir die
Ubertragung eines Nachrichtenelements)

Kanalkapazitat: maximaler InformationsfluB}, der
fehlerfrei iiber einen Kanal iibertragen werden kann

I(xy) = 2,32 bit
I(x,) = 3,32 bit

an
H=Y p(x)I(x)bit H =1,85bit
i=1
Hy=1dn bit Hy = 2bit
R = (H, — H) bit R = 0,15 bit
H,—H
== r=0,077

F = H/T,, bit/s

H
C=F,, =|=—| bit
s [ijlmax ' /s

Tabelle N-3. Kanalkapazitdten.

Kanal B S C

kHz dB bit/s
Fernsprechen 3,1 |40 4,1-10*
UKW-Rundfunk 15 60 3.10°
Fernsehen 5000 45 6,5 - 107

Haufig ist £, > F,, so daf gilt

Cx210lg(R/R) =5 S. (N-6)

3

S Storabstand in dB (Ubersicht N-5).

N.2.2 Abtasttheorem

Zur Digitaliibertragung miissen zeitkontinuier-
liche Signale durch Abtastung in diskrete
Signale umgewandelt werden (Bild N-2).
Nach SHANNON wird eine Zeitfunktion s(z),
deren Spektrum durch die Bandbreite B be-
grenzt ist, durch Abtasten eindeutig beschrie-
ben, wenn gilt:

(N-T7)

T, Abtastintervall,
fa Abtastfrequenz.



356 N Nachrichtentechnik

s(t)

1
B=f, f

Bild N-2. Abzutastendes Signal s(t) und Spektral-
dichte S(f).

N.2.3 Modulation

Nach NTG 0101 ist die Modulation die Ver-
dnderung von Signalparametern eines Tréigers
in Abhéngigkeit von einem modulierenden
Signal (Basisbandsignal). Nach Ubertragung
des modulierten Signals wird durch Demodu-
lation das Basisbandsignal wieder gewonnen
(Bild N-3). Von den in Tabelle N-4 dargestell-
ten Modulationsverfahren sollen im folgenden
einige genauer dargestellt werden.

Amplitudenmodulation AM

Bei der AM wird die Amplitude eines Trigers
durch das Basisbandsignal moduliert. Nach

den Gleichungen in Ubersicht N-1 entsteht
symmetrisch zur Trigerfrequenz f; eine obere
und eine untere Seitenbandfrequenz f; + fy
bzw. f1 — fy (Bild N-4). Sind in einem Signal
Fourier-Koeffizienten im Frequenzbereich
von f; bis f, enthalten, so entsteht ein oberes
und ein unteres Seitenband mit Frequenzen

von fr + f, bis fr + f, bzw. f3 — f, bis f1 — 1.

Mit einer einfachen Gleichrichterschaltung
148t sich das AM-Signal demodulieren.

Einseitenbandmodulation EM

Da bei der AM jedes Seitenband die volle In-
formation des modulierenden Signals tréigt, ist
eine Ubertragung mit nur einem Band (mit
und ohne Triager) moglich. In der Regel wird
das obere Seitenband iibertragen. Die erfor-
derliche Bandbreite ist nur halb so groB wie
bei der AM.

Frequenzmodulation FM

Bei der FM wird die Momentanfrequenz Q(¢)
des Trigers durch das zu iibertragende Signal
moduliert (Bild N-5, Ubersicht N-2). Es ent-
stehen symmetrisch zur Triagerfrequenz f; Sei-
tenbanden im Abstand tnf,(n=1,2,3...),
deren Amplituden durch Besselfunktionen
J, (n) bestimmt werden. Bei bestimmten Mo-
dulationsindizes (z.B. n = 2,405; 3,832 usw.)
sind Nullstellen der Bessel-Funktionen, was
zur Folge hat, da83 der Triger bzw. bestimmte
Seitenbinder verschwinden (Bild N-5). Die
FM bendtigt bei groBem Modulationsindex #
eine wesentlich grofere Bandbreite als die
AM, weshalb sie nur im UKW-Bereich und
noch héheren Frequenzen angewendet wird.

Basisband- Modulations-
signal / produkt
sm®) | mModu- | S1®) | Ubertragungs- || Demo-
lator kanal duiator
st(t)
Trager

Bild N-3. Modulationsprinzip.



Tabelle N-4. Modulationsverfahren.
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Sinustrager

modulierendes Signal

analog digital
Amplitudenmodulation AM Amplitudenumtastung ASK
amplitude modulation amplitude shift keying
Einseitenbandmodulation EM
single sideband modulation SSB
Restseitenbandmodulation RM
vestigial sideband modulation VSB
Frequenzmodulation FM Frequenzumtastung FSK
frequency modulation frequency shift keying
Phasenmodulation PM Phasenumtastung PSK
phase modulation phase shift keying

Pulstriger modulierendes Signal
unkodiert kodiert
Pulsamplitudenmodulation PAM Pulskodemodulation PCM
pulse amplitude modulation pulse code modulation
Pulsdauermodulation PDM
pulse duration modulation
Pulsfrequenzmodulation PFM
puise frequency modulation
Pulsphasenmodulation PPM
pulse phase modulation

Ubersicht N-1. Amplitudenmodulation.

Trager

modulierendes
Basisband-
signal

Zeitfunktion

Modulations-
grad
bendétigte
Bandbreite

sp(t) =§pcosmpt
Sy (?) = Sy cos wy ¢

sam(?)

= (§; + Sy coswy ) coswy

m
=8 |:cos wrl+ 5 cos (wr+my)t

m
+ 5 cos (g —wyy) t]

m = §y/$z

By~ 2By

§1, wr Amplitude und Kreisfrequenz des Trigers

$u»> wy Amplitude und Kreisfrequenz des
modulierenden Signals

Bye Bandbreite des niederfrequenten
Basisbandsignals

Phasenmodulation PM

Bei der PM wird der Phasenwinkel des Trigers
durch das Basisbandsignal moduliert. Bei
einem nur mit einer Sinusschwingung modu-
lierten Trdger sind PM und FM identisch.
Beide werden unter dem Begriff Winkelmodu-
lation zZusammengefaft.

Pulsmodulation

Bild N-6 verschafft einen Uberblick tiber die
verschiedenen Pulsmodulationsverfahren. Bei
den gezeigten Methoden entstehen zwar zeit-
diskrete, aber wertkontinuierliche Signale.

Pulskodemodulation PCM

Durch Quantisierung wertkontinuierlicher
Signale (z. B. der PAM) entstehen wertdiskrete
Signale. Bild N-7 zeigt ein Beispiel mit acht
Amplitudenstufen (3-bit-Kode). Anstelle des
gezeigten Dualkodes werden meist andere
Kodes mit geringerer Stdranfilligkeit zur
Ubertragung verwendet (2.B. Gray-Kode,
Abschn. Y.1.2).
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a) geitverlauf

TN

b} Spektrum

S(f) 1
Sr(f) vor der Modulation
1 m
fM fT f
S
*SM nach der Modulation !
T
m m
2 2
L]

fr-fy fr frefy f
Bild N-4. Amplitudenmodulation.

Dem Vorteil der hohen Stérsicherheit bei der
digitalen Ubertragung steht der Nachteil ge-
gentiber, daf} eine groBe Bandbreite benotigt
wird. In der Praxis rechnet man mit einer er-
forderlichen Bandbreite von

Fx ~ 0,75 £, N;

fa Abtastfrequenz, Schrittgeschwindigkeit,
N Anzahl der Quantisierungs-Bits.

(N-8)

So wird beispiclsweise bei der PCM-Fern-
sprechiibertragung mit f, = 8 kHz (T, =125 ps)
abgetastet und die MeBwerte mit 8 bit quanti-
siert (256 Amplitudenstufen). Fiir die Uber-
tragung dieses 64-kbit/s-Signals ist also eine
Bandbreite von B =48 kHz erforderlich,
wiahrend die Analogiibertragung mit nur
3,4 kHz auskommt.

Sem

)

$r |

I
A

modulierendes Signal Sy(t)

b) Spektren bei verschiedenen
Modulationsindizes #

7=5,0

LG
L

n=10

I P
+

fr
L

2 0 +2 +4 +6 +8 n

b |

f
TR

-8 6 -4

T T S W N S

Bild N-5. Frequenzmodulation.

Der groBe Vorteil der PCM besteht darin, daf
in der Zeit zwischen den einzelnen Abtast-
pulsen andere Signale abgetastet und tiber-
tragen werden konnen (Zeitmultiplex). Bei
dem in Europa eingefithrten PCM-Grund-
system (PCM 30) werden innerhalb des Zeit-
rahmens von T, = 125 s 32 Kanile tber-
tragen, davon sind 30 fiir Sprache oder
Daten ausnutzbar. Insgesamt werden also
32 - 64 kbit/s = 2,048 Mbit/s iibertragen.



a) Pulsamplitudenmodulation, PAM

Hnn!l

SM(t)

b) Pulsdauermodulation, PDM

sM(f)

c) Pulsphasenmodulation, PPM

Swu(t)

d) Pulsfrequenzmodulation, PFM

Sm(f)

Bild N-6. Pulsmodulationsverfahren, sy (t) ist das
modulierende Signal.

N.2.4 Pegel und DémpfungsmaR

In der Nachrichtentechnik treten Signal-
amplituden auf, die viele GroBenordnungen
iberstreichen (z. B. Signalleistung am Anfang
und Ende einer Leitung, Spannungsamplitu-
den am Ein- und Ausgang eines Verstérkers).
Deshalb werden GroéBenverhédltnisse hdufig
logarithmiert und in dB angegeben (Tabelle
N-5).

N.2 Signale und Systeme 359

Ubersicht N-2. Frequenzmodulation.

Augenblicks-
frequenz
des Tragers Q1) =w;+ AQ coswy ¢t
modulierendes
Basis-
bandsignal syl(t) = §ycoswyt
Zeitfunktion Spm () = Spcos(wr? + nsinmyt)
Modulations-
index n = AQjwy = AF/fy
Fourier-Reihe | sgy(2)
n=+o©

=§ X J(ncos(or+nayt
bendtigte
Bandbreite Bpy ® 2(A F + Byg)

=2(nfu+ Byp)
(4Q)4F (Kreis) Frequenzhub
Wy Modulationskreisfrequenz
(oM Trigerkreisfrequenz
Jo(m) Besselfunktionen 1. Art, n-ter Ordnung
By Bandbreite des niederfrequenten

Basisbandsignals

)

Quantisierungsschritt

O =N WH N

Bild N-7. Quantisierung und Kodierung.

Neben dem in Tabelle N-5 definierten (absolu-
ten) Pegel ist der relative Pegel gebriuchlich,
bei dem der Bezugswert eines bestimmten Be-
zugspunkts (z. B. Eingang, Ausgang) zum Ver-
gleich herangezogen wird. Der Bezugspunkt
hat den relativen Pegel null. Die relativen
Pegel werden mit dem Hinweiszeichen dBr an-
gegeben.

Ist das DampfungsmaB negativ, dann liegt
Verstirkung (Gewinn, gain) vor.
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Tabelle N-5. Logarithmierte Grofenverhdltnisse.

Pegel (absoluter Pegel)
BezugsgroBe ist ein festgelegter Wert

Beispiel Definition BezugsgroBe Einheitenzeichen
IEC UIT
. P
Leistungspegel L,=101g 7 dB Fy=1mW dB(mW) dBm
0 P=1W dB(W) dBW
U
Spannungspegel Ly,=201g A dB U, =0,775V dB(0,775V)* -
0 Up=1V dB(V) dBV
I
Strompegel Li=201g A dB Iy =1mA dB(mA) -
0
Déampfungsmal
. Pl
Leistungs- ap=101g P dB =Ly, — Lp,
ddampfungsmaf 2
U,
Spannungs- =20 lg —= dB Ly, — Ly,
ddmpfungsmal

* 0,775V entspricht am Bezugswiderstand 600 Q von Fernsprecheinrichtungen einer Leistung von 1 mW

N.2.5 Verzerrungen

Lineare Verzerrungen entstehen beispielsweise
wihrend einer Ubertragung dadurch, daB die
verschiedenen Fourier-Komponenten eines
Signals verschieden stark geddmpft werden
(Amplitudenverzerrungen) oder unterschied-
liche Laufzeiten aufweisen (Laufzeitver-
zerrungen). In beiden Fallen weicht das tiber-
tragene Signal vom Ausgangssignal ab. Bei
den linearen Verzerrungen édndern sich im
Fourier-Spektrum lediglich die Amplituden
bzw. Phasen, ¢s entstehen aber keine neuen
Frequenzanteile.

Nichtlineare Verzerrungen entstehen bei der
Aussteuerung eines Senders oder Netzwerks
mit einer gekriimmten Kennlinie. Bild N-8
zeigt die gekrimmte Kennlinie eines Halb-
leiterlasers (Abschnitt X.1.3) als Sender fiir
die optische Nachrichteniibertragung und die
entstechende Verzerrung eines sinusférmigen
Modulationssignals.

Eine nichtlineare Kennlinie kann mathema-
tisch durch eine Taylor-Reihe beschrieben

Dy,

AWAWAS

IV

T
|

Strom /

Strahlungsleistung &

Bild N-8. Aussteuerung einer nichtlinearen Laser-
kennlinie.



Ubersicht N-3. Nichtlineare Verzerrungen.
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Ubersicht N-4. Verzerrungsfaktoren.

y y=ax+bx?+cx®+dx*

Modulation mit einem Signal: x (1) = £ cosw ¢

() =% bx? + % dx* Konstante
a 3 A3
+lax+ 3¢t coswi Grundfrequenz
1 1 zweite
+ (— b2+ = d)é“) cos 2w ¢ | Harmonische
2 2 (2HD)
1 dritte
+-c#3cos3wt Harmonische
4 (3HD)
1 vierte
+-di*cosdmt Harmonische
8 (4HD)
Ly Spektrum der relativen
daBr Spannungspegel fiir
Of ax : bx?: cx®:dx*
20} 2HD =1:10"':10"2%:10"3
40 3HD
60}
4HD
-80 | | | .
f 2f 3f af f
Modulation mit zwei Signalen:
x(t) = X(cosw, t +cosm,t)
Ly Spektrum der relativen

dBr Spannungspegel (s.0.)

Ms

Klirr-
faktor k
(Gesamt-
klirr-
faktor)

=
It
[N}

i M 8
<
™
3

Klirr- 2
faktor
n-ter U2
Ordnung =1 "
(Teil-

klirr-

faktor)

Klirr-

damp-
fungs-
maB

ak=201g% dB

Klirr- 1
dédmp- a, =201g— dB
fungs- ka
maB
n-ter
Ordnung

Inter- Mmax 5
modula- n; Uey—nt, + Unyvar)

tions-
faktor

Y

2

U, Effektivwert der Spannung der #n-ten
Harmonischen

werden (Ubersicht N-3). Bei der Aussteuerung
entstchen neue Harmonische zur Grund-
frequenz (Harmonic Distortion, HD). Ein
MaB fir die Verzerrung ist der Klirrfaktor k
(Ubersicht N-4). Bei der Aussteuerung einer
nichtlinearen Kennlinie mit einem Frequenz-
gemisch entstehen Summen- und Differenz-
frequenzen (Intermodulation). Ubersicht N-3
zeigt die Intermodulationsprodukte von zwei
Frequenzen f; und f,. Zur Beurteilung der
Intermodulationsleistung gibt es verschiedene
Definitionen (DIN 40 148, Blatt 3). Der in der
Elektroakustik iibliche Intermodulationsfaktor
m ist in Ubersicht N-4 angegeben. Der Inter-
modulationsfaktor und der Klirrfaktor werden
durch Ausmessen eines Zweitonspektrums mit
einem Spektrumanalysator bestimmt.
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N.2.6 Rauschen

Die wichtigste Stérung bei der Ubertragung
eines Nachrichtensignals ist das Rauschen
(Noise). Folgende Rauscharten werden unter-
schieden:

— Widerstandsrauschen (thermisches Rau-
schen eines Widerstands),

— Generations-Rekombinationsrauschen
(Schwankungen der Ladungstrigerdichte in
einem Halbleiter), .

— Schrotrauschen (statistisch regelloses Uber-
queren einer Sperrschicht durch Ladungs-
trager),

— Modulationsrauschen
(1/f~Rauschen modulierter Halbleiter),

— Antennenrauschen
(Einfangen atmosphérischer Stdrungen).

Ubersicht N-5. Rauschen.

effektive U,=./4kTRB
Rausch-
spannung
eines
Wirkwider-
stands R
verfiigbare | P,=kTB
Rausch-
leistung bei
Anpassung
Rausch- T,= P,/(kB)
temperatur
Rauschzahl | (B/B), R, T,.
eines = =1+ Y =1 R
Vierpols (R/R,), G.F,. T4
Rausch- F*=101gF dB
maB
Stor- S=101g(”r/P) dB
abstand
B Bandbreite
e, a Eingang, Ausgang
G, Leistungsverstarkung
k Boltzmann-Konstante
P,P Rausch-, Signalleistung
mas Loy Rauschtemperatur von Signalquelle
und Vierpol

Nach der Frequenzabhingigkeit der spektra-
len Rauschleistungsdichte werden unterschie-
den:

- weilles Rauschen (frequenzunabhangige
Leistungsdichte),

— breitbandiges Rauschen
(Leistungsdichte ist frequenzunabhéngig bis
zu einer oberen (3-dB-)Grenzfrequenz),

— farbiges Rauschen (entsteht durch Filterung
aus breitbandigem Rauschen),

— rosa Rauschen (Leistungsdichte ist umge-
kehrt proportional zur Frequenz).

In Ubersicht N-5 sind die wichtigsten Bezie-
hungen zusammengestellt.

N.3 Nachrichteniibertragung

Nach DIN 40146 besteht ein Nachrichten-
ibertragungssystem aus Sender, Ubertra-
gungskanal und Empfinger.

N.3.1 Sender

Signale der Nachrichtenquelle werden vom
Sender so aufbereitet, daf3 sie fiir die Ubertra-
gung im Ubertragungskanal geeignet sind und
am Empfingereingang noch einen ausreichen-
den Pegel (Storabstand) aufweisen. Die zu-
néchst in beliebiger Form vorliegende Nach-
richt wird mit Hilfe des Aufnahmewandlers in
ein meist elektrisches Signal {iberfithrt. Die
Signale werden meist nicht in ihrer Original-
frequenzlage (NF) iibertragen, sondern als
modulierte HF-Signale. Die Modulation
(Abschnitt N.2.2) eines hochfrequenten Tré-
gers gehort deshalb mit zu den Aufgaben des
Senders.

N.3.2 Ubertragungsmedium

Die wichtigsten Ubertragungsmedien sind

— Leitungen (Drihte, Koaxialkabel),
— Hohlleiter,

— Lichtwellenleiter (Abschnitt L.1.3.2),
— freier Raum.



Ubersicht N-6. Leitungsgleichungen.
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:
|
I
1
T

|
G’ : Ersatzschaltbild
I
|
T

Differentialgleichung der ortsabhingigen
komplexen Spannung

Ausbreitungskonstante

Fiir verlustarme Leitungen
(L' > R und o C' > G') gilt:

Dimpfungskonstante
(lingenbezogene Dampfung von U)

Phasenkonstante
(lingenbezogene Phasendrehung von U)

2
d d{g") =R +joLl) (G +joC) UK

y=o+jf=/(R +joL)(G +joC)

t( Jc U
d—E(R f+G E)

=0 /L C

C’ lidngenbezogene Kapazitit

G’ lingenbezogener Querleitwert
L’ lingenbezogene Induktivitit
R’ lingenbezogener Widerstand
w Kreisfrequenz

Beldge

Die wichtigsten Leitungsgleichungen sind in
Ubersicht N-6 zusammengestellt. Informatio-
nen zum Wellenwiderstand sowie der Refle-
xion und Transmission von Wellen an StofB-
stetlen sind im Abschnitt J.2.2 zu finden.

Bei der Ausbreitung von elektromagnetischen
Wellen im freien Raum treten verschiedene
Wellentypen auf (Bild N-9). Bodenwellen sind
vor allem fiir Wellenldngen iiber 100 m von
Bedeutung (Tabelle N-6). Raumwellen sind bei
hohen Frequenzen (ab UKW) praktisch nur
innerhalb optischer Sichtverbindung einsetz-
bar. Im Bereich der Kurz-, Mittel- und Lang-
wellen ist die an der Ionosphire reflektierte
Raumwelle von groBer Bedeutung. Bei Mittel-
wellen kann es zu Interferenzerscheinungen
zwischen der Bodenwelle und der am Erd-
boden reflektierten Raumwelle kommen.
Durch zeitlich wechselnde Ausbreitungsbe-
dingungen kommt es zu Schwund (Fading).
Ubersicht N-7 enthilt Antennengleichungen
fiir Freiraumiibertragung (4 < 3 m).

lonosphare

Bild N-9. Ausbreitungswege elektromagnetischer Wel-
len.

1 Bodenwelle, an Grenzfliche Erde— Luft gefiihrt,

2 Raumwelle, an Erdoberfliche reflektiert,

3 Raumwelle, optische Sichtverbindung,

4 Raumwelle, an Ionosphdre reflektiert.
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Tabelle N-6. Elektromagnetische Wellen.

Wellenldnge Frequenz Bodenwelle Raumwelle
~ 100 km 3kHz
Myriameterwellen very low frequency Reichweite unbedeutend
Léngstwellen VLF > 10000 km
10 km 30 kHz
Kilometerwellen low frequency Reichweite tagsiiber geddmpft,
Langwellen LW LF > 1000 km nachts groBe Reichweite durch
~ 1 km r 300 kHz Reflexion an Ionosphédre
Hektometerwellen medium frequency Reichweite
Mittelwellen MW MF > 100 km
100 m (1 hm) 3MHz
Dekameterwellen high frequency Reichweite
Kurzwellen KW HF <100 km
10 m (1 dam) I 30 MHz
Meterwellen very high frequency - Ausbreitung im Bereich
Ultrakurzwellen UKW | VHF der optischen Sichtverbindung,
-1m ——————————+ 300 MHz Uberreichweite durch Beugung
Dezimeterwellen ultra high frequency -
UHF
-1dm 3 GHz
Zentimeterwellen super high frequency -
SHF
- 1cm r 30 GHz
Millimeterwellen extremely high frequency | -
EHF
- 1mm - 300 GHz
Ubersicht N-7. Antennengleichungen.
wirksame Antennenfléche 32
- Hertzscher Elementardipol Ay, = H
a2
Kugelstrahler Agx = in

aufgenommene Leistung der Empfangsantenne

Antennengewinn

;2
Pe=1:[i—} 6.6,

Antennengewinnmal
Freiraumddmpfungsmaf

Reichweite (quasioptische Sichtweite)

4nr
G=A4,/4,«
ag=101gG dB

a,=101g(B/P) dB

d=\2R /h+/h)

A,  wirksame Antennenfliche

G,, G, Gewinn Empfangs-, Sendeantenne
h,, h, Hohe Empfangs-, Sendeantenne
P Sendeleistung

s

Abstand zwischen Sende- und Empfangsantenne

r
R effektiver Erdradius, 8470 km
A Wellenldnge




N.3.3 Empfinger

Der Empféanger nimmt das fibertragene Signal
auf und verstdrkt es. Nach Demodulation wird
die Nachricht iiber einen Wiedergabewandler
der Senke zugefihrt.

Erfolgt die Ubertragung in der Originalfre-
quenzlage, wird zur Verstirkung ein Gerade-
ausempfinger eingesetzt, der auf die Signal-
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frequenz abgestimmt ist. Bei der Ubertragung
mit Hilfe eines modulierten hochfrequenten
Trégers wird meist ein Uberlagerungsempfin-
ger (Heterodyn-Empfang, Superhet) benutzt.
Durch Mischung des HF-Signals mit der
Schwingung eines lokalen Oszillators wird das
Signal in eine niedrigere Zwischenfrequenz
(ZF)umgesetzt und in der ZF-Lage weiter ver-
arbeitet (Bild N-10).

HF - Ver- Misch ZF - Ver- Demo-
starker Scher starker dulator
f,
> 7t > B
oTt oy Wy Wzp=wg-wrtoy

G Oszillator

Bild N-10. Uberlagerungsempfinger.
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Tabelle O-1. Wichtige Normen und Richtlinien.  Tabelle O-2. Thermodynamische Systeme.
Norm Bezeichnung Bezeichnung | Kennzeichen der | Beispiele
des Systems | Systemgrenzen
DIN 1343 Referenzzustand, Normzustand,
Normvolumen offen durchlissig fir | Wirmetibertrager,
DIN 1345 Thermodynamik; Formelzeichen, Materie und Gasturbine
Einheiten Energie
DIN 1953 Temperaturmessung .
DIN 5491 Stoffiibertragung; Diffusion und geschlossen | durchldssig fiir | geschlossener
Stoffiibergang, Grundbegriffe, Energie, Kihischrank,
GroBen, Formelzeichen, Kenn- undurchldssig Warmwasser-
eréBen fur Materie heizung, HeiBluft-
DIN 13 346 Temperatur, Temperaturdifferenz; motor
Grundbegriffe, Einheiten ] .
VDE/VDI 3511 | Technische Temperaturmessungen zcbhgli)ssen ;"‘L?:i El;g;bizsfnd Yr?::gsssszrgg
VDE/VDI 3512 | MeBanordnungen fiir Materie 8 8
Temperaturmessungen
adiabat undurchléssig rasche Kom-
fiir Materie pression in einem
und Wirme, Gasmotor
Die Thermodynamik befaB3t sich mit Energie- g?r°h1a5§lg,
umwandlungen unter besonderer Beriicksich- :rrbrer;fchamsche

tigung von Wirmeerscheinungen. In der phd-
nomenologischen Thermodynamik wird ein
System durch makroskopische Variable be-
schrieben, wihrend in der szatistischen Ther-
modynamik eine mikroskopische Betrach-
tungsweise angewendet wird. Die wichtigsten
Erkenntnisse der Thermodynamik sind in drei
Hauptsdtzen zusammengefafit.

0.1 Grundlagen
0.1.1 Thermodynamische Grundbegriffe

Systeme

Nach Art der Systemgrenzen werden verschie-
denartige Systeme unterschieden (Tabelle
0-2).

Zustand, Zustandsgrofien

Der Zustand eines Systems wird durch Zu-
standsgréBen beschrieben (Tabelle O-3).

Befindet sich ein System in einem Gleichge-
wichtszustand, dann nehmen die Zustandsgro-

Tabelle O-3. Beispiele fiir Zustandsgrifen.

thermische kalorische
Zustandsgrofen ZustandsgroBen
Druck p innere Energie U
Volumen vV Enthalpie H
Temperatur T Entropie S

Ben Z konstante Werte an. Wird von einem
Ausgangszustand 1 das System in den neuen
Zustand 2 dberfiihrt, dann ist die Anderung
der ZustandsgroBe

2
AZ=[dz=2,-7Z, (0-1)
1

unabhéngig von der Art der ProzeBfiihrung;
sie hiangt nur vom Anfangs- und Endzustand
ab. Wird ein Kreisprozef3 durchlaufen, so daB



nach einer Folge von Zustandsinderungen der
Anfangszustand wieder vorliegt, dann gilt

§dz =0; (0-2)

dZ totales Differential der ZustandsgroBe Z.

Prozefigrifien

Im Gegensatz zu den wegunabhéngigen Zu-
standsgroBen sind Wirme und Arbeit wegab-
héngige, d. h. von der Art der Proze3fiihrung
abhéingige Prozefigrifien. Differentiell kleine
GroBen von ProzeBgroBen, die nicht als tota-
les Differential schreibbar sind, werden im fol-
genden mit 6 gekennzeichnet, also z.B. 6Q
und 8W.

Spezifische und molare Grioflen

Thermodynamische GréBen, die von der Sub-
stanzmenge abhidngen, werden als extensive
GroBen (QuantitdtsgroBen) bezeichnet (z.B.
Volumen, innere Energie). Intensive GroBSen
(QualitatsgroBen) hingen nicht von der Sub-
stanzmenge ab, behalten also bei einer Zerle-
gung des Systems in Teilsysteme ihren Wert bei
(z.B. Druck, Temperatur). Wird eine extensive
GroBe X durch die Substanzmenge dividiert,
ergibt sich eine intensive Grofe (Tabelle O-4).

Atom- und Molekiilmassen
Die Masse eines Atoms m, oder Molekiils my

1st
©0-6) |

A, relative Atommasse (angegeben z.B. im
Periodensystem),

M, relative Molekiilmasse (Summe der relati-
ven Atommassen),

u atomare Masseneinheit,

my=Au, my=»Mu;

1
1u =—m, (*2C) = 1,66055 - 10~ 2" kg.

12

Fiir die Gesamtmasse m cines Einstoffsystems
gilt

m=Nmy=vM; O-7)

N Zahl der Teilchen (Molekiile, Atome)
eines Systems,

v Stoffmenge,

M Molmasse.
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Tabelle O-4. Spezifische und molare Grifien.

extensive intensive Groflen

Grofe molar spezifisch

X X, =X/v (0-3) {x=Xm 0O-4)
Zusammenhang:
X,=xmv)y=xM (0--5)

m Masse des Systems
v Stoff- oder Teilchenmenge
M Molmasse

Die Stoffmenge (Teilchenmenge) v wird ge-
messen in mol. Die SI-Basiseinheit 1 mol ist
die Menge eines Stoffs, der genau so viel Teil-
chen enthélt, wie Atome in 12,000 g 12C ent-
halten sind. Diese Zahl ist die Avogadrosche
Konstante N, = 6,022 -102* mol~'. Fiir die
Stoffmenge v gilt

v=N/N, =m/M; (0-8)

N Teilchenzahl des Systems,

N, Avogadrosche Konstante,

m Masse des Systems,

M Molmasse, d.h. Masse von v =1 mol des
Stoffes.

Die Molmasse M bestimmt sich aus der relati-
ven Atommasse 4, bzw. Molekiilmasse M, ge-
maf

LM = A, g/mol bzw. M = M, g/mol.(O-9)

0.1.2 Temperatur

Befinden sich zwei Korper auf verschiedenen
Temperaturen, dann findet bei Kontakt der
Korper ein Temperaturausgleich statt. Im
nullten Hauptsatz der Thermodynamik wird
formuliert:

Im thermodynamischen Gleichgewicht
haben alle Bestandteile eines Systems die-
selbe Temperatur.

Die physikalische Bedeutung der Temperatur
wird im Abschnitt O.2.2 beschrieben; die
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exakte Definition der thermodynamischen
Temperatur erfolgt im Abschnitt O.3.5.

Zur Definition einer Temperaturskala sind
zwei Fixpunkte erforderlich. Ein Fixpunkt ist
der absolute Temperaturnullpunkt, der nicht
unterschritten werden kann. Als zweiter Fix-
punkt wurde der Tripelpunkt (Abschnitt
0.4.3.2) des Wassers zu 273,16 K festgelegt.
Daraus folgt fiir die SI-Basiseinheit der Tem-
peratur:

1 Kelvin (1 K) ist der 273,16te Teil
der thermodynamischen Temperatur
des Tripelpunkts von Wasser.

Die Kelvin-Skala hat dieselbe Teilung wie
die dltere Celsius-Skala, deren Fixpunkte
Schmelz- und Siedepunkte von Wasser
(0°C  bzw. 100°C) beim Normdruck
p, = 101325 Pa sind. Es gilt folgender Zu-
sammenhang:

S _T_y534s:

e (0-10)

3  Celsius-Temperatur,
T Kelvin-Temperatur.

Fiir Temperaturdifferenzen gilt

A9 = AT.

(0-11”

Hinweise zur Temperaturmessung sowie eine
Zusammenstellung der relevanten DIN-
Normen finden sich in den VDE/VDI-
Richtlinien 3511 und 3512.

0.1.3 Thermische Ausdehnung

Festkdrper

Die meisten Festkorper dehnen sich bei Er-
warmung aus (Ubersicht O-1).

Der lineare Ausdehnungskoeffizient ist nur
ndherungsweise konstant. Bei groflen Tempe-
raturdifferenzen werden Mittelwerte gebildet
(Tabelle O-5).

Ubersicht O-1. Thermische Ausdehnung.

relative Al

Léngen- —=aAT (0-12)

dnderung !

absolute

Linge L=5L{t +a(T,— 1)) (0-13)

relative AV

Volumen- — =yAT, mit y =3« (0O-14)

dnderung 4

absolutes

Volumen | ¥,=V,l+3(T,~T)]  (0-15)
. Q

Dichte g(9)=n—9;§ xoo(1—=78) (0-16)

o Liangenausdehnungskoeffizient

¥ Raumausdehungskoeffizient

AT Temperaturdnderung

Linge bei der Temperatur T, bzw. T,
V,, ¥, Volumen bei der Temperatur 7, bzw. T,
¢(3) Dichte bei der Temperatur 3

2 Dichte bei der Temperatur 3, = 0°C

Tabelle O-5. Mittlerer linearer Lingenausdeh-
nungskoeffizient o einiger Festkiorper in ver-
schiedenen Temperaturbereichen.

10%« 10«

K! K™!
Temperaturbereich 0°C=9 0°Cg9

<100°C <500°C
Aluminium 238 27,4
Kupfer 16,4 17,9
Stahl C60 111 13,9
rostfreier Stahl 16,4 18,2
Invarstahl 0,9
Quarzglas 0,51 0,61
gewOhnliches Glas 9 10,2
Fliissigkeiten

Die Gln. (O—14) bis (O—16) in Ubersicht O-1
gelten auch fiir Flissigkeiten. Zahlenwerte des
kubischen Ausdehnungskoeffizienten sind in
Tabelle O-6 angegeben.

Gase

Bei einem Gas unter konstantem Druck exi-
stiert ein linearer Zusammenhang zwischen



Tabelle O-6. Raumausdehnungskoeffizient vy

einiger Fliissigkeiten bei der Temperatur
3=20°C.

Stoff 10%y in K1

Wasser 0,208

Quecksilber 0,182

Pentan 1,58

Ethylalkohol 1,10

Heizol 0,9 bis 1,0

Volumen und Temperatur (Gay-Lussacsches
Gesetz):

V(9)=Vo(1 +78); (0-17)
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(0-19)

Vv
— = konst.;
p 7= kons

p Druck,
T absolute Temperatur,
V'  Volumen des Gases.

Die Konstante auf der rechten Seite der Zu-
standsgleichung kann auf verschiedene Arten
ausgedriickt werden (Ubersicht O-2).

Die in Ubersicht O-2 aufgefiihrten Konstan-
ten sind:

— individuelle (spezifische, spezielle)
Gaskonstante R,

V(9) Volumen bei der Temperatur 3,
Vs Volumen bei der Temperatur 9, = 0°C,
y Raumausdehnungskoeffizient.

Fir alle Gase ist der Volumenausdehnungs-
koeffizient bei kleinem Druck (p — 0)

1

_ -1
y = 0,003661 K MEK

Ein Gas in diesem Zustand wird als ideales
Gas bezeichnet.

Mit der absoluten Temperatur T gilt

V(T)=V, FT bzw. V/T =konst., (0O-18)
4]

V(T) Volumen bei der absoluten Tempera-
tur 7,

Ve Volumen bei der absoluten Tempera-
tur T, = 273,15 K.

0.1.4 Allgemeine Zustandsgleichung
idealer Gase

Beim idealen Gas wird das Eigenvolumen der
Gasmolekiile sowie deren Wechselwirkungen
vernachldssigt. Die ZustandsgroBen p, V und
T eines idealen Gases gehorchen der Bezie-
hung

Pn . (0-27)

p, Normdruck (p, = 101325 Pa),
T, Normtemperatur (7, = 273,15 K),
¢, Dichte des Gases im Normzustand.

Jedes Gas hat eine individuelle Gaskonstante,
die sich von der anderer Gase unterscheidet.

— allgemeine (molare, universelle)
Gaskonstante R,

- Pn an _ J . _
R, = —7; = 8,31441 mol K (0-28)
V. Molvolumen eines idealen Gases im

mn

Normzustand (¥, = 22,414 dm*/mol).

Die allgemeine Gaskonstante hat fiir alle
idealen Gase denselben Wert.

— Boltzmann-Konstante k

k= —];T"‘ =1,3807 - 10" 23 J/K; (0-29)

A

N, Avogadrosche Konstante.
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Ubersicht 0-2. Zustandsgleichung idealer Gase.

Gasgleichung in Verbindung mit der
Masse Stoffmenge
extensiv pV=mRT (0-20) pV=vR,T (0-23)
pV=NkT (0-24)
intensiv pv=RT (0-21) pVa=R,T (0-25)
p=0RT (0-22) p=nkT (0-26)
p Gasdruck m Masse
V' Volumen ¢ Dichte (¢ = m/V)
v spezifisches Volumen (v = V/m) v Stoffmenge
V., Molvolumen (V,, = V/v) N Teilchenzahl
R, individuelle Gaskonstante n  Teilchenzahldichte (n = N/V)
R, allgemeine Gaskonstante T absolute Temperatur

k Boltzmann-Konstante

0.2 Kinetische Gastheorie 0.2.2 Thermische Energie und Temperatur

Fiir die Temperaturabhéngigkeit der mittleren

0.2.1 Gasdruck Geschwindigkeit v, gilt

Die Molekiile eines Gases sind in stindiger —
Bewegung. Bei jedem StoB auf die GefdB- Oy = \/? = \/3k T/my = ﬁRm T/M;

winde wird eine Kraft auf die Wand ausgeiibt. (0-32)
Der dadurch entstehende Druck kann fiir
ideale Gase berechnet werden (Grundgleichung

der kinetischen Gastheorie): k  Boltzmann-Konstante,
R, allgemeine Gaskonstante,
1IN 5 1 5 1 my Masse eines Molekiils,
P=§I7"1MU =§’1va =§Qv; M Molmasse,
T absolute Temperatur.
(0-30)
Die mittlere kinetische Energie eines Molekiils
p Druck, ist
N  Teilchenzahl,
n  Teilchenzahldichte (n = N/V'), ) )
V' Volumen, Epn =~ myt? =>- kT. (0-33)
my Masse eines Molekiils, 2 2
Dichte,

S

Mittelwert der Geschwindigkeitsquadrate. Diese Gleichung gilt fiir punktférmige Mole-

kiile, bei denen die kinetische Energie gleich-
méBig auf die drei Freiheitsgrade der Trans-

— lation (f = 3) verteilt ist. Mit der mittleren
vm =02 =/3p]e. (0-31) Energie je Freiheitsgrad

Fiir die mittlere Geschwindigkeit v, gilt

E;=-kT (0-34)




folgt fiir ein Gas, dessen Molekiile f Freiheits-
grade haben:

Ekin =Jf

2kT;

(0-35)

E,;, mittlere kinetische Energie eines Mole-
kiils,

f Zahl der Freiheitsgrade,

k Boltzmann-K onstante,

T  absolute Temperatur.

0.2.3 Geschwindigkeitsverteilung
von Gasmolekiilen

In einem Gas dndern sich infolge von St68en
stindig die Geschwindigkeiten der einzelnen
Gasmolekiile. Dennoch wird im zeitlichen
Mittel ein konstanter Bruchteil f(v)dv der
Gasmolekiile Geschwindigkeiten zwischen v
und v+ dv annehmen. Die Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung gibt dieses Verhilt-
nis an:

Hly my 02

3/2
fw)do = 4no? <m> e~ 2kT du;
(0-36)

f(v)dv Wahrscheinlichkeit, mit der Ge-
schwindigkeiten zwischen v und
v + dv auftreten,

My Masse eines Molekiils,

T absolute Temperatur,

k Boltzmann-Konstante.

Bild O-1 zeigt die Maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung bei verschiedenen Temperatu-
ren. Das Maximum der Funktion definiert die
wahrscheinlichste Geschwindigkeit v,

v, =/2kTimy=./2/30v,.

(0-37)

Die durchschnittliche Geschwindigkeit o ist

_ /8kT /8
b= = [—uv,.
Ty 3n

(0-38)
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2,0-10°
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’ S
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0 500 1000 1500 m/s 2000

Geschwindigkeit v

Bild O-1. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung fiir
Stickstoffmolekiile.
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0.3.1 Wirme

Die Temperatur eines Korpers (Systems) ist
ein MaB fiir die kinetische Energie, die in der
ungeordneten Bewegung seiner Molekiile
steckt (Abschnitt 0.2.2). Die Temperatur
kann demnach nur dadurch erhoht werden,
daBl dem Korper Energie zugefiihrt wird. Die
erforderliche Energie kann auf verschiedene
Arten zugefiihrt werden, beispielsweise in
Form mechanischer, elektrischer oder elektro-
magnetischer Arbeit. Eine spezielle Form der
Energielibertragung tritt auf, wenn zwei Kor-
per in Kontakt gebracht werden, die sich auf
verschiedenen Temperaturen befinden:

Energie, die aufgrund eines Temperatur-
unterschieds zwischen zwei Systemen aus-
getauscht wird, wird als Wdrme bezeich-
net.

Die Wirme flieBt stets vom System mit der
hoheren zum System mit der niedrigeren Tem-
peratur.

Falls keine Phaseniibergiinge (Abschnitt O.4)
stattfinden, ist mit einer Wérmeiibertragung
stets auch eine Temperaturinderung ver-
kniipft (Ubersicht O-3).

Molare Wiarmekapazititen von Gasen sind in
den Tabellen O-7 und O-8 zusammengestellt.
Weitere Werte finden sich in Tabelle P-1.
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Ubersicht O-3. Wiérmekapazitdten.

Wirme fir infinitesimal kleine Temperaturdnde-
rung:

30 =CdT (0-39)
spezifische Warmekapazitat
¢c=Clm (0—-40)
molare Wirmekapazitit
C,=Clv (0-41)
Wirme fiir endliche Temperaturdnderung:

T2 T2
Q‘2=m1!'c(T)dT=v Ij C.(T)dT (0-42)
Q,=me(T,—T)=vC, (T, — T) (0-43)

C Warmekapazitat, [C] =1 J/K

¢ spezifische Wiarmekapazitit [¢] = 1 J/(kg-K)
C,. molare Wirmekapazitit, [C,] = 1J/(mol-K)
¢ mittlere spezifische Wirmekapazitit

C,, mittlere molare Wirmekapazitit

m Masse des Systems

v Stoffmenge des Systems

T Temperatur

Die spezifische bzw. molare Wirmekapazitit
von Gasen hingt von der ProzeBfithrung ab.
Fiir zwei spezielle Randbedingungen, die
leicht realisierbar sind, werden Warmekapazi-
titen definiert:

- C,,C,y,c, isochore Wiarmekapazitit
fiir Wiarmeumsatz
bei konstantem Volumen,
=~ Cps Cpp, €, isobare Wirmekapazitit

fiir Warmeumsatz
bei konstantem Druck.

Wirmekapazititen werden mit Kalorimetern
gemessen. Beim Mischungskalorimeter befin-
det sich im Innern eines warmeisolierten
Dewar-GefiaBes eine Fliissigkeit (meist Was-
ser) der Masse m; und der spezifischen
Wirmekapazitit ¢, bei der Temperatur T, .
Wird ein Korper der Masse m, und der
Temperatur 7, eingetaucht, so kann aus der
Mischungstemperatur 7, und der Wirme-
kapazitdt Cy des Kalorimeters die spezifische

Ubersicht O-4. Erster Hauptsatz der Thermo-
dynamik.

differentiell: dU = 8Q + W (0-45)

integriert: AU=U,— U, = Q, + W, (0-46)

dU, AU  Anderung der inneren Energie
80, Q,, umgesetzte Wirme
SW, W,, tbertragene Arbeit

Vorzeichenregel: Warme und Arbeit, die dem System
zugefiihrt werden, erhalten ein positives Vorzeichen.
Vom System nach auBen abgegebene Energie ist
negativ.

Wirmekapazitit ¢, des Korpers bestimmt
werden:

= (myc; + CH(T,—T))

N A (©-44)

0.3.2 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Die kinetische Energie, die in der ungeordne-
ten Bewegung der Molekiile eines Systems
steckt, sowie die potentielle Energie der gegen-
seitigen Wechselwirkungen der Teilchen wird
zusammengefalBt zur inneren Energie eines
Systems.

In einem abgeschlossenen System bleibt
die innere Energie eines Systems konstant;
es gibt kein perpetuum mobile erster Art.

Die innere Energie U erfihrt eine Anderung
dU, wenn das System mit der Umgebung
Energie austauscht; dabei ist es unerheblich,
ob die Energie in Form von Wirme oder
Arbeit iibertragen wird. Der erste Hauptsatz
bilanziert die Anderung der inneren Energie
durch zu- oder abgefithrte Wirme und Arbeit
(Ubersicht 0-4).

Die innere Energie ist eine Zustandsgrifie
(Abschitt O.1.1). Sie hdngt nur vom augen-
blicklichen Zustand ab, nicht aber davon, wie
das System in diesen Zustand gelangt ist.

Beim idealen Gas besteht die innere Ener-
gie nur in der kinetischen Energie der



Molekiilbewegung. Nach Abschnitt 0.2.2
gilt

U=NEkin=N12:kT=ngmT=m§Ri;
(0-47)
U  innere Energie eines idealen Gases,
N Teilchenzahl,
v Teilchenmenge,
m Masse,
f Zahl der Freiheitsgrade,
E,;, mittlere kinetische Energie je Molekiil,
R,  allgemeine Gaskonstante,
R;  individuelle Gaskonstante,
k Boltzmann-Konstante,
T absolute Temperatur.

Fiir beliebige Zustandsinderungen ist die
Anderung dU der inneren Energie U eines
idealen Gases

dU =vC,,dT = me,dT; (0-47)

C,, isochore molare Wirmekapazitit,
¢,  isochore spezifische Warmekapazitit,
dT differentielle Temperaturinderung.

Volumendnderungsarbeit

Wird in einem geschlossenen System das Volu-
men eines Gases verdndert (Bild O-2), dann
ist das Differential der Arbeit dW = Fds aus-
driickbar als

W= —pdV. (0-48)

Bei einer Volumenénderung von V] auf V, gilt

V2
Wi, = -J p(V)dv; (0-49)

W,, Volumeninderungsarbeit,
p(V) Druckin Abhédngigkeit vom Volumen.

Die Volumenidnderungsarbeit entspricht
der Fliche unter der Kurve der Zustands-

dnderung im p, V-Diagramm.
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il F
— e
L]
~—I ds f=—
Bild O-2. Zur Bestii g der Vol inderungsar-

beit. A Kolbenfliche; F Kraft; p Druck; ds Weg-
element.

Enthalpie

Im Gegensatz zur inneren Energie benutzt
man bei Vorgingen mit isobarer Zustands-
dnderung (z.B. bei offenen Systemen) die
Enthalpie A.

H=U+pV; (0-50)

H Enthalpie,

U innere Energie,
p Druck,

V' Volumen.

Bei einer isobaren Zustandsinderung
(p = konst.) ist das totale Differential der
Enthalpie dH =dU + pdV. Mit dem ersten
Hauptsatz ergibt sich

dH|p=konsl. = 6Q |p=knns!. =V Cmp dT

=me,dT; (0-51)

dH|,-yone. Enthalpieinderung bei konstan-
tem Druck,

80 |,—kons. Wérmeumsatz bei konstantem
Druck,

Cps Cp isobare molare und spezifische
Wirmekapazitit,

v Stoffmenge,

m Masse,

dT Temperaturdnderung.

0.3.3 Wirmekapazitiit idealer Gase

Die Wirmekapazititen idealer Gase gehor-
chen einfachen GesetzméBigkeiten (Ubersicht
0-5).

Tabelle O-7 zeigt eine Zusammenstellung der
berechneten molaren Wirmekapazititen so-
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Ubersicht O-5. Wirmekapazitiiten idealer Gase.

isobare und Cop— Coy =R,

isochore
Wirme-
kapazititen

isochore
Wirme-
kapazititen

Einfluf} der
Freiheits-
grade der
Gasmolekiile

Isentropen-
exponent,
Adiabaten-

c,—c, =R,

_1dU

mv —

vdT’

S
T2

Rm’ Cmp=<

(0-52)

1dU

e,=— 2 (0-53)

v

mdT

’

5 + 1) Rm
(O-54)

(0-55)

(0-56)

exponent

R, R, allgemeine bzw. individuelle Gaskonstante
Stoffmenge

Masse

innere Energie

Zahl der Freiheitsgrade eines Molekiils

~aos <

wie des Isentropenexponenten fiir verschie-
dene Molekiilformen und mégliche Freiheits-
grade. Experimentelle Ergebnisse sind in
Tabelle O-8 angegeben.

Hinweise zur Berechnung der Wérmekapazi-
tat idealer Gase mit komplizierten Molekiil-
formen finden sich beispielsweise im VDI-
Wairmeatlas, Abschnitt Da. 7.1.

Tabelle O-8. Gemessene molare Wiirmekapa-
zitdten C,, einiger Gase beim Normdruck
Po = 1013 hPa und der Temperatur § = 20°C.

Gas Chy Cop %
J
mol-K | mol-K

Helium He 12,47 20,80 1,67
Argon Ar 12,47 20,80 1,67
Wasserstoff H, 20,43 28,76 1,41
Sauerstoff 0, 21,06 29,43 1,40
Stickstoff N, 20,76 29,09 1,40
Luft 20,77 29,10 1,40
Chlor Cl, 25,74 34,70 1,35
Kohlendioxid CO, 28,46 36,96 1,30
Schwefeldioxid SO, 31,40 40,39 1,29
Methan CH, 26,19 34,59 1,32
Ethan C,Hy | 43,12 51,70 1,20
Ammoniak NH; 27,84 36,84 1,31

Die AuBenseiterrolle von Cl, bei den zweiatomigen
Molekiilen (Tabelle O-8) kommt daher, daB in Chlor
bei 20 °C etwa die Hélfte der Molekiile sich wie starre
Hanteln und die andere Hilfte wie schwingende
Hanteln verhalt. Wahrend alle Molekiile die Frei-
heitsgrade der Translation (f = 3) besitzen, werden
die Freiheitsgrade der Rotation und der Oszillation
mit steigender Temperatur sukzessive angeregt.

In einem Festkorper schwingen die Atome um ihre
Ruhelagen in drei Raumrichtungen. Mit f=6
Schwingungsfreiheitsgraden je Atom folgt C,,, = 3R
=249 J/(mol - K). Dieses Ergebnis, als Dulong-
Petitsches Gesetz bekannt, gilt bei hohen Temperatu-
ren. Mit abnehmender Temperatur geht die Wérme-
kapazitit gegen null. In der Nihe des absoluten

Tabelle O-7. Freiheitsgrade, molare Wirmekapazititen C,, und Isentropenexponent x fiir ver-

schiedene Molekiilformen.

Molekiilform Symbol Freiheitsgrade Cov Cop X
Trans- | Rota- | Oszilla- | gesamt | J | T
lation tion tion mol-K | mol-K
punktférmig ® 3 - - 3 12,47 20,79 1,67
starre Hantel *—O 3 2 - S 20,79 29,10 1,40
schwingende Hantel o0 |3 2 2 7 29,10 37.41 1,29
mehratomig, starr /\ 3 3 - 6 2494 33,26 1,33
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Temperaturnullpunkts gilt C, ~ 7* (DEBYE, Ab-

schnitt V).

0.3.4 Spezielle Zustandsiinderungen
idealer Gase

Die wichtigsten Formeln fiir Zustandsidnde-
rungen idealer Gase sind in Tabelle O-9
zusammengestellt. Die Zustandsdnderungen
werden mit konstanter Stoffmenge v bzw.
Masse m durchgefithrt (geschlossenes Sy-
stem). Das Gas ist in einem Zylinder mit rei-
bungsfrei verschiebbarem Kolben einge-
schlossen (Bild O-2). Zu jeder Zeit sollen
Druck und Temperatur des Gases mit der
Umgebung im Gleichgewicht sein. Derartig
kontrollierte Prozesse sind reversibel (Ab-
schnitt O.3.6).

Die in Tabelle O-9 angegebenen Beziehungen
zwischen den thermischen Zustandsgréfien p,
V und T bei der polytropen Zustandsinderung
konnen als Verallgemeinerung der Beziehun-
gen bei den anderen Zustandsidnderungen auf-
gefaBt werden. Je nach Wahl des Polytropen-
exponenten n ergeben sich die Spezialfille

— Isotherme (n = 1),
— Isochore (n = w0),
— Isobare  (n = 0),
— Isentrope (n = %).

0.3.5 Kreisprozesse

Durchliuft ein System eine Folge von Zu-
standsdnderungen, so daBl der Endzustand
wieder mit dem Anfangszustand iiberein-
stimmt, dann liegt ein Kreisprozef vor. Je nach
Umlaufsinn im p, V-Diagramm unterscheidet
man rechts- und linksldufige Kreisprozesse
(Tabelle O-10).

Da die innere Energie U als ZustandsgroBe bei
einem vollstindigen Umlauf keine Anderung
erfahrt, lautet der erste Hauptsatz bei Kreis-
prozessen:

[§aU=0=§8W +§50=W+0; (O-57)]

W je Zyklus umgesetzte Arbeit,
Q je Zyklus umgesetzte Wirme.

Die umgesetzten Energiebetrdge treten im
p, V-Diagramm (Bild O-3) als Fliche der um-
fahrenen Figur auf.

Rechtslaufiger Carnot-Prozef

Der Carnotsche Kreisproze3 (Bild O-4) ver-
lauft zwischen zwei Isothermen und zwei
Isentropen. Er hat groBie theoretische Bedeu-
tung, weil er den gréBten thermischen Wir-
kungsgrad besitzt, mit dem Wirme in mecha-
nische Arbeit umgewandelt werden kann.

Die Energieumsitze auf den einzelnen Teil-
schritten sind in Tabelie O-11 zusammenge-
stellt. Die auftretenden Energiestrome sind im
Bild O-5 anschaulich dargestellt. Dem System
wird bei der hohen Temperatur 73 Wirme zu-
gefiithrt (Q,, = 05,); bei der tiefen Temperatur
T, gibt das System Wirme an die Umgebung
ab (Q,, = 04,). Je Umlauf wird die Nutz-
arbeit W abgegeben.

Das Verhéltnis von betragsmiBig abgegebener
Nutzarbeit | W| und zugefithrter Warme Q,,
wird als thermischer Wirkungsgrad n,, einer
Wirmekraftmaschine bezeichnet:

(Wi

= 0-58
7, 0. ( )

Mit den Gleichungen von Tabelle O-11 ergibt
sich fiir die Nutzarbeit je Zyklus

W=W,+ W+ Wi, + Wy
vV,
= —Vlen_‘t(TS_Tl)-
Vi

Mit der Wiarme Q,, = Q;, wird der thermi-
sche Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses
Hen, c*

L-T _

T,
Hin,c = T3

1___.
T’

(0-59)

T; Temperatur der Wirmequelle,
T, Temperatur der Wirmesenke.

Thermodynamische Temperatur

Der thermische Wirkungsgrad des Carnot-
Prozesses hangt nur von den Temperaturen
der beteiligten Warmebédder ab, nicht aber
vom Arbeitsmedium. Dadurch wird es mog-



Tabelle O-10. Eigenschaften von Kreisprozessen.

Umlaufsinn | rechtslaufig linksldufig

Bezeichnung | Kraftmaschinen- | Arbeitsmaschinen-
prozeB prozel

WirmefiuB | Warme wird bei | Wirme wird bei
hoher Tempera- | tiefer Temperatur
tur aufgenom- aufgenommen und
men und bei bei hoher Tempe-
tiefer Tempera- | ratur abgegeben.
tur abgegeben.

mechanische | Differenz von Differenz von ab-

Arbeit zu- und abge- und zugefiihrter
fithrter Wirme | Wirme wird als
wird als mecha- | mechanische Ar-
nische Nutzar- | beit zugefiihrt.
beit abgegeben.

Beispiele Verbrennungs- Kiltemaschine,
motor, Wirme- | Wirmepumpe
kraftmaschine

lich, die thermodynamische Temperatur stoff-
unabhingig zu definieren. Die Temperaturen
zweier Warmebdder lassen sich also (im Prin-
zip) dadurch vergleichen, daB der Wirkungs-
grad eines Carnot-Prozesses bestimmt wird,
der zwischen den Wirmebddern betrieben wird.
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Druck p

Volumen V

Bild O-3. Rechtslaufiger Kreisprozefs.
helle Graufliche: zugefiihrte Volumendnderungsarbeit,
gesamte Graufliche: abgegebene Volumendnderungs-
arbeit, umfahrene Fliche: Nutzarbeit.

Linksldufiger Carnot-Prozef8

Beim linksldufigen KreisprozeB3 treten Ener-
giestrome auf, die im Bild O-6 dargestellt sind.
Es sind zwei Betricbsweisen moglich: Kdlte-
maschine und Wirmepumpe. Die Leistungs-
zahlen fiir diese Arbeitsmaschinenprozesse
sind in Ubersicht O-6 zusammengestelit.

Technische Kreisprozesse

Kreisprozesse, die in realen Maschinen ablau-
fen, konnen durch idealisierte Vergleichspro-
zesse angendhert werden (Tabelle O-12). Die
Pfeile im p, V-Diagramm zeigen an, bei wel-

P3 L— 3
1=>2 2=>3 3=4 4 =>1
isotherme isentrope isotherme isentrope
Kompression Kompression Expansion Expansion
_f_— o= = =23 -V1 ? :_—_
EREE T
= % ERNE
Q = == Te==a|V;
%‘3, _—Isotherme T3 =L J=~ -
a Q T o
/ ;‘; Warmebad Warme- Waérmebad Warme-
/’ 34 T isolation T3 isolation
Wos
b ] 4
4
) W
Pe 2 Isotherme T
Q 1
Py + 12 fVV12 ]
Vs Vs A A Bild O-4. Carnotscher Kreisprozefs.

Volumen vV
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Warmequelle
Temperatur T3
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Wiérmemenge, die von der

Q,, Wéarmequelle dem

System zugefihrt wird

|
|
|
|
|
|
1

|

O -
/7—
4

/

/ Vg

[

] 1

{1

Warmekraftmaschine
d

abgegebene
mechanische
Nutzarbeit

W= —fpdv

—>

‘ Qab

Warmemenge, die vom
System an die Warme-

Warmesenke
Temperatur T1<T3

Bild O-5. Energieflufidiagramm beim rechtsliufigen

Carnot-Prozef.

senke abgegeben wird

Wérmesenke

L Temperatur T
Waéarmemenge, die vom
t Qu System an die Warme-

senke abgegeben wird

1
1
[

N Mo zugefuhrte

! CJ/\\__ g mechanische
i Arbeit

beitsmaschine W=—-$pdv

) Waérmemenge, die von der
f | Qu  warmequelle dem
System zugefihrt wird
l Wiérmequelle
Temperatur Ti<Ty

A

=~

Bild O-6. Energieflufidiagramm beim linksliufigen
Carnot-Prozefs.

Ubersicht 0-6. Leistungsziffer von Kdltemaschine und Wirmepumpe.

Kaltemaschine Wirmepumpe
Definition der < .
; . Qn Ou Q| _ 1Qasl
Leistungsziffer ¢ =g =g (0-60) by = Wf’ = Pb (0-61)
Leistungsziffer T, 7, 1
des C t-P; = 0-62 == 0-63
es Carnot-Prozesses e ¢ T ( ) ew.c T T, Tae ( )

Or

P zugefhrte Leistung
| Q.| abgegebener Warmestrom (an das Warmebad hoher Temperatur)

zugefiihrter Wiarmestrom (dem kalten Warmebad entzogen)

Tabelle O-11. Energieumsitze beim Carnot-

Prozefs.

ProzeB- Arbeit Wiirme

schritt

1->2 W, = 0, =
isotherme |vR, T,In(V}/V,) |—vR, T,In(V,/V),)
Kompres- | zugefiihrt abgegeben

sion

2 -3 Wy = -

isentrope | vC,, (T3~ T7)

Kompres- | zugefiihrt

sion

34 Wia = Qi =
isotherme | —vR_ T3In(V,/V3) [vR, T, In(V,/V3)
Expansion | abgegeben zugefithrt
4-1: Wy = -

isentrope | —vC,_ (T3 — 1))

Expansion | abgegeben

chen Zustandsidnderungen Wirme iibertragen
wird; die schraffierten Fldchen stellen die
Nutzarbeit dar.

0.3.6 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Reversible und irreversible Prozesse

Zustandsidnderungen eines Systems konnen
reversibel (umkehrbar) oder irreversibel (nicht
umkehrbar) sein.

Ein ProzeB ist reversibel, wenn bei seiner
Umkehr der Ausgangszustand wieder
erreicht werden kann, ohne daB} eine
Anderung in der Umgebung zuriickbleibt;
ist dies nicht mdglich, dann ist der ProzeB
irreversibel.
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Tabelle O-12. Technische Kreisprozesse.
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Bezeich- | p, V-Diagramm Einzel- thermischer
nung prozesse Wirkungsgrad
Kolben- | Verbrennungs- | Seiliger- 2 Isentropen, | 1, =
maschinen | motoren ProzeB 2 Isochoren, 1— T, -1,
1 Isobare T—T,+x(T,~Ty)
Otto- 2 Isentropen, 1
ProzeB 2Isochoren | #,=1— YR
1
()
Diesel- Q, 2Isentropen, |7, = AW 1
ProzeB3 p P 3 1 Isochore, . 72
1 Isobare - v, A
Vs Y,
4
7 Qab
v
HeiBluft- Stirling- p 3 2 Isothermen, T,
motor Prozel3 \ 2Isochoren |7ny,=1-— 7. = Mnc
3

Bei genauer Untersuchung zeigt es sich, daB
alle natiirlich ablaufenden Vorgéinge irreversi-

sind

bel sind. Reversible Prozesse sind nur ideali-

sierte Grenzfille. Reversible Zustandsinde-
rungen von Gasen (z. B. isotherme Expansion)
sind denkbar, wenn die ProzeBfithrung quasi-
statisch, d.h. iiber Gleichgewichtszustinde,

verlduft und wenn keine Reibung auftritt.

— Diffusion,
— Uberstromprozesse (freie Expansion),
— Wirmetibergang,
— geddmpfte Schwingungen.

Beispiele fiir irreversible Zustandsinderungen
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Tabelle O-12 (Fortsetzung)

Bezeich- | p, V-Diagramm Einzel- thermischer
nung prozesse Wirkungsgrad
Stromungs- | offene Joule- 2 Isentropen, T
maschinen | Gasturbine ProzeB 2Isobaren |ny=1-— Tl
2 x=1
--()°
2
geschlossene | Ericsson- Q. 2 Isothermen, T
Gasturbine ProzeB pi2| 3 2Isobaren |7y =1-— Tl =tn.c
3
Dampfkraft- | Clausius- 2 Isentropen, he—h b
anlagen Rankine- 2Isobaren |y =-—>—tx1 -4
Proze3 hy —hy h,
Koexistenzgebiet
v

Formulierungen des zweiten Hauptsatzes

Es sind viele Prozesse in Ubereinstimmung mit
dem ersten Hauptsatz denkbar, die aber nicht
realisierbar sind; sie verstoBen gegen den zwei-
ten Hauptsatz. Eine klassische Formulierung
lautet:

Es gibt keine periodisch arbeitende
Maschine, die Wirme aus einer Wirme-
quelle entnimmt und vollstindig in
mechanische Arbeit umwandelt.

Eine Maschine, die dies konnte, wird als per-
petum mobile 2. Art bezeichnet.

Die linksldufigen Kreisprozesse zeigen, dal3 es
unter Arbeitsaufwand moglich ist, Wirme
einem kalten Korper zu entziehen und bei

einer hoheren Temperatur wieder abzugeben
(Wirmepumpe). Dagegen gilt:

Wirme geht nicht von selbst von einem
kalten auf einen warmen Korper iber.

Entropie

Mit Hilfe des Entropiebegriffs ist es moglich,
den zweiten Hauptsatz mathematisch darzu-
stellen. Fiir den reversibel gefithrten Carnot-
schen KreisprozeB 1dft sich zeigen, daB die
Summe von zu- und abgefiihrter Wirme, je-
weils dividiert durch die Temperatur, bei der
die Warme umgesetzt wird, null ergibt:

Q12 Dsa _
=0,



Ubersicht O-7. Entropie.

Differential 50
der ds == (0-65)
Entropie T
Entropie- 2 50
differenz AS=S,—§ =[] == (0-66)
zwischen 1 T
zwel
Zustanden
Entropie- T, V.
differenz AS=v |:Cmv In2+R, In —2]
bei idealen I "
Gasen
=v |:Cmp1n %— len&]
1 Py
(0-67)

S Entropie, SI-Einheit [S] =1 J/K
30, reversibel umgesetzte Wirme
T, T, Temperatur
P1sP> Druck von Zustand 1 und 2
"n.v, Volumen
v Stoffmenge
R, allgemeine Gaskonstante
C,., C,. isobare bzw. isochore molare

Warmekapazitit

Diese Beziehung gilt etwas modifiziert fiir be-
liebige Kreisprozesse bei reversibler Fithrung:

§6Qrev =0.

- (0-64)

Die GroBe 6Q,., /T ist nach Gl. (O-2) das Dif-
ferential einer ZustandsgroBe, die als Entropie
S bezeichnet wird (Ubersicht O-7).

Der Nullpunkt der Entropie ist im Prinzip frei wihi-
bar. Haufig wird in der Technik die Entropie eines
Systems bei 3 = 0°C null gesetzt. Der dritte Haupt-
satz zeigt, daB die Entropie reiner Stoffe am absolu-
ten Temperaturnullpunkt null ist.

In adiabaten geschlossenen Systemen sind nur
solche Vorgidnge moglich, bei denen die Entro-

pie zunimmt:
(0—68)—’

Ldsg 0.

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible, das
GrofBer-als-Zeichen fiir irreversible Prozesse.
In abgeschlossenen Systemen verlaufen alle
Prozesse bei konstanter innerer Energie und
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absolute Temperatur 7
=~

S,=8; §,=S,
Entropie S

Bild O-7. T, S-Diagramm des rechtsldufigen Carnot-
Prozesses. W Arbeit; 1 bis 4 Zustandspunkte.

ansteigender Entropie. Wenn die Entropie ein
Maximum erreicht hat, liegt der Gleichge-
wichtszustand vor (Abschnitt O.4.3).

Aus der Definitionsgleichung fiir die Entropie
folgt, da in einem 7, S-Diagramm die rever-
sibel iibertragene Warme als Flache unter der
Kurve der Zustandsdnderung abgelesen wer-
den kann. Mit 8Q,,., = T dS ergibt sich

Q12,rev = TdS (0_69)

[T

Bild O-7 zeigt das Wirmeschaubild des
Carnot-Prozesses. Die zugefithrte Wirme @5,
entspricht der Fldche unter der Geraden 3 -4,
die abgegebene Wirme Q,, ist die Fliche un-
ter der Geraden 1-2. Die Nutzarbeit ent-
spricht wie beim p, V-Diagramm dem Fli-
cheninhalt der umfahrenen Figur 1 -2-3-4.
Der thermische Wirkungsgrad ist das Verhilt-
nis zwischen der umfahrenen Fliche und der
Gesamtfliche.

Statistische Deutung der Entropie

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen
der Entropie eines Systems in einem bestimm-
ten Zustand und der Wahrscheinlichkeit

der Realisierung dieses Zustandes. Nach
BOLTZMANN gilt
ﬁ: kInP; (0-70)J

S Entropie eines Systems,

k Boltzmann-Konstante,

P thermodynamische Wahrscheinlichkeit
des Zustandes.
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Der Entropieunterschied zweier Zustinde 1
und 2 ist

AS=S,— S, =kln(B/P).  (O-T1)

Da in abgeschlossenen Systemen natiirlich ab-
laufende Prozesse sowohl mit einem Anstieg
der Entropie als auch einer Abnahme des Ord-
nungsgrades verkniipft sind (z. B. Mischung
zweier vorher getrennter Gase), gilt:

Die Entropie ist ein MaB fiir den Grad der
Unordnung in einem System.

Exergie und Anergie

Die Erfahrung zeigt, daB nicht jede Energie in
beliebige andere Energieformen umwandelbar
ist. Wihrend sich z. B. die mechanische Ener-
gie (kinetische und potentielle) und die elektri-
sche Energie praktisch unbeschrinkt in an-
dere Energieformen umwandeln lassen, ist die
Umwandlung der inneren Energie oder der
Wirme in andere Energieformen durch den
zweiten Hauptsatz begrenzt. Der Anteil einer
Energie, der unter Mitwirkung der Umgebung
in jede andere Energieform umwandelbar ist,
wird als Exergie, der nicht umwandelbare An-
teil als Anergie bezeichnet. Es gilt folgende
Beziehung:

Energie = Exergiec + Anergie. '

Jede Energie 1dBt sich aufspalten in Exergie
und Anergie, wobei ein Anteil auch null sein
kann.

Als Beispiel soll die Exergie und Anergie der
Wirme betrachtet werden. Die Exergie der
Wirme ist jener Anteil, der sich in einem
rechtsldufigen, reversibel gefithrten Kreispro-
zeB mit der Umgebung als Warmesenke in
Nutzarbeit verwandeln 14B8t. Die Anergice ist
die Abwirme des Kreisprozesses. Die Exergie
E, einer bestimmten Wirmemenge Q bei der
Temperatur T ergibt sich aus Nutzarbeit eines
Carnot-Prozesses, der zwischen der Tempera-
tur T und der Umgebungstemperatur T, ab-
lauft (Bild O-8):

Ep=ncQ. ©0-7) |

Exergie

N
Anergie

by nc
1,0

0.8
06}
0.4

T

02r

1

0 1
0 200

TN N N N B SR
400 600 800 °C
4
Bild O-8. Exergie und Anergie der Wérme Q (t) bei

der Umgebungstemperatur T,.
a) Wirmeschaubild; b) Carnot-Faktor n. fir die
Umgebungstemperatur 9, = 20°C.

1

|
1200

ne ist der als Carnot-Faktor bezeichnete
thermische Wirkungsgrad des betrachteten
Carnot-Prozesses:

i ne=1-T,T. (0-T73) }

Die Anergie 4, der Warme Q betrigt

| 4p=00—n0). ©-74) |

Wie Bild O-8 zeigt, ist die Exergie der Wéarme
um so grofer, je hoéher die Temperatur 7 und
Jje niedriger die Umgebungstemperatur T, ist.

Zur Abschitzung der sinnvollen Ausnutzung
von Primdrenergie ist der exergetische Wir-
kungsgrad besser geeignet als der thermische:

| (= 1Wl/Eg s (0-75)
{ exergetischer Wirkungsgrad,
| W| Betrag der abgegebenen Nutzarbeit,

Eq ., Exergie der zugefithrten Wirme @, .



Tabelle O-13. Thermodynamische Potentiale.
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F=U~TS
freie Energie

thermodynamisches
Potential

(0-76) G=H-TS=U+pV-TS (0-77)

freie Enthalpie

Richtung spontaner Prozesse

irr

isotherm-isochores System:

isotherm-isobares System:

irr

dF£0 dG £ 0
Gleichgewichtsbedingung F = Min! G = Min!
Differentialquotienten p=—(OFpV), V = (0G/op);

S = —(0F/0T)y S = —(0G/oT),

Nach BAEHR 148t sich der zweite Hauptsatz
folgendermaBen formulieren:

— Bei allen irreversiblen Prozessen verwandelt
sich Exergie in Anergie.

— Nur bei reversiblen Prozessen bleibt die
Exergie konstant.

— Esist unmdglich, Anergie in Exergie zu ver-
wandeln.

0.3.7 Thermodynamische Potentiale

Durch Kombination von bereits bekannten
ZustandsgroBen lassen sich neue gewinnen.
Von besonderer Bedeutung sind die thermo-
dynamischen Potentiale (Tabelle O-13). Die
Potentiale geben die Richtung an, in der spon-
tane Prozesse (z. B. chemische Reaktionen) in
isothermen Systemen verlaufen. Fir das
Gleichgewicht thermodynamischer Systeme
sind die Minimalbedingungen entscheidend
(Abschnitt 0.4.3).

0.3.8 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik

Entropieunterschiede verschiedener Phasen
eines Stoffes verschwinden bei Anndherung an
den absoluten Temperaturnullpunkt:

lim AS=0.

T-0

(0-78)

Dieses Nernstsche Wirmetheorem wurde von
PLANCK erweitert:

lim $§=0.
T—0

Die Entropie reiner Stoffe ist am absoluten
Temperatur-Nullpunkt null.

(0-79)

Eine Konsequenz aus dieser Festlegung ist:

Der absolute Temperaturnullpunkt ist
nicht erreichbar.

0.4 Reale Gase

Sind die Wechselwirkungen zwischen den
Gasmolekiilen nicht mehr zu vernachléssigen,
so handelt es sich um reale Gase. Die spezifi-
sche Gaskonstante R; wird mit dem Realgas-
faktor Z korrigiert, um diese Wechselwirkun-
gen zu beschreiben (Ubersicht O-8).

0.4.1 Van-der-Waalssche Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung pV, = R, T (Uber-
sicht O-2) ist bei realen Gasen um folgende
zwei Korrekturglieder zu ergénzen:

— Binnendruck (a/V;?). Er trigt den Anzie-
hungskréften (Kohédsion) zwischen den
Gasmolekiilen Rechnung.

— Kovolumen (b). Es beschreibt das Eigen-
volumen der Gasmolekiile.

Ubersicht O-9 zeigt den Verlauf von Isother-
men der Van-der-Waalsschen-Zustandsglei-
chung (fiir CO,). Die schraffierten Teile sind
nicht realistisch. Im ganzen grau unterlegten
Gebiet (Koexistenzgebiet) sind die gasformige
und die flissige Phase gleichzeitig vorhanden.
Der hochste Punkt des Koexistenzgebietes ist
der kritische Punkt mit der kritischen Tempe-
ratur 7, dem kritischen Druck p, und dem
kritischen Volumen V,,, .
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Ubersicht 0-9. Van-der-Waalssche Zustands-
gleichung, Verlauf im p, V-Diagramm fiir CO,.

Ubersicht 0-8. Dichte realer Gase und Real-
gasfaktor.

Dichte idealer Gase

P

Q:ﬁ

Dichte realer Gase

_»
ZRT

Q

Verlauf des Realgasfaktors von Luft

1,1 —

N

R —
0,7 \

o
©

Realgasfaktor Z
(=]
©

o
o

van-der-Waalssche Zustandsgleichung

<p+;7)(Vm—b):RmT

m

Isothermen fir CO, im p, V-Diagramm

\ \
Kritischer Punkt

Gebiet des
idealen Gases

01 02 03 0.4 05

Vini! Molvolumen Vi,

Dichte eines Gasgemisches
oV

0 ==

14

Druck

individuelle Gaskonstante
Temperatur

Volumen

Volumen des i-ten Gases
Realgasfaktor

Dichte

¢ Dichte eines Gasgemisches

NS <N

LS

kritische Werte

8a a
V.=3b, T, =-——!; = —
R A 7.7 L T
PV 3 PV 3
Ok ‘mk _ 2 p .z _FkTmk_ 2
T, g tm 4k R.T, 8

V.
a=3p Vi b=‘—;k

a, b van-der-Waalssche Konstante
p,p  Druck bzw. kritischer Druck
" allgemeine Gaskonstante
7,7, Temperatur bzw. kritische Temperatur
molares Volumen
V.«  kritisches molares Volumen
Z, Realgasfaktor am kritischen Punkt

m
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Tabelle O-14. Kritische Temperatur T, kritischer Druck p, sowie van-der-Waalssche Kostanten a

und b verschiedener Stoffe.

Stoff T, Py a b
N-m* m?
MP. 10° — 1072
4 0 kmo}? kmol

Elemente
Wasserstoff (H,) 33,240 1,296 0,2486 2,666
Helium (He) 5,2010 0,2275 0,0347 2,376
Stickstoff (N,) 126,20 3,400 1,366 3,858
Sauerstoff (O,) 154,576 5,043 1,382 3,186
Luft 132,507 3,766 1,360 3,657
anorganische Verbindungen
Chlor (Cl,) 417 7,70 6,59 5,63
Wasser (H,0) 647,30 22,120 5,5242 3,041
Ammoniak (NH;) 405,6 11,30 4,246 3,730
Kohlendioxid (CO,) 304,2 7,3825 3,656 4,282
organische Verbindungen
Methan (CH,) 190,56 4,5950 2,3047 4,310
Propan (C;Hy) 370 4,26 9,37 9,03
Butan (C,H,,) 425,18 3,796 13,89 11,64
Gase lassen sich durch Druck nur unterhalb  temperatur 146t sich aus der van-der-

der kritischen Temperatur T, verflissigen
(Tabelle O-14).

0.4.2 Gasverfliissigung
(Joule-Thomson-Effekt)

Bei einem realen Gas ist wegen der zwischen-
molekularen Wechselwirkungen (Kohésions-
krifte) und des Eigenvolumens der Molekiile
die innere Energic U volumen- und druck-
abhdngig. Wird deshalb ¢in reales Gas ohne
Warmetibertragung (adiabat) und ohne Ar-
beitsverrichtung (Drosselung) entspannt, dann
kiihlt es sich ab (Joule-Thomson-Effekt). Zur
Uberwindung der zwischenmolekularen An-
ziehungskrifte mufl Energic aufgewendet wer-
den, die aus dem Vorrat der inneren Ener-
gie genommen wird. Die druckbezogenen
Temperaturdifferenzen betragen fiir Luft
AT/Ap = 2,5K/MPa und fiir Kohlendioxid
AT/Ap = 7,5K/MPa. Eine Abkiihlung tritt
nur ein, wenn die Anfangstemperatur unter-
halb der Inversionstemperatur T, ist (Luft:
490 °C, Wasserstoff: — 80°C). Die Inversions-

Waalsschen-Zustandsgleichung berechnen:

T, 2a/(R,b).

In der Praxis wird in einer Kéltemaschine
nach dem Linde-Verfahren Luft mit 20 MPa
iiber ein Drosselventil auf etwa 2 MPa ent-
spannt. Dabei entsteht eine Abkiihlung
von (20 MPa — 2 MPa) - 2,5 K/MPa = 18 MPa
-2,5 K/MPa = 45 K. AnschlieBend wird die
Luft in einem Kompressor wieder auf 20 MPa
verdichtet, und der ProzeB liuft erneut ab.

Um zu tieferen Temperaturen zu gelangen, als
es der Joule-Thomson-ProzeB ermdéglicht,
miissen magnetische Effekte herangezogen
werden (adiabate Entmagnetisierung von
Molekiilen, Atomen oder Atomkernen). In
ihnen werden geordnete Strukturen (magneti-
sche Bereiche) in ungeordnete liberfithrt. Da-
durch wird dem Stoff Wirme entzogen.
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Ubersicht O-10. Technisch bedeutsame Temperaturen.

Adiabate
Adiabate Entmagneti-
Entmagneti- sierung der Joule-
sierung der Molekular- Thomson-Effekt
Kernmagnete bzw. Atomar-
magnete

Schmelzpunkte

\ Kalium- . [
Chrom- Cerium-

l Wasser  Gold

Alaun  fluorid He Ho No Luft Eis  sieden schmelzen
N p

—
0,05 013 084 42 20 7779 273 3713 1336

‘ ‘ Siedﬂimpe'fa‘“f (d’”'mm‘) ‘ L u . ¢ ‘ T ‘

106 103 102 101 1 10

Temperatur T ———w

102 103 K 104

Ubersicht O-11. Phaseniibergdnge und spezifische Enthalpie als Funktion der Temperatur.

Phasentiberginge und Enthalpien

nach fest fliissig gasformig

von

fest Modifikationsdnderung Schmelzen Sublimieren
(Modifikationsenthalpie (Schmelzenthalpie (Sublimationsenthalpie
AHy) AH) AHg, = AHg + AH,)

fliissig Erstarren - Sieden
(Erstarrungsenthalpie (Verdampfungsenthalpie
— AHy) AHy)

gasformig Desublimieren Kondensieren -
(Desublimationsenthalpie (Kondensations-
—AHg,, = —AHg — AH\) enthalpie —AH,)

Temperaturverlauf der spezifischen Enthalpie (Wasser)

spezifische
Verdampfungsenthalpie
~ =
S Siede- Druck p= 1013 hPa Ah, = 2057k
5 punkt 3gg | kg
> 373 -1 spezifische I
g— KT Schmelzenthalpie | |
|
2 3201 Ah =338 /] !
Schmelz- 5g1 | 9 ! !
punk 273 — latente \[
Warme !
2401 . i |
| i
200 : F— !
10 Y100 t toookd |
85 419 837 kg 3094

spezifische Enthalpie h
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Tabelle O-15. Schmelz- und Verdampfungstemperaturen sowie spezifische Schmelzenthalpie Ahg
und spezifische Verdampfungsenthalpie Ahy verschiedener Stoffe beim Normdruck p, = 1013 hPa.

Stoff Schmelzen Verdampfen
3 Ahg ) Ahy,
°C kJ/kg °C kJ/kg
Elemente
Wasserstoff (H,) —259,15 58,6 —252,75 461
Helium (He) -270,7 3,52 —268,94 20,9
Stickstoff (N,) —~209,85 25,75 —195,75 201
Sauerstoff (O,) —218,75 13,82 —182,95 214
Luft —213 ~192,3 197
anorganische Verbindungen
Chlor (Cl,) —100,95 90,4 — 34,45 289
Wasser (H,0) 0,00 335 100,00 2257
Ammoniak (NH,) — 80 339 — 3345 1369
Kohlendioxid (CO,) — 56,55 184 — 78,45 574
organische Verbindungen
Methan (CH,) —182,45 58,6 —161,45 510
Propan (C;Hy) —187,65 80,0 — 42,05 426
Buthan (C,H,,) —138,35 71,5 — 0,65 386

Tuabelle O-16. In der Technik gebrduchliche
Kiltemischungen.

Kailtemischung Erstarrungs-
temperatur 3
°C

100 g Wasser

+ 23 g Ammoniumchlorid —16

100 g Wasser

+ 143 g Calciumchlorid -55
100 g Wasser

+ 84 g Magnesiumchlorid —34
100 g Wasser

+ 31 g Natriumchlorid -21

0.4.3 Phasenumwandlungen

Eine Phase ist ein rdumlich abgegrenztes Ge-
biet mit gleichen physikalischen Eigenschaften.
Die Phasen fest, fliissig und gasférmig werden
auch Aggregatzustinde genannt. Allen Pha-
senitbergdngen ist gemeinsam, dall Wirme zu-
oder abgefiihrt werden muB} (latente Wirme),
ohne daB sich die Temperatur dndert (z.B.

dient die Energiezufuhr bei der Umwandlung
der festen in die fliissige Phase dazu, das Fest-
korpergitter aufzubrechen). Die bei konstan-
tem Druck und konstanter Temperatur zuge-
fiihrte Wéarme erhoht die Enthalpie der
Substanz: Hyjee = Hieo + AH,. AH, wird als
Schmelzenthalpie bezeichnet.

Wird ein fester Korper in einer Flissigkeit ge-
16st, dann wird die dazu bendtigte Warme-
menge der Fliissigkeit entzogen; sie kiihlt ab.
Damit konnen tiefere Temperaturen (Kélte-
mischungen) oder niedrigere Erstarrungs-
punkte (z.B. von Wasser) erreicht werden
(Tabelle O-16).

0.4.3.1 Thermodynamisches Gleichgewicht

Gleichgewicht herrscht in einem System, wenn
der physikalische Zustand des Systems gleich-
bleibt. Ein stabiles Gleichgewicht liegt vor,
wenn die treibenden Krifte verschwinden
(z.B. Minimum der potentiellen Energie in der
Mechanik). Je nach Systemzustand treten in
der Thermodynamik fiinf Gleichgewichtszu-
stinde auf (Tabelle O-17).
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Tabelle O-17. Gleichgewichtsbedingungen.

1sobar isochor isotherm adiabat
dp =0 dr=0 dT =0 dU =0 80 =0
Maximum der
Entropie
d5 =0
Minimum der I
freien Enthalpie
dG =0
Minimum der
freien Energie
dF=0
Minimum der
Enthalpie
dH <0
Minimum der
inneren Energie
dU =0
Enthalpie H
freie Enthalpie — G = U+ pv — TS
freie Energie F
F  freie Energie F=U~—-TS) T Temperatur
G freie Enthalpie (G=U+pV —TS) S Entropie
H Enthalpie (H=U+ pV) U innere Energie
p Druck V' Volumen

Bei den Ubergingen gasformig-fliissig und
flissig-fest sind die Driicke von der Tempera-
tur abhangig. Sie werden durch Dampfdruck-
kurven bzw. Schmelzdruckkurven beschrieben
(Ubersicht O-12). Wie beispielsweise  die
Dampfdruckkurve zeigt, steigt der Siedepunkt
mit zunechmendem Druck.

Der Siedepunkt eines Ldsungsmittels steigt
um die Siedepunktserhdhung A9, wenn in ihm
ein Stoff gelost wird.

m .

A3 =E ;
my M,

E ebullioskopische Konstante
(Tabelle O-18),
m, m;; Masse der geldsten Substanz bzw. des
Losungsmittels,
M,  relative Molekiilmasse der geldsten
Substanz.

Tabelle O-18. Ebullioskopische Konstanten.

Losungsmittel ebullioskopische
Konstante £
103K

Ammoniak 0,34

Wasser 0,52

Ethanol 1,07

Diethylether 1,83

Schwefelkohlenstoff 2,29

Benzol 2,64

Essigsdure 3,07

Chloroform 3,80

Tetrachlorkohlenstoff 4,88




Ubersicht O-12. Dampfdruck- und Schmelz-
druckkurve.

Gleichgewicht fliissig — gasformig

120
& hPaf
¥ 1007 flussiger
= sot Bersich
"é ]
3 60 Dampfdruckkurve
§ 40| von Wasser
.§> 20l gasférmiger
T | Bereich
w 1 i L
0 10 20 30 40 °C 50

Temperatur ¢

Steigung der Dampfdruckkurve
dp, AH,

_ my

a7~ (VP =V T

ln(p’)— AH"“+c
s 0. B RmT

Dampfdruckkurve vieler Substanzen

ln(pj): —%—b n(T/Ty) + ¢

ps ~ e RaT

Gleichgewicht fest — fliissig

Steigung der Schmelzdruckkurve
dp, AH,

ms

Hﬂ = (Vmﬁ _ V:est) T

Der Kurvenverlauf ist dhnlich dem bei
flilssig — gasformig, aber steiler, da

Volumeniinderung V! — V¥t kleiner.

substanzabhéngige Konstanten
AH, molare Schmelzenthalpie
AH_, molare Verdampfungsenthalpie
Pe Schmelzdruck
Dy Sattigungsdampfdruck
Pso Sattigungsdampfdruck bei T,
molare Gaskonstante
R_ = 8314]/(mol - K)
T Temperatur
molares Volumen Dampf
VF molares Volumen Flissigkeit
molares Volumen fest
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0.4.3.2 Koexistenz dreier Phasen

Die Phasengrenzen zwischen den Aggregat-
zustidnden fest, flissig und gasformig sind
vom Druck p, der Temperatur 7 und vom
Volumen V abhingig. Dies beschreibt ein
Zustandsdiagramm, wie es Bild O-9 zeigt. Die
grauen Gebiete sind Gleichgewichtsgebiete
zwischen Festkorper und Fliissigkeit (1),
Fliissigkeit und Gas (2) sowie Festkdrper und
Gas (3). Im Tripelpunk: Ty, stehen die feste, die
fliissige und die gasformige Phase im Gleich-
gewicht. Der Tripelpunkt des Wassers dient
zur Festlegung der Temperatureinheit Kelvin
(Ty, = 273,16 K; pr, = 612 Pa).

Die Gibbssche Phasenregel beschreibt die An-
zahl der physikalischen Gré8en (z. B. Druck p
und Temperatur 7T'), die frei variierbar sind,
um einen bestimmten Zustand einzustellen:

f=k+2-P; ]

S Anzahl der Freiheitsgrade,

k Anzahl der unabhidngigen chemischen
Komponenten,

P Anzahl der Phasen.

0.4.4 Dimpfe und Luftfeuchtigkeit

In der Klimatechnik werden vor allem Luft-
Wasserdampf-Gemische berechnet und die An-
lagen entsprechend ausgelegt. Dabei werden
vor allem Luftmassen befeuchtet oder ge-
trocknet (Ubersicht O-13).

Fiir klimatechnische Berechnungen werden
Mollier-Diagramme verwendet (Bild O-10).
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starren

schmelzen

320

MPa
2 |
10 g Py = 7,38 MPa
< T, =3042K
S/ Schmelzen kg
N L p=4661—%
-—5 flissig m
101 fest cg Erstarren K
_3 fg (\)0\‘\‘“‘“6
S oa‘“‘)‘d Verdampfen
(=) -—
1 - Kondensieren
& -
N Tr P, =0,52MPa
. &QS*' T5, =216,6K
10711 .\00(9 Sublimieren
& gasférmig
& Desublimieren
102" — ;
170 200 230 260 290
absolute Temperatur 7

Bild 0-9. Zustandsdiagramm (a) und p, T-Diagramm (b) fiir CO,
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Ubersicht O-13. Aufgaben der Klimatechnik  Ubersicht O-13 (Fortsetzung)

und ihre physikalischen Griflen.

Dichte der feuchten Luft gg

Aufgaben | Befeuchten Trocknen 0L = 0 + 0p
technische _ 1P —pp + o
Losung e =7 Rin, Rip
Mischung von Zufuhr Zufuhr i :
Luftmassen feuchter trockener spezifische Enthalpie feuchter Luft sy
Luft Luft hpy = hpy + xhy
Wirmezu- bzw. Temperatur- | Temperatur- hp, gy, by spezifische Enthalpie des
-abfuhr absenkung erhéhung Wasserdampfs, der feuchten Luft,
der trockenen Luft
Wasserzu- bzw. Wasserzufuhr | Wasserentzug Mg, Mg Masse des Wasserdampfs bzw. der
-abfuhr (durch Ein- (durch Ab- trockenen Luft
spriithen) kiihlen unter Pps> PrLs Pr. Druck des Wasserdampfs, der
Taupunkt) feuchten Luft, der trockenen Luft

Druck der feuchten Luft pg,

Pri=PrLtPo

Ds Séttigungsdampfdruck
Ry, R individuelle Gaskonstante des
Wasserdampfs bzw. der trockenen

absolute Luftfeuchtigkeit ¢,

@ =mp/Ver

relative Luftfeuchtigkeit ¢

® = pplps

Luft
T absolute Temperatur
Ve Volumen der feuchten Luft
X Feuchtegrad
@, 0, relative bzw. absolute Luftfeuchtigkeit

0p» @rL> 01 Dichte des Wasserdampfs, der
feuchten Luft, der trockenen Luft

Feuchtegrad x

X = mp/my

Feuchtegrad x

400 2 4 8 8 10 12 14 gkg 18
3(;_'; \00\0 %0°|K 30°];>< 4‘0'%0/
Y 507°
30 > 69°/‘;/
0%,
25 / Boolo.lﬁog
‘3 20 ] s0 Kk
g 15 / _— 50
g / 40
£ 10
|2 30 \‘)\a\"
0 10 oi§

-10
-15 L7 -10

<0

Bild O-10. h, x-Diagramm nach MOLLIER fir feuchte Luft bei p = 1013 Pa
( VDI-Richtlinie 2067, Blatt 3).
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Die Wirmeiibertragung befalBt sich mit dem
Ubergang der Wirmeenergie von Fluiden auf
feste Trennbauteile oder zwischen unter-
schiedlichen Bereichen in Fluiden oder Fest-
korpern sowie dem Wéirmetransport durch
Festkorper, stehende Fliissigkeiten und Gase,
wenn raumliche Temperaturunterschiede vor-
handen sind. Wairmeleitung, Konvektion und
Wirmestrahlung sind die Mechanismen der
Wirmeiibertragung (Ubersicht P-1). Charak-
teristisch ist dabei der jeweilige Wdirmeiiber-
gangskoeffizient fiir die Wiarmeiibertragungs-
situation; im allgemeinen héngt dieser sowoh!
von der Zeit, aber auch von den duBeren Ein-
fluBgroBen, wie z.B. von Geometrie, Stoff-
werten und Temperatur, ab.

Die Stoffiibertragung umfait das Gebiet des
Stofftransports in Fluiden unter dem EinfluB
von Dichteunterschieden oder Druckgradien-
ten. Diffusion bezeichnet dabei den Stoff-
transport einer Stoffkomponente in einem
Fluidgemisch, wenn &rtliche Konzentrations-
unterschiede vorhanden sind. Konvektion

Ubersicht P-1. Wirmeiibertragungsmechanismen.

wiederum ist ein Stofftransport im Fluid, der
mit einer gleichzeitigen Wirmeibertragung
verkniipft ist.

P.1 Wirmeleitung

Das Fouriersche Grundgesetz des Wirmetrans-
ports beschreibt den Zusammenhang zwischen
der Ursache eines Wiarmetransports, einem
rdumlichen Temperaturgefille in einer Raum-
richtung und dem dadurch bewirkten Warme-
strom durch eine Grenzfliche senkrecht zur
Temperaturgradientenrichtung:

) 09

Ja=—4 P (P-1)
Ja Wirmestromdichte,
A Wirmeleitfahigkeit,
n Raumrichtung,

03/0n Temperaturgradient in Raumrichtung n.

[ Wirmetbertragung l

Wirmeleitung

Konvektion

Wairmestrahlung

SO

N

NN

Energietibertragung gekoppelter
Gitterschwingungen
(Phononentransport) und durch
bewegliche Ladungstrager

(freie Elektronenbewegung)

Wirmetbertragung durch die
freie oder erzwungene Strémung
von Materie (Massentransport)

Wirmeibertragung durch
elektromagnetische Strahlung
(Photonentransport)




Tabelle P-1. Wirmetechnische Stoffwerte.
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Stoff 9 Q o A a

. 4 kg J W s m*

C 10 m? kg-K m-K 10 $
Festkorper
Aluminium 20 2,70 920 221 88,89
Eisen 20 7,86 465 67 18,33
GrauguBl 20 ca. 7,2 545 ca. 50 ca. 13
Stahl 0.6 C 20 7,84 460 46 12,78
Gold 20 19,30 125 314 130,57
Kupfer 20 8,90 390 393 113,34
Schamottestein 100 1,7 835 0,5 0,35
Normalbeton 10 2,4 880 2,1% 1,0
Gasbeton 10 0,5 850 0,228 0,5
Ziegelstein 10 1,2 835 0,5% 0,5
Eis 1} 0,92 1930 2,2 1,25
Schnee 0 0,1 2090 0,11 0,53
Fichtenholz 10 0,6 2000 0,13% 0,11
Polystyrol fest 20 1,05 1300 0,17 0,125
Glas 20 2,5 800 0,8 0,4
Schaumglas 10 0,1 800 0,045} 0,6
Mineralfaser 10 0,2 800 0,04% 0,3
Kies 20 1,8 840 0,64 0,42
Flissigkeiten
Wasser 20 0,998 4182 0,600 0,144
Wirmetrigerol 20 0,87 1830 0,134 0,084
Kéltemittel R12 —20 1,46 900 0,086 0,065
Ethanol 20 0,789 2400 0,173 0,091
Heizol 20 0,92 1670 0,12 0,078
Quecksilber 0 13,55 138 0,143 5,62
Gase
Luft 20 0,00119 1007 0,026 21,8
Kohlendioxid 0 0,00195 827 0,015 9,08
Wasserdampf 150 0,00255 2320 0,031 5,21
Helium 0 0,00018 5200 0,143 153
Wasserstoff 0 0,00009 14050 0,171 135

9 Temperatur
¢ Dichte

¢, spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck

A Warmeleitfahigkeit (R Rechenwert DIN 4108)
a Temperaturleitfahigkeit

Die Wirmeleitfihigkeit ist eine Stoffkonstante
des Wirmekontakts zwischen den Bereichen
unterschiedlicher Temperatur. Die Werte der
Wirmeleitfahigkeit sind sehr unterschiedlich;
bei ruhenden Gasen besonders niedrig, bei
elektrisch gut leitenden Metallen besonders
hoch (Tabelle P-1). Wirmeddmmstoffe sind
porosierte, luft- oder schwergasgeschdumte

sowie faserartige Stoffe mit einer Warmeleit-
fihigkeit A < 0,1 W/(m-K). Die Wirmeleit-
fihigkeit ist abhingig von der Dichte, der
elektrischen Leitfdhigkeit, der Temperatur
und dem Feuchtegehait des Materials. Zur
Beurteilung des Wiarmeschutzes im Hochbau
diirfen daher nur Rechenwerte der Wirmeleit-
fahigkeit g benutzt werden, welche entspre-
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chende Zuschlige zu den experimentell im
trockenen Zustand bei 10 °C bestimmten Wer-
ten enthalten. Fiir einige Abhdngigkeiten der
Wirmeleitfahigkeit lassen sich Ndherungsglei-
chungen angeben (Tabelle P-2).

Der Wiarmetransport durch Wirmeleitung in
FestkOrpern, stehenden Fliissigkeiten und
ruhenden Gasen beschreibt die Fouriersche
Differentialgleichung fiir die Wirmeleitung
und das Temperaturfeld im Wirmeleiter:

Wirmestromdichte
Vo | gy | Ve
¢ at ~/- <6x oy "oz
Temperaturfeld
L (0 2
o “\ox? " 8yr  0z2
stationdr  09/0t,=0
wirmequellenfrei f/ = 0
(Laplace-Gleichung)
0?9 023 %29
ax2+a—y2+§—07 (P-2)

89/dr zeitliche Anderung der Temperatur,

2%9/0x?, 929/dy?, 8*9/0z% raumlicher
Differentialquotient des Temperatur-
feldes 8(x, v, z, 1),

0qx/0x, 0j4y/0, 8jy,/0z rdumliche
Gradienten der Wirmestromdichte,

f Energiedichte der internen Wirme-
quellen und Wirmesenken,

¢ spezifische Warmekapazitit,

0 Dichte,

N Wairmeleitfahigkeit.

Rand- und Anfangsbedingungen bestimmen
die Losungen dieser partiellen Differential-
gleichungen der Wirmeleitung. Losungen
der stationidren, wirmequellenfreien Laplace-
Gleichung sind fir die einfachen Geometrien
der Platte, des Zylinders und der Kugel ge-
schlossen angebbar (Tabelle P-3). Fiir die wir-
metechnische Planung von wirmegeddmmten
Bauteilen im Hochbau ist besonders der Spe-
zialfall der ebenen ausgedehnten Platte von
Bedeutung (Tabellen P-4 und P-5).

Tabelle P-2. Abhdngigkeit der Wirmeleit-
fahigkeit.
Stoffgruppe Wirmeleitfdhigkeitsabhdngigkeit
g V2
Metalle A=245-10" 2 Tx
Wiedemann-Franzsches Gesetz
Isolatoren =3ecq oy
Ai~T3 (T<kTy)
I~T Y (T>T)
lufttrockene A =aebe
%orosw;'fte a = 0,072 W/(m-K)
austoffe _ 233
(400 kg/m® < o b=1,1610""m’/kg
< 2500 kg/m>)

T absolute Temperatur

»  elektrische Leitfahigkeit

¢ Dichte

¢ spezifische Warmekapazitit
¢s  Schallgeschwindigkeit

lp, freie Phonon-Weglinge

T, Debye-Temperatur

Die Losungen der instationdren Fourier-
Differentialgleichung sind selbst in geome-
trisch einfachen Féllen mathematisch kompli-
ziert (Tabelle P-6). Charakteristische Kenn-
groBen fiir instationdre Wéirmeleitungsvor-
gange sind:

KenngroBe Definition Wirme-
ibertragungs-
art

Wiérmeeindring- b=./c 0 Aufheizen,

koeffizient Abkiihlen,
Kontakt-
temperatur

Temperatur- 2 Temperatur-

leitfahigkeit a=— zyklen,

‘e schnelle
Anderungen

b Wirmeeindringkoeffizient,

a Temperaturleitfahigkeit,

¢, spezifische Wirmekapazitit,
A Wirmeleitfahigkeit,

¢ Dichte.
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Tabelle P-4. Temperaturveriauf in einer mehr-
schichtigen Wand im Beharrungszustand.

Tabelle P-5. Eindimensionaler Wirmetrans-
port durch ein- und mehrschichtige Bauteile.

Modell
innen auB3en
Yoi 0. Cal
U2
Ja
V3N Yoa

S1 Sz ' Sa ‘5:

M Az Az As
Wiirme- Jo =k — %)
strom-
dichte
Wirme-

1 1 3 1
durchgangs- —=4+f—1+3~2+?+f—4+~
widerstand koo A Ay Ay A o
Temperatur- 1

lauf 3oi =% — —J.
verlau o = %= Jq
K
9, =85 -]
1 Oi i Jq
Sy,
=% - Z.Iq
Sy .
9 =19, — qu
Sq . 1,

80, = 93 _j:;]q =9+ ;a}q
k Wirmedurchgangskoeffizient
s Schichtdicke
A Wirmeleitfahigkeit
o Wirmeibergangskoeffizient, innen
o, Wirmetibergangskoeffizient, aulen
% Innentemperatur
3, AufBentemperatur
302 Oberflachentemperatur, auBen

Oberflichentemperatur, innen

90i
3,, 9,, 93 Schichttemperaturen

GroBe Beziehung
. . o 1 s
Wirme- einschichtig Vi R= -
durchlaB- ~
iderstand 1
widerstan mehrschichtig — = S— + 2 Si
A Ay Ay i,
Wi 1 1 1 1
drme- —=—4—+—
durchgangs- koo A
widerstand
. 1
durchgangs- L
koeffizient X Xy Uy

s Schichtdicke

/. Wirmeleitfahigkeit

a, Wirmeilbergangskoeffizient innen
a, Wirmeiibergangskoeffizient aullen

Die Kontakttemperatur, die sich beim Beriih-
ren zweier Halbkdrper mit unterschiedlicher
Temperatur einstellt, hingt von den Wérme-
eindringkoeffizienten der sich beriihrenden
Kérper ab:

b8+ 5,8,

Yo = by+b, (P-3)

9,, 98, Temperaturen der Korper 1 und 2,

3y Kontakttemperatur der Berithrungs-
flache,
b,, b, Wirmeeindringkoeffizienten der sich

berithrenden Korper 1 und 2.

Berithrt die menschliche Haut einen anderen
Korper, so ist die Kontakttemperatur die sub-
jektivempfundene Temperatur am Anfang der
Beriihrung.
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Tabelle P-6. Instationdre Wdrmeleitungsvorgdnge, Niherungen fiir kurze Aufheiz- oder Abkiihi-

zeiten.

ebene Platte dtinner Draht
Modelifall 2r

et
/
o ¥ Uoi %
Q
. 2¢q 0, 4at
Aufheizverlauf 8,()=29,0) + ; ﬁ St 9.(1)=9,00)+ 27‘1 In ety
(t>0)

8, Oberflichentemperatur ¢ Dichte
g, Wairmestromdichte b Wirmeeindringkoeffizient (b = \/A ¢, ¢)
0, langenbezogene Heizleistung r  Drahtradius
¢, spezifische Wirmekapazitit a  Temperaturleitfahigkeit
A Warmeleitfihigkeit t  Zeit

P.2 Konvektion

Fiir die konvektive Wirmeiibertragung ist die
Relativbewegung der beiden thermodynami-
schen Systeme mit unterschiedlichen Tempe-
raturen charakteristisch, wie es beispiclsweise
beim Wirmeiibergang von einem Fluid, einer
stromenden Fliissigkeit oder einem Gas, auf
eine Wand der Fall ist (Bild P-1). Zwei Kon-
vektionsarten werden unterschieden:

Wand

(loses iV

Schicht

v

EAN

|
|
|
I
{
1
i
I
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
1

N

Grenzschicht

Bild P-1. Konvektiver Wdrmeiibergang mit Grenz-
schicht vor der wirmeiibertragenden Wand.

— Freie Konvektion
Die Stromung des Fluids wird durch ein tempera-
torabhéngiges Dichtegefille im Fluid und die dar-
aus resultierenden Auftriebskrifte verursacht

— Erzwungene Konvektion
Die gerichtete Zwangsstrémung im Fluid wird
durch duBere Krifte, z. B. die Antriebskrifte von
Pumpen und Ventilatoren, oder auch von Wind-
driicken erzwungen.

Die Wirmestromdichte zwischen Fluid und
Wand ergibt sich aus folgenden Bezichungen:

Fouriersches Gesetz

der Grenzschicht- 39
Wirmeleitung Jox= —4 (—)
on/g,
Wirmeiibergangs-
gleichung Jox = af (8¢ — 8y);
F-4
Jax Wirmestromdichte der konvektiven
Wirmetibertragung,
A Wirmeleitfahigkeit des ruhenden
Fluids,
ag Wirmeiibergangskoeffizient,
. Fluidtemperatur,
Sw Oberflichentemperatur der Wand,
(©9/0n)g, Temperaturgradient in der Fluid-

Grenzschicht.
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Tabelle P-7. Grundgleichungen der konvektiven Wirmeiibertragung.

Beziehungen
Wirmeleitungsgleichung 29 29 29 29 29 829 829
(Energiesatz) e, lia + (vx P + v, R +t, §>:l =4 (W + F + a—zz>
4 = konst. Fourier-Gleichung
Bewegungsgleichung 3 3 3 13 2p 2 2
der Hydromechanik Uy au" + v, % +v, avf = —- a—p v (512’5 + 6“% + ~a—~vz—">
(Impulssatz) x Y zZ 0 0x X y z
+ v 0 (60,‘ + dv, + avz> 4 vg AT
Jox\ox "oy ez
(x-Komponente)
= konst v, 9, +v o, + v o, _ 10 +v (62vx + o, + azv‘)
¢ = xonst R T ox2 oy o2
Navier-Stokes-Gleichung (x-Komponente)
s-_—*(l)(onsl. . au"+v GUX+U ov, 1 9p
- “ox | Yy | *dz o ox
inkompressible Fluide Euler-Gleichung fiir ideale Fluide (x-Komponente)
Kontinuitatsgleichung 2 3 3 v 3 3 3
(Massenerhaltungssatz) a—f +0 ( ai" + 5% + az‘) + <vX a—i + v, a_i +, a_i> =0
dv, Ov, Oy
= konst. e 2=0
¢ ons ox Oy 0z

¢, spezifische Wirmekapazitit § Temperatur
bei konstantem Druck v,,,,v, Komponenten der
¢ Dichte Stromungsgeschwindigkeit
A Wirmeleitfahigkeit g Fallbeschleunigung
v kinematische Viskositét AT Temperaturgefille fiir den thermischen
y  thermischer Ausdehnungskoeffizient Auftrieb

Der Zahlenwert fiir den konvektiven Wiirme-
iibergangskoeffizienten af hingt entscheidend
von der Festlegung der Fluidtemperatur g
ab. Diese ist bei inhomogenen Temperaturen
im Fluid, besonders bei der freien Konvek-
tion, nicht einfach und von der experimen-
tellen MeBanordnung im Modellversuch ab-
hdngig. Die Bestimmung des Temperaturgra-
dienten in der Grenzschicht ist meBtechnisch
aufwendig.

Die Grundgleichungen der konvektiven Wir-
meiibertragung (Tabelle P-7) sind wegen der
rdaumlichen Mitfiihrung des Temperaturfeldes
mit der Fluidbewegung extrem kompliziert.

Die Losungsfamilien dieser gekoppelten par-
tiellen Differentialgleichungen liegen zwischen
den Losungsfamilien fiir die Grenzfille:

— Laminare Stromung

Die Stromfédden der Fluidstromung verlaufen pa-
rallel zur Wand; keine konvektive Warmetibertra-
gung in Richtung auf die parallele Wand, sondern
Wirmetransport durch Warmeleitung senkrecht
zu den Stromfdden. Strenge mathematische Lo-
sungen fiir einfache laminare Strémungen sind
vorhanden.

Turbulente Stromung

Ungeordnete Querbewegungen durch sog. Turbu-
lenzballen in der Fluidbewegung sorgen fiir ein
gleichméBiges Stromungsprofil in der turbulenten



Kernstromung und beeinflussen durch ihr Ein-
dringen in die laminare Grenzschichtstromung
deren Stromungsform. Mathematische Losungen
fur die turbulente Stromung fehlen; zur Beschrei-
bung dienen Nzherungsgleichungen fiir empiri-
sche Beobachtungen und Messungen.

Nahezu alle praktisch interessanten konvekti-
ven Wirmeiiberginge haben turbulente Stro-
mungsprofile; laminare Strémungsformen
schlagen durch Stérungen (Anstrémkanten,
Rauhigkeit, Temperaturinhomogenitédten usw.)
leicht in turbulente Zustinde um. Deshalb
mubB in der Praxis der konvektive Warmeiiber-
gangskoeffizient aus Modellversuchen ermit-
telt werden. Die Versuchsergebnisse lassen
sich auf andere konvektive Wérmeiibertra-
gungsverhdltnisse anwenden, wenn diese geo-
metrisch und hydrodynamisch dhnlich sind. Da-
mit die Losungen eines Modellfalls {ibertragen
werden konnen, miissen die MabBstabsfakto-
ren, die dimensionslosen Ahnlichkeitskenngro-
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fen der Wirmetibertragung (Tabelle P-8), des
Anwendungs- und des Modellfalls iiberein-
stimmen. Die in die Kenngr6Ben eingehenden
Stoffwerte der Fluide sind z. T. stark tempera-
turabhingig (Tabelle P-9); zur Bildung der

AhnlichkeitskenngréBen sind die Stoffwerte
der Mitteltemperatur des Fluids einzusetzen.

Die KenngroBe fiir die konvektive Wirme-
Uibertragung ist die Nufelt-Zah! Nu. Aus der
NuBelt-Zahl des zugeordneten Modellfalls
1Bt sich der konvektive Wérmeiibergangs-
koeffizient fiir das Wirmeibertragungspro-
blem angeben:

Nul
af == ®-5)
af Wirmeibergangskoeffizient,

Nu NuBelt-Zahl,
A Wirmeleitfahigkeit des Fluids,
L charakteristische Lénge.

Tabelle P-8. Dimensionslose Kenngrifien der Wirmeiibertragung.

Zeichen KenngroBen Definition Problembereich
. . .o L i . .
Bi Biot-Zahl Bi = 3 Wirmeiibertragung Festkorper/Fluid
. t . C .
Fo Fourier-Zahl Fo = %i instationdre Warmeleitung
UZ
Fr Froude-Zahl Fr= gL Strémungen unter Schwerkrafteinflu$
. L3 Re?
Ga Galilei-Zahl Ga = gv—z = F% Auftrieb in Fluiden
ATL?
Gr Grashof-Zahl Gr = gﬁT freie Konvektion bei Temperaturgradient
LZ
Gz Graetz-Zahl Gz = =Fo™! stationdre Strdmungen mit konstanten
at, Verweilzeiten in Rohrstiicken
. 4 We3
Ka Kapitza-Zahl = @—3 =R Filmstréomungen und Fluidfilm-
g r ke Kondensation
. a Sc .
Le Lewis-Zahl Le= 5= Pr Trocknung und Verdunstungskithlung
o L L . ——
Nu NuBelt-Zahl Nu = j stationdrer konvektiver Warmeiibergang
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Tabelle P-8 (Fortsetzung)
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Zeichen Kenngréfien Definition Problembereich
, vl . L .
Pe Péclet-Zahl Pe=-—=RePr erzwungene instationdre Konvektion
a
Pr Prandtl-Zaht Pr= v Wirmeiibertragungskennwert des Fluids
a
. gBATL? . . .
Ra Rayleigh-Zahl Ra = e Re Pr freie Konvektion im Temperaturgradienten
a
evl L . . .
Re Reynolds-Zahl Re=—-=— Stromungen unter ReibungseinfluBl
n v
Sc Schmidt-Zahl Se=— Kopplungskennwert
Wairmetransport mit Diffusion
ax Nu ao :
St Stanton-Zahl St = == Wirmeiibergang bei erzwungener
ec,v Pe instationdrer Konvektion
v* Lo 13 . « e
We Weber-Zahl We =——=(KaFrRe*)" Strémungsvorgénge mit freien
o Oberflachen, Zerstaubung von
Flissigkeiten

Temperaturleitfahigkeit

a
¢, spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck
g  Fallbeschleunigung
L
t

charakteristische Lénge

charakteristische Zeit
ty  Verweilzeit

Temperaturunterschied

v Stromungsgeschwindigkeit
of  Wirmeiibergangskoeffizient

2, Wirmeiibergangskoeffizient aulen

B Wirmeausdehnungskoeffizient
& Diffusionskoeffizient
n
i

dynamische Viskositét

Wiirmeleitfahigkeit
4; Wirmeleitfahigkeit des Innenkorpers
v kinematische Zahigkeit

¢ Dichte

¢ Oberflichenspannung

Tabelle P-9. Wirmetechnische Stoffwerte von Wasser und trockener Luft beim Druck p = 1 bar
(aus VDI-Wirmeatlas, 6. Aufl.. 1991 ).

3 0 N b 2 n v a Pr
°C kg/m® | kJ/(kg-K) |1073/K 1073 W/(m-K) [107%kg/(m-s) | 10" °m?/s | 10~ ®m?/s
Wasser
0,01 (999,8 |4,217 —0,0852 | 562 1791,4 1,792 0,1333 13,44
10 999,7 | 4,193 0,0821 | 582 1307,7 1,308 0,1388 9,42
20 998,3 | 4,182 0,2066 | 600 1002,7 1,004 0,1436 6,99
30 995,7 14,179 0,3056 |615 797,7 0,301 0,1478 5,42
40 992,2 (4,179 0,3890 | 629 653,1 0,658 0,1516 4,34
60 983,1 |[4,185 0,5288 | 651 466,8 0,475 0,1582 3,00
80 971,6 {4,197 0,6473 [ 667 355,0 0,365 0,1635 2,23
100 | 958,1 |4,216 0,7547 | 677 2822 0,294 0,1677 1,76
120 942.8 4,245 0,8590 |683 232,1 0,246 0,1707 1,44
150 916,8 4,310 1,0237 | 684 181,9 0,198 0,1730 1,15
200 864,7 | 4,497 1,3721 {663 133,6 0,154 0,1706 0,91
250 799,2 | 4,869 1,9552 | 618 105,8 0,132 0,1589 0,83
300 7122 | 5,773 3,2932 | 545 85,8 0,120 0,1325 0,91
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Tabelle P-9 (Fortsetzung)
3 I} Cy Y A ] v a Pr
°C kg/m® |kJjkg-K) |1073/K |1073W/m-K) [10"®kg/(m-s) [ 10~°m?/s | 10~ m?/s
trockene Luft
—100 {2,019 |1,011 5,852 16,02 11,77 5,829 7,851 0,7423
— 40 | 1,495 |1,007 4,313 21,04 15,16 10,14 13,97 0,7258
— 20 |1,377 | 1,007 3,968 22,63 16,22 11,78 16,33 0,7215
— 10 | 1,324 |1,006 3,815 23,41 16,74 12,64 17,57 0,7196
0 |1,275 11,006 3,674 24,18 17,24 13,52 18,83 0,7179
10 {1,230 |1,007 3,543 24,94 17,74 14,42 20,14 0,7163
20 |1,188 |[1,007 3,421 25,69 18,24 15,35 21,47 0,7148
30 | 1,149 1,007 3,307 26,43 18,72 16,30 22,84 0,7134
60 | 1,045 |1,009 3,007 28,60 20,14 19,27 27,13 0,7100
100 10,9329 | 1,012 2,683 31,39 21,94 23,51 33,26 0,7070
140 |0,8425 | 1,016 2,422 34,08 23,65 28,07 39,80 0,7054
200 |0,7356 | 1,026 2,115 37,95 26,09 35,47 50,30 0,7051
300 |0,6072 | 1,046 1,745 44,09 29,86 49,18 69,43 0,7083
500 |0,4502 | 1,093 1,293 55,64 36,62 81,35 113,1 0,7194
1000 |0,2734 | 1,185 0,7853 80,77 50,82 1859 249,2 0,7458

9 Celsius-Temperatur

¢ Dichte

¢, spezifische Wirmekapazitit
bei konstantem Druck

y Wirmeausdehnungskoeffizient

A Wirmeleitfahigkeit

1 dynamische Viskositét
v kinematische Viskositdt
a Temperaturleitfdhigkeit
Pr Prandtl-Zahl

Die charakteristische Lénge ist entsprechend
dem Modellfall anzusetzen (Tabelle P-10). Im
Ubergangsbereich von laminarer zu turbulen-
ter Stromung gilt mit fiir technische Zwecke
ausreichender Genauigkeit:

* — % 2 * 2
K = /O lam T 9K turb -

(P-6)

P.3 Wiirmestrahlung

Die Wirmeiibertragung durch Wirmestrah-
lung ist im Vakuum der einzige Warmetrans-
portmechanismus; in Gasen kommt der Wér-
meiibergang durch Wirmestrahlung additiv
zu demjenigen der Wérmekonvektion hinzu.

Tabelle P-10. Modellfille konvektiver Weirmeiiberginge (nach VDI-Wirmeatlas, 6. Aufl. 1991).

Strémungs- | laminarer Bereich turbulenter Bereich Hinweise
modelt
erzwungene _ 12 173 _ 0,037 Re®® Pr L Plattenlingen
Konvektion Nu = 0,664 Re'/* Pr Nu= 1+ 2,443Re 01 (Pr2P—_1) in Strémungs-
langs einer richtung
Platte 8, = é (S:+30
9 Eintritts-
temperatur
9, Ausstrom-
temperatur
erzwungene PASE 0,125 & (Re — 1000) Pr d\2/37 | d; Innendurch-
Strémung Nu=0,664 (RC Z) P!/ Nu= —ﬁ—(——z%— [1 (Z') ] messer Rohr
im Roht- 144,49 /¢ (Pr¥—1) L Rohrlinge
inneren ¢=(1,821g Re — 1,64)2 8, =3+
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Tabelle P-10 (Fortsetzung)
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Strémungs- | laminarer Bereich turbulenter Bereich Hinweise
modell
freie Kon- GrPr 15t L Hohe der
vektion an | Nu = } 0,825 Nu=0,15 0,322\ 1120720111 vertikalen
vertikaler |:1 + (’_> :l Wand oder
Wand oder 5 Pr des Rohres
um ein 4 0,387 Gr Pr bzw. kurze
senkrechtes 0,492\%/16778/27 Seitenldnge
Rohr [1 + (T) :I der horizon-
talen Platte
freie Kon- Nu = 0,766 387 Gr Pr 2 | AT=(3,—9,,
vektion Gr Pr ys {Nu= [0,825+ % %o . )
lings einer |- { - (@) ] 9, Oberflichen-
horizonta- 0,322\ /20 2001 Pr temperatur in
len Platte |:1 +( Pr > ] Fldchenmitte
(nach oben) 9, Fluidtempe-
ratur aufler-
halb Grenz-
schicht
S = % (80 +95)

Tabelle P-11. Emissionsgrade fiir Gesamt-
strahlung € und in Richtung der Fldchennorma-
len ¢, einiger Metalle und Nichtmetalle (nach
VDI-Wirmeatlas, 6. Aufl. 1991).

Oberfliche 3 &, [
°C
Metalle
Aluminium
walzblank 20 0,04 0,05
oxidiert 20 0,20
Chrom poliert 150 0,058 0,071
Gold poliert 230 0,018
Eisen poliert 100 0,17
angerostet 20 0,65
verzinkt 25 0,25
Messing
nicht oxidiert 25 0,035
oxidiert 200 0,61
Nichtmetalle
Beton 20 0,94
Dachpappe 20 0,91
Glas 20 0,94
Holz 25 0,94 0,90
Mauerwerk 20 0,93
Kunststoffe 20 0,90
Lacke, Farben 100 0,92 bis 0,97
Wasser 20 0,95

Die spezifische Ausstrahlung eines Tempera-
turstrahlers hdngt nur von dessen absoluter
Temperatur und seiner elektronischen Ober-
flachenstruktur ab. Die héchste Warmestrah-
lungsdichte emittiert ein schwarzer Korper;
dieser absorbiert andererseits auch die ge-
samte auffallende Strahlungsenergie. Auf den
schwarzen Korper sind daher das Emissions-
und Absorptionsvermdgen der anderen
grauen Korper bezogen (Tabelle P-11):

Emissionszahl e=M,/M,
Absorptionszahl o=M,/M,
Kirchhoffsches Gesetz ¢ = «; P-7)

M,  spezifische Abstrahlung des grauen
Korpers,

M, spezifische Abstrahlung des schwarzen
Korpers,

M,  absorbierte Strahlungsleistung des
grauen Korpers,

M, . absorbierte Strahlungsleistung des

schwarzen Korpers.

Nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz ist die
spezifische Abstrahlung eines grauen Korpers

M (T)=¢0T*; (P-8)




T absolute Temperatur des Strahlers,
M (T) spezifische Ausstrahlung,

& Emissionszahl,

o Stefan-Boltzmann-K onstante

[0 = 567010 3 W/(m? - K%)]

Temperaturstrahler emittieren nicht nur War-
mestrahlung, sie empfangen auch vom kélte-
ren Strahlungsleistung; fiir die Warmestrah-
lungsiibertragung vom wérmeren Koérper 1 an
den kélteren Korper 2 gilt

01, =Cy 4, (T14 - Tz4)
£16,0912
€12 = Ay 5
1-(1—e)( —ey) 7, P12
2
fir 6209 ist C,,=6,6,00,
1 cosf, cos f, )
q)lz‘nAl li[l A2 rz dAldAl,
(P-9)
Qs Wirmestrom durch Warmetiibertra-
gung durch Strahlung von Kérper 1
nach Korper 2,
Cy, Strahlungsaustauschkoeffizient,
@12 Einstrahlzahl zwischen den Flichen
A, und 4,,
A,, A, abstrahlende Fliche der Korper 1
bzw. 2,
T,,T, Oberflichentemperatur der Korper
1 bzw. 2,
&, &,  Emissionszahl des Korpers 1 bzw. 2,
1» B2 Richtungswinkel zwischen  der

Strahlungsrichtung und den Fléd-
chennormalen von 4, und 4,,

o Stefan-Boltzmann-K onstante
[0 = 5,670 - 10~ 8 W/(m? - K%)].

Die Strahlungsaustauschkoeffizienten beriick-
sichtigen die geometrische Situation der
Warmeiibertragung durch Wairmestrahlung
(Tabelle P-12).

Die Wirmestromdichte der Warmeiibertra-
gung durch Wirmestrahlung der Oberfliche
des Korpers 1 an den Korper 2 ist iiber den
Wirmeiibergangskoeffizienten of mit der

P.3 Wirmestrahlung 403

Tabelle P-12. Strahlungsaustauschkoeffizienten.

Geometrie Strahlungsaustauschkoeffizient
a
C p—
12 1 1
—+——1
& &
A1 Ag

e

parallele Flichen

konvexe Fliche 4,
von konkaver
Fléche 4, um-
schlossen

£,6,0
/ Ay | Ciz= %
' / 130 —e)( —¢)
Halbraum 4, tiber
ebener Fliche 4,
c

ai ( b arctan ¢
[Tan, NI RN
+ ¢ . b )
arctan
\/ a*+c? \/ a’+c?
Rechteckfldche
parallel zum
Flachenelement
AA,
1 b
Az ¢ CIZZJ‘glglﬁ arctan;
4 b a arctan b )
Jere  Jare
VALY
Rechteckfldche

senkrecht zum
Flachenelement
AA,
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Oberflichentemperaturdifferenz der beiden
Korper verkniipft:

fas =22 =0t (9, ~ 9) = (1,-T)
1

at=Cp (TP + TANT + Th); (P-10)

Jo.s ~ Wirmestromdichte der Wirmestrah-
lungsemission des Korpers 1,

Q,,; Wirmestrom durch Wirmeibertra-
gung durch Strahlung von Kérper 1
nach Kérper 2,

C,, Strahlungsaustauschkoeffizient;,

A, abstrahlende Fldche des Korpers 1,

T,, T, Oberflichentemperatur der Korper 1
bzw. 2 in K,

3,, 3, Oberflichentemperatur der Korper 1
bzw. 2 in °C,

oF Wirmeiibergangskoeffizient fiir War-
mestrahlung.

P.4 Wirmedurchgang

Beim Wérmedurchgang wird durch konvek-
tive Wirmeiibertragung Wirme des Fluids 1
und durch Wirmestrahlungsabgabe Strah-

St S2 83
1 2 3

Bild P-2. Wirmedurchgang durch eine mehrschich-
tige Trennwand.

lungswirme der Umgebungsflichen 1 von der
wiérmeren Seite 1 auf eine Trennwand iibertra-
gen, durch Wirmeleitung an die Oberflache
der kalten Seite 2 transportiert und dort kon-
vektiv an das kéltere Fluid 2 und die kalten
Umgebungsflachen 2 abgegeben (Bild P-2).

Im Beharrungszustand der Wirmeiibertra-
gung addieren sich die Wéirmestrome der
Konvektion und der Wirmestrahlung auf die
Trennwand, und der Transmissionswéirme-
strom Qy durch die Trennwand hingt vom
Wérmedurchgangskoeffizient k der Trenn-
wand ab:

Or = kA (Sﬁq,l - Saq.z)
9. . = 9t 3¢, Su,1
4q, 1 a,lk
9 = @k 2 92 + 9,5 %2
iq, 2 a;
af = af | +af,
ol =af y +af,; (P-11)
Or Transmissionswidrmestrom durch
die Trennwand,
A Wirmedurchgangsfliche innen
oder aufen,
k Wirmedurchgangskoeffizient,
3iq. 15 %iq,2 dquivalente Temperatur der Seite
1 bzw. 2,
9 1,9, Fluidtemperatur auf der Seite 1
bzw. 2,
9y,1,9y,, mittlere  Oberflichentemperatur
der Umgebungsflichen auf der
Seite 1 bzw. 2,
of, of Wirmeiibergangskoeffizient auf
den Fluidseiten 1 bzw. 2,
of 0 , Wirmeilbergangskoeffizient fiir
Konvektion auf der Seite 1 bzw.
2,
of 4, of ,  Wirmeiibergangskoeffizient fiir

Wirmestrahlung auf der Seite 1
bzw. 2.

Bei gekrimmten wiarmeibertragenden Trenn-
wandflichen wird der Wairmedurchgangs-
koeffizient k auf die Innenoberfliche 4, oder
die AuBenoberfliche 4, bezogen. In der
Praxis wird hdufig angesetzt, daB die



UmschlieBungsflichentemperaturen und die
Fluidtemperaturen nédherungsweise gleich
sind und 9;, = 9 ist.

Der Wiarmedurchgangskoeffizient einer ebe-
nen planparallelen Trennwand aus mehreren
Schichten (Bild P-2) ist:

1
k= ; (P-12)
*—1 L4 2
af + ,1 /12 + 7, 4 a¥
S1s 8, .ne Dicke der Bauteilschichten,
Ays gy ... Wirmeleitfahigkeit der Bauteil-
schichten,
a¥ 1 a,* 7! Wirmelibergangswiderstand auf

der Seite 1 bzw. 2.

P.5 Stoffiibertragung

Die Grundgleichungen der Stoffiibertragung
sind die Fickschen Gesetze (Tabelle P-13). Sie
sind vom mathematischen Aufbau her iden-
tisch mit den Fourierschen Gesetzen der
Wirmeleitung. So lassen sich vergleichbare
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gen auch fiir vergleichbare Stoffiibertragun-
gen iibernehmen.

Im allgemeinen miissen bei Stoffiibertragun-
gen, genauso wie bei der Warmeiibertragung
durch Konvektion, Versuchsergebnisse von
Modellversuchen auf den Anwendungsfall
ibernommen werden, wobei im Fall der Stoff-
iibertragung die dimensionslosen KenngroéBen
der Stoffiibertragung von Modellversuchen
und Anwendungsfall ibereinstimmen miissen.
Die Sherwood-Zahl Sh ist, vergleichbar mit
der NuBelt-Zahl, die KenngroBe fiir den Stoff-
iibergangskoeffizienten f3:

_ DSh

p (P-13)

Stoffibergangskoeffizient,
Diffusionskoeffizient,
charakteristische Diffusionslinge,
h Sherwood-Zahl.

o™=

v b

Fiir einzelne Anwendungsfélle gibt es Bezie-
hungen Sh = Sh(Re, Sc, ...) zwischen der
Sherwood-Zahl S4 und den anderen Kenn-
groBen der Stoffiibertragung.

Ein Spezialfall der Stoffiibertragung ist die

Modellergebnisse bei Wirmeleitungsvorgidn-  Dampfdiffusion, insbesondere die Wasser-
Tabelle P-13. Ficksche Geselze.
allgemein ideale Gase
P_ R, T
0 ™
1. Ficksches Gesetz i=—D (@> j= M 6”
on on
R Op oi_  0i, 0i 6p R T {0i 0i, ©0i
2. Ficksches Geset L QY . T s 2 I Tl
ieksches Seselz o (ax ot az) . M (ax ot az)
ideales Fluid 0¢ 3% e % op ?p dp p
o _pl= A —£
n=0 o1 (ax2+ay to2 a- " P\aatertez
e Dichte R, universelle Gaskonstante
(0g/0n) Dichtegradient in n-Richtung [R = 8,3144J/(mol - K)]
)4 Druck im Fluid T absolute Temperatur im Fluid
(Op/on) Druckgradient in n-Richtung M Molmasse
D Diffusionskoeffizient, [D] = 1 m?%/s t Zeit
i Massenstromdichte x,y,z Ortskoordinaten

[i] = 1 kg/(m®-s)
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Tabelle P-14. Analogie von Wirmeiibertragung und Dampfdiffusion.

Wirmetransport Dampfdiffusion
Modell //
Iy i
% B2 P
Ursache Temperaturgefalle Dampfdruckgefalle
AT=9,-9, Ap=p, —p,
Wirkung Wirmestrom Diffusionsstrom
jq:k(‘%*sz) i=kp(py —p)
Ti tgroB k= ! k !
ransportgroBen =T 1 1 D=7 .\ 1 . 1
a A B, 4 B,
T8, 8 8, 1 sy 8, 55
A A Ay A 4 ' + 2 + 0y
9  Temperatur o Wirmeiibergangskoeffizient
Jq  Wirmestromdichte A~' WirmedurchlaBwiderstand
p  Dampfdruck kp  Diffusionsdurchgangskoeffizient
i Dampfdiffusionsstromdichte ¢  Dampfleitfahigkeit
k  Wirmedurchgangskoeffizient f  Dampfibergangskoeffizient
A Wirmeleitfahigkeit A~! DampfdurchlaBwiderstand
s Schichtdicke

dampfdiffusion, durch feste Bauteile. Fiir die-
sen Fall ist die Analogie zwischen der Dampf-
diffusion und der Wérmeiibertragung durch
Wairmeleitung vollstindig (Tabelle P-14). In

der Regel sind dabei die Wasserdampfiiber-
gangswiderstinde 1/f# vernachldssigbar klein
gegentiber dem WasserdampfdurchiaBwider-

stand 1/4.



Q Energietechnik

Die physikalischen Grundlagen der Energie-
technik finden sich zum groflen Teil in den
Abschnitten M Elektrizitdt und Magnetismus,
O Thermodynamik, P Energie- und Stoffiiber-
tragung, T Kernphysik und W Metall- und
Halbleiterphysik. Die Energietechnik sichert
durch ihre ingenieurmiBige Anwendung die
Strom- und Wérmeversorgung zum Lebens-
erhalt und zum menschlichen Komfort. Das
Gebiet der Energietechnik reicht von der Pri-
mdérenergiegewinnung bis zur Energiedienst-
leistung und der Entsorgung des Energieab-
falls (Ubersicht Q-1).

Q.1 Energietriger

Die Energietriger werden eingeteilt in Primdr-
energien, also energetisch nutzbare Stoffe aus
Lagerstétten, Natur- oder Sonnenenergie, und
Sekunddrenergien, also fiir die Energienutzung
im Energiewandler im allgemeinen verlust-
behaftet aufbereitete und veredelte Energie-
triger und Brennstoffe (Ubersicht Q-1). Der
Verbrauch an Primérenergic steigt seit der
Industrialisierung, insbesondere in den Indu-
strielindern der nordlichen Hemisphiire, stark;
1990 betrug der Welt-Primédrenergieverbrauch
etwa 11 TWa, was 12 - 10° tSKE entspricht.
Nach wie vor steigt der Weltenergieverbrauch,
wobei die Verbrauchszunahme aufgrund des
Bevolkerungswachstums die Ergebnisse von

Tabelle Q-1. Energieeinheiten.

Einheit Umrechnung in
SI-Einheit Joule
Kilowattstunde 1kWh =3,6-10°7
Terawattjahr 1 TWa = 8,76 - 10'2kWh
=3,15-10'°J
Tonne-Steinkohlen- 1tSKE =9,3-10"1°TWa
einheit =29,3-10°7

British thermal unit | 1 btu = 1,055-10%J

Anstrengungen zur Energieeinsparung bei
weitem ubertrifft (Bild Q-1).

Dem stehen die wirtschaftlich gewinnbaren
fossilen Energicreserven (Tabelle Q-2) gegen-
iber; die Reichweite der fossilen Reserven
wiirde bei einem auf den Wert von 1990
von 11 TWa eingefrorenem Primdrenergiever-
brauch noch 100 Jahre betragen. Angesichts
dieser historisch kurzen Zeitspanne setzt man
zum einen auf Energieeinsparung durch ratio-
nelle Energieverwendung und zum anderen
auf die Nutzung der regenerativen Energietra-

Tabelle Q-2. Wirtschaftlich gewinnbare fossile
Energievorrdite (Stand 1990).

Region Kohle | Erddl | Erdgas | gesamt | Anteil
TWa [TWa |TWa [TWa %

GUS 1541 | 10,6 | 49,4 2141 | 19,5

Nord- 179,0 59 8.5 1934 | 17,6

amerika

Naher 89 (1304 | 51,3 190,6 | 17,3

Osten/

Nord-

afrika

China 129,7 4,4 1,1 1352 | 12,3

West- 82,5 2,5 53 90,3 8,2

europa

Ferner 60,9 44 7,6 72,9 6,6

Osten

Australien | 58.5 0,3 0,7 59,5 54

Siidafrika | 51,4 0,0 0,1 51,5 4,7

Ost- 46,0 0,4 0,6 47,0 4.3

europa

Mittel- 13,8 | 22,9 8.4 451 4.1

und

Sid-

amerika

Welt 7848 (181,8 |133,0 |[1099,6 |100,0

absolut

Welt 714 16,5 | 12,1 100,0

prozentual

in %
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Q.1 Energietrager 409

Jahr 1960 1980 2000 2020 2040 2060
Weltbevélkerung 3,1 4,5 6,1 78 8,7 9,6 Miliiarden
spezifischer
Weltenergieverbrauch | 1+ 2.2 2,4 2,6 28 29 | kWa/Kopf
EJ
870
900 Brennholz u.a.
800 neue Energien
700 Kernenergie
600 Wasserkraft
500
400 Kohle

300

200 (16 %4 Naturgas
100

o B \ N 11 %] Rohél

T T T L T
1960 1980 2000 2020 2040 2060
Jahr

Bild Q-1. Historischer und prognostizierter Weltenergieverbrauch, mittlere Entwicklung (nach Weltenergie-
konferenz 1986), x Verbrauchswert 1990 von 347 EJ.

Tabelle Q-3. Potential regenerativer Primdr-  ger (Tabelle Q-3), die theoretisch um den Fak-
energien. tor 2 groBer sind als 1990 der Priméirenergie-

- N . P verbrauch in der Welt.
Energieart | geschétzte | technisch | Verhéltnis von
Primiir- nutzbares | technisch Der Energieinhalt der fiir die Energiebereit-
energie | Potential | nutzbarem stellung  wichtigen Sekundérenergietriger
Potential zum  wird gekennzeichnet durch den oberen Heiz-
Weltprimér- wert H,, welcher die chemische Reaktions-
energiever- enthalpie einschlieBlich der Verdampfungs-
brauch 1990 wirme der Verbrennungsgase darstellt, und
TWajfa  [TWafa | (11TWa/a) den unteren Heizwert H, (Tabelle Q-4). Beim
unteren Heizwert ist von der Reaktionsenthal-
Solar- 25000 19 170% pie die Verdampfungswirme der Brenngase
;g?hlung abgezogen, welche bis auf Ausnahmen (Kon-
Kontinente
Wind- 350 10 99, Ta“belle Q-4. Heizwerte von Sekundirenergie-
energie trdgern.
Biomasse 100 2.1 19% Brennstoffe unterer Heizwert H‘;
Wasser- 5 1,5 14% k/ke | klfm;
kraft fest
Kohlenstoff (rein) 33820
Jeo 33|08 % Steinkohle 31500
Pechkohle 22900
Meeres- 20 0,5 5% Braunkohlenbrikett 19000 *)
energie Braunkohle (roh) 9600%)
Torf 13 800*)
25510 34,7 222% Holz 14.600*)




410 Q Energietechnik

Tabelle Q-4 (Fortsetzung)

Brennstoffe unterer Heizwert H,
kl/kg | ki/m}

fliissig

Methanol 19510

Ethanol/Alkohol 29960

Benzol 40230

Benzin 42 500

Heiz6l EL 42000

Heizol S 39 500

gasformig

Wasserstoff 119970 10780

Methan 50010 35880

Propan 46350 93210

Butan 45720 123800

Erdgas L 39600 32800

Erdgas H 46 900 37000

Stadtgas 24800 16120

*) stark schwankend je nach Lagerstatte und Wasser-
gehalt

densationskraftwerk, Brennwertkessel) in der
Regel in der Energiecumwandlung energetisch
nicht nutzbar ist.

Q.2 Energiewandler

Die Sekundirenergien werden in Energie-
wandlern in Nutzenergien umgewandelt. Der
Energieinhalt der Brennstoffe kann insbeson-
dere bei thermischen Umwandlungsprozessen
nicht vollstdndig umgewandelt werden. In
der Energietechnik wird deshalb die Energie
aufgeteilt in die Exergie und die Anergie
(Tabelle Q-5, Abschnitt 0.3.6)

Q- |

l E=Ex+ An

Ex Exergie; dieser Energieanteil 148t sich
vollstdndig in andere Energieformen um-
wandeln,

An  Anergie, der in der Energieumwandlung
nicht nutzbare Energieanteil.
Tabelle Q-5. Energie, Exergie, Anergie.
Energieart Energieinhalt Exergie Anergie
L 1
kinetische Eg, = 3m (v} — 0% Ex=E, An=0
Energie
1
potentielle E,, = 3 D (si — %) Ex=E,, An =0
Energie
+mg(h, — hy)
12
elektrische Ey=fuidt Ex=E, An=0
Energie i
V2
Volumenénderungs- | W, = — | pdV Ex=W;,—p,(V; -V, An=p, (Vi =V

arbeit vy

innere AU =cym(T, = T,)
Energie

T
Wirme Q,= | emdT

Ty
Reaktionsenergie Ey= —(Hy — Hy )

Ex =AU — ¢y(Iy — Ty)
= Ty(S, = Sv)
T, - T,
Ex = 1 u
x =0, 1,
Ex = Eg — T (S, — Sy)

An=cy(Ty—Ty)
+ Ty(S = Sy)

T
An=0Q il
1 Tl

An=Ty(S, = S3)

¢ spezifische Wirmekapazitit

¢y spezifische Wiarmekapazitit bei konstantem
Volumen

RichtgroBe des elastischen Korpers
Fallbeschleunigung

Hohe

Reaktionsenthalpie

elektrischer Strom

Masse

Druck

py  Umgebungsdruck

s Lage des elastischen Kdorpers

S Entropie

Sy Entropie bei Umgebungsbedingungen
t Zeit

T Temperatur

Ty, Umgebungstemperatur

u  elektrische Spannung

v Geschwindigkeit

V' Volumen
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Ubersicht Q-2. Giite- und Wirkungsgrade der Energieumwandlung.

Energieflul energetischer Giitegrad #
H; -] Energie- = H, n=1-— Oy
Oz —| wandler |~ @, Hep+ Qg + B
B - - B . .
T thermlsclher Wirkungsgrad
; von Kreisprozessen #,,
Oy
L1
"0
Exergieflul exergetischer Giitegrad {
E;  -| Energie- [» £, (=1-— h_A_E_V_f
Ex; | wandler |- Ex, Eo+ Ex; + P,
P - — P, ) )
T exergetischer Wirkungsgrad (g,
AE, - [EA|
Ex — EXE
Ey,=Z2,E,; austretende Energiestrome P=Z,P ; abgegebene mechanische Leistungen
Ex=ZE, eintretende Energiestrome =B, zugefiihrte mechanische Leistungen
Ex,=Z%,Ex, ; austretende Exergiestrome 0,=2;0,,;  ausstromende Wirmestrome
Exy =Z;Exy; eintretende Exergiestrome Og =20, einstrémende Wirmestrdme
H,=Z%;H,; austretende Enthalpiestrome Oy=Z,0y,  Wirmeverluste
H. =73, HEJ eintretende Enthalpiestrome AE, =73, AE‘,) « Energieumwandlungsverluste

Abhédngig von der Art des verarbeiteten
Primér- bzw. Sekundérenergietrigers sind die
Energieumwandlungsprozesse und ihre tech-
nische Realisierung sehr unterschiedlich. Sie
lassen sich durch Giitegrade des Umwand-
lungsprozesses und Wirkungsgrade fiir die
Nutzenergieerzeugung charakterisieren. Beim
Giitegrad beziehen sich die Umwandlungsver-
luste auf die eingesetzten Energien oder Exer-
gien; der Wirkungsgrad bezieht sich auf die
tatsdchlich erwiinschte Nutzenergie im Ver-
hiltnis zur eingesetzten Energic oder Exergie
(Ubersicht Q-2).

Die Unterschiede zwischen den energeti-
schen und den exergetischen Wirkungs-
graden sind besonders groBl, wenn, wie
bei der Wirmeerzeugung, das Nutzwirme-
niveau durch die Umgebungstemperatur bzw.
die minimale Abgastemperatur begrenzt ist
(Tabelle Q-6).

Die Energiewandler lassen sich in stromerzeu-
gende, wirmeerzeugende und kombinierte

(Kraft-Warme-Kopplung) Anlagen einteilen.
Durch die energetische Amortisationszeit 1ty
und den Erntefaktor fi kann die Energiebe-
reitstellungsqualitdt der verschiedenen Kraft-
werksarten beurteilt werden (Tabelle Q-7).
Derzeit werden fur Kernkraft-, Kohlekraft-,
Wasser- und Windkraftanlagen zur Stromer-
zeugung Amortisationszeiten von weniger als
einem Jahr und Erntefaktoren von deutlich
iber 10 angegeben, bei Photovoltaikanlagen
dagegen liegen die Werte bei 1 ~ 20a bzw.

fe =~ 1. Diese Angaben sind jedoch insbeson-

dere hinsichtlich der energetischen Beurtei-
lung des Entsorgungsaufwands und der Um-
weltbelastung umstritten.
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Tabelle Q-6. Energiewandler-Wirkungsgrade.

Energiewandler | energetischer exergetischer
Wirkungsgrad | Wirkungsgrad
Hen Cry
Wirmeerzeugung
Elektro-Heizung | 0,9 0,035
(Kraftwerk
n = 0,33)
01/Gas-Heizung | 0,6 0,07
Elektro-Wirme- | 2 bis 3 0,1 bis 0,2
pumpe
Elektro- 0,75 0,016
Warmwasser-
bereitung
Heizol/Gas- 0,50 0,032
Warmwasser-
bereitung
Solar- 0,6 0,04
Warmwasser-
bereitung
Stromerzeugung
Dampfkraft- 0,33
werk
Wasserkraft- 0,8
werk
Windenergie- 0,3
kraftwerk
Antriebsenergieerzeugung
Ottomotor 0,1
Dieselmotor 0,15
Elektroantrieb 0,1 bis 0,15
Elektromotor 0,6 bis 0,9
Dampfmaschine | 0,5 0,8
Wasserturbine 0,8

Q.3 Energiespeicher

Diskrepanzen im Energieverbrauch sowohl im
Tagesgang als auch im Jahresverlauf erfordern
zur rationellen Energienutzung wirksame
Kurzzeit- und Langzeit-Energiespeicher. Ins-
besondere ist dies fiir eine optimale Sonnen-
energienutzung und Nutzung von Grundlast-
Kraftwerken notwendig. Im Bereich der
Stromspeicherung dominieren Pumpspeicher-
und Staustufenspeicherwerke. Elektrochemi-
sche Batteriespeicher eignen sich nur fiir die

Tabelle Q-7. Energetische Amortisationszeit,
Erntefaktor.

KenngroBe Definition
. E.. E,
energetische Tp = =
Amortisationszeit E an Funt,
. . E
Energie-Erntefaktor R
Ent+tn ks
T By an

= 2 —
TE'Ea.el.N+TL'Ea,B

E, benétigte Energieinvestition zur Herstellung
des Kraftwerks
E, 4 n eclektrische Nettoenergieerzeugung pro Jahr
.p  energetische Aufwendungen zum
Kraftwerksbetrieb pro Jahr

P, n  elektrische Netto-Kraftwerksleistung
1, Jahres-Betriebsstunden
T Lebensdauer des Kraftwerks

niederenergetische Kurzzeitspeicherung. Un-
ter den verschiedenen Speicherprinzipien (Ta-
belle Q-8) dominieren sowohl im Heizwérme-
und Strombereich als auch unangefochten im
Verkehrsbereich die Brennstoffspeicher nach
dem Reaktionswarmeprinzip.

Energiespeicher werden nach der massenbezo-
genen und der volumenbezogenen Energie-
dichte charakterisiert:

o= Egm, o =Eg/V; Q-2
Eg, gespeicherte Energie,
m  Masse des Energiespeichers,
¥V Volumen des Energiespeichers,

massenbezogene Speicherdichte,
volumenbezogene Speicherdichte.

S

Der Brennwert je 1 kg oder 1 m® Brennstoff ist
fiir die Praxis von untergeordneter Bedeutung.
Zur Masse oder dem Volumen des Brennstoffs
ist die Masse und das Raumvolumen der Spei-
cherbehilter und Speichermaterialien hinzu-
zurechnen. Unter diesen Gesichtspunkten ist
die Energiespeicherung in Heizol oder in
den Kraftstoffen Benzin und Dieseldl uniiber-
troffen (Tabelle Q-9). Deshalb haben bisher
elektrische oder mit Wasserstoff angetriebene



Q.4 Energieverbrauch 413

Tabelle Q-8. Moglichkeiten der Energiespeicherung.

Speicherprinzip Speicherenergie Energiespeicher
Reaktionswirme Eg,=mH, Brennstoffspeicher, Bunker,
Tanks, Druckgasspeicher,
E,=Amc® H,-Hydritspeicher fiir Nuklear-
brennstoff
innere Energie Es,, =c,m AT HeiBwasserspeicher, Stein-, Fels-,
Erdspeicher, Aquiferspeicher
Phasenumwandlung Eg,=mA Eis-, Salz-Latentwirmespeicher,
Latente Wirme Ruths-Dampfspeicher
mechanische Energie Eg,=mgAh Pumpspeicher, Druckluftspeicher,
=VAp Schwungradspeicher
= %hJ(Aw)?
elektrische Energie Eg,=AQU Batterien, Kondensatoren,
=% CAUY Magnetfeldspulen
= Y% L(AI)?
¢ Lichtgeschwindigkeit (¢ = 3 - 103 m/s) L Induktivitit
¢, spezifische Wirmekapazitat m  Speichermasse
C  Kapazitit p Gasdruck
Es, Speicherenergie Q elektrische Ladung
g Fallbeschleunigung T Temperatur
h Hohe U elektrische Spannung
H, unterer Heizwert V  Speichervolumen
1 elektrischer Strom A spezifische Phasenumwandlungswirme
J  Massentridgheitsmoment

Tabelle Q-9. Speicherdichten von Fahrzeug-
speichern.

Fahrzeugspeicher Speicherdichte
Wh/kg
Benzintank 9700
Dieseltank 10100
Methanoltank 4400
Flissig-Wasserstoffspeicher 5000
TiFe-Hydritspeicher 400
Hochdruck-Wasserstoffspeicher 300
Silber-Zink-Batterie 120
Blei-Akku-Traktionsbatterie 35

Fahrzeuge geringe Marktchancen; giinstiger
ist die Situation im Heizwédrmebereich, wo
die kritische massenbezogene Speicherdichte
keine Rolle spielt.

Q.4 Energieverbrauch

Die Sekundérenergie wird in der Industrie, im
Verkehr, in den Haushalten und im Kleinver-
brauch als Nutzenergie verbraucht (Bild Q-2).
Letztendlich wird in einem hochentwickelten
Land wie der Bundesrepublik Deutschland
nur etwas mehr als ein Viertel der Primérener-
gie zu Nutzenergie. Ins Auge springt insbeson-
dere der niedrige Nutzungsgrad im Verkehrs-
bereich; dies ist jedoch vor den im Vergleich
zum stationdren Einsatz hohen Anforderun-
gen an den Energiecinsatz im Fahrzeug (mini-
male Energiespeicherdichte, Start- und Fahr-
dynamik, Unfall- und Tanksicherheit) zu
verstehen.

Nachdem bisher die wirtschaftliche Bereitstel-
lung von Nutzenergie zum Energieverbrauch
dominierte und Erntefaktoren sowie Kapital-
riickfluBzeiten im Vordergrund der energie-
technischen Anstrengungen standen, hat sich
der Schwerpunkt energietechnischer Beurtei-
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Bild Q-2. Energieumwandlung und Energieverbrauch in der Bundesrepublik Deutschland 1987 ( Primdrenergie-

verbrauch 0,392 TWa = 100% ).

lung spatestens seit Tschernobyl bei den Kern-
kraftwerken und der Weltenergickonferenz
1989 in Montreal bei den fossilen Energicum-
wandlern zu den Belastungen der Umwelt
(Tabelle Q-10) durch die Energieverwendung
und den Skologischen Wirkungen des Nutz-
energieeinsatzes verlagert.

Die Okologisch-6konomische Bilanzierung
der Umweltbelastung der Energienutzung
im Spannungsfeld Okonomie - Energie-
technik — Okologie ist noch nicht gegeben.
Derzeitiger Stand ist der Appell zur rationel-
len Energieumwandlung und -nutzung und die
Forderung der Energiegewinnung aus regene-
rativen Energiequellen. Fiir die Beurteilung
der Planung von energetischen MaBnahmen

und der Sanierung von Energicumwandlern
hinsichtlich ihres Energiebedarfs sind Energie-
kennzahlen (Tabelle Q-11) hilfreich.

Der Heizwidrmebedarf von wohnihnlich ge-
nutzten Gebduden ohne Abwirmenutzung
wird nach ISO 9164 unter Beriicksichtigung
der solaren Wirmegewinne durch die Ver-
glasungen und der internen Wirmequellen
(Personenwirme, Stromverbrauch) berechnet.
Der Jahres-Energienutzungsgrad des Heiz-
systems beriicksichtigt zusitzlich zum Heiz-
wirmebedarf den Wirmebedarf der Warm-
wasserbereitung und die Anlagenverluste der
Heizung und der Heizungsverteilung (Ta-
belle Q-12).
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Schadstoff

Verursacher

Belastung

Stdube, Rull

Kraftwerke, Verkehr,
industrielle Prozesse

Atemwegserkrankung, Korrosion,
Verschmutzung

Abwisser, Aerosole

Rauchgaskondensation,
Tankleckagen

Klarstorung, Trinkwasserverunreinigung,
Hautallergie, Gewisserschaden

SO,, NO, Kraftstoff-
additive, Spurenstoffe

Verkehr, Kraftwerke,
industrielle Prozesse

Atemwegserkrankung, Bodenversiduerung,
Gewasserkippen, Waldschidden

Kohlendioxid CO,

Kraftwerke, Haushalt,
Verkehr, industrielle
Prozesse

Klimaverdnderung (Treibhauseffekt)

Methan CH, Tierhaltung, Erdol- Treibhauseffekt
gewinnung, Reisanbau
Fluor-Chlor-Kohlen- industrielle Herstellung, Stérung der Erdatmosphére (Ozonloch)

wasserstoffe (FCKW)

Entfettung, Privateinsatz

radioaktive Stoffe

Kernkraftwerke,
fossile Kraftwerke

Genmutationen, Krebserkrankung

Tabelle Q-11. Energickennzahlen.

Kennzahl Bezichung Beziehung
flichenbezogen volumenbezogen
Wohngebiude:
Energie-Kennzahl EKZy ¢ = guY EKZy = &
Raumwiérme EBF 14
Energie-Kennzahl EKZ,, = QBe},
Elektrizitit E
Nutzungsgrad L= On + Qww
Heizanlage Ey
Industriebau:
. Ey
Energie-Kennzahl EKZp, = —
Produktivitat PE

EBF  Enecrgicbezugsfliche (Stockwerksfliche, Putzfliche, Nutzfliche usw.)
Ey, Heizenergiebedarf Heizanlage

E

v Energieverbrauch
PE Produktionseinheit (z. B. je 1 kg Mehlverbrauch, je Pkw)
Oa Elektroenergiebedarf

Oy Jahres-Heizwarmebedarf
Oww Heizwarmebedarf§ Warmwasserbereitung
Gebdudevolumen (z. B. innerhalb der wirmeiibertragenden Hillfldche)
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Tabelle Q-12. Berechnung des Heizungs-Nutzungsgrads.

Grolle Beziehung

+ ;
Nutzungsgrad 7, = On+ Oww + Qv+ Ov ww

Ey

Warmwasser-Energiebedarf Qyw Oww = ey ity P (Sy, — 9¢) Uy
Energieverluste Raumheizung Qy g Ovu=0Ovu+ Ov s + Qv
Energieverluste Warmwasser Qy ww Ov.ww=0v,sp + Ov.v. + Ov.vu
Cw spezifische Wirmekapazitit von Wasser [cy, = 1,16 Wh/(kg - K)]
E, Sekundérenergiebedarf des Heizungssystems
My Warmwasserverbrauch pro Person und Tag
P Personenzahl der Warmwassernutzung
O Heizwiarmebedarf
Qv.uw Wirmeverluste des Wirmeerzeugers im Betrieb
Qv u, Wirmeverluste des Warmeerzeugers im Stillstand
Oy u, Wirmeverluste der Heizungsverteilung
Qv.s, Wirmeverlust des Warmwasserspeichers
Qy.v, Wirmeverlust der Warmwasser-Zirkulationsleitung
Qv.v, Wirmeverlust der Stichleitungs-Unterverteilung des Warmwassernetzes
14 Warmwasser-Bereitstellungszeit (i.a. 1, = 365d)
Iw mittlere Warmwassertemperatur an der Entnahmestelle
3 Kaltwasserternperatur

Als Zielwerte fir eine energiesparende Bau-
planung sind derzeit eine Heizwirme-Kenn-

zahl von EKZy ¢ =50 bis 60 kWh/(m?-a) im Gesprich.
(Wérmeschutz-Verordnung BRD, Entwurf

1992) und ein Nutzungsgrad der Heizanlage
von n, = 0,75 bis 0,85 (SIA 380/1 von 1988)
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Die Umwelttechnik ist die Anwendung techni-
scher Losungen zur Vermeidung der Bildung
von Schadstoffen (Primdrmafnahmen) und
zur Abreinigung gebildeter Schadstoffe

(Sekunddrmafinahmen). Emissionen entstehen
durch nicht geschlossene Stoffstrome; das Ziel
umwelttechnischer Anwendungen ist deshalb
die Bildung von Stoffkreisldufen.

Tabelle R-1. Gesetze, Verordnungen, Verwaltungsvorschriften, Normen.

Gesetz, Norm

Inhalt

Wasserhaushaltsgesetz
(WHG, 23.9.1986)

Landwassergesetz
(WG, z.B. B-W,, 1.7.1988)

Rahmenabwasser-VwV und Anhénge
(z.B. Anhang 40, 1. 1.1990)

Indirekteinleiter-Verordnung
(Bayern/Nordrhein-Westf.: VGS;
Baden-Wiirtt. ab 1.10. 1990)

Abwasserherkunftsverordnung
(3.7.1987)

Verordnung iiber Anlagen zum Umgang
mit wassergefihrdenden Stoffen
(VAWS, z.Z. Entwurf)

Verordnung tiber Anlagen zum Herstellen,
Behandeln und Verwenden wassergefihrdender
Stoffe (HBV-AnlagenV, z.Z. Entwurf)

DIN 38405-D bis H

Bundesimmissionsschutzgesetz
(BImSchG, 1990)

1. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(1. BImSchV)

2. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(2. BImSchV)

3. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(3. BImSchV)

4. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(4. BImSchV)

5. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(5. BImSchV)

Stand der Technik (§7a)
Umgang mit wassergefahrdenden Stoffen
(§819g bis 1)

Genehmigungspflicht fiir Abwasseranlagenbetricb

Grenzwerte fir Abwasserableitung
Pflichten der Produktion
DIN-Normen der Analytik

Schwellenwerte fiir die Genehmigungspflicht
der Abwasserableitung

Aufzihlung der Produktionsbereiche
mit gefihrlichen Stoffen

Lagern, Abfiillen und Umschlagen
von Chemikalien

Einsatz von Chemikalien in der Produktion

Abwasseranalytik

Regelung (allgemein) des

~ anlagenbezogenen,
— produktbezogenen und
— gebietbezogenen Immissionsschutzes.

Kleinfeuerungsanlagen

Emissionsbegrenzung von leichtfliichtigen
Halogenkohlenwasserstoffen

Schwefelgehalt von leichtem Heizol
und Dieselkraftstoff

Genehmigungsbediirftige Anlagen

Immissionsschutzbeauftragte
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Tabelle R-1( Fortsetzung )

Gesetz, Norm

Inhalt

6. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(6. BImSchV)

. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(7. BImSchV)

9. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(9. BImSchV)

10. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(10. BImSchV)

~J

11. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(11. BImSchV)

12. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(12. BImSchV)

13. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(13. BImSchV)

17. Bundesimmissionsschutz-Verordnung
(17. BImSchV)

1. Allgemeine Verwaltungsvorschrift
zum BImSchG (1. BImSchVwV)

4. Allgemeine Verwaltungsvorschrift
zum BImSchG
(4. BImSchVwV)

5. Allgemeine Verwaltungsvorschrift
zum BImSchG
(5. BImSchVwV)

VDI-Richtlinie 2310

Abfallgesetz (AbfG 1986)

Landesabfallgesetze

Abfallbestimmungs-Verordnung
(AbfBestV, 1990)

Reststoffbestimmungs-Verordnung
(RestBestV, 1990)

Abfall- und Reststoffiiberwachungs-Verordnung
(AbfRestUberwV, 1990)

Fachkunde und Zuverléssigkeit
von Immissionsschutzbeauftragten

Auswurfbegrenzung von Holzstaub
Grundsétze des Genehmigungsverfahrens

Beschriankungen von PCB, PCT und VC*
(Polychlorierte Biphenyle, -Terphenyle
und Vinylchlorid)

Emissionserkldrung
Storfallverordnung

GroBfeuerungsanlagen
(z. B. Kraftwerke)

Abfallverbrennungsanlagen

Technische Anleitung zur Reinhaltung
der Luft (TA Luft)

Ermittlung von Immissionen
in Belastungsgebieten

Erstellung von Emissionskatastern
in Belastungsgebieten

Maximale Immissionskonzentrationen (MIK-Werte)
zum Schutz des Menschen

Definitionen, Grundsdtze und allgemeine Pflichten
der Bereiche

— Abfalleinsammeln/-befordern

~ Abfallentsorgung

— Reststoffverwertung

— Abfallverbringung (Ausland)

— Betriebsbeauftragter fiir Abfall

— Riicknahmepflichten, Pfandsysteme

Detailregelung der Andienungspflichten

Benennung der besonders iiberwachungsbediirftigen
Abfille (,,Sondermiill*)

Benennung der besonders tiberwachungsbediirftigen
Reststoffe

Detaillierte Regelung von

— Einsammlung und Beférderung
— Entsorgungs-Nachweis

— Begleitscheinverfahren

- Reststoff-Nachweis
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Gesetz, Norm

Inhalt

Verpackungs-Verordnung
(VerpackV, 1991)

Altol-Verordnung
(AltolV, 1987)

Verordnung iiber das Verbot des Einsatzes
von PCB, PCT und VC* (1989)

TA Abfall (2. Allgemeine Verwaltungsvorschrift
zum AbfG, 1991)

Pflichten der Wieder- oder Weiterverwertung von

~ Verkaufsverpackungen,
— Transportverpackungen,
— Umverpackungen

Klassifizierung der Altole in
- riickgewinnbare Ole

~ verwertbare Ole

— zu entsorgende Ole

Vermischungsverbot, Pflichten
fiir Riickstellproben/Analysen

Stoffeinsatzverbote mit Regelung
der Ubergangsfristen

Detailregelung der Abfallentsorgung, u.a.

~ Zuordnung der Abfille
zu Entsorgungsverfahren
— Aufbauorganisation
von Entsorgungsanlagen
— Betriebsorganisation
von Entsorgungsanlagen

R.1 Abwassertechnik

R.1.1 Entstehung von schadstoffbelastetem
Abwasser

Die Oberflichenbehandlung (z.B. Galvanik,
Harterei, Lackierbetrieb, mechanische Ferti-
gung) besteht in der Regel aus einer Abfolge
von Wirkbddern (Wirkschritte, z.B. Ent-
fetten, Beizen, Entrosten, Phosphatieren,
Briinieren, Metallisieren), zwischen denen
Spiilschritte angeordnet sind. Abwasser- und
Schadstoffemission finden statt, sobald der
Wirkstoff (Elektrolyt) das Wirkbad verlaBt.

Abwasser- und Schadstoffemissionen ent-
stehen durch Verwerfen und Ausschleppen
des Wirkstoffes aus dem Wirkbad.

Das Wirkbad wird verworfen, weil Verun-
reinigungen seine Wirkung zu stark abge-
schwicht haben. Ausgeschleppt wird der
Elektrolyt durch Werkstiicke und Werkstiick-
trager. Die Ausschleppungen miissen an-

schlieBend von den Werkstiicken abgespiilt
werden.

Verwerfen des Wirkbades:
geringe Abwassermenge, hohe Schadstoft-
fracht.

Ausschleppen von Wirkstoff:
hohe Abwassermenge, geringe Schadstoff-
menge.

R.1.2 Verminderung der Ausschleppungen

Die Ausschleppungen werden von der Ober-
flichengeometrie der Werkstiicke stark beein-
fluBt. Dennoch gibt es allgemein giltige An-
sdtze zur Ausschleppungsverminderung, die
sich in chemische und mechanische MaBnah-
men unterteilen (Tabelle R-2).

R.1.3 Standzeitverlingerung des Wirkbades

Je linger die Standzeit eines Wirkbades (weni-
ger hdufiges Verwerfen), desto geringer die
emittierte Schadstofffracht.
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Tabelle R-2. Mafinahmen zur Ausschleppungs-

verringerung.

MaBnahme

Praxisbeispiel

a) chemisch

Oberflachen-
hydrophobierung

wilrige Reinigung
vor Hirten, Lackieren,
Priifen

Verringerung der
Wirkstoff
Konzentration

Nachschirfen anstelle
Wochenbedarfsansatz

Senkung des Losungsmittel-
anteils im Lacksystem

b) mechanisch

Overspray
vermindern

Drehscheibe hinter zu
lackierendem Teil
(Overspray-Recycling)

Airless-Verfahren
elektrostatisch lackieren

Anlagenbedienung
und -steuerung

Abtropfzeiten,
Warenbewegung,
Teilepositionierung

Anlagentechnik

Abblasen, Abquetschen,
Absprithen

Kaskadenfiihrung,
Badkombinationen

Tabelle R-3. Muafinahmen zur Standzeitver-

ldngerung.

Vorreinigungs-
verfahren

mehrstufige Spiiltechnik

vorgeschaltete Reinigungs-
stufen, z. B. Entdlen,
mechanisches Reinigen

Wirkbadkaskade
Nachreinigungs- Entschlammung
verfahren fonenaustausch

Dialyse/Elektrodialyse

Elektrolyse

thermische Behandiung
(Kristallisation, Eindampfen)
Membranabtrennung

(Ultra- und Mikrofiltration,
Umkehrosmose)

Standzeitverldngerung durch

— Vorreinigung der Einschieppungen
(Verunreinigung von auflen);

- Nachreinigung der prozeBbedingten
Verunreinigungen (Abbauprodukte).

Demzufolge untergliedern sich die MaBnah-
men zur Standzeitverldngerung in Vorreini-
gung der Werkstiicke und Nachreinigung der
Wirkbadlosung (Tabelle R-3).

R.1.4 Spiiltechnik

Die Spiiitechnik hat die Aufgabe,

— ausgeschleppte Wirkstoffe vom Werkstiick
zu entfernen,

- die Reaktion der Werkstiickoberfliche mit
dem Wirkstoff abzubrechen,

- Einschleppungen in das folgende Wirkbad
zu unterbinden.

Gesetzesforderung ist die Einrichtung einer
mehrstufigen Spiltechnik (in der Regel drei
Spiilstufen), die als Voraussetzung fiir mini-
mierten Abwasser- und Schadstoffanfall gilt.
Als einzelne Spiilstufe gilt auch eine Spritzein-
richtung iiber einem Spiilbad (Spiilbad
+ Spritzeinrichtung = zweistufiges System).

Unterschieden wird zwischen Standspiilen
(nicht durchflossen) und Fliefspiilen (kon-
tinuierlicher Wasserdurchsatz Q). Die Bilder
R-1, R-2 und R-3 zeigen Beispiele verschie-
dener dreifacher Spiilstufen nach dem Wirk-
bad.

Die Effektivitdt des Spiilvorgangs wird aus-
gedriickt durch das Spiilkriterium Sk, das
als Quotient der Wirkbadkonzentration in

v @
|

v
-
Cy Ca C3 !

Wirkbad Spule 1

Abwasser

Bild R-1. Dreistufige Spiiltechnik als Dreifachkas-
kade.

Splle 2 Spule 3
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Bild R-2. Dreistufige Spiiltechnik als Standspiile und
Zweifachkaskade.
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Bild R-3. Dreistufige Spiiltechnik als Vorspiilkaskade
und Fliefspiile.

Grammy/Liter oder val/Liter und der Rest-
konzentration im letzten Spiilbad n definiert
ist:

| Sk = o/ (R-1) |

¢, Elektrolytkonzentration im Wirkbad,
¢, Elektrolytkonzentration im n-ten Spiil-
bad nach dem Wirkbad.

n

Spulkriterien liegen {iiblicherweise zwischen
103 und 107.

Die Konzentration eines Standspiilbades nach
der Betriebszeit ¢ betrdgt

(R-2)

t  Betriebsdauer in Stunden,

co Elektrolytkonzentration im Wirkbad,

¢,  Elektrolytkonzentration im Standspiil-
bad nach ¢ Stunden Betriebszeit,

V' Verschleppungsvolumen, normiert auf 1 h,

Vg Volumen des Spiilbades.

R.1 Abwassertechnik 421

Tabelle R-4. Vergleich bendtigter Spiilwasser-
mengen in Liter je Stunde fiir ¢, = 10val/l,
Sk = 10%, V = 10 I/h, Standspiilwechsel in 8 h,
Badvolumen Vi = 1000 1.

Spiilsystem bendétigte erzeugte
Spiilwasser- Abwasser-
menge l/h menge 1/h

1 FlieBspiile 100000 100000

1 Standspiile 7717 7777

und

1 FlieBspiile

Zweifach- 1000 1000

kaskade

1 Standspiile 402 402

und

Zweifach-

kaskade

Dreifach- 215 215

kaskade !)

Zweifach- 50 + 4000 114

kaskade und 100 + 1000 116

1 FlieBspiile 200 + 250 204

!y Bei direkter Riickfiihrung ins Wirkbad ist die
Dreifachkaskade vorteilhaft, bei Kreislauffiihrung
des Spiilwassers (Ionenaustauscher) das System Vor-
spiillkaskade und SchluBspiile.

Die Gleichgewichtskonzentrationen von Ein-
zelflieBspiilen und FlieBspiilkaskaden betra-
gen (Voraussetzung: V' < Q)

¢y =co(V/Q)"; (R-3)

¢y Elektrolytkonzentration im Wirkbad,

¢, Elektrolytkonzentration im n-ten Spiil-
bad nach dem Wirkbad,

V' Ausschleppungsvolumen,

¢ Spiilwasserdurchsatz.

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich verglei-
chende Betrachtungen des notwendigen Was-
sereinsatzes unterschiedlicher Spiilsysteme
durchfiihren und 148t sich der jeweils resultie-
rende Abwasseranfall berechnen (Tabelle
R-4).
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Tabelle R-5. Ionenaustauscherharze.

Harztyp funktionelle Reaktion
Austauscher-
gruppe
stark saures Sulfonsiure- Kation—H™
Kationen- gruppe
austauscher- (—SO5H)
harz
schwach Carbonsédure- Katione>H™
saures gruppe
Kationen- (—COOH)
austauscher-
harz
schwach tertidre Anion —>QOH~
alkalisches Ammonium-
Anionen- gruppe
austauscher- (—R,NHOH)
harz
stark quartire Anione—OH~
alkalisches Ammonium-
Anionen- gruppe
austauscher (—R;NOH)
harz

R.1.5 Kreislauffiihrung des Spiilwassers
(Ionenaustauscher)

Ionenaustauscher sind organische Polymer-
harze mit funktionellen Gruppen.

Die Vollentsalzung des Wassers geschicht
in hintereinandergeschalteten Kationen- und
Anionenaustauscherharzen (Tabelle R-5). Vor-
aussetzung fur den sinnvollen Einsatz von
Tonenaustauschern ist ein geringer Salzgehalt
(= Elektrolytgehalt) im kreislaufgefiihrten
Wasser. Es gibt unterschiedliche verfahrens-
technische Schaltungsmdglichkeiten der Ionen-
austauscheranlagen (StraBen- und Reihen-
schaltung, Bilder R-4 und R-5).

Abwasser (Regenerat, Eluat) entsteht bei der
Regeneration der beladenen Harze. Kationen-
harze werden mit Sdure (5%), Anionenharze
mit Lauge (5%) regeneriert.

Je 1 val Salz Beladung auf die Austauscher-
anlage entstehen etwa 141 Abwasser bei
der Regeneration.

Produktion

Kies-  Kohle-
filter

Kationen-  Anionen-
austauscher

Bild R-4. Ionenaustauscheranlage in Strafenschaltung.

Produktion

Kies- Kohle-
filter

Kationen- Anionen-
austauscher

Bild R-5. Ionenaustauscheranlage in Reihenschaltung.

R.1.6 Abwasseraufbereitung (-behandlung)

Der Grundsatz lautet: Unnétige Mischungen
vermeiden.

Die Verfahrensstufen (Bild R-6) sind

- Cyanidoxidation,

— Nitritoxidation oder -reduktion,
— Chromatreduktion,

— Neutralisation,

— Flockung,

— Sedimentation,

— Schlammentwisserung,

— SchluBfiltration.

Probleme entstehen

— durch Bildung von (an Aktivkohle ad-
sorbierbaren) Halogenkohlenwasserstoffen
[AOX] bei der Oxidation mit Bleichlauge
(NaOCl),

- bei der Entsorgung des anfallenden schwer-
metallhaltigen Galvanikschlamms (Sonder-
miill, Abschnitt R-3).
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l

Abwasser - Sammelbehélter

z.B. Ultra-/Mikro-

Slhaltiges saure / alkalische chromathaltige cyanidische
Abwasser Konzentrate Konzentrate Konzentrate
Ol-Wasser-Trennung | permeat

Standbehandlung
Cyanid-Oxidation

z.B. Desorber

filtration
Retentat ‘
Standbehandlung
Nitritoxidation
Konzentrierung | Wasser |  Chromatreduktion

Neutralisation/

Altol

Sedimentation

Schwermetallfallung

Natronlauge

Peroxid
Bisulfit

Salzsaure

Kalkmilch

Polielektrolyt

|

I Schlammsammiler —I [ Kiesfilter —|

$

i

[ Filterpresse ] rEndkontroIIe l
Deponie Kanalisation

Bild R-6. Blockschema einer Abwasseraufbereitungsanlage.

R.2 Reinhaltung der Luft

Tabelle R-6. Begriffserlduterungen.

Tabelle R-6 (Fortsetzung)

Luftverun-
reinigung
Emission

Immission

Transmission

alle Stoffe, die die natiirliche Zu-
sammensetzung der Luft verdndern

an die Umwelt abgegebene Luft-
verunreinigung

die Einwirkung der Luftverun-
reinigungen auf die Umwelt

Ausbreitung der Luftverunreini-
gung (zwischen Emissionsquelle
und Immissionseinwirkung)

Smog

Abgas
Rauchgas
Abluft

hohe Immissionskonzentrationen
von Schadstoffen in Verbindung
mit Nebel (Kombination von
,,smoke* und ,,fog*)

an die Umwelt abgegebenes Gas
Abgas von Feuerungsanlagen

Abgas, dessen Triagergas Luft ist
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R.2.1 Entstehung von Luftverunreinigungen

Die natiirliche Zusammensetzung der Luft ist

— Stickstoff (N,) 78,10 %,
— Sauerstoff (O,) 20,93 %
— Argon (Ar) 0.93 %
— Kohlendioxid (CO,) 0,035%,
— Spuren

e andere Edelgase

e Methan

e Wasserstoff.

Hauptquellen der Luftverunreinigungen sind
Energicerzeugung (Kraftwerke), Hausheizun-
gen, Verkehr und Industrie. Hauptséchlich
werden folgende Luftverunreinigungen emit-
tiert:

— Kohlendioxid (CO,),

— Stickoxide (NO und NO,),
~ Schwefeldioxid (SO,),

- Kohlenwasserstoffe (C,,H,),
— Kohlenmonoxid (CO),

— RuB und Staub.

R.2.2 Auswirkungen von Luftverunreinigungen

Die hauptsdchlichen Auswirkungen der Luft-
verunreinigungen sind Tabelle R-7 zu entneh-
men. Bei der Beurteilung der Auswirkungen
von Luftverunreinigungen ist stets die Trans-
mission der Stoffe und ihre chemische Um-
wandlung zu anderen Produkten mit zu be-
trachten.

R.2.3 PrimdrmaBnahmen
der Schadstoffbegrenzung

Schwefeldioxid — Entschwefelung

der Brennstoffe
— mehrstufige Verbrennung
— Abgasriickfithrung

Stickoxide

Kohlenwasserstoffe, Ru3, Kohlenmonoxid
— vollstdndige
Verbrennung, dabei

— ausreichender Luftiiberschuf} (4 > 1),

— hohe Verbrennungstemperaturen,

— lange Verweilzeit des Brennstoffes in Zonen
hoher Temperatur,

— gute Durchmischung von Luft und Brenn-
stoff.

Tubelle R-7. Auswirkungen von Luftverunrei-

nigungen.

Schadensart Verursacher Auswirkungen
(LeitstofT)

Ozonloch Fluorchlor- Zerstorung der
kohlenwasser- | Ozonschicht
stoffe in der Strato-
(FCKW) sphdre: hirtere

Strahlung ge-

langt auf Erd-

oberfliche
hoher Ozon- Stickoxide Herz-/Kreislauf-
gehalt in der und Licht beschwerden

Atemluft

Treibhaus- IR-aktive Erwdrmung der

effekt Gase Erdoberflache:
(z.B. CO,, Klimastdrungen
CH,)

Waldsterben vermutete Anderung von
Synergie aller Klima, Flora
Luftverun- und Fauna
reinigungen

Smog Nebel und Erkrankung von
austausch- Atemwegen und
arme Wetter- -organen,
lagen Herz-/Kreislauf-

Schwiiche

foto- Stickoxide, Erkrankung von

chemischer Licht und Atemwegen und

Smog Kohlenwasser- | -organen,
stoffe Herz-/Kreislauf-

Schwiche
saurer Regen | Stickoxide, Schadigung der
Schwefel- Pflanzenwurzeln,
dioxid Korrosion an
Metallen/Bau-
stoffen

R.2.4 Sekundirmafinahmen
der Schadstoffbegrenzung

Unter SekundiarmaBnahmen sind Abreini-

gungsverfahren zu verstehen.

Ruf} und Staub
— Staubabscheidung

MaBgebend fiir die Abscheidefdhigkeit eines
Staubes ist die Sinkgeschwindigkeit v, der Par-
tikeln aus dem Gasstrom, die sich fiir das



Modell kugelférmiger Partikeln wie folgt er-
gibt:

2 —_
o = d*(er — 06) 9 . (R—4)
s 181

v, Sinkgeschwindigkeit der Staubpartikeln,
d  Staubpartikeldurchmesser,

¢p Dichte der Staubpartikeln,

¢og Dichte des Abgases,

g  Erdbeschleunigung,

N Viskositdt des Abgases.

Alle Faktoren, die die Sinkgeschwindigkeit er-
hohen, tragen zur Verbesserung der Abscheide-
leistung bei:

— VergréBerung von Dichte und Partikel-
durchmesser im NaBabscheider
o Wirbelwischer,
e Venturiwischer,
e Rotationswischer;

— Erhohung der Beschleunigung im
e Elektrofiiter,
e Zyklon.

Elektrofilter und Zyklone sind typische Ver-
treter der Querstromfiltration (Partikeln wer-
den quer zur Gasstromung abgeschieden);
Tuchfilter und Filterkerzen, die eine Sekun-
darfilterschicht durch abgeschiedene Staub-
teilchen ausbilden, sind typische Beispiele fiir
die Hauptstromfiltration (Partikeln- und Gas-
bewegung in gleicher Richtung, Bild R-7).

a) 4} Gas

{} Gas

b)

Gas => .

Bild R-7. Hauptstromfiltration (a) und Querstromfil-
tration (b).
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Schwefeldioxid

— (Rauchgas-)Entschwefelung
Trockenes, halbtrockenes und nasses Ver-
fahren. Unter Zugabe von Kalk (Kalk-
milch) und mit Hilfe von Luftsauerstoff
wird Gips gebildet (CaSO, - 2H,0; Abfall-
problematik).

Stickoxide

— Oxidationsverfahren (selten angewendet)
Oxidation der Stickoxide zu Stickstoff-
dioxid mit Hilfe von Ozon und Abreinigung
durch Bildung von Salpeterséure.

— Reduktionsverfahren (katalytisch: SCR-
" Verfahren; nicht katalytisch: SNCR-Ver-
fahren').
Durch Eindiisung von Ammoniak werden
Stickoxide zu Stickstoff reduziert, was einer
Riickbildung des Ausgangsstoffes (Luft-
N,) entspricht.

Kohlenwasserstoffe

— Nachverbrennung (thermisch: TNV, kata-
lytisch: KNV).
Nachgeschaltete Verbrennung bei hohen
Temperaturen, Einsatz von Katalysatoren
und allen Bedingungen vollstindiger Ver-
brennung.

— Adsorption
Aktivkohlefiltration. Probleme der an-
schlieBenden Regeneration der beladenen
Aktivkohle: Dampf gelangt in das Abwas-
ser, HeiBgas erfordert Energieaufwand. Bei
Verwerfen der beladenen Aktivkohle ent-
steht Abfallproblematik.

— Kondensation
,Ausfrieren der Kohlenwasserstoffe in
Kiltefallen. Energiecaufwendig, fir einzu-
haltende Grenzwerte nicht ausreichend, nur
fiir schwerer fliichtige Kohlenwasserstoffe.
Wird in der Regel als Abreinigungsvorstufe
benutzt.

— Membrantrennung und biologische Abrei-
nigung
Verfahren z. Zt. in der Markteinfithrung;
Einzelfallbetrachtung des Einsatzes not-
wendig.

') SCR: selective catalytic reduction, SNCR: selec-
tive non catalytic reduction.



426 R Umwelttechnik

Kfz-Katalysator

Der Dreiwege-Katalysator dient zur Um-
setzung der drei Schadstoffe Kohlenmon-
oxid, Kohlenwasserstoffe und Stickoxide.

Membranspannung U abgegriffen werden
(Nernstsches Gesetz). Zur Bildung der
Sauverstoffionen  werden Temperaturen
>400°C benoétigt (Betriebstemperatur der
Sonde).

— Katalysatoraufbau
Platin (Oxidationsprozesse) und Rhodium
(Reduktionsvorgénge) als Katalysator-
metalle, die auf Triger Aluminiumoxid
(,,washcoat*, hohe Oberfléche) aufgebracht
sind, das auf Keramikkorper oder Metall-
trager aufgetragen wird.

— Betriebsbedingungen
Der optimale Temperaturbereich liegt zwi-
schen 300 und 850 °C. Luftregelung mittels
Lambda-Sonde auf A — 1 (stdchiometri-
scher Lufteinsatz, kein LuftiiberschuB).

— Reaktionen
e Kohlenwasserstoffe und Kohlenmonoxid
oxidieren an Platin zu Kohlendioxid
(= Endprodukt vollstindiger Verbren-
nung).

o Stickoxide (iiberwiegend NO) werden an
Rhodium zu Stickstoff reduziert.

e Unerwiinschte Nebenreaktionen (Luft-
tiberschuB, Luftmangel, ungiinstige Tem-
peraturen) flihren zur Bildung von
Schwefeltrioxid, Schwefelwasserstoff und
Ammoniak.

Lambda-Sonde

Notwendiges Aggregat, um Luftiiberschul3-
zahl gegen 1 zu regeln (Voraussetzung fir
Funktion des Dreiwege-Katalysators).

— Aufbau
Fingerhutférmig  angeordnete  Zirkon-
dioxid-Membran, auf deren Innenseite sich
Luft befindet. An der AuBlenseite werden
Abgase vorbeigefithrt. Beide Seiten der
Membran sind mit einem Platingitter ver-
schen, das als Ableitungselektrode dient.

— MeBprinzip
Potentiometrisches MeBprinzip. In Abhén-
gigkeit vom jeweiligen Sauertoffpartial-
druck (Innen- und AuBenseite der Mem-
bran) bilden sich — bedingt durch Diffusion
von Sauerstoff-lonen in Fehlstellen des
Zirkondioxidgitters -- unterschiedliche Po-
tentiale aus. Die Potentialdifferenz kann als

U= R, T]r\ Pozwur : (R-5)

z P02 (Abgas)

molare Gaskonstante

[R,, = 8,3144 J/(KX - mol)],
absolute Temperatur,
Anzahl Elementarladungen,
Faraday-Konstante

(F = 96486 A - s/mol),
Sauerstoffpartialdruck.

N X

Po2

- MeB- und Regeltechnik

Je geringer der Sauerstoffanteil im Abgas,
desto hoher die abgegriffene Spannung. Die
Sonde regelt die Begrenzung der Luftzufuhr
so weit, bis steiler Spannungsanstieg ein-
tritt. Die Regelung erfolgt also nicht durch
exakte Sauerstoffmessung, sondern das
Luft-Kraftstoff-Verhdltnis wird so geregelt,
daB} der Sauerstoffanteil an der Abgasseite
der Sonde gegen null geht (steiler Span-
nungsanstieg).

R.3 Abfallwirtschaft

Tabelle R-8. Begriffserliuterungen.

Abfall bewegliche Sache, derer sich der
Besitzer entledigen will oder
deren geordnete Entsorgung zur
Wahrung des Wohls der
Allgemeinheit geboten ist

Reststoff bewegliche Sache, derer sich der
Besitzer entledigen will und die
einer stofflichen oder sonstigen
Verwertung zugefahrt wird

besonders Abfille/Reststoffe, die aufgrund

iiberwachungs- | ihrer Eigenschaften ein
bediirftiger besonderes Gefahrenpotential

Abfall/Rest- aufweisen (z. B. giftig, erbgut-

stoff (,,Sonder- | schidigend)

abfall®)

Entsorgungs- Anlage zum Verwerten, Be-

anlage handeln, Lagern und Entsorgen
von Abfillen/Reststoffen




R.3.1 Entstehung von Abfillen

Abfille entstehen durch Vermischung und
daraus folgender Feinverteilung von Wert-
stoffen.

Abfalldeponie: Wertstoffe in feinverteilter
Form.
Rohstofflager: Wertstoffe in konzentrierter
Form.

R.3.2 Grundsatz der Abfallwirtschaft

Der Grundsatz des Umgangs mit Abfall ist
allgemeingiiltig im Abfaligesetz definiert:

Vermeiden vor Verwerten vor Entsorgen.

Voraussetzung ist die Einbindung dieses
Aspekts in die Fertigungsplanung, durch
Schaffen ecines Versorgungs- und Entsor-
gungskonzeptes, das die notwendigen Vor-
bereitungen zur Abfallvermeidung und
-verwertung enthilt.

Abfallvermeidung kann durch gezielte Einwir-
kung auf zwei Planungsbereiche unterstiitzt
werden:

Abfallvermeidung durch

— Vermeidung des Entstehens von Rest-
stoffen ( Primdrmafinahmen),

— Schaffen von Stoffkreisldufen angefalle-
ner Reststoffe (SekunddrmaBnahmen).

R.3.3 Primiirmafinahmen der Abfallvermeidung

Ersatz abfallproblematischer Einsatzstoffe

( Beispiele)

— Umstellung der CKW-Reinigung (Chlor-
kohlenwasserstoffe}) auf wissrige Reini-
gungssysteme,

— Asbestersatz in der Baustoffindustrie,

— Ersatz cyanidischer Wirkbéder in der Ober-
flichenbehandlung,

— Umstellung cadmium- und bleichromathal-
tiger Lacke auf organische Pigmente,

— Ersatz von Quecksilber und Cadmium bei
der Battericherstellung.
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Umstellung des Fertigungsverfahrens
und der Produkte ( Beispiele)

- Umstellung 16semittelhaltiger Lacke auf
Wasserlacksysteme,

— Erhohung des Auftragwirkungsgrades,

— Einsatz von NC-Bearbeitungsautomaten
und CNC-Fertigungs-,,poolcentern® mit
optimierter Materialausnutzung,

— verringerter Materialeinsatz (Hausgerite,
Verpackung),

— ldngere Produktlebensdauer.

R.3.4 SekundiirmaBnahmen
der Abfallvermeidung

Die Weiterverwertung von Reststoffen (Schaf-
fung von Stoffkreisldufen) setzt in der Regel
unvermischte Reststoffe voraus.

Sortierung anfallender Abfallgemische

Das Sortieren des Mischabfalls dient der
Auftrennung eines Stoffgemisches in Einzel-
fraktionen mit dem Ziel der weiteren stoff-
lichen Nutzung. Die einzelnen Trennverfahren
unterscheiden sich dabei weniger im Prinzip
der Auftrennung als in der Reihenfolge der
einzelnen Trennschritte. Bild R-8 zeigt den
Aufbau eines Abfalltrennverfahrens.

Die finanziellen Aufwendungen fiir Investi-
tion und Betrieb der vorhandenen Anlagen
sind bislang schwer zu amortisieren. Weitere
Probleme der Abfallsortierung entstehen
durch fehlende Kapazitdten zur Aufnahme
der abgetrennten Fraktionen.

Nachtragliche Sortierung des angefallenen
Mischabfalls ist die ungiinstigere Alter-
native der Abfallverwertung.

Getrennte Sammlung und Verwertung
von Abfillen

Die getrennte Erfassung der unvermischten
Reststoffe ist Voraussetzung fiir ihre sinn-
volle Verwertung.

Besonders effizient ist eine Riickfiihrung der
Fertigungsreststoffe in denselben Proze (Ab-
fallvermeidung und Einsparung von Rest-
stoffen).
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apparative Durchfihrung Verfahrensprozef3 abgetrennte Fraktion
Aufstromsortierer l Sortierung H Entwésserung }—* organisches
Material

Uberbandmagnet l Magnetabscheidung I—— Eisenmetalle

Nichteisen-
Schwertriibe l Dichtesortierung 1 ]——— metalle

l (p=2,6 kg/l)
Schwertriibe Dichtesortierung 11 | — . Keramik, Steine
I (p=2,45 kg/l)
Fotozelle optische Sortierung 1 WeiBglas
Fotozelle [ optische Sortierung 11 Griinglas
Braunglas

Bild R-8. Trennverfahren fiir Mischabfall.

Recycling wdhrend des Produktgebrauchs wird — Altstoffrecycling nach Produktgebrauch ist vor
vornehmlich im Maschinenbau praktiziert.  allem beim Schrottrecycling bekannt. So wer-
Die Austauscherzeugnis-Fertigung setzt sich  den Kraftfahrzeuge in einer Hammermiihle
zusammen aus den Fertigungsschritten (Shredder) zerkleinert und anschlieBend einer
Stofftrennung mit Hilfe von Magnetabschei-

- Eempntage, dern, Windsichtern und anderen Dichtetrenn-
- e_p;lguns, . anlagen unterzogen. Zur Zeit wird allerdings
— Priifung/Sortierung, nur der Metallanteil zurlickgewonnen.

— Aufarbeitung und
— Wiedermontage.
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S.1 Atombau und Spektren

Die Untersuchung von optischen Spektren
liefert Informationen Gber den Aufbau von
Atomen und Molekiilen. Diese Teilchen kén-
nen mit elektromagnetischer Strahlung in
Wechselwirkung treten (Emission und Ab-
sorption).

S.2 Systematik des Atombaus
S.2.1 Aufbau der Atome

Ein Atom besteht aus dem Atomkern und der
Atomhiille. Die Atombhiille besteht meist aus
Elektronen und der Atomkern, sehr einfach
gesagt, aus den Nukleonen: Protonen und Neu-
tronen. In Tabelle S-1 sind die entsprechenden
GréBen zusammengestellt.

Ein Atom wird folgendermaBen gekennzeich-
net:

b

Elementsymbol

Massenzahl (Anzahl der Protonen
und Neutronen; A = Z + N)
Ordnungszahl (Anzahl der Protonen
im Kern = Anzahl der Elektronen
in der Hiille = Kernladungszahl,
Z=A-N)

N x < NI

Beispiele sind 4N; 35U, Z kann auch weg-

gelassen werden.

Tabelle S-2 zeigt die Unterschiede verschiede-
ner Kernarten (Nuklide).

Tabelle S-1. Eigenschaften des Atomkerns und der Atombhiille.

Atom Atomkern Atombhiille
Proton p Neutron n Elektron e
Ladung Q 1,6021 -1071°C 0 —1,6021 -107'°C
Ruhemasse 1,67-10"*"kg 1,675-10"27kg 9,11-1073'kg
(1836 m) (1839 m,)) (m,y)
2
: ~0.53/Ma. ~ 10-153 ~14-10-153/4 _ e
Radius ra = 0,53/ 2 e = 1,4-10 \/Z rwx14-10 \/— 7, Fema
mm; inm; Bt
m, Atommasse, A Massenzahl A Massenzahl - dnm,
¢  Dichte (Nukleonenzahl) (Nukleonenzahl) — 2818 - 10~ 5 m:
des Atomkerns des Atomkerns T >
e=—1,6-10"19C,
m,=9,11-10"3"kg,
Ho =1,257-107¢ H/m,
€ = 8,85-107 12 F/m,
c=2998-10%m/s
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Tabelle S-2. Isotope, Isobare und Isotone.

isotopes isobares | isotones
Nuklid Nuklid | Nuklid

Ordnungszahl Z | gleich ungleich | ungleich

(Protonenzahl;

Zahl der

Elektronen)

Massenzahl A4 ungleich gleich ungleich

(Anzahl der

Nukleonen:

Protonen und

Neutronen;

A=Z+N)

Neutronen- ungleich ungleich | gleich

zahl N

N=4-2)

Beispiele 2347y,235y, | 204pp, ¥K,
238U 204Hg AOC'd

S.2.2 Atommasse und Anzah! der Atome

Die Masse von Atomen und Molekiilen wird
in atomaren Masseneinheiten u gemessen. Die
Definition lautet

atomare Masseneinheit u = 1/12 der
Masse des Kohlenstoffatoms '>C.

Es gelten folgende Zusammenhinge:

tu=1(g/mol)/N,, wobei

N, =6,0221367 - 102* mol ! (S-1)

| 1u=1/12mc =1,66056-10"2"kg. (S-2) |

Ubersicht S-1. Gesetze der Quantentheorie.

| 1kg=60221367 10w (S-3) |

Fiir die Massen m, eines Atoms (bzw. Mole-
kiils) ergibt sich

my=A-u=A,-1,66056-1027 kg; (S~4ﬂ

A_ relative Atommasse.

r

Die Anzahl der Atome N eines Korpers der
Masse m 1dBt sich aus der Masse eines Atoms
m, berechnen:

N_)_VI_ m _ m .
“my A-u A, -166056-10 kg’

(S-5)

A, relative Atommasse eines Stoffes,
m  Masse des Korpers,
m, Masse eines Atoms.

S.3 Quantentheorie

Fir die Erklirung der Phdnomene in der
Mikrophysik werden die Erkenntnisse der
Quantentheorie bendtigt. Es sind  dies
(Ubersicht S-1):

— Quantisierung der Energie,

— Energiequant (Photon) hat eine Masse und
einen Impuls,

— Dualismus Teilchen — Welle (jedes Teilchen
hat auch Wellencharakter, und jeder Welle
kann ein Teilchen zugeordnet werden).

Quantisierung der Energie
E=hv;

h Planckes Wirkungsquantum
v Frequenz der Strahlung

Masse als Energieform
E=mc?;

m Masse,
¢ Lichtgeschwindigkeit

Photon (Energiequant)

Masse

m, = — = —

hv
L )

Impuls

_hv_h
Pon = ¢ A

Photonen bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit. Die Ruhemasse ist 0.
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Compton-Effekt

Streuung eines Photons an einem Elektron
Energieerhaltungssatz

hv+myc =hv + me?

Impulserhaltung

— x-Richtung

hv  hv
<= cos & + mvcos @

— y-Richtung

0=hv’
¢

sind —muvsing
Verschiebung der Wellenlédnge
h
Al=1V—-A=—(>1—cos$)
myc
Compton-Wellenlinge

A = Ao 2,426-10"2m
myc

Dualismus Teilchen — Welle

Energiestrahtung hat Teilchen- und Wellencharakter.

Wellenldngen sind in Tabelle L-1 angegeben.

Unschirfe-Relation

Ort x und Impuls p eines Teilchens kdnnen
nicht beliebig genau ermittelt werden.

AxAp, 2 h

vl

Py P
%/Apy
—fi= 5
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Ubersicht S-1 (Fortsetzung )

Schrédinger-Gleichung

Ein Teilchen entspricht einer Welle ¥ mit dem Wellenvektor k = p/# und einer Kreisfrequenz w:

. : 4
'P(X,I) = ae(jkxX‘le) =aq en(p,,x—Ey);

E=hw,p,=hk.,j=-1.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens am Ort (x, y,z) im Volumen dV ist | ¥ (x, y,z)|*dV.

Bestimmung von ¥ durch die Schrédinger-Gleichung

— zeitabhingig
th Vin|? t)—'ha'l’ 1);
ﬁ + r (r, =1 a_l (r, ),

V(r) potentielle Energie,
A Laplace-Operator

- zeitunabhdngig

hZ
[——A+ V(r)} Y@ =E¥()
2m

Re[w(x.t)]

t konstant

mm(ﬁ%({

Ww@ %

c Lichtgeschwindigkeit (¢ = 2,99792458 - 10® m/s)
h Plancksches Wirkungsquantum (% = 6,6260755 - 10734 J - 5)
# hi2m

k ‘Wellenzahl

m Masse

my Ruhemasse

P Impuls

Vr) potentielle Energie

v Geschwindigkeit

Ax Spaltbreite

A Wellenldnge

¥ (x,t) Wellenfunktion 5 2 @

A Laplace-Operator <A =52 + 2 + 622>

S.4 Atombhiille

S.4.1 Atommodelle

Zur Erklarung wurden folgende Modelle ver-
wendet:

1. Rutherford

Die positive Ladung und fast die gesamte
Masse des Atoms ist in einem Atomkern
(Durchmesser etwa 107'°m) konzentriert.
Er ist von einer Elektronenhiille umgeben
(Durchmesser etwa 10~ !°m). Die Elektronen

kreisen dabei um den Atomkern wie Planeten
um die Sonne. Die Zentrifugalkraft der Kreis-
bewegung ist gleich der Coulombschen Anzie-
hungskraft zwischen den positiven Protonen
des Atomkerns und den negativen Elektronen
der Hiille.

Dieses Modell kann aber den Atombau nicht
erklidren: Die um den Kern umlaufenden Elek-
tronen stellen eine beschleunigte Ladung dar,
die Energie abstrahlt. Damit verlieren die
Elektronen Energie und miilten mit der Zeit
in den Kern fallen.



2. Bohrsche Postulate
Die drei Bohrschen Postulate lauten:

1.

2.

Elektronen kénnen nur auf ganz bestimm-
ten (diskreten) Bahnen umlaufen.

Die diskreten Bahnen werden durch die
Quantelung des Bahndrehimpulses des
Elektrons bestimmt.

. Die Bewegung auf diesen Bahnen erfolgt

strahlungslos. Der Ubergang von einer
Bahn zur anderen erfolgt sprunghaft unter
Aussendung eines Strahlungsquants. Die
Ubergangsfrequenzen sind typisch fiir die
Atomart.

Ubersicht S-2. Wasserstoff-Atommodell.
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Mit diesen Postulaten konnen Bahngeschwin-
digkeit, Kreisfrequenz, Bahnradius und Ener-
gieniveaus der Elektronen berechnet werden
(Ubersicht S-2).

S.4.2 Wasserstoff-Atommodell

Die Berechnungen aus dem Bohrschen Atom-
modell sind fiir das Wasserstoffatom beson-
ders einfach, weil nur ein Elektron den Kern
umkreist. Die Ergebnisse sind in Uber-
sicht S-2 zusammengestellt.

27124
Bahnradius 7, = = "0 — p2.529177-10 "' m
e* my
etmy 4134131016

Kreisfrequenz @

" (41te)z‘h3 3T n’

Bahngeschwindigkeit v,

e? _2,18769 - 106

"= 2nh g n

n=1 n=2 n=73 n=4 n=>5 n==6
7, 5,29177 21,16709 47,62595 84,66836 132,2943 190,5038
10" 'm
w“m . 4,13413 0,516766 0,153116 0,064596 0,033073 0,019139
10'°s~
v, 2,18769 1,09385 0,72923 0,54692 0,43754 0,36462
10°m/s

Bohrscher Radius r, = 5,29177-10" ' m

Gesamtenergie £ = —

Zle*m, 1
R2nteih n?

Termschema: E N oo
0 /W/n 5
—n=4
Ej — - 3

E] ——— n=1
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Ubersicht S-2 (Fortsetzung)

1 E 1 1
Wellenzahl V= T e Ry <—2 ——2> n<n

Frequenz  f= ; =cRy (;l,—z - —5> R, Rydberg-Konstante

Serien des Emissionsspektrums

7 |n | Wellenlinge 2 Lyman
nm -6
Lyman-Serie 1 2 122 e 5 Balmer
(ultraviolett) 3 103
4 97 e
5 95
Balmer-Serie 2 3 656
(sichtbar) 4 486
5 434
6 410
7 397
Paschen-Serie 3 4 1875
(infrarot) 5 1282 Paschen
6 1094
7 1005
. Brackett
Brackett-Serie 4 S 4052 Pfundt
(infrarot) 6 2626
7 2166
Pfundt-Serie 5 6 7460
(infrarot) 7 4654
Infrarot sichtbar Ultraviolett
I b man-
Bracket-Serie (1922) Paschen-Serie (1908) ~ Daimer-Serie  Serie
(1885)  (1906)
2500 cm™  Wellenzahl 5000 cm’! 10000 cm’! 50000 cm*!
4000nm | 3000nm 2000 nm A Wellenlinge 1000 nm 200
3 4= 5 5 7810 n\M
]
Balmer-Serie ‘
Ha HB HY H‘S
T T T T T T Y ST T T T T T T T l‘
700 nm l\ 600 nm 500 nm 400nm H,

|
|
\
|

=
0,33 cm™”
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Elementarladung (e = 1,60217733 - 107 % A -5)

[=)

Hauptquantenzahl, Schalennummer

<4

Radius der n-ten Bahn
Kernladungszahl

Wellenlinge
Wellenzahl (# = 1/4)

S S NS ST w:§=¢-#‘&ﬁ

Lichtgeschwindigkeit (¢ = 2,99792458 - 10% m/s)

Rydberg-Konstante (R, = 1,09677581 - 10" m™1)

Geschwindigkeit des Elektrons auf der n-ten Bahn

Kreisfrequenz des Elektrons auf der n-ten Bahn

Plancksches Wirkungsquantum (% = 6,6260755 - 10734 J.5)
Plancksches Drehimpulsquantum (% = #/2n = 1,05457267 - 10734 ] .5)
Ruhemasse des Elektrons (2, = 9,1093897 - 10~ ! kg)

elektrische Feldkonstante [e, = 8,5418781762 - 10~ 12 (A -s)/V -m)}

S.4.3 Quantenzahlen

Die Quantenzahlen gestatten, die umlaufen-
den Elektronen und die Eigenrotation des
Kerns genau zu kennzeichnen. In Ubersicht
S-3 sind die Quantenzahlen und ihre Bezie-
hungen untereinander zusammegestellt.

Fiir den Aufbau der Elektronenhiille sind fol-
gende Quantenzahlen mafigebend:

— Hauptquantenzahl # (beschreibt die Zahl
der Kreisbahn),

— Bahndrehimpulsquantenzahl 7 = 0,1,2, ...
n—1,

— magnetische Quantenzahl
m,=0,+1,+2,..., +¢

— magnetische Quantenzahl des Elektronen-
spins m, = + 1/2.

Folgende zwei GesetzméaBigkeiten sind dabei
zu beachten:

1. Elektronen nehmen die geringstmdgliche
Energie ein.

2. Zwei Elektronen eines Atoms miissen sich
in mindestens einer Quantenzahl unter-
scheiden (Pauli-Prinzip).

Fir die Elektronenanordnung (Elektronen-
Konfiguration) gilt folgende Symbolik:

(Hauptquantenzahl)
. (Bahndrehimpuls)(Anzahl der Elektronen) .

Die maximal mégliche Anzahl z der Elektro-
nen auf einer Schale betrégt

I z=2n%.

S-6) |

In Ubersicht S-4 sind Elektronen-Konfigu-
ration und das Energiediagramm zu schen.

Ubersicht S-3. Quantenzahlen und ihre Beziehungen.

Modell

Quantenzahl

Bahn

Hauptquantenzahl n
(Zahl der Kreisbahn)
n=1,2,3, ...,
mafgebend fiir die
Energie E,
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Ubersicht S-3 (Fortsetzung)

Bahn-
magnetismus

Elektron bewegt sich auf
einer Kreisbahn

Bahndrehimpuls

1
r Bahnradius

Elektron mit der
! ladung e

Bahndrehimpuls-Quantenzahl ¢
(auf Ellipsen bewegen sich Elektronen
unterschiedlich schnell)

£=3

magnetische Quantenzahl m,
(rdumliche Lage der Ebene
der Elektronenbahn)

H,
Y
cosy = e !
NAGESY

/.42 m,

2¢+ 1) Wert
o (2¢+1) Werte
[1|=nrJe(e+T) O 0 l,=mh
—hi4-= -1 (Lmax =th
/=1 my=0,£1,+2,...£¢

¢ Bahndrehimpulsquantenzahl
m, magnetische Quantenzahl
(des Bahndrehimpulses)

Nur solche Einstellungen von [ sind
erlaubt, fiir die die Projektion in
z-Richtung ein ganzzahliges Vielfaches
von 7% betrigt.
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Modell Quantenzahl
Spin- Elektron dreht sich um seine s mg
magnetismus eigene Achse 1, Z 4 (25 +1) Werte
Eigendrehimpuls 2 2 o _mn
Spindrehimpuls z= s
(kurz Spin) s|=nys(s+1) O ;
1 1
s |s':h‘/§ L 2 (S2)max=S%
Elektron , s=4 T
Me=+373
m, magnetische Quantenzahl
(des Spins)
s Spinquantenzahl
s kann sich nicht paraliel zur
z-Richtung einstellen und
prazediert wie / um die z-Achse
Kernspin- Atomkern dreht sich um Liz ™ @+)Were I my
magnetismus seine eigene Achse 1 2 1 25 2
Eigendrehimpuls 3h ? 5 h=mh 1 7} 1
Spindrehimpuls =+ T 0 ) 0
(kurz Kernspin) |=# 1(1:1) 1 Lzmax=1h -1n —1
I —5h- ; -5 -2k 2
Atomkern * ;
& 1:5 my=-]-l+1,..+1 [=2
I Kernspinquantenzahl
I kann ganz- und halbzahlige Werte
annehmen

m, magnetische Quantenzahl

des Kernspins

Ubersicht S-4. Elektronen-Konfiguration und Energie-Termschema.

Elektronen-Konfiguration

n 1 m m Bezeichnung | Anzahl
Elektronen
V4 N
140 12 |1¢? 2 2
2 0 +1/2 2s? 2 8
1 —1 T12 | 2p® 6
3 o +12 | 3s? 2
1 —1 +12 | 3p® 6 18
2 -1,-2 +1/2 34 10
4 |o +12 | 4s? 2
1 -1 +12 | 4p® 6 3
2 —-1,-2 +1/2 4d'° 10
3 3,2,1,0,—-1,-2,-3 +1/2 414 14
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Ubersicht S-4 (Fortsetzung )

Ubersicht S-5. Réntgenstrahlen.

Energiediagramm der besetzten Elektronenschalen

S P d f Elektronen-
£=0 1 2 3 anzahlje
Schale

7p

Energie

1s

S.4.4 Rontgenstrahlung

Bei eciner Rontgenrohre werden Elektronen
aus einer beheizten Katode emittiert und
durch Anlegen einer Spannung U, von etwa
20kV bis 250kV auf die Anode (Antl-
Katode) beschleunigt (Ubersicht S-5). Die in
das Material eindringenden Elektronen wer-
den durch das Feld der positiv geladenen
Atomkerne abgelenkt und abgebremst, wo-
durch eine Strahlung entsteht, die Ronrgen-
bremsstrahlung genannt wird. Diese Brems-
strahlung besitzt ein kontinuierliches Spek-
trum mit der oberen Grenzfrequenz f,.,
(Ubersicht S-5). Wenn die auftreffenden
Elektronen Elektronen aus den inneren Scha-
len entfernen, dann fiillen Elektronen aus
den oberen Schalen die entstandenen Liicken
auf, und es entsteht die charakteristische
Rontgenstrahlung mit einem Linienspektrum
(Ubersicht S-5). Die Bezeichnung der Strah-
lung erfolgt durch folgende zwei Grofen:

1. Schalenbezeichnung des Endzustands des

Elektrons (K, L, M, ...),
2. Schalenbezeichnung des Anfangzustandes

(o, By psno)

Rontgenrohre

Wasserk(]hlung

Beschleunigungs- | *Fenster (Be)

spannung Gliihkatode
(Wolfram-
Faden)
mit Schirm
Rontgenspektren
charakteristische
Bremsstrahlung Strahlung
E n
Atomkern of—___ 5
NS M i3
e
L Ma 2
Lo LL .
Elektron K p 1
Eyin=eUy KocKKy
B

kontinuierliches Linienspektrum

Spektrum -
TI g Ko
E Up1>Up, ] Kg
£ £
[LI-M\ jK\y
Amin1 Aminz Wellenlange Wellenlange

o

o

Intensitat

Wellenlange
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Grenzfrequenz bzw. Grenzwellenlinge
der Bremsstrahlung

el
fmu_T
ch _ 1,239842-107°V-m

e U, U,

Elementarladung
Lichtgeschwindigkeit
Grenzfrequenz

h Plancksches Wirkungsquantum
U, beschleunigende Spannung
Grenzwellenlinge

Tabelle S-3. Ionisierungsenergien innerer Elek-
tronen.

Element Ordnungs- | Eg E
zahl keV keV
Aluminium 13 1,559 0,087
Kupfer 29 8,980 1,100
Silber 47 25,517 3,810
Wolfram 74 69,508 12,090
Gold 79 80,713 14,353

Beide Spektren, die kontinuierliche Brems-
strahlung und das diskrete Linienspektrum,
iiberlagern sich (Ubersicht S-5).

Wenn die inneren Elektronen entfernt werden,
werden die Atome ionisiert. Tabelle S-3 zeigt
die fonisierungsenergien fiir das Elektron der
K- und L-Schale Ey bzw. E; .

S.5 Molekiilspektren

Atome kénnen kovalente Bindungen eingehen.
Wird der Abstand r zwischen zwei Atomen A
und B verringert, dann tritt eine Kraftwirkung
F,5(r) auf. Diese kann, wie Bild S-1 am Bei-
spiel des Molekiils H; zeigt, entweder bindend
oder abstofiend sein. Im Fall der Bindung zeigt
die Potentialkurve beim Gleichgewichtsab-
stand 7, ein Minimum, d.h., eine weitere An-
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bindendes nicht bindendes
Molekuiorbital: Molekilorbital:
Bindung keine Bindung

003’
Elektronen-
dichte des
H3 -Molekiils

VW V(r-r)= % D(r-r, Valr)
\\ harmonisches Potential

Y I = Dissozia-
\ / tions-
l M’ b energie

fe r r

F(r) F(r)

AN r

Bild S-1. Potentialkurve eines bindenden und eines
nicht bindenden Molekiilorbitals.

ndherung beider Atome fithrt zu einer absto-
Benden Coulomb-Kraft.

Das klassische Modell eines zweiatomigen
Molekiils kann durch zwei Massen m, und my
beschricben werden, die im Abstand r, mit
einer Feder verbunden sind. Ubersicht S-6
zeigt die Schwingungsmdéglichkeiten fiir ein
n-atomiges Molekiil mit f Freiheitsgraden
und als Beispiel die Schwingungsmoglich-
keiten eines dreiatomigen Molekiils, das linear
(z.B. CO,) bzw. nicht linear ist (z. B. H,0).

S.5.1 Rotations-Schwingungs-Spektren

Die Schwingungs- und Rotationszustinde
sind gequantelit, d.h., das Molekiil kann nur
mit ganz bestimmten, mit der Schrédinger-
Gleichung berechenbaren Frequenzen schwin-
gen. Werden Molekiile mit Infrarotstrahlung
bestrahlt, so finden Schwingungs- und Rota-
tionsiibergidnge gleichzeitig statt, die von den
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Ubersicht S-6. Bewegungsméglichkeiten und
Schwingungen eines dreiatomigen Molekiils.

Ubersicht S-6 (Fortsetzung)

Beispiel

Bewegungsmoglichkeiten

lineares Molekiil

o Schwingung dér Kerne gegeneinander

(Schwerpunkt des Molekiils bewegt sich nicht)

foe = 3n— 5 lineares Molekiil
Sehw ™ ) 3 — 6 nichtlineares Molekiil

® Rotation um den Schwerpunkt

fo= 2 lineares Molekiil
©t = 1 3 nichtlineares Molekiil

o Translation des Schwerpunktes
Sieans =3

nichtlineares Molekiil

CO, (Kohlendioxid) H,0O (Wasser)

S =33-5=4 Jerw=3-3-6=3

Auswahlregeln fiir die Schwingungsquanten-

zahl v und die Rotationsquantenzahl # be-

stimmt wird. Bild S-2 zeigt das Infrarot-

spektrum von Chlorwasserstoff und Poly- dert sich das

styrol.

S.5.2 Raman-Effekt

Bei den Rotations-Schwingungs-Spektren édn-

Dipolmoment. Bei unpolaren

Molekiilen (z.B. O,) gibt es kein Dipolmo-

NN ARASE

[+)]
N
3]

Transmission
)
o
—T—+—1+1

w
N
o

n
%))

12,5

0

3065 = 2945
3125 3005 2885

2825

jV=0

2705 cm' 2525

2765 2645

Welienzahl

Bild S-2. Infrarotspektrum von Chlorwasserstoff (a) und Polystyrol (b).
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Transmission
o
<

37,51
251
12,51
T T T T L T T
3640 2920 2200 1480 cm! 400 Bild S-2b.
4000 3280 2560 1840 1120
Wellenzahl

ment und damit auch keine Schwingungen
(IR-inaktiv). Durch Messung des gestreuten
Lichtes (Raman-Effekt) konnen auch die nicht
IR-aktiven Schwingungen untersucht werden.

S.6 Quanten-Hall-Effekt

Durch Anlegen einer Spannung U an den
Leiter (dreidimensionales Elektronengas)
flieBt ein Strom 7 in x-Richtung, wie Bild S-3
zeigt. Durch die magnetische Induktion B in
z-Richtung entsteht senkrecht zum Strom 7
und zum Magnetfeld B eine Spannung, die
Hall-Spannung: Uy = RyI. Ry wird analog
zum Ohmschen Gesetz (U = R 1) als Hall-
Widerstand bezeichnet, fir den sich im klassi-

schen Fall ergibt (Abschnitt M.5.3, Bild
M-52)
Ry = B [(nde); -7

B, magnetische Induktion in z-Richtung,
n  Anzahldichte der Ladungstréger,
e  Elementarladung
(e =1,60217733 - 10" P A -5),
d  Dicke des Plittchens.

Wird ein zweidimensionales Elektronengas
(2DEG) verwendet, wic dies bei ecinem
MOSFET-Transistor unterhalb der SiO,-
Schicht des Tores der Fall ist, dann ergeben
sich die im Bild S-3 zusammengestellten Be-
funde. Es ist an der Abhéngigkeit der Hall-
Spannung U von der magnetischen Induk-
tion B zu sehen, daB Plateaus auftreten, bei
denen der Hall-Widerstand ¢, konstant wird
(bzw. die Hall-Spannung Uy null ist). Der
Hall-Widerstand Ry, ist quantisiert, weil er nur
folgende diskrete Werte annimmt:

h  Plancksches Wirkungsquantum
(h = 6,6260755-10"34]-5),

e Elementarladung
(e = 1,60217733 10" 2 A -5),

i ganze Zahl

Weil der Hall-Widerstand Ry sehr genau meB3-
bar (Genauigkeit 10~ %) und unabhiingig vom
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Bild S-3. Quanten-Hall-Effekt.
a) zweidimensionales Elektronengas im MOSFET-
Transistor,
b) Hall-Spannung Uy in Abhdngigkeit von der Gate-
Spannung Ug,
b ¢) Abhdngigkeit der Widerstinde oy und ¢ von der
B, p-Si | n-Inversionsschicht Magnetfeldstirke B.

a)

c)
12 T=8mK
kQ Klassischer
101 Hall-Widerstand
b) T
Ns T 87
254 | A F2,5 7
] L =
D3:20 2,0 5 =‘; 4
o 2 I
= 5
3 15+ F1,5 £ 21
[
5 N & 0
9 104 11,0 a
g 24
g
51 +0,5 4]
o 11
) :
0 T T T T 0 0 T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0 2 4 T 6
Ug(in Volt) ~ ng magnetische FluBdichte B
Material und dessen Reinheit ist, eignet er sich
hervorragend als Widerstandsnormal. Ryi=1) = % ; -9
o
Zusitzlich ist der Hall-Widerstand mit der

Lichtgeschwindigkeit ¢ und der Sommerfeld- Vakuumlichtgeschwindigkeit
schen Feinstrukturkonstanten a verkniipft, (¢ = 2,99792458 - 10° m/s),
und es gilt «  Sommerfeldsche Feinstrukturkostante
(o =7,29735308 - 10~ 3),
1o magnetische Feldkonstante
[o = 4m - 107 (A-s)/(V-m)].
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Im einfachen Kernmodell vereinigt der Atom-
kern den Hauptanteil der Masse eines Atoms;
er besteht aus Protonen und Neutronen, die
auch Nukleonen genannt werden. Die Nukle-
onen werden durch Kernkrifte kurzer Reich-
weite zusammengehalten.

Als Einheit fiir die Masse wird die atomare
Masseneinheit u verwendet (Abschnitt S.2.2).
Die Bezichungen und Werte fiir einige

Teilchen-  bzw.

Nuklidmassen sind in

Ubersicht T-1 zusammengestellt.

Ubersicht T-1. Beziehungen zwischen Teilchen- und Nuklidmassen.

atomare Masseneinheit 1,
1 12-1073kg/mol

1
m,=1u=—=m,("0) = 5 - ——————— = 1,66056 - 10~*" kg,

12 12 N,

Fiir die relative Atommasse 4, bzw. Molekiilmasse M, gilt

m m

a m
A==2 M=-=
m m

u u

Fiir die Molmasse M (Masse eines Mols von Atomen bzw. Molekiilen) gilt
M=AN,m =A -1g/mol, M=M N, m, =M 1g/mol

In der Kernphysik ist es {iblich, dic Masse iiber die Beziehung m = E/c? als dquivalente Energie

anzugeben. Dann ist
m, = 1u = 931,5016 MeV/c?,
(Hiufig wird ¢? weggelassen).

A, relative Atommasse (4, = m,/m,),
M  Molmasse (M = A, N, m,  bzw. M, N, m,),
M, relative Molekiilmasse (M, = m_/m,),
m, Atommasse,
m,, Molekiilmasse,
m, atomare Masseneinheit (m, = )
(u = 1,66056 - 10~ 27 kg = 931,5016 MeV/c?)
N, Avogadro-Konstante (Anzahl der Teilchen je mol)
(N, = 6,0221357 - 102> mol 1)
Teilchen bzw. Nuklid Masse u Teilchen bzw. Nuklid Masse u
Elektron 5,48580 - 10~4 4N 14,003074008
Proton 1,00727647 170 16,9991306
Neutron 1,008664967 27A1 26,9815413
'H 1,007825037 30Si 29,9737717
H 2,014101787 30p 29,9783098
“He 4,00260325 164Dy 163,929183
°Be 9,0121825 t6Spy 164,931712
12¢ 12,00000000
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EB‘ Schnittkurve
Isobare E./ v A Stabilitatslinie
00 | A konstant Tlsotone N konstant s/A=6 M\e
1 Kerntusion
L Isotope Z Stabilitatslinie Zg
konstant c Kernspaltung
i Stabilitatslinie Zo = f(A)
N A
= L - Zymem A
= Ey=0MeV %7198 +0,015 AZ®
N
(2]
o250 Eg} Schnittkurve Akonstant
2 Eg/A =7 MeV A Akonstant
°
o
Eg/A =6 MeV
i
i
|
|
Ordnungszahl Z
o] 5 8 X ! ! I 1 L 1 J
0 50 100 150

Neutronenzahl N
Bild T-1. Tal der B-Stabilitit.

T.1 Radioaktiver Zerfall
T.1.1 Stabilitéit des Kerns

Fiir die Stabilitdt der Atomkerne gilt folgende
Formel:

A

Zo= 158 1 0015427

A Massenzahl (4 = N + Z),

N Neutronenzahl,

Z Ordnungszahl (Zahl der Protonen bzw.
Elektronen),

Z, Stabilitétslinie.

Im Bild T-1 sind die Linien gleicher Bindungs-
energie Eg je Nukleon (Ez/A4) zu sehen. Man
erhilt eine Parabel, welche ein Tal der
B-Stabilitit beschreibt, das bei kleinen
N, Z-Werten sehr stark abfillt (eng ist) und
bei groBen N, Z-Werten sich 6ffnet. Die im
linken Parabelast liegenden Nuklide wan-
deln sich durch g~ -Zerfall (n > p + e~ +¥,),
die rechts liegenden durch B*-Zerfall
(p > n+e* +v,) um. Ein Schnitt durch das

Tal der B-Stabilitit fiir konstante Nukleonen-
zahl 4 zeigt Bild T-1 rechts unten. Im Bild T-1
rechts oben ist die Stabilititslinie Z, aufgetra-
gen. Man erkennt, daB zur Energieerzeugung
folgende beiden Kernprozesse herangezogen
werden kdnnen:
— Kernspaltung
(Energiegewinn etwa 200 MeV),
~ Kernfusion (Kernverschmelzung: Energie-
gewinn etwa 24 MeV).
Besonders viele stabile Isotope (Nuklide mit
gleicher Protonenzahl) gibt es bei den magi-
schen Zahlen fur Neutronen bzw. Protonen:

2, 8, 20, 28, 50, 82, 126.

Insgesamt sind 267 stabile Nuklide bekannt,
und zwar

158 g,g-Kerne Z gerade N gerade
53g,u-Kerne Z gerade N ungerade
50u,g-Kerne Z ungerade N gerade

6u,u-Kerne Z ungerade N ungerade.

T.1.2 Zerfall

In Tabelle T-1 sind die Zerfallsarten und
die Zerfallsreaktionen zusammengestellt, in
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Tabelle T-1. Radioaktive Zerfallsreaktionen.
= _ | Zerfallsgleic ung -Wert nergieverteilung emerkungen
3 ¢ |Zerfallsgleich AE-W Energi il B kung
TS Zerfallsschema
N
- AE .
2K Sa+ o MY 22 o m (K) —m, (@) diskontinuierlich Dieser Zerfall
€ ®) dN tritt nur bei
. |210 4 206 -m, dE Ordnungs-
:4: s | %4 Po - 2%t g Pb T=138,4d 210p, zahlen grofer
N als 80 auf.
Ry E
%(5,305 MeV) & B
100 %
206},
AE
5 Ak~ 35+, K | =m0 = m, <) kontinuierlich Nuklide mit
e ¢ %0g, T=2886a dan relativem
% ln N Oﬂ‘ + 1 47 dE Neutronen-
o [0 -1 1P s tiberschul}
90 0, . 90, . |Emax=0546 \MeV (unterhalb der
o ST (BT g YT, max E  |Linie der
Ny 90y Emax B-Stabilitit).
AE -
AZK 5 (1) Bt + Z{I K'+v, |~ = m,(K) = m, (K') g Kontinuieriich Dieser ProzeB
s ¢ om 9E kommt natiir-
g1 0,+ 1 T lich aufgrund
EE 1P B Fontr T=70,8s 149 der kurzen
58 - Halbwertszeit
ia,l 1;0 (1)B+ + lgN +v, 71,81 Mev E  |nicht vor
o 2,311 MeV . Emax (oberhalb der
o y2.31 B Linie der
4.12 MeV B-Stabilitét).
14y
A p - AE
o ZK+ _je= 2 Ky = = m (K) — m,(K') dN charakteristische Der Zerfall
Pra) 1 0 . ¢ dE Réntgenstrahlung tritt immer
~ - 40 von K’ f bei
&0 e D e ERY K au
gt Pierm ¥ _ 1 0TV — my(K) > m, (K.
£ Hiille
E K-Schale ¥ 1,46 MeV
2 [40 0. 40 40
% 19K+_1e—>18Ar+v= Ar
m
AE
gK* — ; K+7y — =m, (K*) —m, (K) dN Begleiter-
01 . dE scheinung
137 0, 137 Cs diskontinuierlich der anderen
55Cs—v__1 B+ 56Ba+y

y-Zerfall
elektromagnetische Strahlung

Ey

E, Ej

Zerfallsarten.
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Tabelle T-1 (Fortsetzung)

~|Am A T=2,19d dN .
Sz K* > 7 K 133m y dE verzogerte
= 0,233 Abgabe von
© o y-Quanten.
EE Ey=10,233 MeV
EE _t .
g 133y L
g
jo]
v, Neutrino; v, Anti-Neutrino

3 3

Ubersicht T-2. Radioaktiver Zerfall.

Radioaktive Zerfallskonstante A beschreibt das Verhdltnis der im Moment zerfallenden Kerne (—dN/dt)

zur Gesamtzahl vorhandener instabiler Kerne N:
. —dNJdt
A= ;

N

Aktivitat 4 (Anzahl der Zerfille je Zeiteinheit): A} A
. N Ayt Ao
=Ny N L m N B oF IgA=IgAsAt
dt T L
L h
Zerfallsgesetz (Integration der Formel fiir die Aktivitét): - % R
g
~ _In2 N 2 b 4
N=Nye "=N,e Tl/ztz_zt/T"m; £ 4o
< 2 |
spezifische Aktivitédt o (Aktivitdt 4 bezogen auf die L 1
Masse m): |
) 4 : A=Ay eM
_ Aktivitidt 4 in Ba/g: |
~ Massem Ve Aol }
10 ]
Halbwertszeit T,,, (Zeit, in der die Halfte aller Kerne Tz Zeit t
zerfallen ist)
In2 0,69315
Bp="r=—"75"
mittlere Lebensdauer 1:
SV SV
A In2 0,69315°
A Aktivitdt zur Zeit ¢ N, Avogadro-Konstante
A, Aktivitdt am Beginn (1 = 0) (N, = 6,0221367 - 1023 mol 1)
m, Atommasse dN/dr Anzahl Zerfille je Zeiteinheit
M Molmasse T,,,  Halbwertszeit
N Anzahl der zerfallsfihigen Kerne t Zeit
Ny Anzah! der Kerne zu Beginn o spezifische Aktivitdt
i Zerfallskonstante




Tabelle T-2. Natiirliche Radioaktivitdt.

Gegenstand Radionuklid Konzentration
mBq/l
Grundwasser SH 40 bis 400
40K 4 bis 400
238y 1 bis 200
Oberfldchen- *H 20 bis 100
gewidsser K 40 bis 2000
238y bis zu 40
Trinkwasser ’H 20 bis 70
40K 200
28y 0,4
Milch 40 46 Ba/kg
Rindfleisch 116 Bq/kg
Hering 136 Ba/kg

T.1 Radioaktiver Zerfall 447

Ubersicht T-2 die wichtigsten Gleichungen.
Tabelle T-2 sind die Werte der natiirlichen
Radioaktivitdt einiger Stoffe aus der Natur zu
entnehmen.

Liegen mehrere Radionuklide vor, so muB
man zwischen unabhdngigem (genetisch nicht
verknilipftem) und abhdngigem (genetisch
verkniipftem oder Mutter-Tochter-System)
unterscheiden. Die Zerfallskurven und die
Einzel- bzw. Gesamtaktivitdten sind in
Tabelle T-3 zusammengestellt. Bild T-2 zeigt
die drei natiirlich vorkommenden Zerfallsrei-
hen.

Radioaktive Stoffe werden, wie Tabelle T-4
zeigt, vor allem in der Medizin und in der
Chemie eingesetzt.
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Ordnungszahl
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 N 92
146 e
¢4
=145
ﬁ Rajiionuklid
g | f
g 144 +— Hallbwertszeit
= [
31143 Zerfallsart
-4
142
141 ~ g
140 »
o
139
138
137
136
135
134 Po-218
.1m
o
133
Uran-Radium
s: Sekunden A=4n+2
m: Minuten
d: Tage
a: Jahre
IC: internal
conversion

Pb-206
stabil

Bild T-2. Natiirliche Zerfallsreihen.
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Tabelle T-4. Anwendungsgebiete radioak tiver
Nuklide.

Bereiche T Anwendungsfelder

umschlossene Strahlungsquellen

Medizin Strahlentherapie

Strahlen- Sterilisierung medizinischer

chemie Produkte (z. B. Einwegspritzen);
Konservierung von Nahrungs-
mitteln;
Abwasserbehandlung

chemische Rontgenfluoreszenz-Analyse;

Analytik Elektroneneinfangdetektor zum
Spurennachweis halogenierter
Kohlenwasserstoffe

MeBtechnik | Durchstrahl- und Riickstrahl-
Verfahren mit f- und y-Quellen
(z. B. Messung der Fiillhdhe,
der Dichte und der Dicke)

Energie- Umwandlung der Zerfallsenergie

umwandlung | in Wirme; weitere Umwandlung

der Wirme (Seebeck-Effekt) in
elektrische Energie; Radionuklid-
Batterien

offene Strahlungsquellen

Medizin Organ-Funktionsdiagnostik
(Leber- und Nierendiagnostik);
Lokalisationsdiagnostik
(Anreicherung im Gewebe);
Szintigraphen

chemische Bestimmung des Schilddriisen-

Analytik hormons

Oko- Bestimmung der Anreicherung

toxikologie von Umweltchemikalien in Organen
und Geweben von Tieren durch
radioaktive Markierung

Prozef3- quantitative Verfolgung des Stoff-

analyse Transports in verfahrenstechnischen
Anlagen durch Zusatz radioaktiver
Indikatoren

VerschleiB- Abriebmessung von 10~ 2 um bis

messungen 10™% pm

T.2 Dosisgrofien

Bild T-3 zeigt die DosisgroBen, deren Eintei-
lung und Zusammenhédnge. Man unterschei-
det grob zwischen

— Ionendosis I (erzeugte Ladung dQ je Massen-
einheit dm: I = dQ/dm),

— Energiedosis D (absorbierter Energiebetrag
dE je Masseneinheit dm: D = dE/dm),

~ Aquivalentdosis H (Beurteilung der biologi-
schen Wirkung einer Strahlung durch den
Bewertungsfaktor ¢: H = D g).
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DosisgroBen }

zeitunabhangig

zeitabhangig dit

,_da_da

“dm  pdV

(Rontgen)
=2,580-10"*C/kg

belp

Material-
eigenschaften

0,01 J/kg = 1 rd (Rad)
radation absorbed dose

Q
——/— L biclogische
Strahien- keV/pm Wirkung

verteilung N g=QN

H=Dgq

réntgen equivalent man

Bild T-3. Dosisgrdflen der Radioaktivitdt.

T.3 Strahlenschutz

In vielen wissenschaftlichen und technischen
Bereichen wird mit Substanzen und Appara-
turen gearbeitet, die direkt oder indirekt ioni-
sierende Strahlung emittieren. Bild T-4 zeigt
die Zusammenhénge.

T.3.1 Wechselwirkung von Strahlung
mit Materie (Schwiichung)

Durch die Prozesse der Wechselwirkung der
verschiedenen Strahlungsarten mit der Mate-
rie wird die FluBdichte der Strahlung und de-
ren Energie gemindert. Die Abhéngigkeit der
FluBdichte von der Schichtdicke des Absor-
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MeBgroBe Wechselwnrkungder MeBgerate,
Dosis D Strahlung mit Materie Dosimeter
biologische Bewertung, gesetzliche Regelung, Strahiungsfeld,
Bewertungsfaktor g Strahlenschutzverordnung Strahlenbelastung

l

StrahlenschutzmaBnahmen,
Minderung der
Strahlenbelastung

i

innere
Strahlenbelastung

Umwelt

Mensch

auBere
Strahlenbelastung

Bild T-4. Zusammenhdnge im Strahlenschutz.

bermaterials wird Absorptionskurve genannt.
Fiir die einzelnen Strahlungsarten sind die
Wechselwirkungsprozesse, die Energiebilanz
und die Absorptionskurve in Tabelle T-5 zu-
sammengestellt. Tabelle T-6 zeigt die Massen-
Reichweiten der einzelnen Strahlungsarten.
Die maximale Reichweite ist die zur vollstindi-
gen Absorption notwendige Flichenmasse.

T.3.2 DosismeBverfahren

Tabelle T-7 zeigt die DosismeBiverfahren.

T.3.3 Biologische Wirkung der Strahlung

Durch Ionisation und Anregung konnen sich
chemisch sehr aktive Molekiilbruchstiicke
(Radikale) bilden, die die chemischen Reaktio-
nen stark beeinflussen. Besonders schwerwie-
gend wirken sich Verdnderung der Erbanlagen
der Zellen aus, insbesondere bei Keimzellen
oder wihrend des frilhen Wachstums eines
Organismus. Deshalb sind Gewebe mit hohen
Zellteilungsraten (z.B. Knochenmark und

Haut) starker gefidhrdet als Zellen, die sich
weniger hiufig teilen (z.B. Nerven, Bindege-
webe und Muskeln).

Hinsichtlich der Wirkung der Schidigung
unterscheidet man

— somatische Strahlenschdden (Schiden in
Korperzellen),

— genetische Strahlenschdden (Schiden am
Erbgut).

Tabelle T-8 zeigt die somatischen Strahlenwir-
kungen. Die natiirliche und die zivilisatorische
Strahlenbelastung der deutschen Bevolkerung
geht aus Ubersicht T-3 hervor.

T.3.4 Schutz vor Strahlenbelastung

In Tabelle T-9 sind die in der Strahlenschutz-
verordnung festgelegten Dosisgrenzwerte zu-
sammengestellt, und in Tabelle T-10 ist ein
Beispiel zur Berechnung der Strahlenbela-
stung aufgefihrt.

In Ubersicht T-4 ist die Gleichung fiir die
Aquivalentdosisleistung hinter einer Abschir-




Tabelle T-5. Verhalten der verschiedenen Strahlungsarten.

Strahlenart

Wechselwirkungsprozesse

Energiebilanz

Absorptionskurve

direkt ionisierende Strahlung

o lonisation, Anregung E, Bindungs- R, mittlere Reichweite
M energie des R, extrapolierte Reichweite
Atom L Elektrons
Eo e ) «-Teilchen
S 1l
Ea E,=E,—E—Ey o f
Sekundar- =
strahiung g % 0,5{-~~————————
s Eg=Ey—Ey % E o 5
= Ll >
Rm REX
Schichtdicke x
>
L
>
[rianel
§8
=y
N @
&8
Schichtdicke x
Protonen | lonisation, Anregung R,, mittlere Reichweite
p M | R,, extrapolierte Reichweite
Atom o
//K' oEe $ Protonen
Eo LY 11
Ep 2
Sekundar- E,=E,—E.—Ey gL 0,51
strahlung E—E.—E &Q
5= EMT BN QT
ES - O Hm REX
Schichtdicke x
Elek- Anregung
tronene | Ajom L K
B~.B*
1/(cm?2s)
gy |B=Eom BB | o0
" -e‘ ~
Sekundar- | E.=F —E, B-Strahler
Es  strahiung sToLTK 200
lonisation L 2
o
Atom K E, Joa]
: Z 102 Bremsstrahier
Eo EBZE()_EH—Ee @

Sekundar-

Es
strahlung

Bremsstrahlung

Atomkern Ep
* /"’\«\,\,\

E
o EBrems
Vernichtungsstrahlung

€' +e” = 2y

Eﬂ =Eo— Eprems

— 2
E=m,c

4]
0 100 200 300 mg/cm?
Flachenmasse da,

U, Massenabsorptionskoeffizient
(#m=p/g ip cm?/mg)

d Flichenmasse in mg/cm?
(d=xg)

¢ Dichte




Tabelle T-5 (Fortsetzung )

Strahlenart | Wechselwirkungsprozesse Energiebilanz Absorptionskurve
Y Fotoeffekt L @c
Atom —( K Ee E=E,—Ey e 1
//;7?/\ O o 5
L
Ex 10 3 2 1y
S 107 E CE)SESGZM \Y
Eg Es=E, —Ey t 5 =Y e Pu
>
2 2
Sekundarstrahlung kS 102 b—
2 0 0510 1,5 cm 25
Schichtdicke x
Comptoneffekt
E,=E,—E;
E
E=—"H=
. " 1+E
Paarbildungsetfekt a
e* Ee — 1—cosg
m,c?
o0 E, Atomkern
E
s e £,
3 Rayleigh-Streuung E=E,~2m.c’
§ Atom Paarbildung
E EHO/
‘g MeV
E Egs Photonen-Energie £
P d=dye t*
=
;é Egsntgen = fpnoto T He t Hpaar
Neu- elastische Streuung (n, n) 1/(cm?2.s)
tronen n RiickstoBkern o , Neutronenquelle
_F schnelle Neutronen
£ En o E,=Eo—Eq 2.5 10
o Ex=E, cos’ 826 s
Potentialstreuung E, fiir Protonen %Eg )
kT E——
inelastische Streuung (n, n") 0 4 8 12 cm 20
Eo E, 1/(cm?-s) Schichtdicke Xparatiin
@a 2
En £6810°
825 s
DELS Neutronenquelie
%58 2 schnelie Neutronen
LEZ 102+

Absorption {n,y)

E Kern

weitere Reaktionen

(n, p); (n, )
(n, 2n); (n, np)

4 8 12 cm 20
Schichtdicke Xparaffin

0
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Tabelle T-6. Wechselwirkungen der verschiedenen Strahlungsarten.
Strahlenart Energie- und Materialabhéngigkeit der Wechselwirkungsprozesse
o cm
10“1
Et10"1 101 em!
[0
e =10? 6 Luft
z x
fod = =l
2610 { =4
3 s z
=@y ]
10"17 = ey O+
107 107 1 10 MeVv10? 0 2 4 8 Mevi0
Teilchenenergie £ « - Energie £,
Protonen mg/cm? MeVem?/g
P 200
100 108 cm!
@ .
50 E 6 Luft
. 520 S
$ 210 oW 5 34
hz ' [ ~
wQ 5 D
S o 73 29
S o & °
15— Y 23> qp 04 -
05 1 2 5MeV20 051 2 5Me\20 0 2 4 6 Mevi1o
E" Teilchenenergie £ Teilchenenergie £ p - Energie £,
=1
=
<
j=]
73]
2]
B
g Elek-
2
‘% tronen e om?
=} ﬂ+ - 2
20 Strahl :
-Strahler
3 005 MY <Eo <5MeV |2 190 Luit
) X eV<E, . <5Me @ .
= o ©
© 7 < 3100
Emnx = 1’92 Rmnx + 0’22 Rmax % = %
w H
a
: §1-7l_-»‘-—r~.~-‘ﬁ—~r v 10 T
Ry maximale 107107 1 10 10210%keV 105 10910210 1 MeV 102
_Re“’hw?w Elektronenenergie Ee Elektronenenergie Ee
in g/cm
E,ux B-Maximal-
Energie in MeV
dE MeVem?/g
—(H— = KZ2(E+m,_c?) ‘0
X
Str . M(1EV (S/P)ionisanon
Energieverlust £& 0
durch Bremsstrahlung g —
c o>
2910 P)sn hiurg
p=033-10"3ZE,,, Be ” A -
= $10 Sip)e
. . (Sip)steaniung
p Anteil der f-Energie, 3l et -
der in Bremsstrahlung 104 100 1 10 10" MeVv

umgewandelt wird

E . in MeV

max

Elektronenenergie £q
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Tabelle T-6 (Fortsetzung)

Strahlenart Energie- und Materialabhingigkeit der Wechselwirkungsprozesse
! z4 108 2000 Eisen
u ~ cm! Eisen Cmdl
Foto 3 102 Fotoeffekt
E, o 200
5 10
5 50
1 -
E 10
107! §, gesamt
102 10" 1 10 MeV L 2
Photonenenergie £ 05
g,1
10 . 0,02 4
He = Hc absorption T | Eisen 00t 0.1 1 MeV 10
M § om Compton-Effekt Photonenenergie £
C Streuung ¢E1 1
&
Q
0 ES
He ~ — 10" —_—
E, 102 10" 1 10 MeV
Photonenenergie £
&
= ~0ZIE 1 1 Eisen
= Hesar ™~ @ Y _ cm! | Paarbildungseffekt
&
3 £ 107
3 |
=] 102 l——‘ﬁ_ -+
5 Hrayteigh 102 107 1 10MeV
@ im Bereich Photonenenergie £
g <10keV
= wichtig
Rl
o
=
S
R=
Neu-
tronen n 104 S '2C b10" ‘ I
arm
Ebarn I o ooy Ag \’
o =10° ' .
g < J
102 1 102 ev 10° 3102
Neutronenenergie E, ] S~ j
g \\
210 - =l
£ |
-1 (n,2n) £ 1 -
ggrn{ 10?7 107 1 t0evi10?
[} Neutronenenergie £

=
0 5 10 15 MeV 25
Neutronenenergie £,
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Tabelle T-8. Strahlenwirkungen bei kurzzeitiger Ganzkorperbestrahlung mit y-Strahlung.

Dosis 1. Woche 2. Woche 3. Woche 4. Woche
Schwellendosis keine subjektiven Blutbild wird
0,25 Sv Symptome, Ab- rasch wieder
(25 rem) sinken der Anzahl | normal.
von Lymphozyten
im Verlauf von
zwei Tagen
subletale Dosis Blutbild wird rasch | keine deutlichen Unwohlsein, Spermienproduktion
1Sv wieder normal. subjektiven Mattigkeit, 1aBt voriibergehend
(100 rem) Symptome. Appetitmangel; nach. Kréfteverfall,
Haarausfall, Erholung wahr-

wunder Rachen.

scheinlich.

mittlere letale am ersten Tag keine deutlichen Unwohlsein, ldngere bis lebens-
Dosis Erbrechen und Symptome Mattigkeit, lange Sterilitét bei
4 Sv Ubelkeit, Absin- Appetitlosigkeit; Minnern; Krifte-
(400 rem) ken der Anzahl Haarausfall, Ent- verfall, 50% Todes-
der Lymphozyten zlindungen im félle
auf 1000/mm? Rachenraum und
innerhalb von Diinndarm
zwei Tagen
letale Dosis nach 1 bis2h Mattigkeit,
7Sv Erbrechen und Appetitlosigkeit,
(700 rem) Ubelkeit. Nach Entziindungen
zwel Tagen keine im Mund- und
Lymphozyten Rachenraum,
mehr. innere Blutungen,

hohes Fieber.

mung zu sehen. Die Werte fiir 4 und B
sind den entsprechenden Grafiken zu ent-
nehmen.

Zur Beurteilung der Schédlichkeit (Toxizitdt)
von Radionukliden ist aufler der physikali-

schen auch die biologische Halbwertszeit wich-
tig. Sie gibt die Zeit an, in der eine im Korper
vorhandene Aktivitdt durch Ausscheidung auf
die Hilfte vermindert wurde. Tabelle T-11
zeigt die Toxizitét einiger Nuklide in den Toxi-
zitdtsklassen 1 bis 4.
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Tabelle T-9. Grenzwerte der Strahlendosis.

Korperbereich allgemeines Strahlenschutzbereiche, Dosisgrenzwerte an den Bereichsgrenzen
Staatsgebiet, N . ) R
natirliche auBerbetrieb- betrieblicher Kontrollbereich | Sperrbereich
Strahlen- licher Uberwa- | Uberwachungs- | (Aufenthalt
belastung chungsbereich | bereich 40 h/Woche)

Ganzkérper, 2,2 mSv/a 0,3 mSv/a 5mSv/a 15 mSv/a 3 mSv/h

Knochenmark,

Gonaden,

Uterus

Hiénde, Unter- 3,6 mSv/a 60 mSv/a 180 mSv/a

arme, FiiBe,

Knochel

Haut, Knochen, 1,8 mSv/a 30 mSv/a 90 mSv/a

Schilddriise

andere Organe 0,9 mSv/a 15 mSv/a 45 mSv/a

UberwachungsmaBnahmen gemiB Strahlenschutzverordnung

Messung der Ortsdosis . . . .

und Ortsdosisleistung

Kontaminationsiiberwachung ] . .

arztliche Uberwachung . .

Messung der Korperdosis . .

bzw. Personendosis

Grenzwerte der Korperdosen fiir beruflich strahlenexponierte Personen

Korperbereich

beruflich strahlen-
exponierte Personen
der Kategorie A
mSv/a

beruflich strahlen-
exponierte Personen
der Kategorie B
mSv/a

Ganzkorper, Knochenmark, Gonaden, Uterus 50 15
Hinde, Unterarme, FiiBe, Unterschenkel, Knochel 600 200
Knochen, Schilddrise 300 100
andere Organe 150 50




Tabelle T-10. Beispiel zur Strahlenbelastung.

T.3 Strahlenschutz

radioaktives Priiparat: '37Cs Abstand r Aquivalentdosisleistung H
Dosiskonstante: 0,077 pSvh~'m? MBq ™!
Aktivitat: 10 MBq m uSv/h
direktes Greifen des radioaktiven Praparats, 0,01 7,7 - 10 Finger
Armlénge 0,5 m 0,5 3,1 Korper
Verwendung einer Zange zum Greifen (0,25 m) 0,25 12,3 Finger
0,75 1,4 Korper
1,00 0,77
Abschirmung 5 cm Blei 1,00 0,004
u=12cm™!; B=2
Tabelle T-11. Toxizitdt von Radionukliden.
Radiotoxizitatsklasse Nuklid Halbwertszeit Halbwertszeit kritisches Organ
Tphys Tbiol

1 0S¢ 28,1a 11a Knochen
Freigrenze 210pp 2a 730d Knochen
3,7kBq 210pg, 138d 40d Milz

233y 1,63-10°a 300d Knochen
2 22Na 2,582 19d gesamter Kdrper
Freigrenze 137Cg 26,6a 100d Muskel
37 kBq 144Ce 285d 330d Knochen

1311 8,0d 180d Schilddriise
3 t4c 5570a 35a Fett
Freigrenze 24Na 15h 19d gesamter Korper
370 kBq 105Rh 1,54d 28d Nieren

109¢d 13a 100d Leber
4 *H 12,62 19d gesamter Korper
Freigrenze 858r 70 min 11a Knochen
3,7 MBq 238y 4,5-10°a 300d Nieren
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Ubersicht T-4. Absorption radioaktiver Strahlung.

H=T, rﬁz e™**  B(x, E);
{ | | ]
Dosis  Schwi- Aufbau-
ohne chungs- faktor
Abschir- faktor
mung

B Dosisaufbaufaktor

x  Wegldnge

ux Relaxationsldnge

A Aktivitdt der Quelle

r  Abstand von der Quelle
I, Dosiskonstante

p#  Schwichungskoeffizient

401 \C\

P\

20 \\

-
(=]

i

(=]
g

8,0
6,0 \

4,0 \

3,01
2.0 \ Q

Schwachungskoeffizient u

N
1,0 N \ Uran——
h N N MR L £
0’8- N
0,6 N AN Wolfram -
] \\ 1]
0,41 [T Blei T
0,3 | Zinn
0,2 Elisin
01 02 04 10 2 4 6 10
Energie E; MeV

Dosisaufbaufaktor B

10°

—
(=]
N

_
o

Radionuklid | Dosiskonstante [y
Svym?h™'Bq~!
24Na 4,72-10713
5°Co 3,36-10713
1317 5,45-10"1
137Cs 7,70 - 10714
226Ra 2,14.10713
>
)
=
=
@©
5]
3
8,0
10,0

b
©

? 5,11
/ - 4v0
- 3,0
/ !
e 2,0
L
1,0
L
0,5
//
t —
4 8 12 16 20 24

Relaxationslange ux




T.4 Kernreaktionen

T.4.1 Energetik

Eine Kernreaktion kann folgendermaBen ge-
schrieben werden:

A+ a = B + b + AFE

Target Projektil Produktkern Produkt- Energie-
teilchen  differenz

oder

A(a,b)B.

Ubersicht T-5. Reaktionen der Kernspaltung.

T.4 Kernreaktionen 463

Die bei der Kernreaktion freiwerdende Ener-
gie AE (freiwerdend bzw. exoergisch oder be-
notigt bzw. endoergisch) berechnet sich aus
der Massendifferenz des Ausgangszustandes
(A + a) und des Endzustandes (B + b):

| AE= (I, (A) +m,(@)] = m, (B) + m, (b))} ¢

Ubersicht T-5 zeigt das Energiediagramm
einer Kernreaktion und eine mogliche Spalt-
kette von 233U. Es ist ersichtlich, daB aus dem
Target und dem Projektil (A + a) zundchst ein
sehr kurzlebiger Compoundkern (<10716s)
entsteht, der in den neuen Zustand (B + b)

a) Energiediagramm

Ea

Energie £

Compoundkernj—_y_—:
, vy € B+b’

radioaktiver
Zerfall des
Compoundkerns

b) Verlauf einer Kernspaltung

At=10T"5g

At=1020g

7 ﬁ- 95Z
o r
O
, %//
(O —=en (prompt)
|

* - O @ O 8 —— —— @ n {prompt)

235 236
n Compoundkern

(thermisch)

(Deformatlonsschwmgung)

® n (verzégert)
/-

138Xe O*’O ﬂ'
I
At=10""s At=0,2s bisAt=54s
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Ubersicht T-5 (Fortsetzung)

c) Spaltkette von 235U

235, 1 90
wU+on - 3Kr  + '2Ba+3/)n

p|323s f20s

g7Rb '‘Pla
pBi22m f114m
g5 oe

B |286a p|33n

90 143
aY s9Pr

pleain B |136d

89zr 18Nd | stabil

zerfillt. Tabelle T-12 zeigt die moglichen
Kernreaktionen. Es ist darauf hinzuweisen,
daB verschiedene Spaltketten moglich sind.
Bild T-5 zeigt die Haufigkeit der Spaltpro-
dukte fiir 23°U. Es ist zu erkennen, daB bevor-
zugt eine asymmetrische Spaltung auftritt,
d.h., das Atom spaltet sich in einen kleineren
(Massenzahlen 90 bis 100) und einen groBeren
(Massenzahlen 133 bis 143) Kern auf.

Die bei der Spaltung freiwerdende Energie AE
kann aus Bild T-1 der Kurve rechts oben er-
mittelt werden. Sie betrigt fiir 225U 0,86 MeV
je Nukleon, d.h. 200 MeV je Spaltung. Bild
T-6 zeigt die Verteilung der Spaltenergie. Aus
den 85% kinetischer Energie kann durch Um-
wandlung in Wirme mittels einer Dampftur-
bine elektrische Energie erzeugt werden (Kern-
energie).

T.4.2 Wirkungsquerschnitt

Der Wirkungsquerschnitt ¢ gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, mit der eine Kernreaktion

Tabelle T-12. Arten von Kernreaktionen.

Bezeichnung | Beschreibung
Austausch- Ein Teilchen gelangt in den Kern,
reaktion ein anderes wird dafiir emittiert.
(@, n); (d, p); (¢, p)
Einfang- Das einfallende Teilchen verbleibt
reaktion im Kern. Die Anregungsenergic
wird durch Emission von y-Quanten
frei.
(@, 7).
elastische Das einfallende Teilchen wird,
Streuung ohne den Kern anzuregen, wieder
emittiert.
(n, n)
inelastische Das Teilchen gibt einen Teil seiner
Streuung Energie als Anregungsenergie an
den Kern.
(n, ')
inelastische Teilchen werden aus dem Kern
StoBe durch energiereiche Teilchen
herausgeschlagen.
(n,2n); (d, 2n)
Kernspaltung | Der Kern zerfillt beim BeschuBl
in zwei oder mehrere Bruchstiicke.
(n,f); (3, 1)

Haufigkeit der Spaltprodukte

10 —
70 90 110 130 150 170
80 100 120 140 160
Massenzah! A

Bild T-5. Haufigkeit der Zerfallsprodukte bei der
Spaltung von 23°U.
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Neutrinos 10 MeV I>

gie

Spaltenergie

#*U+n 200 MeV

Energie der
Spaltprodukte
190 MeV

167 MeV

kinetische Ener

B.
S’,ah/(/,?

984481,

y-Strahlung (prompt) 5 MeV D>

Bild T-6. Energieausbeute bei der Kernspaltung.

stattfindet. Wie Ubersicht T-6 zeigt, sind die
Atomkerne kleine Zielscheiben mit bestimm-
ter Fliche, die mit Projektilen a beschossen
werden. Eine Kernreaktion wird immer dann
ablaufen, wenn ein Projektil die Zielscheibe
trifft. Die Einheit des Wirkungsquerschnitts
ist das barn (1 barn = 1028 m?) und ent-
spricht etwa der Kernquerschnittsflidche.

Ubersicht T-6. Wirkungsquerschnitt.

Jedem Reaktionstyp eines bestimmten Kernes
A mit einem Projektil (z. B. Neutronen n) mufl
ein Wirkungsquerschnitt zugeordnet werden.
Der Gesami-Wirkungsquerschnitt 6,, ergibt
sich durch Addition der partiellen Wirkungs-
querschnitte:

OiA = 0n,mA T O, na T 0w, 2004+ O,y + T

Ubersicht T-6 (Fortsetzung)

Trefferzahl und Wirkungsquerschnitt

Trefferzahl _ Projektilteilchen a ) Wahrscheinlichkeit

Zeit Fliche - Zeit des Treffers
dN/ds = ] “Nuyp 0.
Teilchen  Flache Target

a
(Projektil)

0g Y

— |0 UUDO 010 |0,
—— |00 00 g b o OD
TeilchenfluB o) T

D

Flache der Zielscheibe
je Atom .
(keine gegenseitige Uberlappung)

Kernreaktionen bei der Bestrahlung von 2]Al
mit Neutronen

SN TN

@R, Mg+ Ip

27AL+ in - (35A1) —
Compound-
kern

o (n,a)
— ﬁNa + ‘;a

,2
[9:20) 2601 4 21n.

Nyt Anzahl der Kerne 4 im Target
dN/dt Trefferanzahl je Zeit

a Wirkungsquerschnitt

P Projektilfiudichte




466 T Kernphysik

Ubersicht T-7. Mégliche Fusionsreaktionen.

Deuterium-Zyklus

'p +ip - D+e* +v, (langsam)
D +ip - He+y (rasch)
3He + 3He » 4He+2ip  (rasch)

Bruttoreaktion 4jp — $He +2e* +2v, + AE
Kohlenstoff-Zyklus

PC+1ip - BN - C+et 4,

SCHip = N4y

MN4lp - 50 - SN 4e 4y,
BUN+ip - '2C+3H

Bruttoreaktion 4ip — $He + 2e* + 2v, + AE

ID+3T - jHe +¢n+ 17,61 MeV

D+ - 3He +in+ 327 MeV
ID+?D > T +ip+ 403MeV
D + 3He — $He + ip+18,35MeV
p + 4B - 3%He + 8,7 MeV.

T.5 Kernfusion

Fusionsreaktionen, bei denen eine Kernver-
schmelzung stattfindet, konnen zu einem Ener-
giegewinn fithren (z B. Fusion von Wasser-
stoff zu Helium, wie es in der Sonne stattfin-
det). In Ubersicht T-7 sind der Deuterium-
und der Kohlenstoff-Stickstoff-Zyklus mit den
Reaktionsgleichungen zusammengestellt, fer-
ner die Fusionsreaktionen, die fiir die techni-
sche Nutzung in Frage kommen konnten, und
die Abhédngigkeit des Wirkungsquerschnitts
von der Deuteronenenergie.

Die Fusion ist nur mdglich, wenn zwei Vor-
aussetzungen gegeben sind:

1. Temperatur T > 108 K.

2. Einschlufiparameter (Anzahl der Teilchen je
Kubikzentimeter, multipliziert mit der Ein-
schluBzeit #) von etwa 10'%s/cm>.

Bild T-7 zeigt die derzeitigen Versuche zur
Fusion.

1016
3 :Bereich
10'ST——ALCATOR
3 (Massachussetts
© B institute of Techno-
g B logy in Cambrige)
3 10'3 [OJET (Europa)]
s ASDEX- (volle
[ ] Upgrade Heizung)
& o0 j TFTR—|
< j Wendelstein (Tokamak
3 SN Fusion Test
S ] d) b Reaktor)
<= N\ ®)
$10'24 ——F——O—"ASDEX—
c ] ™ ,’ (volie
w 3 Heizung)
] ASDEX PLT |
" Princeton
10 g Lal;lgecﬁ'g(us)
10'0 T T
106 107 108 K

Temperatur T

Bild T-7. Temperatur und Einschlufparameter einiger
Kernfusionsprojekte.

T.6 Elementarteilchen

T.6.1 Fundamentale Wechselwirkungen

Es gibt vier fundamentale Wechselwirkungen,
die durch bestimmte Austauschteilchen be-
schrieben werden (Tabelle T-13):

1. die Krifte zwischen den materiellen Kor-
pern, denen das Graviton zugeordnet ist,
2. die Krifte zwischen Ladungen, die vom

Photon vermittelt werden,

3. starke Kernkraft, welche die Kernteile zu-
sammenhilt, deren Teilchen die Hadronen
sind,

4. die schwache Kernkraft, die fiir die Radio-
aktivitdt zustidndig ist mit den intermedié-
ren Vektorbosonen (Weakonen) als Aus-
tauschteilchen.

T.6.2 Erhaltungssiitze

In Tabelle T-14 sind die fiir die Elementarteil-
chen wichtigen Erhaltungssétze zusammenge-
stellt.
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Tabelle T-13. Vier fundamentale Wechselwirkungen.

Gravitation elektromagnetische | starke schwache
Wechselwirkung Wechselwirkung Wechselwirkung
Reichweite @ o0 1075 mbis 107%m | <107 %m
Beispiel Krifte zwischen Krifte zwischen Zusammenhalt Betazerfall
Himmelskérpern | Ladungen, z.B. der Atomkerne der Atomkerne
Atom
Stiirke (relative) 10~ 1072 1 10714
betroffene alle geladene Hadronen Hadronen
Teilchen Teilchen und Leptonen
Feynman- P p e" n p e
Diagramm > G < >v:{/\/< >’f:< Ye w-
t p P p n >V/”
o -
Salndt |7
X q q
Austauschteilchen | Graviton Photon Hadronen Intermedidre
Gluon Vektorbosonen
Masse 0 0 0,14 GezV My = 82 GeV/c?
¢ my = 93 GeV/c?
nt,n”, n° Wt W™, Z°
Erhaltung
Ladung (¢} + + + +
Baryonenzahl B + + + +
Leptonenzahl L + + + +
Spin J + + + +
Seltsamkeit S — + + _
Isospin I - - + -
L |- + + -

T.6.3 Einteilung

Bild T-8 zeigt die Einteilung der Elementar-
teilchen. Zu jedem Teilchen existiert ein Anti-
teilchen mit entgegengesetzter Ladung und
entgegengesetzten Werten aller ladungsartigen
Quantenzahlen (z. B. B, S, C, I,). Wenn beide
zusammentreffen, dann 16sen sie sich auf, und
es entsteht Strahlung.

Die kleinsten Elementarteilchen sind die
Quarks. Sie haben sechs Unterscheidungs-
merkmale (up, down, charm, strange, top,
bottom). Jede dieser Varianten kommt in drei
Farben vor (dies sind keine sichtbaren Farben,
sondern nur Bezeichnungen). So besteht bei-
spielsweise ein Proton oder ein Neutron aus
drei Quarks, eines von jeder Farbe (weitere
Quantenzahlen sind in Tabelle T-15 zu finden).
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Tabelle T-14. Erhaltungssdtze bei Elementarteilchen.

Erhaltungssatz

Beschreibung

Beispiel

Elektrische Ladung Q

Die elektrische Ladung eines
abgeschlossenen Systems bleibt erhalten.

- u + \7“

Q: —1=-1+4+0

Das Pion =~ und das Muon u~
miissen dieselbe Ladung haben, da
Neutrinos ¥, elektrisch neutral sind.

Leptonenzahl L

Insgesamt gibt es sechs Leptonen
(Tabelle T-13) mit dem Spin 1/2 und
einer elektromagnetisch schwachen
Wechselwirkung.

Die Leptonenzahl L bleibt bei einer
Reaktion erhalten.

uroeT 4V, 4,
L —1=(-D+(-D++D

Baryonenzahl B

Baryonen (Spin 1/2) zerfallen in ein
Proton. Die Baryonenzahl bleibt
erhalten.

p+p—op+n+nt
B:141=1+1+0
(r*: n*-Meson)

Seltsamkeit S

Fiir Reaktionen mit starker und
elektromagnetischer Wechselwirkung
bleibt sie erhalten.

Charme C, Bleiben bei elektromagnetischer und
Bottom B* starker Wechselwirkung erhalten.
Isospin 7 Isospin ist ein Vektor mit drei Kompo-

nenten. Die dritte Komponente I,
liefert eine Aussage iiber die Ladung
(Proton Iy = +1/2, Neutron I, = —1/2).
Bei der starken Wechselwirkung bleibt
der Isospin erhalten, bei der elektro-
magnetischen nur die dritte Kompo-
nente I;.

Spin J, Paritit P

Der Spin ergibt sich durch Kombination
der Quarkspins und des Bahndreh-
impulses. Die Wellenfunktion ¥ darf
nur ihr Vorzeichen dndern.

Y(—x,—y,—z)=¥(x,p,2)
Paritdt P = 1 (gerade)
P(=x,—y,—2)=-¥(x,52)
Paritit P = —1 (ungerade)

Bei den Elementarteilchen unterscheidet man
zwischen Teilchen mit schwacher Wechselwir-
kung (Leptonen) und solchen mit starker
Wechselwirkung (Hadronen). Zu den Hadro-
nen zdhlen die Baryonen (Spin J halbzahlig)
und die Mesonen (Spin J ganzzahlig). Die

Baryonen zerfallen stets in Nukleonen (Proto-
nen oder Neutronen). Baryonen konnen, wie
bereits in Tabelle 14 bei den Erhaltungssitzen
aufgestellt, weder erzeugt werden noch ver-
schwinden. Die Mesonen zerfallen in Photo-
nen, Elektronen und Neutrinos.
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Teilchen Massein | Leptonen- | Ladung [ Antiteilchen
MeV/c? zahl L Qlel
Elek\ror} e |0511 +1 -1 IS B P0§itron
Hadronen Leptonen e-Neutrino ve | < 0,00006 +1 -1 0 0 |V Anti-e-Neutron
L=0 L=1 Myon W | 105,66 | 41 -1 | -1 41 [K*Myon
p-Neutrinow, | <1,2 +1 -1 0 0 | VuAnti-p-Neutrino
Tau T 1782 +1 -1 141 [1*Tau
t-Neutrino v, <250 +1 -1 0 0 |V Anti-t-Neutrino
Mesonen Baryonen Proton
B=0 B=1 —— Neutron
J ganzzahlig Jhalbzahlig |—— Nukleon
Meso_nen Baryonen
qq 9499
Name q J[h) B 1 I3,z S C B* Qle) q
up u 1/2 1/3 1/2 +1/2 0 0 0 +2/3 ]
down d 1/2 13 12 -1/2 0 0 0 -1/3 d
charm [ 1/2 1/3 0 0 +1 0 +2/3 ¢
strange s 1/2 1/3 0 -1 [0 0 -1/3 8
top t 1/2 1/3 0 0 0 0 +2/3 i
(truth) -
bottom b 1/2 1/3 0 0 0 -1 -1/3 b
(beauty)
Bild T-8. Einteilung der Elementarteilchen.
Tabelle T-15. Quantenzahlen von Protonen und Neutronen.
Proton p Neutron n
Quarkkombination u +u +d u +d +d
Ladung O 2/34253—1/3=+1 2/3—1/3—1/3= 0
Baryonenzahl B 1/3+1/3+1/3=+1 1/3+1/3+1/3= 1
Isospin 7, 12+1/2—-1/2=1/2 1/2—1/2-1/2=—-1]2




U Relativititstheorie

U.1 Relativitiit des Bezugssystems

Die Gesetze der klassischen Mechanik gelten
in Inertialsystemen, die sich relativ zueinander
mit konstanter Geschwindigkeit v € ¢ bewe-
gen. Es gibt kein bevorzugtes Bezugssystem
und keine Moglichkeit, eine Geschwindigkeit
absolut zu messen.

In jedem Inertialsystem breitet sich Licht
unabhingig von der Relativbewegung zwi-
schen Lichtquelle und Beobachter nach
allen Richtungen mit derselben Geschwin-
digkeit, der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢
(¢ =2,99792458 - 10° m/s) aus.

U.2 Lorentz-Transformation

Weil die Lichtgeschwindigkeit konstant ist,
miissen die Orts- und Zeitkoordinaten der
zwei sich relativ zueinander bewegenden
Systeme S und S umgerechnet werden
(Lorentz-Transformation in Ubersicht U-1).

Ubersicht U-1. Lorentz-Transformation.

System S’ (x', ¥, z') bewegt sich mit Geschwindigkeit
v in x-Richtung relativ zum System S (x, , z)
Ls Lichtsekunden

Lichtlinie x=ct

, 4 Ls X
(3-108m)

Umrechnung der Orts- und Zeitkoordinaten

System S System §'
x=y("+vt) X =y(x—vt)
y=y Y=y

z=17 =z

v
=y{t'+S5 X
t y( +c2 )

relativistischer Faktor
1

J1 = (vfc)?

¢ Lichtgeschwindigkeit

t Zeit im System S

t Zeit im System S’

v Relativgeschwindigkeit in x-Richtung

zwischen S und §'
Ortskoordinaten des Systems S
Ortskoordinaten des Systems S’
relativistischer Faktor




U.3 Relativistische Effekte

Es treten folgende Effekte auf (Ubersicht
U-2):

~ Ldngenkontraktion.

Ein relativ zu einem Beobachter sich bewe-
gender Korper erscheint verkiirzt.

~ Zeitdilatation.

Die Zeit lduft in einem System, das relativ
zu einem Beobachter bewegt wird, lang-
samer.

— Additionstheorem der Geschwindigkeiten.
Bei Geschwindigkeitsiibertagerungen darf
die Lichtgeschwindigkeit nicht {iberschrit-
ten werden.

Ubersicht U-2. Relativistische Effekte.

¢

t
s
3
4 | Zeit X"
s dilatation
3 3Ls
2
24"
Lé&ngen-
1 1 kontraktion
i 2 ﬁ.’j 4 Ls x
Ldéngenkontraktion

1'=%1= 1— (/oL

Fiir alle Korper, die sich mit einer konstanten
Geschwindigkeit v relativ zueinander bewegen,
verkiirzen sich die Langen des anderen
Kérpers in dieser Richtung um den Faktor
1= (v/c).

Senkrecht zur Bewegungsrichtung liegende
Strecken erscheinen nicht verkiirzt.
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Ubersicht U-2 (Fortsetzung)

Zeitdilatation
At

J1 = (v/e)?

Bewegen sich zwei Beobachter mit einer konstanten
Geschwindigkeit v relativ zueinander, dann
erscheint das Zeitintervall A¢’ des Systems S” vom
System S aus betrachtet groBer zu sein und
umgekehrt.

At =y At =

relativistische Addition der Geschwindigkeiten

System S System §'
w4+ v u, —v
=t “,=—2—
1+ 5 171u
CZ X CZ X
u, , u
u, = Yy U, = yv
AR 211; ¥ 1—-0—2ux
u, u
u, = z u’lz z
yi1+ zu;) 1 ——=u,

[}

Lichtgeschwindigkeit
(¢ = 2,99792458 - 10% m/s)

u,, u,,u, Geschwindigkeiten im System S
u,, uy, o, Geschwindigkeiten im System S
v Relativgeschwindigkeit
y relativistischer Faktor

@ =1/1 =)

U.4 Relativistische Dynamik

In der relativistischen Dynamik nimmt die
Masse mit steigender Relativgeschwindigkeit
zu. Dies hat Auswirkungen auf den Impuls
(p=mv) und die Kraft (F=ma), wie
Ubersicht U-3 zeigt.
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Ubersicht U-3. Relativistische Dynamik.

Ubersicht U-3 (Fortsetzung)

relativistische Massenzunahme

ar

|
Massenzunahme m/my ,‘

j
3r J
I
!
//
2r /
/
7/
Ve
///
) S

i 1 | n 1 n ]
0 02 04 06 08 1,0
vIC ———-—

m
m() = — =t =y,

/1 — (v]c)?

Ein Korper mit der Ruhemasse m,, der sich mit
der Geschwindigkeit v relativ zu einem
Inertialsystem bewegt, erfihrt einen relativistischen
Massenzuwachs.

relativistische Energie

E=mc.

relativistischer Impuls

My

p=m®)vr=—————v=ymyo.
J1 = (/e)?
EZ
P2=C—z“m(2)52

relativistische Kraft

red ['"_]
it /1 —(vjey?

fiir Relativgeschwindigkeit in x-Richtung

= Mo dx — 3
L
mya
= =m, v a,
V1= /e)?
m,
F,= 0% - myya,

P 1= wle)?

a,,a,, a, Beschleunigung in x-, y-, z-Richtung
c Lichtgeschwindigkeit
(c = 2,99792458 - 10® m/s)
Energie
F Kraft
m, my Masse, Ruhemasse
p Impuls
y relativistischer Faktor
(0 = 1/1= 0/

U.5 Relativistische Elektrodynamik

Die Relativitdtstheorie macht deutlich, daB
ein rein elektrisches Feld durch Wechsel in
ein bewegtes Koordinatensystem zusdtzlich
ein magnetisches Feld erhdlt und ein rein
magnetisches Feld ein elektrisches. Das be-
deutet: Elektrische und magnetische Krifte
sind verschiedene Ausprigungen desselben
physikalischen Phinomens: der elektromagne-
tischen Wechselwirkung.

Ubersicht U-4 links zeigt ein System S. In ihm
ist der Draht in Ruhe, die Elektronen flieBen
mit der Geschwindigkeit v nach rechts (die
konventionelle Stromrichtung geht nach
links). Die Ladung Q bewegt sich ebenfalls mit
der Geschwindigkeit « nach rechts. Der Draht
ist insgesamt elektrisch neutral. Das Magnet-

feld des Stroms erzeugt eine Lorentz-Kraft,
welches die Ladung Q vom Draht abstoft.

In Ubersicht U-4 rechts bewegt sich das
System mit der Geschwindigkeit # nach rechts.
Im System S’ ruhen die Ladung Q und die
Elektronen des Leiters. Die positiven Ionen
laufen dafiir nach links mit der Geschwindig-
keit ' = —u. Das System S’ ist aber nicht
neutral: Wegen der Ldngenkontraktion ist der
Abstand zwischen den positiven Ionen kleiner
und der Abstand zwischen den Elektronen
groBer als im System S. Dadurch entsteht eine
positive Ladungsdichte. Zusitzlich zum Ma-
gnetfeld entsteht so ein radial nach aulen ge-
richtetes elektrisches Feld, das die ruhende
Ladung Q abstoBt.
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System S System §’
(Laborsystem)
Geometrie ortsfest
| u=0
'® ® 0 © © 1® -0 © ©
ofo -0 © © 09 o o©
N | u=0
ortsfest
.—g u=0
+Q +Q
Ladungsdichte _ = P
im Leiter Py =-p- Ps=PeY>Peip== "y <p-
. 2
p=p+p =0 p=p. +p—=p+7§

elektrisch neutral

positiv geladen

Feld und Kraft
auf Ladung Q

F=Qu

Wo!
2nr

F, F= QuxB
Lorentz-Kraft

B

- e PA
E E_?_nsor

F=QE
elektrostatische Kraft
= u?p, AQy
Cc22mEyr

1
Fi=yF; =—ro-.
! # &g Mo

Querschnittsfliche
magnetische Induktion
Lichtgeschwindigkeit

(c = 2,99792458 - 10° m/s)
elektrische Feldstarke
elektrische Kraft

magnetische Kraft

Ladung

Abstand der Ladung Q zur Leitermitte
Geschwindigkeit
relativistischer Faktor

b= 14/1 = (/)]
Ladungsdichte

clektrische Feldkonstante

{eo = 8,854 - 1072 A - s/(V -m)]
Ho magnetische Feldkonstante
[#o = 47 -10"7 V - s/(A - m))

AN

= e oy

[
o@

Die mit ’ bezeichneten GroBen gelten fiir das bewegte System.
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U.6 Doppler-Effekt des Lichtes

Wenn Sender und Empfinger elektromagneti-
scher Wellen sich relativ zueinander mit der
Geschwindigkeit v bewegen, ist die Frequenz
der empfangenen Strahlung verschieden von
der Senderfrequenz (Ubersicht U-5).

Wihrend beim Doppler-Effekt der Schallwel-
len (Abschnitt J.2.5) unterschieden werden
muB, ob sich die Quelle oder der Beobachter
relativ zum Ubertragungsmedium Luft bewe-
gen, ist beim Doppler-Effekt des Lichtes nur
die Relativbewegung zwischen Quelle und
Beobachter relevant (elektromagnetische Wel-
len bendtigen kein Ubertragungsmedium).

Kosmologische Rotverschiebung

Die Spektren des Lichts, das wir von fernen
Galaxien empfangen, sind gegeniiber bekann-
ten Spektren irdischer Lichtquellen zu groBe-
ren Wellenldngen hin verschoben. Diese Rot-
verschiebung infolge des Doppler-Effekts
zeigt, daB sich das Universum ausdehnt.
HusBLE fand eine lineare Beziehung zwischen
der Entfernung r von Galaxien und ihrer
Fluchtgeschwindigkeit v:

v=~Hr.

H Hubble-Parameter
H = (50...100) km/(s - Mpc)
= (15...30) km/(s - 10° Lj)
1 pc (Parsec) = 3,0856 - 10'% km
= 3,2615 Lj (Lichtjahre)

Ubersicht U-5. Doppler-Effekt des Lichts.

longitudinaler Doppler-Effekt
(Beobachter bewegt sich ldngs der Lichtstrahlen)

Beobachter entfernt sich | Beobachter nahert sich

von der Quelle der Quelle
c—0v c+ v
r=r f=r
c+v c—v

transversaler Doppler-Effekt
(Beobachter bewegt sich senkrecht zum Lichtstrahl)

t— @) =fly

Lichtgeschwindigkeit

(c = 2,99792458 - 10°® m/s)
Frequenz im ruhenden System
Frequenz im bewegten System
Relativgeschwindigkeit
relativistischer Faktor

[y = 1/y/1 = (#/c)’]

o

R TN




V Festkorperphysik

V.1 Arten der Kristallbindung

Zwischen Atomen bzw. Molekiilen fester Kor-
per wirken ausschlieBlich elektrostatische
Krifte der Anziehung und AbstoBung. Dies
fithrt zu verschiedenen Bindungsarten (Ta-

belle V-1).

Tabelle V-1. Bindungsarten.

Bindungsart Kraftwirkungen Bindungsenergie | Beispiele Eigenschaften
eV/Atom
van der Waals | Zwischen zwei isolierten 1 Edelgas- Isolator, leicht kom-
Atomen mit permanentem Ey~ % kristalle, primierbar, niedriger
oder induziertem Dipol- Y H,, 0,, Schmelzpunkt,
moment 1072 bis 107! Molekiil- durchléssig fiir Licht
- kristalle, im fernen UV
O-e Polymere
kovalent Elektronenpaarbindung 1 bis 7 viele organi- | Isolator oder Halb-
(homdopolar) sche Stoffe, leiter, sehr schwer
Q G 0 e Elemente der | verformbar, hoher
Vierergruppe, | Schmelzpunkt
O © S fnsh
Ionen zwischen zwei verschieden ge- 0% a Salze Isolator bei niedrigen
(heteropolar) | ladenen Ionen E;= P (NaCl, KCl) | Temperaturen,
Meyr : .
BaF, Tonenleitung bei
(= 1,75) hohen Temperaturen,
@ 6 bis 20 plastisch verformbar
metallisch zwischen festen Atomriimpfen |1 bis 5 Metalle, elektrischer Leiter,
und frei beweglichen Elek- Legierungen | guter Wirmeleiter,
tronen plastisch verform-
- - - bar, reflektiert im
_® - ® "~ @ CH _ @ _ ® IR, reflektiert Licht
_® ® _® @ _® _® (durchldssig im UV)
_®_0_60_0_6_e
E, Bindungsenergic r  Abstand der Atome
Q Ladung o Madelung-Konstante

g, elektrische Feldkonstante [¢, = 8,85412 - 10712 A -s/(V -m)]
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V.2 Kristalline Strukturen

V.2.1 Kristallsysteme und dichteste
Kugelpackungen

In einem Kristall befinden sich die Atome in
jeder Raumrichtung in gleichmiBigen Abstén-
den an den Kreuzungspunkten eines rdum-
lichen Gitters, dessen kleinstes Element die
Elementarzelle ist. Sie wird beschrieben durch
die Atomabstinde entlang den Koordinaten-
achsen (x-Achse: a; y-Achse: b; z-Achse: ¢)
und den Winkeln «, f und y zwischen den
Kristallachsen. Die sicben Kristallsysteme mit

Tabelle V-2. Bravais-Gitter.

ihren Varianten ergeben die 14 Bravais-Gitter
(Tabelle V-2).

Die Atome liegen besonders dicht beieinan-
der, wenn aufeinanderfolgende Kugelebenen
die Liicken der Ausgangsebenen besetzen. Es
gibt drei unterschiedliche Anordnungen dich-
tester Kugelpackungen (Tabelle V-4).

V.2.2 Richtungen und Ebenen im Kristallgitter

Kristallrichtungen und Richtungen von Ebe-
nen werden durch Millersche Indizes angege-
ben. Sie sind die reziproken Werte der Achsen-
abschnitte der Kristallrichtungen (Ubersicht
V-1).

primitiv flichen- basis- raum-
zentriert zentriert zentriert

kubisch N7 X
a=b=c "y ‘; %
a=f=1y=090° S A
tetragonal
a=b=%c ! T \
a=pf=y=90 ;i e
orthorhombisch
a¥b*c —
o= ﬂ =yp= 90° )I_(
hexagonal
a=b%*c
o=f=90°
y = 120°

rhomboedrisch
a=b=c

a=f=7+90°

monoklin
axb*c
o=y =90°
B+ 90°

triklin
axb=*c

a$ f+y+90%
+120°
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Tabelle V-3. Atomare Konstanten einiger
Metalle mit kubisch-flichenzentrierter und
kubisch-raumzentrierter Struktur.

kubisch- | Dichte ¢ | Gitter- Abstand

raum- g/cm? konstante a | zweier

zentriert 107 °m néchster
Nachbarn
107'%m

Cs 1,9 6,08 5,24

K 0,86 533 4,62

Ba 3,5 5,01 4,43

Na 0,97 4,28 3N

Zr 6,5 3,61 3,16

Li 0,53 3,50 3,03

\'% 19,3 3,16 2,73

Fe 7,87 2,86 2,48

kubisch- | Dichte ¢ | Gitter- Abstand

flichen- | g/cm?® konstante @ | zweier

zentriert 107 °%m nichster
Nachbarn
107°m

Ce 6,9 5,16 3,64

Pb 11,34 4,94 3,49

Ag 10,49 4,08 2,88

Au 19,32 4,07 2,88

Al 2,7 4,04 2,86

Pt 21,45 3,92 2,77

Cu 8,96 3,61 2,55

Ni 8,90 3,52 2,49

V.2.3 Gitterfehler

Der periodisch regelmiBige Kristallaufbau
kann Fehler aufweisen (Gitterfehler), die zu
verdnderten Materialeigenschaften fiithren.
Mit absichtlich eingebauten Fehlern kénnen
die Werkstoffeigenschaften gezielt verdndert
werden (Bild V-1).

Tabelle V-4. Gittertypen dichtester Kugelpak-

kungen.
Gittertypen
Eigen- kubisch- hexagonal | kubisch-
schaften flachen- dichteste raum-
zentriert Kugel- zentriert
packung
Elementar-
zelle
ty
~+
eSS

// \
Kugel-
modell
Packungs- | 74% 74% 68%
dichte
Atom- 4 2 2
anzahl
je Zelle
Koordina- | 12 12 8
tionszahl
dichtest Flichen- Sechseck- Raum-
gepackte | diagonale seite diagonale
Richtung

Ubersicht V-1. Indizierung der Kristallrichtun-
gen und Kristallebenen ( Millersche Indizes).

Indizierung der Kristallrichtung und Kristallebene




Ubersicht V-1 ( Fortsetzung)

Beispicle fur Kristallrichtungen und Kristallebenen

Ebenen- | Ebene Ebenen- | Ebene
Bezeich- | und Bezeich- | und
nung Richtung  |[nung Richtung

(100)

(010)
(111)

(001)
(020)

(222)

(110)
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V.3 Makromolekulare Festkorper

Makromolekulare Festkdrper sind aus sehr
langen Molekiilen aufgebaut. Sie bestehen
entweder aus einem Riesenmolekiil oder aus
vielen kleinen Molekiilen, die durch homdopo-
lare Elektronenpaarbindung zusammengehal-
ten werden. So entstehen Faden-, Schicht- und
Raumnetzstrukturen.

Das Verformungsverhalten kann durch eine
Kombination des elastischen Verhaltens
(Federgesetz nach HOOKE) mit einem viskosen
Verhalten (Ddmpfungsglied nach NEWTON)
erklirt werden. In der Rheologie wird die Ver-
formung auch durch andere Modelle beschrie-
ben (Tabelle V-6).

Tabelle V-5. Einteilung der Kunststoffe ( Polymerwerkstoffe).

Polymer- | Thermoplaste Elastomere Duromere
werkstoff
Charak-
teristik
Schmelzverhalten schmelzbar nicht schmelzbar nicht schmelzbar
Quellverhalten quellbar quellbar nicht quellbar
Loslichkeit 16slich nicht 16slich nicht 16slich
Struktur Molekiilknéuel, weitmaschig vernetzt, engmaschig vernetzt
unvernetzt, amorph, amorph, teilkristallin
teilkristallin
Umweltfreundlichkeit wiederverwendbar nicht wiederverwendbar (pyrolisierbar)
(200 °C)
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Tabelle V-5 (Fortsetzung )

Polymes- Thermoplaste Elastomere Duromere
werkstoff
Charak-
teristik
Verarbeitung alle Verfahren alle Verfahren, Form- | Pressen, SpritzgieBen,
gebung vor oder wih- | Formgebung wihrend
rend der Vernetzung der Vernetzung
(,,Vulkanisieren*) (,,Hértung®)
Beispiele Polyethylen (PE), Buna, Kautschuk, Phenolformaldehyd,
Polyvinylchlorid (PVC), Silicon Rubber (SIR), | Melaminformaldehyd,
Polystyrol (PS), Polychloropren (CR), | Harnstofformaldehyd,

Polyamid (Nylon, Perlon),
Polyester (Trevira),
Polyacrylnitril (Dralon),
Polycarbonat (Macrolon)

Neopren

(ungeséttigter Polyester)
(UP),
Epoxidharz (EP)

Tabelle V-6. Verformungsmodelle von Kunststoffen.

Modell Verhalten

Feder:
Eo— g

o=Eyt,

Elastisches Verhalten (Hooke)

$ no— &y

g =1k,

Dampfungsglied:

Viskoses oder plastisches
Verhalten (Newton)

Eo— £¢

No— &y

o
b=tgte, > E=dg+é=—+—

- )% =
e(t)-—<1+to) Eou(t) T4 E,

Elastisch-viskoses
(plastisches) Verhalten

[
Ey 1o

Mo

Maxwell-Modell: (Feder und Dampfer in Reihe)

E, Nr— &

Voigt-Kelvin-Modell: (Feder und Dampfer parallel)

Viskoelastisches Verhalten
(relaxierendes Verhalten)

o=o0,+0,=Ee¢ +1é

1
) = ¢ ( —e My éu(r) s+§-=i T, =

=




Tabelle V-6 (Fortsetzung)
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Burger-Modell:
Eo Eel ¢ = ¢(Maxwell) + ¢ (Voigt-Kelvin)
E, Ne— & [ 1 ¢t 1 e ] a
e)=|—=—+—+—=010—e")|eu@®
E, 1, E
No Ev
E  Elastizitdtsmodul ¢, Relaxationsdehnung
t Zeit ¢ Spannung
u(t) Springfunktion o statische Viskositit
£ Dehnung ., dynamische Viskositdt der Relaxation
&, eclastische Dehnung T Relaxationszeit

V.4 Thermodynamik fester Kérper

V.4.1 Schwingendes Gitter (Phononen)

Die regelmiBig angeordneten Atome eines
Kristallgitters fithren Schwingungen um ihre
Ruhelagen aus, wenn sie von aullen angeregt
werden. Diese Gitterschwingungen sind ge-
quantelt; ihre Quanten heilen Phononen
(Ubersicht V-2).

Gitterschwingungen koénnen demnach be-
schrieben werden, als ob Teilchen sich mit der
Schallgeschwindigkeit ¢, durch den Kristall
bewegen, mit anderen Teilchen zusammen-
stoBen und Energie und Impuls austauschen.
Eine lineare Atomkette zeigt als gekoppeltes
Schwingungssystem die in Ubersicht V-3 zu-
sammengestellten Abhéingigkeiten.

Wie Ubersicht V-3 deutlich zeigt, ergibt sich
ein Phononenspektrum, in dem die Frequenz f

Ubersicht V-2. Transversale Gitterwellen und — Ubersicht V-3. Gitterwellen einer linearen
Phononen. Atomkette.
transversale Gitterwellen lineare Atomkette
c
| a—-

o L

E =hf=%hw

Phonon

Prnonon = /A =Tk

- /‘Lmin"l

Gitterkonstante (Atomabstand)
Energie

Frequenz

Plancksches Wirkungsquantum
(h=16,626-10"3*]-5)

Plancksche Konstante (& = /2 %)
Wellenzahl

Impuls

Wellenldnge

Kreisfrequenz

E RO

ISR I

Dispersion

2¢ fdc . ka
o= ;(1—coska)— ;sm—z—

|
|
|
|
|
[
|
|
|
1
[
I
|
;

Bl
I

+ k

a
f=—erste Brillouin-Zone |

maximale Wellenzahl £, =mw/a
minimale Wellenldnge A, =2a
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Ubersicht V-3 (Fortsetzung)

Gruppen- und Phasengeschwindigkeit

C,

s
Cph
|
2a
cq  LOm=TVelm
ar ;/
|
J\cg,fo
T Y
Tk
*a

¢ sinka

¢, =a [ ———
# 2m /1 —coska
_ [2¢ /1 —coska
“Nm Tk

maximale Schallgeschwindigkeit ¢
Comax =@ Elm=/Efo
wmax - 2 \Y C/m

fmax = v aE/m

Gitterkonstante
Federkonstante
Gruppengeschwindigkeit
Phasengeschwindigkeit
Schallgeschwindigkeit
Elastizititsmodul
Frequenz

Wellenzahl (k = 2n/4)
Masse

Dichte

Kreisfrequenz
Wellenldnge

Con

s, max

1
T

OO0 R
% "

>g R 3 A S ES D

von der Wellenldnge 4 bzw. von der Wellen-
zahl k abhéngt (Dispersion). Alle vorkommen-
den Wellenzahlen liegen innerhalb der ersten
Brillouin-Zone (-2 < k< 1)

Sind zwei oder mehr Atome in einer Ele-
mentarzelle, dann ergeben sich je nach
Schwingungstyp verschiedene Dispersions-
relationen, die in akustische (TA: transversal
akustisch und LA: longitudinal akustisch) und
optische Dispersionsrelationen (TO: transver-
sal optisch und LO: longitudinal optisch) ein-
geteilt werden (Bild V-2).

a)
1
102 Hz —170
: 84 ILO
5 81 Germanium (LA
3 4] |
g i
i 2 | TA
!kmax
0 2 4 6 8  10-10°m"!
Wellenvektor k in [111] - Richtung
b) y
N
X
c)

Bild V-2. Dispersion von Germanium (a), akustische
(b) und optische Phononen (c).

V.4.2 Molare und spezifische Wirmekapazitiit

Ein schwingungsfiahiges System besitzt eine
Schwingungsenergie, die sich gleichmiBig auf
die potentielle und kinetische Energie aufteilt.
Aufgrund der drei Freiheitsgrade eines Gitter-
bausteins gilt die Dulong-Petitsche Regel. Die
tatsdchlich gemessenen molaren Wirmekapa-
zitdten weichen, vor allem bei tiefen Tempera-
turen, festen Gitterbindungen und leichten
Atomen, sehr stark von diessm Wert ab. Des-
halb schlug EINSTEIN eine Quantelung der
Schwingungsenergic vor, und DEBYE ging da-
von aus, daB der Energicinhalt eines festen
Korpers in den stehenden Wellen der N Gitter-
schwingungen gespeichert ist (Ubersicht V-4).

Tabelle V-7. Debye-Temperatur T, -einiger
Stoffe.

Stoff n Stoff I, in K

Pb 88 Mg 405

Na 172 Al 428

Ag 226 LiF 740

Na(Cl 281 Diamant 1860

Cu 345
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Ubersicht V-4. Innere Energie und molare Wéirmekapazitit der Festkérper nach DULONG-PETIT,
EINSTEIN und DEBYE.

Verhiltnis Cr/3Rm

Dulong-Petit
10— ————————m e m
08 T
e
] %
0,61 Debye /7 Einstein
04 /
4 /
/
02 ,
1 /
/
0 0,2 0,4 06 T/Tp 1,0

Boltzmann- Verteilung

U=

3 Nhf
r
T —1

Debye

3 Zp d
U= 9NkTT—jZ :

2= (f)(kT) und zp=T,/T

Einstein-Temperatur

Debye-Temperatur

T =hflk Ty =hf,lk
T>Tound T> T,: Ux3NkT=3vR,Tund C, = 3R, (Dulong-Petit)
T<T T<T,
LT 3 T
U=3Nhfe &t U=m*NkT—
5 s
hf 12 T3
= k T C 4
C.=3R, ( T ) e m= ™R, = 3
C, molare Wirmekapazitit N Anzahl der schwingenden Punkte
f  Frequenz R,, molare Gaskonstante
Sy Grenzfrequenz T  Temperatur
h  Plancksches Wirkungsquantum T, Debye-Temperatur
(h=6,626-10734]-5) 7. Einstein-Temperatur
k  Wellenzahl U innere Energie
v Stoffmenge (Anzahl Mol)
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Ubersicht V-5. Wérmeleitung im Isolator und
im Metall.

Jq=1A—x

Isolator

o1 AT
Jo= inphkcslpll e

1
A =5 Mo kel

1
A=zocely,

Metall

1

2 =§n2%k21T

el

Bei konstanter Temperatur ist fiir alle Metalle die
Wirmeleitfahigkeit A proportional der elektrischen
Leitfihigkeit x:

A=LTx

spezifische Warmekapazitit
Schallgeschwindigkeit der Phononen
Wirmestromdichte

o

o~

J

K Boltzmann-Konstante (k = 1,38 - 10~ 23 J/K)
L Lorenzsche Zah! (L = 2,45-1078 V¥/K?)
L mittlere freie Phononenweglinge

m Masse

n Dichte der Elektronen

Non Dichte der Phononen
(n, = N,,./V; Ny, Anzahl der Phononen;
V Volumen)

T Temperatur

AT/Ax Temperaturgefille in x-Richtung

A Wirmeleitfihigkeit

» elektrische Leitfdhigkeit

T Relaxationszeit

V.4.3 Wirmeleitfihigkeit

Zwar breiten sich die Phononen im Festkorper
mit Schallgeschwindigkeit aus, doch der
Wirmetransport ist bedeutend langsamer. Bei
den Metallen wird Wérme nicht nur durch die
Phononen, sondern auch durch die freien
Elektronen iibertragen (Ubersicht V-5). Es
gilt fiir Metalle, daB gute elektrische Leiter
auch gute Warmeleiter sind (und umgekehrt).
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spezifischer elektrischer Widerstand p

10 10® 10® 10* 102 10° 102 10* 10%° 10® 10'" 10'2 10 Q.m 10'®
1 1 1 1 1 1 ) 1L 1 1 . 1 1
Cu I | i ‘ [ IR 1 I Diarrl\ant] Q|uarnglas
Ag Fe Bi InSb GaAs Ge Si Se Cds Glas . U
Al NiO JKunslstoff Bemstelnl
il N | II | | | | l | 1 : )
I I
I I
Leiter Halbleiter Isolatoren

Energie
Energie

Energie

Energie

Leiter zweiter Art

Leiter erster Art

Halbleiter Isolatoren

Bild w-1.

Spezifischer elektrischer Widerstand ( Restivitit) und Bdndermodell von Festkorpern. Die

mit

Elektronen besetzten Zustinde sind grau gekennzeichnet.

Anhand des spezifischen elektrischen Wider-
standes (Resistivitit) ¢ wird eingeteilt in
(Bild W-1):

— Leiter 0<1075Q m, ‘
— Halbleiter 1075 < ¢ < 107 Q- m,
— Isolatoren ¢ > 10" Q- m.

W.1 Energiebénder

Die scharfen Energieniveaus der Elektronen in
einzelnen Atomen werden durch Wechselwir-
kung mit Nachbarn verbreitert, so daB in
Festkorpern die Elektronen Energien inner-
halb mehr oder weniger breiter Bander anneh-
men kdénnen.

Elektronen halten sich in Festkdrpern
innerhalb erlaubter Energiebdnder auf,
die durch verbotene Zonen voneinander
getrennt sind.

FlieBt in einem Festkorper ein elektrischer
Strom, dann erhoht sich die Energie der Elek-
tronen um die kinetische Energie der Drift-
bewegung. Sie werden dadurch auf hoéhere
Energiezustdnde gehoben. Dies ist nur mdg-
lich, wenn das hochste mit Elektronen besetzte
Band nicht voll besetzt ist. Dieses Band wird
als Leitungsband (LB im Bild W-1) bezeichnet.
Hat das oberste mit Elektronen besetzte
Band keine freien Energiezustinde, dann ist
der Festkorper ein Isolator bzw. Halbleiter.
Dieses Band wird als Valenzband (VB im
Bild W-1) bezeichnet. Anhand der Breite
E, (energy gap) der verbotenen Zone (VZ)
wird in Halbleiter und Isolatoren eingeteilt
(Bild W-1).

W.2 Metalle

Im Modell des freien Elektronengases konnen
sich die Leitungselektronen innerhalb des
Kristalls frei bewegen (Tabelle W-1).
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Tabelle W-1. Modell des freien Elektronen-
gases.

Ubersicht W-1. Zustandsdichte und Fermi-
Dirac-Verteilungsfunktion.

2 ﬁz k2
kinetische Energic E= ;L =
der Leitungselektronen 2m 2m
Impuls und Materiewellen- p=hli="hk
lange der Elektronen
2
Fermi-Energie; héchstes E. = o™ (3n2m)??

mit Elektronen gefulltes
Energieniveau

Wellenzahl des Fermi- ke = (3n2m)'3

Niveaus

/]
Fermi-Geschwindigkeit vp = — (3ntm)'
m

kinetische Energie

Fermi-Energie

Plancksche Konstante (% = 4/2 )
Wellenzahl (k = 2n/1)
Elektronenmasse
Teilchenzahldichte (# = N/V')
Impuls

Wellenldnge der Materiewelle

m

o X 3 Sy

W.2.1 Energiezustinde und Besetzung

Die moglichen Energiezustinde der Elektro-
nen im Leitungsband sind nicht gleichmaBig
auf der Energieleiter angeordnet, sondern
werden mit zunehmender Energie immer dich-
ter. Die Zustandsdichte D (E) gibt die Zahl
der Energiezustinde je Energieintervall dE
und Volumeneinheit an (Ubersicht W-1). Die
Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmter
Energiezustand E besetzt ist, wird durch
die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion f(E) be-
schrieben (Ubersicht W-1).

W.2.2 Elektrische Leitung

In einem elektrischen Feld werden die Elek-
tronen beschleunigt und zugleich durch StoB-
prozesse im Kristall abgebremst. Bei konstan-
ter Feldstirke folgt das Ohmsche Gesetz (Ta-
belle W-2).

Zustandsdichte D(E)

1 [2m\**
D‘“%Tz(?) v

Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion f (E)

1
SE) = ——
e kT +1
fE)
1.0 : kT=0
oA\
N
076 0,5
0,4 =1
N\ AT 10 E
0,24 g4
T NN

0 02 04 06 08 1,0 1,2 1,4 E

AT Er
lf4,4 B —]

Eg Fermi-Energie

E Energie im Leitungsband

D(E) Zustandsdichte (iibliche Einheit eV~ 1cm™3)

Plancksche Konstante
(fi=h2n = 6,5821-10"'%eV .5)
k Boltzmann-Konstante
(k =8,6174 - 10~ %eV/K)
Masse der Elektronen
absolute Temperatur

N3

Tabelle W-2. Ohmsches Gesetz.

. . . d E
Differentialgleichung der % = h
Elektronenbeschleunigung t mot
stationdre Driftgeschwin- Vg o= — £ tE,
digkeit bei konstanter m
Feldstirke =—uk,
elektrische Stromdichte Jj=—enpy,
(Ohmsches Gesetz) &2

=-—ntkE,
m
elektrische Leitfihigkeit x=enp

E elektrische Feldstarke

¢ Elementarladung

m  Elektronenmasse

n  Elektronenzahldichte

v, Driftgeschwindigkeit

» elektrische Leitfahigkeit
4 Beweglichkeit

t  Relaxationszeit




W.3 Halbleiter

Halbleiter haben bei tiefen Temperaturen ein
mit Elektronen gefiilltes Valenzband, welches
durch eine verbotene Zone (Energieliicke;
energy gap) vom leeren Leitungsband getrennt
ist (Bild W-1). Tabelle W-3 zeigt einige halb-
leitende Substanzen; Daten von Ge, Si und
GaAs sind in Tabelle W-4 enthalten.

Tabelle W-3. Halbleitende Verbindungen.

Gruppen des Perioden- Beispicle

systems zur Kombination

der Elemente

v Si, Ge, Sn (grau)
V-1V SiC

-v GaAs, InSb
II-VI ZnTe, CdSe, HgS
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W.3.1 Eigenleitung

Bei T = 0 K ist die Leitfahigkeit eines Halblei-
ters null. Mit steigender Temperatur werden
durch die Gitterschwingungen Bindungen
zwischen benachbarten Atomen aufgerissen,
so daB frei bewegliche Elektronen erzeugt wer-
den. Im Bidndermodell entspricht dies einer
Anhebung von Elektronen vom Valenzband
iiber die Energieliicke ins Leitungsband (Ta-
belle W-5). Die im Valenzband zuriickbleiben-
den Locher verhalten sich wie positive Teil-
chen und tragen wie die Elektronen zum
elektrischen Strom bei (Tabelle W-6).

W.3.2 Storstellenleitung

Der spezifische Widerstand eines Halbleiters
dndert sich drastisch bei Dotierung mit Fremd-
stoffen. Je nach Dotierstoff beruht die Leitung

Tabelle W-4. Daten der Halbleiter Ge, Si und GaAs.

Die Zahlenwerte gelten fiir 7= 300 K.

Ge Si GaAs

Kristallstruktur Diamant Diamant Zinkblende
Gitterkonstante g in 107 m 565771 5,43043 5,65325
linearer Ausdehnungskoeffizient « in 107 4K ™! 5,90 2,56 6,86
spezifische Warmekapazitit ¢ in kJ/(kg- K) 0,31 0,70 0,35
Wairmeleitfahigkeit 4 in W/(m - K) 64 145 46
Schmelzpunkt 8, in °C 937 1415 1238
Atomdichte N/V in 10?2 cm ™3 442 5,0 4,42
Dichte g in kg/m? 5326,7 2328 5320
Molmasse M in g/mol 72,60 28,09 144,63
Bandgap E, in eV 0,660 1,11 1,43
intrinsische Trigerdichte »; in cm ™3 2,33.10'3 1,02 -10° 2,00 - 10°
Effektive Zustandsdichte
im Leitungsband N in cm™3 1,24 - 10*° 2,85-10'° 4,55 .1017
im Valenzband Ny in cm™? 5,35-1018 1,62 - 10*° 9,32 - 1018
Beweglichkeit g, in cm?/(V -s) 3900 1350 8500

H, in cm?/(V -5) 1900 480 435
relative Dielektrizitdtszahl 16 11,8 12,9
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Tabelle W-5. Leitungsmechanismen in Halbleitern.

Eigenleitung Storstellenleitung
n-dotiert (Elektronenleitung) | p-dotiert (Locherleitung)
Elemente | Gruppe IV Gruppe V Gruppe 1T
vier Valenzelektronen: finf Valenzelektronen: drei Valenzelektronen:
C, Si, Ge, Sn N, P, As, Sb (Donatoren) B, Al, Ga, In (Akzeptoren)
KrlSta]l- .@. .@. .@. .@. .@. .@. .@. l@‘D. '@.
gitter . 3 Y . 3 Y . ] .
* . . * 3 * e * *
c@. o@. o@o o@. ;@o o@o -@o .o o@o
) \\. . Y . . [ ] L] o L]
. « 7 e . . . ° . .
.@. .@. .@l .@. .@. .@. .@. .@. .@.
L ] . . L . L ] . .
Béander- E iB E LB E LB
Modell o
ode EL ) et ° ﬂ _
f * e o6 -—[ Storstellen
4+ | g ianisi neutrale ionisierte
Ee — W neutrale ionisierte o
E | Stérstellen Er£t 00O o
v ol
VB VB / vB

Tabelle W-6. Gleichungen zur Eigenleitung.

Tabelle W-7. Eigenschaften von Dotierstoffen.

elektrische Leitfahigkeit | x =e(nu, + pp,) Platz des Dotierstoffs
By im Periodensystem

Eigenleitungsdichte n(T) =/ N_N, e 2kT
(intrinsische Ladungs- B Gruppe 11 Gruppe V

5 : _ 32 =2k T
tragerdichte) = o T77em 2t Bezeichnung Akzeptor Donator

Eg
Produkt von Elektronen- | np = n? =n? T>e kT  Anzahl der 3 5
und Locherdichte (unab- Valenzelektronen
héngig von Dotierung)
. . B Majoritédten Locher Elektronen
Beweglichkeit w(T) = pog (T/Ty) 32
. Eg Minorititen Elektronen Locher
ohmscher Widerstand R(T) =~ Rye2kT
eines Halbleiters Leitungs- Locher- Elektronen-
E, Energieliicke (band gap) mechanismus if_]-trl;;g lrf_l—tl-l;;g
e  Elementarladung
k  Boltzmann-Konstante
N, effektive Zustandsdichte
des Leitungsbandes
Ny effektive Zustandsdichte Tabelle W-4 entweder auf Elektronen- oder Locherleitung
des Valenzbandes (Tabelle W-7).

n  Elektronendichte .
p  Locherdichte Ubersicht W-2 zeigt die Abhédngigkeit der
T absolute Temperatur Elektronendichte eines n-Leiters von der Tem-
x  Leitfdhigkeit peratur sowie die drei Bereiche Storstellen-
Hy  Elektronenbeweglichkeit reserve, Storstellenerschopfung und Eigenlei-
, Locherbeweglichkeit

tung.




Ubersicht W-2. Dichte der freien Elektronen
in n-Si in Abhdngigkeit von der Temperatur.

Temperatur T

300 100 50 K 20 10
1018 . w
cm3 Storstellenerschbpfung

16
107 np=10'7 ¢m-3

S aiall
e 105 10'6
© il 1015
2 10124
5} | «
S H Storstellen-
£ 1nt104 reserve
ﬁ 10 '
w F i
2 408 _‘ Eigenleitung Steigung
2 | E Eo
*I Steigung ﬁg( 2k
106 “l
ol
104 [ L | 1 I 1 L !
0 0,04 0,08 K' 0,12

reziproke Temperatur 1/T
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Ubersicht W-2 (Fortsetzung)

Storstellenerschopfung

In der Nihe der Raumtemperatur sind alle

Storstellen ionisiert.

Storstellenreserve

Tragerdichte hiangt exponentiell von der
Temperatur ab (tiefe Temperaturen).

np, Ny _En

n(T)= > e”2kT, n-Typ
N, Ea
p(T) = [PAT e"2F, pTyp

2

E,  Akzeptorbindungsenergie

E, Donatorbindungsenergie

k Boltzmann-Konstante

N, effektive Zustandsdichte im Leitungsband
N, effektive Zustandsdichte im Valenzband
n Elektronendichte

n,  Akzeptorendichte

n,  Donatorendichte

P Locherdichte

T absolute Temperatur

W.3.3 pn-Ubergang

Die meisten Halbleiterbauclemente besitzen
einen oder mehrere pn- Ubergange Bild W-2
zeigt Diagramme fiir einen abrupten unsym-
metrischen pn-Ubergang in Silicium.

n-Typ p-Typ
Majorititsdichte n=nyg p=n,
elektrische ®=enyp, K=en, f
Leitfihigkeit
n,, 1 Akzeptoren- bzw. Donatorendichte
iy, 4, Elektronen- bzw. Lécherbeweglichkeit
e Elementarladung

Eigenleitung

Bei hohen Temperaturen liegt Eigenleitung vor
(Tabelle W-6).

Typische Werte des Sperrsittigungsstroms lie-
gen im Bereich von pA bei Si und von pA bei
Ge (Tabelle W-8).

W.3.4 Transistor

Transistoren dienen zum Verstirken von elek-
trischen Signalen und zidhlen deshalb zu den
aktiven Bauelementen (Tabelle W-10).

Die bipolaren Transistoren werden in der
Schaltungstechnik eingesetzt. Die Bedeutung
der Feldeffekttransistoren (FET) fiir diskrete
und integrierte Schaltungen ist erheblich ge-
wachsen.

W.3.4.1 Bipolarer Transistor

Der am hiufigsten vorkommende npn-Tran-
sistor besteht aus drei Elektroden; dem nega-
tiv dotierten Emitter (n), der positiv dotierten
Basiszone (p) und dem negativ dotierten
Kollektor (n) (Bild W-4).

Die bipolaren Transistoren arbeiten folgen-
dermaBen: Der Basisstrom Iz (abhingig von
der Basis-Emitter-Spannung Uz und der
Schichttemperatur 7;) bringt Ladungstriger
in die in Sperrichtung betriebene und deshalb
isolierende  Basis-Kollektor-Diode (Basis-
Kollektor-Ubergang) und macht diese leitfi-
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Bild W-2. pn-Ubergang.

a) p- und n-leitendes Silicium in Kontakt,

b) Stérstellenkonzentrationen,

¢) Konzentrationen der beweglichen Ladungstrdger,
d). Raumladungsdichte,

e) elektrische Feldstdirke,

f) Potentialverlauf.

»
»

Bild W-3. Diodenkennlinie nach der Shockley-Glei-

chung.

a) Koordinatenursprung vergriflert,

b) Gleichrichterverhalten bei griferen Spannungen
und Stromen.

Tabelle W-8. Gleichungen des pn-Ubergangs.

kT
Diffusionsspannung U, = - In n’:l ;D

Uy In 2272

=Ur
. 2 U, +
Breite der Raum- d= [“Efo Y Mathp
ladungszone (RLZ) € Halip
el

Diodenkennlinie I=1I(ekT —1)
nach SHOCKLEY
Temperaturabhingigkeit | L ~ T3 e Fs/*T
des Sperrsittigungsstroms

E, Energieliicke

¢  Elementarladung

I Strom

I, Sperrsittigungsstrom

k  Boltzmann-Konstante

n, Akzeptorenkonzentration im p-Gebiet
np Donatorenkonzentration im n-Gebiet
intrinsische Tragerdichte

T absolute Temperatur

U Spannung

U, Diffusionsspannung

Up Temperaturspannung (Uy = k T/e)

g, eclektrische Feldkonstante

g, Permittivitdtszah!

a)
£
o
n
-0,06 -0,02
T T o2 0,06 Vv
Spannung U
b)
100}
mA}
~ 80t
E L
2 80
»
40
20+
-0,6-04-02 L 0204 06 V

Spannung U
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Schema

Aufbau

Basis B Emitter E

| :

Bild W-4. Aufbau und Schaltung eines bipolaren
Transistors mit Kollektorwiderstand R.

B Basis
C  Kollektor
E Emitter

Ly Basis-Emitter-Strom

I,  Basisstrom

I.  Kollektorstrom

Rc  Kollektorwiderstand
Upg Basis-Emitter-Spannung
Us  Versorgungsspannung.

hig. Der Basisstrom I erzeugt einen wesent-
lich groBeren Kollektorstrom I, der von der
Kollektor-Emitter-Spannung Ugz nur wenig
abhéngt. Dieser Kollektorstrom I flieBt iber
die Basis zum Emitter.

Die Arbeitsbereiche eines Transistors werden
deutlich, wenn man den Kollektorstrom ¢ in
Abhiingigkeit von der Kollektorspannung U
aufzeichnet (Bild W-5).

Die Transistoren werden fiir bestimmte An-
wendungen in verschiedenen Grundschaltun-
gen angeboten (Tabelle W-12).

Kollektorstrom /¢

Kollektor - Emitterspannung Uce

Bild W-5. Betriebsbereiche eines Transistors.
1 aktiver Bereich,

2 Ubersteuerungsbereich,

3 Versagensbereich,

4 Durchbruchbereich,

5 Sperrbereich.

W.3.4.2 Feldeffekt-Transistor (FET)

Im Unterschied zum bipolaren Transistor sind
beim FET nur Ladungstriger einer Sorte
(Elektronen oder Locher) beteiligt. Beim
Sperrschicht-FET (Bild W-6) liegt an einem
n-leitenden Bereich eine Gleichspannung, so
daB die Elektronen von der Quelle (source) zur
Senke (drain) flieBen. Die Breite des Kanals
wird von den beiden oben und unten liegenden
p-Zonen und der anliegenden sperrenden
Steuerspannung (Gatespannung Ug) ge-
steuert. Wird die Steuerspannung erhoht,
dann werden die Raumladungszonen breiter
und verengen die Strombahn. Den FET kann
man somit als steuerbaren Widerstand anse-
hen, dessen Wert von der Gate-Source-
Spannung Ugg und von der Drain-Source-
Spannung Upg bestimmt wird.

Der Arbeitsbereich eines FET 14t sich nach
Bild W-7 in vier Bereiche unterteilen:

— ohmscher Bereich. Bei kleinen Spannungen
Ups und kleinen Drainstromen [, verhdlt
sich der FET wie ein ohmscher Widerstand.

— Triodenbereich. Die Steigung der Kennlinie
geht vom ohmschen Bereich in eine flache
Steigung iiber, die dem kleinen Ausgangs-
leitwert des Abschniirbereichs entspricht.



Tabelle W-11. Wichtige Kennwerte von Tran-
sistoren.

Basisstrom

IB = 10 (eUBE/UT] — 1)
Basis-Emitter in DurchlaBrichtung geschaltet
[B = ]0 else/Ur
Temperaturspannung Uy
Up=kTle

Eingangswiderstand rg

ree = Ur/ly
Gleichstromverstarkung B
B=1I./l

differentielle Stromverstirkung §
B =di jdl

Ausgangsleitwert g,

g, = dic/dUq
Spannungsriickwirkung D

D = dUq/d Uy

Rauschleistung Fy

R =4kTAf

Rauschspannung Uy

U= JRR = JAKTAR
Rauschzahl F und RauschmaB} F*
F= B[Py, F* = 101g(Pax/R) dB

B Gleichstromverstiarkung

D Spannungsriickwirkung

F Rauschzahl

F* RauschmaB

g,  Ausgangsleitwert

Af  Frequenzbandbreite

I, Basisstrom

I,  Reststrom

k Boltzmann-Konstante
(k = 1,380658 - 10~ 23 J/K)

£, Rauschleistung

By Rauschleistung im Transistor
Widerstand

Uz Basis-Emitter-Spannung

Ueg Kollektor-Emitter-Spannung

Uz Rauschspannung

U, Temperaturspannung

B differentielle Stromverstirkung
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a) UGS = '2,5 A
Us=0V Up=+12V
P Gate| G
Tor
S (Tor D
Source
(Quelle)
Hahi Drain
leitfahiger Lty —
Bereich P Gate (Senke)
bei Ugs=-2,5V
b)
Upt ~— Vo
/
/
/
7/
s
//
Us =
Us
Source Drain
{Quelle) (Senke)
c)
Us=0V Uzg Up=+12V
Source ’ - . {Drain
(Quelle) Li, (77— ~_—\ 1(Senke)

Bild W-6. Aufbau und Arbeitsweise des Sperrschicht-

FET.

a) Aufbau,

b) Potentialverlauf entlang dem Kanal,

¢) Querschnitt mit verschieden grofen Raumladungs-
zonen.

—~ Abschniirbereich. Hier liegt der meistge-
nutzte Arbeitsbereich. Die Gatespannung
Ugs steuert den Drainstrom 1.

— Durchbruchbereich. Dieser Bereich mub ver-
mieden werden; denn ein Spannungsdurch-
bruch zwischen Gate und Drain zerstort
den Transistor.

Ein besonders wichtiger Transistortyp ist der
MOSFET (metal oxide semiconductor-FET),
der Doppelgate-MOSFET und der MOSFET-
Leistungstransistor fiir Schalter (Bild W-8).
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Ubertragungs-
kennlinie

W Metalle und Halbleiter

Ausgangs-Kennlinienfeld

verschiedene
Gate-

Spannungen
(ohmscher Bereich)

Ugs=0V

112 1
110 o 10
18
16 -2
14 3
12 -4V
| I R DO S S s Wl SRR S TR |
-5-4-3-2-10 V 10 12 14 16 18 20V
Up Ugg ohmscher -l Ups/
Bereich
Bild W-7. Kennlinien und Arbeitsbereiche des n-Kanal-Sperrschicht-FET.
Tabelle W-13. Grundschaltungen des FET.
Sourceschaltung Drainschaltung Gateschaltung
Grundschaltung Us Us Us
D
_G.t!‘
I
D S D
G Ua | e Ua T3
U} S Uﬂ G t“a
Verstarkung Spannungsverstirkung >1 | Spannungsverstirkung <1 | Spannungsverstirkung > 1
Stromverstirkung V] = 1
Eingangs- sehr groB sehr groB, mit der Boot- klein!
widerstand strapschaltung extrem gro8
Anwendungs- Gleichspannung, NF, HF Gleichspannung, NF, HF wenig benutzt, nur bei HF
bereich
Besondere gute Spannungsverstirkung | hoher Eingangswiderstand | sehr geringe Spannungs-
Vorteile hoher Eingangswiderstand | und geringes Rauschen riickwirkung vom Ausgang
und geringes Rauschen eigenstabile Schaltung auf den Eingang
Entsprechende Emitterschaltung Kollektorschaltung Basisschaltung
Schaltung
bei bipolaren
Transistoren
siche Tabelle
W-12




a) Prinzip Metailgate
oV oV +12V
Source | S Gate| G | Drain| D
Oxid

of

p - Typ Substrat

)

Positive Gate - Spannung
oV +3V +12V

MOSFET - Verarmungstyp

oV oV ov
S G JD
n n
P
b) Source Drain
Gate1 Gate?2 D
d L G2
T * J
= J |3
o G1
S
¢}
Source Source
Kontak- Metallisierung

(Al) Silicium-
dioxid

¥ Gate
(Poly-Silicium)
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Die MOSFETs eignen sich besonders fiir digi-
tale integrierte und hochintegrierte Schaltun-
gen, da sich sehr schnelle Schaltkreise mit ge-
ringem Stromverbrauch auf kleinster Fliche
herstellen lassen.

Beim MOSFET beeinfluBt die Steuerspan-
nung die Leitfahigkeit einer diinnen Oberfla-
chenschicht im Halbleiterkristall. Der Strom
kann im Kanal verstirkt werden. Der
Doppelgate-MOSFET besitzt zwei Gates. Er
wird als regelbarer Verstdrker hiufig in Hoch-
frequenzschaltungen eingesetzt. Fir hohe
Strome werden die MOSFET-Leistungs-
transistoren eingesetzt.

W.4 Supraleitung

Ein Supraleiter besitzt zwei Eigenschaften:
Unterhalb der Sprungtemperatur T, findet
eine widerstandslose Leitung statt, und der
Supraleiter verhilt sich als idealer Diama-
gnet (MeiBner-Ochsenfeld-Effekt: vollige Ver-
dringung des Magnetfeldes aufgrund starker
Oberflichenstréme; Bild W-9).

Der supraleitende Zustand wird oberhalb
einer kritischen magnetischen Flufdichte B
zerstdrt (Bild W-10).

Die Supraleitung hdngt von drei kritischen
GroBen ab: der Sprungtemperatur 7, der
kritischen magnetischen Induktion B, und der

a) b)
R
_"/\-
— ==
E
v
=
To T T

Bild W-9. Supraleiter.
a) widerstandsloser Leiter,
b) idealer Diamagnet.

<&
<

Bild W-8. MOSFET (a), Doppelgate-MOSFET (b)
und MOSFET-Leistungstransistor (c).
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0.10 Tabelle W-14. Kritische Temperatur T. und
T kritische FluBdichte B¢ supraleitender Ele-
mente und Verbindungen.
0,08 T~ Element | nink |B.@2K)inT
. Blei -
3 \ Bo=Bo [1-(T/T)?] Supraleiter erster Art
S 0,06 Al 1,19 0,0091
R Hg 4,15 0,0412
3 In 34 0,0293
"g Pb 7,2 0,0803
5 0,04 Sn 3,72 0,0309
2 Zinn ! Th 1,37 0,0162
= ﬁec"s"be’ ‘Tl 239 | 0,0171
z , :
0,02+ lndi;;m l Supraleiter zweiter Art
anta
-\Alumir‘ﬂ}m Nb 92 | Byy=02T
\ Ta 4,39 B, = 0,18T
0 \T\ NN \ 53 Be, =0,34T
0 5 4 6 K 8 Zn 0,9 Be, = 0,0053T

Sprungtemperatur T,

Bild W-10. Abhdngigkeit der kritischen Flufdichte - -
von der Sprungtemperatur. Supraleiter zweiter Art
B, kritische Flupdichte fir T = 0K

Verbindung } Tein K

B, (42K)in T

B. kritische Flupdichte g!sBa 569 | 0,074
T  Temperatur i3St 562 |0,053
T, kritische Temperatur. Mo,Re 9,8 0,053

¢ Nb;Au 11 -
NbSn, 2,6 0,062

Supraleiter dritter Art

kritische I;\;[gljﬁ 13’6
Stromdichte Nb3Ge 23
{ 3
$ Nb,Sn 18 25
NbTi 9,5 14
. NbZr 10,8
5(T) PbMo,S, 15
kritische X;Sa }‘7"5
FluBdichte 3
B ) -
Beo (T) c2 Hochtemperatur-Supraleiter
Sprungtemperatur YBa,Cu,0,_4 135 1730 bis 1760
T Bi,S1,CaCu,04 92 30 bis 60
Bi,Sr,Ca,Cu,0,, | 110 100 bis 200

Bild W-11. Supraleitender Bereich. Tl,Ca,Ba,Cu,0, 125 100 bis 200
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Supraleiter erster Art Supraleiter zweiter Art
Magnetisierung M Magnetisierung M
1
supra- ' normal- supra- i Misch- Inormal-

leitend leitend leitend} zustand | leitend

Bc B Bc1 Bc2 B

h -16
=N _o, V-
Ba L) > 2410 S

* FluBguant
eI
LEL)
|
81 i Supraleiter dritter Art

Hemmung der Wanderung der FluBlinien
durch Pinning - Zentren

Versetzungen

Hochtemperatur - Supraleiter

Perowskit - Struktur von
YBa,Cuz07

O Sauerstoff

o Leerstellen des
<> Sauerstoffs

® Kupfer

Bild W-12. Supraleiter erster, zweiter und dritter Art sowie Hochtemperatur-Supraleiter.
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Stromdichte j.. Bild W-11 zeigt den Bereich,
in dem Supraleitung moglich ist.

Die Supraleiter werden in folgende vier Kate-
gorien eingeteilt (Bild W-12):

— Supraleiter erster Art
Der Ubergang von der Normalleitung zur
Supraleitung erfolgt sprunghaft; sie ist nur
bei Elementen zu finden, und ihre kritische
FluBdichte B ist sehr gering.

— Supraleiter zweiter Art
Der Ubergang von der normalleitenden zur
supraleitenden Phase erfolgt allméihlich
durch Eindringen normalleitender FluB-
schlduche. Die kritische FluBdichte B ist
gering.

— Supraleiter dritter Art

Bei einem StromfluB durch den Supraleiter
tritt eine Lorentz-Kraft auf, die die FluB-
schlduche in Bewegung versetzt. Dadurch
entsteht Reibungswidrme, und der supra-
leitende Zustand wird zerstort. Werden Ver-
setzungen eingebracht, so hindern diese die
FluBschlduche an der Bewegung (Pinnen
der FluBschlduche). Dadurch kdnnen die
Supraleiter hohere Strome leiten. Technisch
angewendet werden die Legierungen NbTi
und Nb,Sn.

Hochtemperatur-Supraleiter

Bet Keramiken mit Perowskit-Struktur
wurden Sprungtemperaturen mit iiber 135K
gefunden, so daB bereits mit fliissigem
Stickstoff die supraleitenden Effekte ausge-
nutzt werden konnen (Tabelle W-14).
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X.1 Halbleiter-Sender

Ubersicht X-1. Wichtige Normen.

DIN 41 855 Teil 2
DIN 44028

DIN 44030

DIN IEC 47(CO) 800
DIN IEC 47(CO) 801
DIN IEC 47(C0)973
DIN IEC 47(CO) 980

DIN IEC 47(CO) 1040
DIN IEC 47(CO) 1080

DIN IEC 47(CO) 1082
DIN IEC 47(CO) 1083
DIN IEC 47(CO) 1087
DIN IEC 47(CO) 1088
DIN IEC 47(CO) 1090
DIN IEC 47(CO) 1154
DIN IEC 47(CO) 1156
DIN IEC 47(CO) 1157
DIN IEC 47(CO) 1158

DIN IEC 47(CO) 1164

DIN IEC 47(CO) 1165

DIN IEC 747 Teil 5

Halbleiterbauelemente und integrierte Schaltungen;
Optoelektronische Halbleiterbauelemente

Messung fotoelektronischer Bauelemente

Messen, Steuern, Regeln; Lichtschranken und Lichttaster
Halbleiterbauelemente und integrierte Schaltungen;

Begriffe, Definitionen, Stromverhélitnis Optokoppler
Optoelektronik; Optokoppler; Grenzfrequenz
Halbleiterbauelemente; PIN Fotodioden

Halbleiterbauelemente; Zusitzliche Begriffe fiir optoelektronische
Halbleiterbauelemente

Halbleiterbauelemente; Avalanche Fotodiode (APD)
Optoelektronische Halbleiterbauelemente; Mefverfahren;
Fotodioden und Fototransistoren

Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir Strahlungsleistung

oder Vorwirtsstrom von LEDs, IREDs und Laserdioden
Optoelektronische Halbleiterbauelemente; Leuchtdioden,
infrarotemittierende Dioden und Laserdioden
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir den Schwellenstrom

von Laserdioden

Halbleiterbauelemente; Zusatzliche MeBverfahren fiir LED, IRED
und Laser-Dioden

Halbleiterbauelemente; Rahmenspezifikation fiir optoelektronische
Bauclemente ’
Halbleiterbauelemente; PIN Fotodioden fiir Glasfaseranwendungen;
Zusitzliche Kennwerte

Optoelektronische Halbleiterbauelemente;
Kollektor-Emitter-Séttigungsspannung eines Optokopplers
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir die Schaltzeiten

von Optokopplern

Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir den Dunkelstrom

von Fotodioden und Fototransistoren

Halbleiterbauelemente; MefBverfahren fiir den Kennwert S,

von Laser-Dioden, LED, IRED, Lasermodule mit und ohne
FaseranschluB

Halbleiterbauelemente; Trackingfehler eines Lasermoduls

mit FaseranschluB mit und ohne Kiihler

Halbleiterbauelemente; Einzel-Halbleiterbauelemente und integrierte
Schaltungen; Optoelektronische Halbleiterbauelemente
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Bild X-1. Rekombinationsprozesse in Halbleitern.
Strahlende Uberginge: a) Band— Band, b) Donator —
Valenzband, c) Leitungsband — Akzeptor, d) Paar-
Ubergang;

nicht strahlende Ubergdnge: e) iiber tiefe Storstellen,
f) Auger-Effekt.

X.1.1 Strahlungsemission aus Halbleitern

Elektromagnetische Strahlung entsteht bei der
Rekombination eines Elektrons aus dem Lei-
tungsband (Abschnitt W) mit einem Loch
aus dem Valenzband (Bild X-1). In allen Fl-
len der strahlenden Rekombination entspricht
die Energie E,, der ausgesandten Photonen
nidherungsweise der Breite E, der verbotenen
Zone:

En~E —Ey=E,. (X-1)

X.1.2 Lumineszenzdiode

Lumineszenz- oder Leuchtdioden (LED,
Light Emitting Diode) emittieren Licht, wenn
ihr pn-Ubergang (Abschnitt W.3.3) in FluB-
richtung betrieben wird (Bild X-2).

Die Farbe des Rekombinationslichts wird
durch das Halbleitermaterial bestimmt. Von
besonderem Interesse sind Mischkristalle, die
durch die Wahl des Mischungsverhéltnisses
eine freie Einstellung des Energiegaps E, und
damit der Photonenenergie innerhalb gewisser
Grenzen zulassen. Tabelle X-1 zeigt die Zu-
sammensetzung gingiger LEDs.

E e
- ‘ P00
Geb'et! hf e | b n - Gebiet
et e KR hf
! |
ool
S
X

Bild X-2. Bdnderschema einer in Flufrichtung betrie-
benen Leuchtdiode.

Tabelle X-1. Daten verschiedener Lumineszenz-
dioden.

Material: Dotier- | Farbe | Wellen- | FluB-
stoff lange spannung
A/nm Ue/V
GaAs:Si IR 930 1,3
GaP:Zn, O rot 690 1,6
GaAsg 6Py 4 rot 650 1,8
GaAs, 5Py ¢5:N | orange | 630 2,0
GaAs, ;sPyg5:N | gelb 590 2,2
GaP:N griin 570 2,4
SiC:ALN blau 470 4
GaN:Zn blau 440 4,5

Typische Kennlinien der Strahlungsleistung
@, bzw. des Lichtstroms @, in Abhéngigkeit
vom FluBstrom I sind im Bild X-3 darge-
stellt.

Bild X-4 zeigt LED-Spektren; die Linien-
breite (auf halber H6he gemessen) liegt bei
Al ~ 40 nm.

X.1.3 Laserdiode

Die Laserdiode ist ein hoch dotierter pn-
Ubergang. Bei einer bestimmten FluBspan-
nung (Bild X-5) entsteht im Ubergangsbereich
zwischen p- und n-Material, der aktiven Zone,
eine Besetzungsinversion (1.Laserbedingung,
Abschnitt L.4.2). Die Riickkopplung (2. Laser-
bedingung) der Laserwelle mit dem aktiven
Medium geschieht beim Fabry-Perot-Laser
durch Reflexion an den spiegelnden End-
flachen (Spaltflaichen) des Kristalls (Bild X-6).
Beim DFB-Laser (Distributed Feedback Laser)
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Bild X-3. Strahlungsleistung und Lichtstrom von
Leuchtdioden in Abhdngigkeit vom Flufistrom.
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Wellenldnge A

Bild X-4. Spektren verschiedener L dioden.

sorgt ein senkrecht zur Léangsrichtung einge-
atztes Gitter fiir verteilte Riickkopplung.

Die Kennlinie des Lasers (Bild X-7) zeigt, daB
erst oberhalb eines Schwellenstroms I, der
Laserbetrieb einsetzt.

Die Wellenlinge der Laserstrahlung hiingt wie
bei der LED von der GroBe des Bandgaps E,

X.1 Halbleiter-Sender 505

E
, X
aktive
Zone
Bild X-5. Binderschema einer Laserdiode bei Betrieb
in Fluprichtung.

Die schraffierten Gebiete sind mit Elektronen besetzt.

Bild X-6. Aufbau einer Laserdiode.

ab. Tabelle X-2 zeigt eine Zusammenstellung
héiufig verwendeter Lasermaterialien.

Das Spektrum eines Fabry-Perot-Lasers
(Bild X-8) besteht aus mehreren sehr scharfen
Linien, den longitudinalen Schwingungsmoden
des Lasers. Im Laserresonator bauen sich
stehende Wellen auf (Abschnitt J.2), fiir die gilt

nL=m%;

3 X-2)

Brechungsindex des Kristalls,
Lange des Resonators,
Ordnungszahl, m =1,2,3 ...,
Wellenldnge der Strahlung.

o N

Spezielle Bauformen des Fabry-Perot-Lasers
und insbesondere der DFB-Laser begiinstigen
Einmodenlaser (Single-Mode-Laser, Abschn.
L.4.2). Die Linienbreite der einzelnen Mo-
den ist typischerweise Af =~ 20 MHz bzw.
Al ~ 0,11 pm.
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Bild X-7. Kennlinie
InGaAsP (1 = 1,3 um).

eines  Halbleiterlasers aus

Tabelle X-2. Materialien fiir Halbleiter-Laser.

Material Wellen- | Anwendungen
langen-
bereich
in pm
ternédre 0,69 bis | optische Daten-
Mischkristalle 0,87 speicher, optische
Ga, Al _,As Nachrichtentechnik,
Materialbearbeitung
quaterndre 0,92 bis | optische Nachrichten-
Mischkristalie 1,65 technik
In Ga,_ As P, _,
Bleisalze, z. B. 4 bis UmweltmefBtechnik,
Pb,Sn, _ Se 40 Absorptions-
messungen im
mittleren IR
of -~ l
S 1 ‘
o / \
C ‘ \‘
3
i / \ >
! AAd=3,8nm ‘
B | -~/ -
/ |
5 /ﬁ ' |
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Wellenldnge A

Bild X-8. Emissionsspektrum eines InGaAsP-Fabry-
Perot-Lasers.

X.2 Halbleiter-Detektoren

X.2.1 Strahlungsabsorption in Halbleitern

Wird ein Halbleiter mit Licht bestrahlt, dann
geben die Photonen ihre Energie an Valenz-
elektronen ab, die aus ihrer Bindung gerissen
werden und sich dann frei im Kristall bewegen
konnen. Im Béndermodell werden Elektronen
aus dem Valenzband ins Leitungsband hoch-
gehoben. Damit dieser Vorgang ablaufen
kann, muB folgende Bedingung erfiillt sein:

E, > E, oder
he 124pm-eV
Al =—="7-—"_———: -
¢ E, E, ’ X-3)

E,, Photonenenergie,

E, Bandabstand,

A Wellenlidnge,

A, Grenzwellenlénge,

h  Plancksche Konstante

(h=6,626-10734J-5)
¢ Lichtgeschwindigkeit
(c = 2,9979 - 10® m/s).

Fillt elektromagnetische Strahlung mit der
Strahlungsleistung @, auf einen Kristall, dann
ist die Leistung ¢ der Strahlung, die den
Kristall durchdringt,

[ @ =d,e (X-4)

o Absorptionskoeffizient,
d Kristalldicke.

Bild X-9 zeigt die Absorptionskoeffizienten
ciniger Halbleiter in Abhéngigkeit von der
Wellenldnge der Strahlung.

X.2.2 Fotowiderstand

Der Fotowiderstand (Light Dependent Re-
sistor, LDR) oder Fotoleiter ist ein passives
Bauelement, dessen elektrischer Widerstand
sich bei Bestrahlung verringert. Der Zusam-
menhang zwischen Widerstand und Beleuch-
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Bild X-9. Absorptionskoeffizienten verschiedener Halb-
leiter.

10000 ;
\\; T
Q N\ :
\\ | !
X 1000 ==
el N T
5 i
1"; \’\\
[} N
© N
2 100 potomt =
U A N
N
10— L LT
10 100 1000 Ix 10000

Beleuchtungsstarke E,

Bild X-10. Zusammenhang zwischen Widerstand und
Beleuchtungsstdrke (Lichtquelle mit Farbtemperatur
T = 2700 K) eines CdS-Fotowiderstands.

tungsstdrke kann ndherungsweise durch ein
Potenzgesetz beschrieben werden (Bild X-10):

x-5) |

R~E7;

R Widerstand,
E, Beleuchtungsstirke,
y  Steilheit (y & 1).

X.2.3 Fotodiode
Die Fotodiode ist ein aktives Bauelement, das

bei Bestrahlung eine elektrische Spannung
(fotovoltaischer Effekt) bzw. einen Fotostrom
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E —
}
- Gebiet elq
p i — |
n - Gebiet

Bild X-11. Binderschema einer
duflere Spannung.

Fotodiode ohne

Ubersicht X-2. Fotodiode.

Fotostrom Ly="en(l)

(KurzschluB) f

Leerlaufspannung U = g In (% + 1)
s

Kennlinie I=L@E" T -1 -1,

I, Fotostrom,

@, absorbierte Strahlungsleistung,

h Plancksche Konstante,

I Lichtfrequenz,

e Elementarladung,

n{4) Quantenausbeute (7 < 1),

U, Leerlaufspannung,

k Boltzmann-Konstante,

T  absolute Temperatur,

I, Sperrsittigungsstrom.

abglbt Durch die Absorption eines Photons
in einem pn-Ubergang (Bild X-11) wird ein
freies Elektron-Loch-Paar erzeugt. Infolge des
eingebauten elektrischen Feldes (Diffusions-
spannung U,) werden die beiden Ladungstré-
ger getrennt.

Im Leerlaufbetrieb ist an den Enden die
Leerlaufspannung abgreifbar. Im KurzschluB-
betrieb flieBt im &uBeren Stromkreis in
Sperrichtung der Fotostrom (KurzschluB-
strom) (Ubersicht X-2, Bild X-12).

X.2.4 Solarzelle

Die Solarzelle wandelt mit Hilfe eines groB-
flichigen pn-Ubergangs Sonnenenergie in
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Bild X-12. Leerlaufspannung und Kurzschlufstrom
einer Si-Fotodiode.
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Bild X-13. Strom-Spannungs-Charakteristik einer Si-
Solarzelle.

Ubersicht X-3. Solarzelle

Filllfaktor Fo='nln__fo

(typisch 70% bis 80 %) kU LU
. P, LU F

Wirkungsgrad n Y E A

F. Fillfaktor (Kurvenfaktor),

I, Strom bei maximaler Leistung,

U, Spannung bei maximaler Leistung,

P, maximale Leistung,

I KurzschluBstrom,

U, Leerlaufspannung,

E, Bestrahlungsstirke,

A Fliche.

elektrische Energie um. Bild X-13 zeigt eine
Strom-Spannungs-Kennlinie. Der Schnitt-
punkt der Widerstandsgeraden I = U/R mit
der Kennlinie bestimmt den Arbeitspunkt A.
Der optimale Lastwiderstand liegt vor, wenn

Aufbau
Emitter Basis Kollektor
/
n
P T® <;)
n
Schaltsymbol und Ersatzschaltbild
C C
?(+) (+)
RN lo=B-lpn
X
Ioh
i
E E
Kennlinien
E, = 3000 Ix
10!
0 mA
£
2 10°
2
(=]
=
@
S 10!
¥

40 V 50

0 10 20 30
Kollektor-Emitter-Spannung Uce

Bild X-14. Bipolarer Fototransistor.

die Leistung P, = I, U,,, die der Zelle ent-
nommen wird, den Maximalwert erreicht hat
(Ubersicht X-3).

X.2.5 Fototransistor

Der Fototransistor (Bild X-14) ist ein Detek-
tor mit innerer Verstdrkung. Durch Photonen-
absorption erzeugte freie Elektron-Loch-
Paare werden im elektrischen Feld der



Basis-Kollektor-Diode getrennt. Fiir den Kol-
lektorstrom ergibt sich

Ie=B+ 1), + 1 q) = Bly,; (X-6)

I  Kollektorstrom,

B Stromverstirkungsfaktor in Emitter-
schaltung,

Iph Fotostrom,

I ¢ Dunkelstrom der Basis-Kollektor-Diode,
Kollektorstrom.

Typische Werte fiir die Stromverstidrkung lie-
gen bei B = 100 bis 1000.

X.3 Optokoppler

Der Optokoppler oder Optoisolator verbindet
zwei galvanisch vollstindig getrennte Strom-
kreise miteinander. Die Kopplung erfolgt
durch Infrarotstrahlung, die meist von einer
GaAs-IRED ausgesandt und von einem Si-
Detektor empfangen wird (Bild X-15).

b) Fototransistor

a) Fotodiode

e} Foto-Thyristor
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Eine der wichtigsten KenngréBen eines Opto-
kopplers ist das Stromiibertragungsverhdltnis
CTR (Current Transfer Ratio, auch Koppel-
Sfaktor genannt) zwischen Ausgangsstrom I
und Eingangsstrom I, (Tabelle X-3):

LCTR - I/ X-7)

Tabelle X-3. Stromiibertragungsverhdltnis und
Grenzfrequenz verschiedener Optokoppler.

Empfinger |CTR Sa

Fotodiode {0,001 bis 0,008 | 5 bis 30 Mhz
Diode und 0,05 bis 0,4 1 bis 9MHz
Transistor

Foto- 0,2 bis 1 20 bis 500 kHz
transistor

Foto- 1 bis 10 1 bis 30kHz
darlington

c) Fotodiode und Transistor

i

f) Foto-Triac g) Foto-Schmitt-Trigger

+

=

Bild X-15. Optokoppier mit verschiedenen Empfiingern.

H



Y Informatik

Y.1 Digitaltechnik

Y.1.1 Zahlensysteme

Ubersicht Y-1. Zahlensysteme.

Aufbau von Zahlensystemen

Z=3XY (icZ;,0<X<Y) Z Zahl,
_ 3 2 1 ° 1 X Argument,
Z= A XY+ X, Y2+ X, Y 4+ X, YO+ X_| ¥ 02X<¥)
+ ... Y Basis,
i Stellenwert
Zahlensysteme
Wertigkeit der Argumente X; Summen-
gleichung
allgemeine Y3 Y? y! ye >X Y
Darstellung i
Zahlensysteme:
Dezimalzahl 103 10% 10* 10° ¥ X 10
Wert Wert Wert Wert Wert i
J dezimal I 1000 ‘ 100 I 10 I 1
Dualzahl 23 22 2! 2° TX 2
Wert Wert Wert Wert Wert i
dual I dezimal 1000, ] 8 100, | 4 10, 1 2 1p L 1
Oktalzahl 83 82 8! 8° > X8
Wert Wert Wert Wert Wert i
oktal | dezimal 1000, | 512 100, | 64 10, ] 8 o | 1
Hexadezimalzahl 163 162 16! 16° Y X 16
Wert Wert Wert Wert Wert i
hex. l dezimal 1000y I 4096 100, I 256 10, J 16 1y u

fiir alle oben dargestellten Zahlen gilt: X, =1




Y.1.2 Kodes

Unter Kodes versteht man die Zuordnung
zwischen zwei Zeichenvorrdten bzw. die Ab-
bildung zwischen Mengen von Wortern, die
sich aus diesen Zeichenvorriten bilden lassen.
Die Kodierungsregeln legen fest, wie diese Zu-
ordnung stattfindet. Nicht redundante Kodes
nutzen den ganzen Darstellungsbereich des
Zahlensystems aus; redundante Kodes dagegen
nicht. Deshalb gibt es bei redundanten Kodes
Kodeworter, die nicht benutzt sind und zur
Fehlererkennung dienen.
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Fiir die Dateniibertragung, zum Erstellen
standardisierter Arbeitsdateien und zur Kopp-
lung digitaler Gerite dient der ASCII-Kode
(American Standard Code for Information
Interchange).

Der Gray-Kode ist ein Zahlenkode, der zur
Maschinensteuerung eingesetzt wird. Er ist ein
einschrittiger Kode, da sich beim Ubergang be-
nachbarter Zahlen nur ein Bit dndert. Er ver-
meidet den Nachteil der Dualzahlen, daB sich
beim Ubergang benachbarter Zahlen mehrere
Bits &dndern konnen (z.B. dndern sich beim
Ubergang der Dualzahl 111 (Dezimal 7) auf
1000 (Dezimal 8) insgesamt 4 Bits).

nicht redundante Kodes ] E redundante Kodes j
I I
[ ] [ |
Zeichenkodes Zahlenkodes fehlererkennende fehlerkorrigierende
Kodes Kodes

1 ASCII-Kode E Gray-Kode 2-aus-5-Kodes '—} Hamming-Kode
N Fernschreibe- gerade/ungerade-

Kode erginzte Kodes

LP Morse-Kode

Bild Y-1. Ubersicht iiber die wichtigsten Kodes.
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Tabelle Y-1. ASCII-Tabelle ( Standard von 0 bis 255; ASCII-Werte bis 1 F werden in der Regel als
Steuerzeichen genutzt).

c C | = c C
.. B 2 g, .2 g 2
8 3 |8 ¥ s /8 X /8§ F 2|48 3 2148 3 %
(a) X N Qa I N (&) T N [a] I N Q I N [m) I N
0 00 43 2B + 86 56 v |128 80 ¢ | 171 214 D6 T
1 01 © | 4 2¢ , 87 57 w | 129 81 & | 172 215 D7 4
2 02@® | 45 2D - 88 58 X |130 82 ¢ | 173 216 D8 =+
3 03 ¢ 46 2E . 89 59 Yy 131 83 i | 174 217 D9 U
4 04 & | 47 2F 90 5A z | 132 84 a | 175 218 DA
5 05 & | 48 30 o 91 5B [ |133 85 a | 176 219 o M
6 06 ® 49 31 92 5C \ |134 86 1 177 % | 220 DC wm
7 07 e 50 32 2 93 5D 1 |135 87 ¢ [178 B2 W |221 pD }
g8 08 B |51 33 3 94 5E ~ (136 88 & |179 B3 | [222 DE 1
9 09 O | 52 34 4 95 5F _ |137 89 & | 180 B4 - |223 DF ==
10 OA 53 35 5 96 60 138 8A ¢ | 181 B5 4 224 EO0 «
11 OB & | 54 36 6 97 61 a |139 8B i | 182 Be 1 |225 E1 B
12 0C @ | 55 37 7 98 62 b |140 8C i | 183 B7 m |22 E2 T
13 oD > | 56 38 8 99 63 ¢ |141 8D i | 184 B8 A |227 E3
14 OE A |57 39 9 {100 64 4 |142 8E A | 185 B9 =3 |228 E4 *
15 OF ¥ | 58 3A : [101 65 e |143 8F A {186 BA || [229 E5 o
16 10 » | 59 3B ; |102 66 r |144 90 £ | 187 BB = |230 E6 p
17 11 = | 60 3C < |103 67 g |145 91 =2 | 188 BC 4 |23t E7 =
18 12 } |61 3D = |104 68 n |146 92 &£ [ 189 BD U |232 E8 @
19 13 ! |62 3E > 105 69 i |147 93 &5 | 190 BE = [233 E9 ©
20 14 9 |63 3F 9 |106 6A j (148 94 & | 191 BF " |234 EA Q
21 15 § | 64 40 @ |107 6B x |149 95 o [192 CO L {235 EB &
22 16 — |65 41 A 108 6C 1 |150 96 o | 193 C1 L |236 EC o
23 17 t | 66 42 B |109 6D m |[151 97 & |194 C2 T |237 ED ¢
24 18 *+ |67 43 C {110 6E n |152 98 § {195 C3 | |238 EE ¢
25 19 4 |68 44 D 111 6F o |153 99 O | 196 C4 — |239 EF n
26 1A — |69 45 E |[112 70 p (154 9A U | 197 C5 -+ |240 FO =
27 1B « | 70 46 F |113 71 q |155 9B ¢ [198 C6 F |24t F1 =+
28 1C w— |71 47 G |114 72 ¢ |[156 9C £ | 199 Cc7 | 242 F2 >
29 1D <« (72 48 H 115 73 s (157 9D ¥ | 200 C8 L |243 F3 <
30 1E A |73 49 1 |[116 74 t {158 9E pt | 201 C9 [F |244 F4 [
31 1F v | 74 4A 5 |[117 75 u [159 9F f | 202 CA == |245 F5 J
32 20 75 4B K (118 76 v |160 A0 4 [203 CB =r | 246 F6 -
33 21 ' |76 4C L |119 77 w |161 A1 i [204 CC I |247 F7 =
34 22 » |77 4D M [120 78 x [162 A2 & |[205 CD = |248 F8 o
35 23 # |78 4E N |121 79 y |163 A3 & |206 CE =t [249 F9 .
36 24 $ |79 4F O |122 7A : |164 A4 i | 207 CF =L |250 FA .
37 25 % |80 50 p [123 7B { [165 A5 N |208 DO . |251 FB /
38 26 & |8 51 Q |124 7C | |166 A6 * |209 DI = |252 FC =
39 27 = |8 52 R |125 7D )} |167 A7 ¢ |210 D2 T [253 FD :
40 28 ( |8 53 s |126 7E ~ |168 A8 i |211 D3 WL |254 FE W
41 29 ) |84 54 T |[127 7F O |169 A9  [212 D4 L |255 FF
42 2A + |8 55 U 170 AA - | 213 D5 F




Ubersicht Y-2. Boolesche Gesetze der Schalt-
algebra.

Kommutativgesetz

Das Kommutativgesetz besagt, daBb die Reihenfolge
der Variablen vertauscht werden kann. Es gilt:

A+B=B+A4 und
A-B=B-A.

Assoziativgesetz

Beim Assoziativgesetz fiihren die beiden mdglichen
Beklammerungen auf dasselbe Ergebnis:

A+B+C=UA+B)+C

=A+(B+C) und
A-B-C=(4-B)-C
—A4-(8-C).
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Ubersicht Y-2 (Fortsetzung)

Absorptiousgesetze

Die Absorptionsgesetze sind das wichtigste Mittel
bei der Vereinfachung von Gleichungen (siche Distri-
butivgesetz). Durch sie ist festgeschrieben, unter wel-
chen Bedingungen Variable zu Konstanten werden,
sich ausloschen oder sich selbst wiedergeben:

A+0=4 A+4=4
A+1=1 A4+ 4=1
A-0=0 A4 -4=0
A-1=4 A+(A-B) =4
A-A=4 A-(A+B)=4

A+A-B =A+B
Doppelte Negierung

Wird eine Variable zweifach negiert, so heben sich die

Distributivgesetz

Das Distributivgesetz ermdglicht das Ausmultipli-
zieren von Klammerausdriicken. Dabei ist auf die
Rangfolge der Operatoren zu achten. Es gilt:

A-B+C)=Ad-B+4-C
(A+B)-(A+C)=A+B-C.

oder

Y.1.3 Logische Verkniipfungen

Mit den beiden bindren Elementarzustinden
,,1° (wahr) und ,,0* (nicht wahr) kénnen nach
BOOLE logische Aussagen und logische Funktio-
nen beschrieben werden, wie sie in der digita-
len Schaltungstechnik von Bedeutung sind.
Die Booleschen Gesetze beschreiben die Ver-
kniipfungen logischer Strukturen und dienen
zur Entwicklung elektronischer Schaltungen.

In den Gesetzen von De Morgan wird iiber die
Negation eine Bezichung zwischen ODER-
und UND-Funktion hergestellt. Mit den Ge-
setzen ist man in der Lage, logische Gleichun-
gen mit vielen Negationen zu vereinfachen.

Negierungen auf. Somit gilt:

A=4.
Dies gilt auch dann, wenn die Variable mehrfach
negiert ist. Beispielsweise reduziert sich eine drei-
fache Negierung der Variablen 4 auf eine einfache
Negierung.

Ubersicht Y-3. Gesetze von De Morgan.

Erstes Gesetz von De Morgan

Negiert man eine ODER-Verkniipfung, so ist dies
einer UND-Verkniipfung gleich, bei der die einzelnen
Elemente negiert sind.

FA+B+C+...=Z~E~E-.... J

Zweites Gesetz von De Morgan

Negiert man eine UND-Verkniipfung, so ist dies
einer ODER-Verknupfung gleich, bei der die einzel-
nen Elemente negiert sind.

’7A-B~C~...=Z+E+?+.A..
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Y.1.4 Digitale Bauelemente

Digitale Bauelemente sind Schaltkreise, die  gen entwickelt werden. Dazu bedient man sich
auf der Grundlage der Booleschen Schaltun-  sogenannter Logikfamilien.

Ubersicht Y-4. Logikfamilien und ihre Eigenschaften.
Logikfamilie CMOS | TTL LSTTL | HC(T) STTL FAST ECL

Eigenschaften

Schaltzeit 35ns 10ns 8ns 8ns 4ns 3ns 1ns

Flip-Flop-Taktfrequenz 7MHz | 15MHz | 30MHz | 50MHz | 7SMHz | 100MHz | 500 MHz

Leistungsaufnahme 10nW [ 10mW | 2mW 25nW 20mW | 4mW 25mW
2 %0 AC/ACT  Advanced HC/HCT
S 501 AS Advanced STTL
’§ 30" CMOS 4000 CMOS Complementary MOS
= 50- ECL Emitter-Coupled-Logic
s LSTTL FAST Fairchild-Advanced-Schottky-TTL
Cg 104, HC/HCT » HC(MOS) High-Speed-CMOS )
< 100KHECL HCT TTL kompatible HC-Bausteine
£ 51 FAST AS LSTTL Low-Power-Schottky-TTL
E= L] STTL MOS Metal-Oxide-Semiconductor
3 -
§ 5 |"ACACT " STTL  Schottky-TTL
1:__> 10KHECL TTL Transistor-Transistor-Logik.
3
o) 1 T

T T T T T T T T
0,001 01 1 235 mw 20
durchschnittliche Leistungsaufnahme




Y.1.5 Schaltzeichen

Tabelle Y-2. Schaltzeichen der Gatterfunktionen.
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Funktion Schaltzeichen logische Wabhrheitstabelle
DIN/IEC amerikanisch Verkntipfung
Inverter Y=4,4=Y A Y
A—{ 1 p—Y |A *| So— v )
1 0
AND A H v A v Y=A4-8B A B Y
B B 0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
NAND A A Y=4-B 4 B|Y
B vola ] R 00| 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0
OR A A Y=A4A+B A B Y
B >1 Y s 3 Y 0 0] 0
01 1
1 0 1
1 1 1
NOR A A Y=A+B A B|Y
>1 P Y Y Y
B B 0 0 1
0t 0
1 0 0
1 1 0
EXOR A A Y=A®B A B Y
B :B— Y le jD v 0 0] o0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
3-fach A A Y=A4-B:-C A B C Y
AND . |-
C C*: 00110
0t 0 0
01 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1t 1 1 1
?)-lfgch A A Y=A+B+C |4 B C| Y
B 21 Y B 3‘ Y 00 0 0
C c 0 0 1 1
01 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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Y.1.6 Speicherbauelemente

Fliichtige Speicherbauelemente verlieren ihren  schaltet wird, nicht fliichtige behalten dagegen
Inhalt, wenn die Versorgungsspannung abge-  den gespeicherten Inhalt.

Speicher-

Zuordnung familie

Technologie

Sonderformen

RAM Random Access Memory

ROM Read Only Memory

PROM Programmable Read Only
Memory

EPROM  Erasable Programmabie
Read Only Memory

EEPROM Electrical Erasable Program-
mable Read Only Memory

Bild ¥-2. Speicherfamilien.



Y.1.7 Mikroprozessoren

Als MaB fiir die Beurteilung von Rechen-
leistungen dienen die Anzahl der pro Sekunde
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(Million Instructions Per Second) oder die
Anzahl der Gleitkommaoperationen in FLOPS

bearbeitbaren Maschinenbefehle in MIPS  (Floatingpoint Operations Per Second).

Ubersicht Y-5. Prozefrechner-Bausteine und Begriffe.

:_ ________ I
Single-Chip | !
| Mikro- !
| prozessoren :
! |
s | | Mikro |
@ || - | -
: £ || prozessoren !
I 8 i
| & |
1O |
| 2 I
1O :
|
|
|
i b
- —
e
I
[
R ) S e i
e | ———— 1
'@ | | Peripherie- -
: g Prozessoren | | I/O-ProzessorH 8 Bit I
= |
13 | —
| = | umeric- 80 Bit
'3 ] Prozessor
g J
GroBen fiir die Rechnerleistung Begriffe
1 MIPS = 1 Million Befehle in der Sekunde ALU  Arithmetik Logic Unit

1 GIPS = 1000 MIPS

1 kFLOPS = 1000 FLOPS

1 MegaFLOPS (MFLOPS) = 1000000 FLOPS
1 GigaFLOPS (GFLOPS) = 1000 MegaFLOPS

CPU  Central Processing Unit

DMA  Direct Memory Access

MIMD Multiple Instruction Multiple Data
SIMD  Single Instruction Multiple Data

1/0 Input/Qutput.

Zur Optimierung der Rechenleistungen wer-
den Transputer eingesetzt. Diese lassen sich

nach bestimmten Vernetzungs-Topologien ver-
netzen (Bild Y-4).
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Transputer-

Pipelineﬂ_(j D D D

Transputer-
Ring
Transputer-
Gitter (2D)
Transputer-
Baum
Loy
A Ry
3D - Cube 4D - Hypercube

Bild Y-3. Topologien zur Transputer-Vernetzung.

Tabelle Y-3. Bausteine der Rechner-Peripheric.
dynamische Speicher
RAM statische Speicher
bipolare Speicher
Speicher EPROM
ROM EEPROM
Mask-ROM
Sonstige Mehrtor-Speicher
Non Volatile RAM
arallel Centronics
Standard- P
1/0 . RS232C, RS422A
seriell
Ethernet, LAN
direkt parallele 1/O-Ports
. Transistorausgangsstufen
Leistungs-
1/0 Relais
entkoppelt
Optokoppler
Numerik-Prozessor
ProzeB- DMA-Controller
unter- Interrupt-Controller
stiitzung
Timer-Bausteine
System-
bausteine Spannungswichter
Watchdog
Grafik-Interface
Benutzer-
Schnitt- Keyboard-Controller
stellen

Drucker-Interface




Y.1.8 Leitungen digitaler Signale

Tabelle Y-4. Leitungen fiir digitale Signale und ihr Wellenwiderstand.
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Leitung Geometrie Wellenwiderstand Z Bemerkungen
frei verdrah- Leiter o
tete Leitung \t:* d 7z 800 In (ﬁ) %‘It fir
liber einer * \/r: d >d
Massefliche h &
(“Wire over Masse
Ground”)
7777
Koaxial- &r 600 /D Der Wellenwiderstand
Kabel + Z=——1In <g> koaxialer Kabel wird
D é d Ve, meist von den Herstellern
D ’ bereits festgelegt.
Abschirmung
Isolation Innenleiter
verdrillte neben den geometrischen
; 2D X 8
Leitung Z~ 1200 In (—d—) Bedingungen héngt Z auch
(Twisted NG von der Anzahl Schieifen
Pair- pro cm ab.
Leitung)
Flachband- ‘Wechseln sich Masse- und
kabel Signalleitungen ab,
existiert ein bestimmter
Wellenwiderstand. Dieser
ist von der Geometrie und
dem Material abhéngig.
Streifenleiter N Z= Am meisten verwendete
(Microstrip- ‘ i J 370 | 598 % Technik. Gilt auch fiir
Leitung) = ——=1In Mehrlagen-Leiterplatten
h / A/ & Ve+14 0.8w+d (Multi-Layer).
r ~7
Epoxidharz
FR-4 oder G-10
Zweiseitig Wi Z= Wird nur in besonderen
geschirmter g Fillen verwendet, wie

Streifenleiter

(Strip-Leitung
oder Triplate-
Streifenleiter)

1%

60Q ( 45 >
——In 7
NO 0,67wni O,8+wi

beispielsweise in der
HF-Technik.
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Y.1.9 ASIC

ASIC (Application Specific Integrated Cir-
cuit) sind kundenspezifische Schaltkreise, die
den Einsatz individueller Digital- und Analog-
bausteine erméglichen. Bei Halbkunden-ASIC
werden Bausteine mit vorgefertigter Struktur
verwendet, die kundenspezifsch verkniipft wer-
den. Hierzu zédhlen die PAL (Programmable
Array Logic) und die Gate- Array (eine Matrix
aus sehr vielen UND-Gattern). Bei den
Kunden-ASIC wird der ganze Chip nach Kun-
denwunsch angefertigt. Bei den Standardzellen
greift man auf srandardisierte Schaltungen
(Makros) zuriick, wihrend beim Vollkunden-
ASIC alle Funktionen nach Kundenwunsch
erstellt werden.

Y.2 Schnittstellen, Bussysteme
und Netzwerke

Unter Schnittstellen versteht man die Verbin-
dungsstellen zwischen zwei Systemen, die fiber
Schnittstellenleitungen miteinander verbunden
sind. Busse sind Verbindungssysteme zwischen
Teilnehmern. Alle Datenleitungen gehen an
alle Teilnehmer und werden von allen Teilneh-
mern gemeinsam benutzt. Netze sind ein ge-
koppeltes System, an dem viele einzelne, rdum-
lich getrennte Rechner angeschlossen sind. Die
Kommunikation erfolgt durch den Austausch
von Informationen unter Beachtung bestimm-
ter Regeln (Bild Y-4).
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a) Schnittstelle Centronics

SCSi

— Kabel — ESDI1
(10 m; 5 Mbyte/s)

Rechner Drucker
V.24
- elektrische TTY
funktional RS - 422
* funktionale (100 m; 19 k bit/s)
Stecker - mechanische Stecker

Eigenschaften

b) Bus parallel (wenige cm bis 20 m; 1 Mbyte/s bis 20 Mbyte/s) :
VME-Bus
FAST-Bus Verbindung
CANAC-Dataway mehrerer
Sensor 1 ECB-Bus Gerite
™\ |EC-Bus Steuerung 1
Sensor 2 P

seriell (2000 m; 100 kbit/s s
Sensor 3 bis 1000 kbit/s) teuerung 2

FELDBUS Verbindung von

PROFIBUS | prozeBeinheiten im Fabrikbetrieb
PDV-Bus

1
MeBwert-
Rechner
1
isti Steue-
Rechner | =
Material rungs-
Rechner Rechner
; Roboter
3 Information A
mit
Auswerte- Protokoll
Rechner
it Qualitats-
Statistik sicherung

Bild Y-4. Schnittstelle, Bussystem und Netz.
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Y.2.1 Schnittstellen

Schnittstellen

Bezeichnung| V.24-V.28 TTY RS-422 | RS-423 RS-485 | Centronics | IEEE-488
Verbindung 1,2 0 bis o 2 4 2 8 8
inm
Pegel 0 {3Vbis15V| 20mA Va<Vg { Va>0V Va<Vg |0Vbis08YV 5V

ege
1 |-3Vbis-15V| 0mA Va>Vg | Va<OV Va>Vg [2Vbis5V ov
Ubertragungs- 6 s . " 6
rate in bt (max) 20 000 9600 10 10 10 10 2-10
Einsatz PC- sichere groBe Entfernungen, Drucker- Laborauto-
Peripherie [Ubertragung schnelle Ubertragung Schnittstelle| matisierung
Bild Y-5. Ubersicht der Schnittstellen.
Ubersicht Y-6. Schnittstellen-Belegungen.
Centronics IEC-Bus nach IEEE-488
a) Amphenolstecker a) Belegung
Typ 57-30360 \C-( s = )i Stift Nr.: IEEE-488 1EC-625
1 D1 D1
b) Belegung 2 D2 D2
3 D3 D3
36-poliger Stecker 25-poliger Stecker 4 D4 D4
(IBM-PC)
- - - . 5 EOI REN
Pin Signal Pin Signal s DAY EO1
1 -STROBE 1 -STROBE 7 NRFD DAV
2 DATA 1 2 | DATAO 8 NDAC NRFD
9 [FC NDAC

3 DATA 2 3 DATA 1 1 SRQ IFC
4 DATA 3 4 DATA 2 11 ATN SRQ
5 DATA 4 5 DATA 3 12 Abschirmung ATN
6 DATA S 6 DATA 4 13 DS Abschirmung

14 D6 D6
7 DATA 6 7 DATA 5 15 D7 D6
8 DATA 7 8 DATA 6 16 D8 D;
17 REN D
9 DATA 8 9 DATA 7 Gnd Gnd
10 -ACK 10 -ACK 18 Gnd Gnd
11 BUSY 11 BUSY 19 Gnd Gnd
20 Gnd Gnd

12 PAPER END 12 PAPER END > God Gnd

13 +SELECT 13 +SELECT 2 Gnd Gnd

14 —AUTO FEED |14 —~AUTOFEED | 23 Gnd Gnd

24 Gnd Gnd
32 —FAULT 15 —ERROR 25 Gnd Gnd
31 —INIT (PRIME) | 16 —INIT
36 —SELECT IN |17 —SELECT IN
15-17,19-30 | GND 18-25 | GND
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Ubersicht Y-6 (Fortsetzung)

523

Centronics TEC-Bus nach IEEE-488
¢) AnschluBnumerierung b) Stecker
DATASTROBE GND Abschirmung 12 ~ 'O 24 GND
DATA o] AIN 11 [==] 23 GND
1, SRQ 10 22 GND
3, 13121110987654321 | IFC 9 21 GND
ACKNOWL:SE eesessassencne :gég 3 ?gg:g
OO IR B e B R
5 17 REN
ov 24 22 20 18 16 14 DIO4 4 16 DIO8
CHASSIS GND DIO3 3l =) 15 DIO7
+5V DIO2 2 f="114 DIO6
DIO1 1 \0,/ 13 DIO5
Abschirmung 13
AIN 12 () 25 GND
SRQ 11| © |24 gD
IFC 10 23 GND
NDAC 9 22 GND
NRFD 8 21 GND
DAV 7 20 GND
EDI 6 19 GND
REN 5 18 GND
DIO4 4 17 DIO8
DIO3 3 16 DIO7
DIO2 2| o |15 DIO6
DIO1 1 L—* 14 DIOS
V.24 X.24
DEE DUE ~
177 Ground l-— Betriebserde
2 TD —— DEE-Riickleiter
3 RD l— DUE-Riickleiter Uber-
4 RTS senden tragungs-
5 cTS ~=—— empfangen . _|leitung
6 DSR DEE steuern DUE
8 DCD le—— melden
+=— DUE Schrittakt
15 TC — DEE Schrittakt
17 RC l=—— Zeichentakt
20 DTR l=— Puls-Rahmentakt
g; sQ Al Schnittstelle
DEE Datenendeinrichtung,
DUE Dateniibertragungseinrichtung
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Y.2.2 Bussysteme

Uber Busse werden Daten aus unterschied-
lichen Systemen ausgetauscht.

Bussysteme

[

I

I serielle Busse

parallele Busse

|

! Rechnerbusse ]

l Peripheriebusse ‘

e

1

Lokale Komponen- ProzeR- rechner- rechner- Ein-/Aus- Instrumen-
Netzwerke | |tenbusse busse abhéangig unabhéngig| |gabebusse tierung
Ethernet BITBUS DIN PDV-Bus Microchannel VME-Bus SCSI IEC-Bus
Token-Ring Feldous PROWAY-Bus PC-Bus STD-Bus ESDI CAMAC-
Token-Bus Mil-STD-1553 Data-Highway Q-Bus Multibus HP-IB Dataway
FDDI Inter-1C-Bus MODBUS EURO-Bus SASI
DQDB IEEE P896
Hyperchannel Digital Data
Ultrachannel Bus

Bild Y-6. Bussysteme.
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Y.2.3 Netze

Uber Netze werden unabhiingige Rechner-
systeme miteinander verbunden.

Um iber unterschiedliche Rechner digitale
Daten austauschen zu kdnnen, sind die Auf-
gaben und die Anforderungen an 7 Schichten
festgelegt worden. Von Schicht zu Schicht ist
eine klare Ubergabeschnittstelle vorhanden.

Die Kommunikation zwischen verschiedenen
Stationen, die sowohl Sender als auch Emp-
fanger darstellen, findet nach verschiedenen
Prinzipien statt: Beim Token-Passing-Ver-
Jahren gibt es eine Sendeberechtigungsmarke
(Token), die von Station zu Station weiterge-
reicht wird. Beim Token-Bus liegt eine Bus-
struktur vor. Die einzelnen Stationen sind nur
logisch verkettet. Beim Token-Ring sind die
Teilnehmer physikalisch und logisch in einem
Ring verbunden. Beim Slotted- Ring-Verfahren

Tabelle Y-5. OSI-Modell mit 7 Schichten.

laufen Nachrichtencontainer um, dic beim Vor-
beikommen an den Stationen mit Nachrichten
gefiillt und entleert werden konnen. Das
QPSX/DQDB-Konzept (Queued Packet and
Synchronous Switch/Distributed Queue Dual
Bus) benutzt zwei Bussysteme. Auf thnen wer-
den durch einen Rahmengenerator Pulse er-
zeugt, die fiir eine synchrone oder asynchrone
Ubertragung verantwortlich sind. Die umlau-
fenden Nachrichtencontainer kdénnen mit
Nachrichten gefiillt und entleert werden. Beim
Ausfall eines Teilsystems iibernimmt das an-
dere Bussystem die Funktionen (Sicherheit).

Zur Automatisierung der Fertigung wurde ein
MAP-Standard (Manufactoring Automation
Protocol) entwickelt. Als Sprache dient MMS
(Manufacturing Message Specification).

Zur Kommunikation zwischen technischen
und kaufminnischen Abteilungen dient der
TOP-Standard (Technical and Office Proto-

steuerungsschicht

Bezeichnung Bedeutung Beispiel
7
@ Application layer Anwenderschnittstelle, Chef
B Anwendungsschicht Informationsverarbeitung
25 |6
- rye
S 5 | Presentation layer Anpassung von Datenformaten Ubersetzer
%2 .
o = | Darstellungsschicht
= 9
2@
g 5
?: Session layer Darstellung der Verbindung Sekretdrin
© Kommunikations- als virtuelle Einheit

4
Transport layer
Transportschicht

Umsetzen von Namen in
Netzwerkadressen,
Teilnehmerverbindungen

Telefonvermittiung

3
Network layer

Wegefindung,

Nebenstellenanlage,

Sicherungsschicht

transportorientierte Schichten

Priifsummenbildung, Versenden und

Empfangen von Datenpaketen

Vermittlungsschicht Endsystemverbindungen Vermittlung
2
Data Link Layer Zugriffssteuerung, Systemverbindungen, Telefonanlage,

Satelliten-Richtfunkstation

1
Physical Layer
Bitiibertragungsschicht

Erzeugen der elektrischen Signale

Modem, Akustikkoppler,
Telefonapparat
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Netzwerke I
[ |
Global Area Networks Wide Area Networks Local Area Networks
5 GAN WAN LAN
g weltweit Kontinent Land Gebiet Bereich
IS r——J—\ ,——J—, [——J—‘
§ Zugriffs
EUNET. 5 Metropolitan i ugritis-
ARPANET/ | | NORD- | | giistrecken-| | Networks ’_—J ’_—I
MILNET, UNET, netze MAN
NSN, NREN, | | NSFNET festgeschal-| | [ollisions- | [ kollisions-
USE net tete Ver- frei behaftet
bindungen I
leitungs- paket- ] Token-
vermittelt vermittelt High-Speed- Passing
| LAN- Slotted-
DATEY-P Verbin- Ring
DATEX-L ISDN dungen DLCN CSMA/CD
T DQDB CSMA/CA
DFN L
BELWU
s ]
t Uber 6ffentliche Netze l——El
© .
N verbundene LAN Rin Stern| | Baum
; ¢] [oue] [st]
z L
Verkabelung
l l |
Lichtwellen- Koaxial verdrilite
leiter kabel Kupferkabel
L. ]
¢33
§
> Token- Token- Ethernet, . QPSX/
@ ring Bus Hyperbus FDDI | | Fibernet DQDB
L T
------ |
System-
modelle | sna | | map | | Top | | DNa |

BildY-7. Netze.
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Tabelle Y-6. Zugriffsverfahren bei Netzen.
Bezeichnung Verfahren Normen Ubertragungs-
geschwindigkeit
Mbit/s
kollisions- CSMA/CD Mithéren und Senden 1SO 8802/3 1bis 10
behaftet CSMA/CA bei freier Leitung - 10 bis 400
Sende- Token-Bus beide Richtungen ISO 8802/4
berechtigungs- Token-Ring nur eine Richtung 1SO 8802/5 1, 4 und 16
marke Slotted-Ring Nachrichtencontainer 1SO 8802/7 10, 43
FDDI-I Token-Ring mit Glasfaser ANSI x3T9 100
QPSX/DQDB Doppelbus ISO 880216 150
CSMA/CD Carrier Sense Multiple Access with Collision Detection,
CSMA/CA Carrier Sense Multiple Access with Collision Avoidance,
FDDI Fiber Distributed Data Interface,
QPSX/DQDB Queued Packet and Synchronous Switch/Distributed Queue Dual Bus.

Ubersicht Y-7. MAP- und MMS-Dienste.

CIM, MAP und MMS

I

CIM

l

MMS

| Objektorientierte Sprache
(ISO IS 9506-1988)

I— Standards fiir CNS, Roboter

— Fabrik-Datenbank Anzeige und Kontrolle
I— Qualititssicherung

MAP I— Flexible Fertigung
Roboterverwaltung

|— ProzeBfithrung

Lager, Logistik und Verteilung

MMS-Dienste fiir eine Fertigungszelle

Fertigungsleitstand J
I

| MMS-Dienste l

e , Werkstiick aufspannen* 1 e Produktionsinformationen
e , Bearbeitungsprogramm laden o Maschineninformationen
e ,,Bearbeitungsprogramm starten e Status- und Fehlermeldung
e, Werkstick abspannen* 1 o ,,Werkstiick bearbeitet®
MAP-Netz
—
MMS MMS MMS
Bearbeitungs- Roboter Bildiiber- Teilelager

zentrum

wachung
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a) Koppel-Bauteile

l Fabrik1J L Lager J

Bezeichnung Anwendung Prinzip Bemerkung
Abschnm 1 Abschnitt 2
. LEJ Arbeitet in Schicht 1
Repeater [E! gleiche Netze 1*500 mA 1‘_500 m$l des OSI-Modells
Abschnitt 1 ot ;
Netze mit Adresse 129.0.0.1 beeg‘gl";nszh'ﬁh‘ 2
; kompatiblen s D51 Vodells
Bridge E mp ﬂ (Schicht 1 und 2
Leitungs- Kkénne :
n verschie-
protokollen Adresse 129.0.0.1 den sein )
Abschnitt 2
Arbeiten in Schicht 3
Netzwerk 1 Adresse 129.0.0.1 | des OSI-Modeils
unter- {Schicht 1 und 2
Router schiedliche m kdénnen unter-
Netze schiedlich,
Adresse 129.0.0.2 | Schicht 4 muB
Netzwerk 1 gleich sein)
z.B. DECnet | Anwendungsumsetzung Arbeiten in
heterogene Transport- Z ngQIE)hStI7Modells
umsetz p
Gateway Netze ung 4 i (offene Kom-
Netz- 3 525 3 munikation far
2.B. X.25 Netz | umsetzung 212121 | die Schichten)
b) Beispiel
. offentliches Netz
CNC | | Roboter rsutﬁge
1 | ] Zentraler
Token Bus Server
FDDI-Ring
CSMA/CD-Bus
[ [
rﬂechner] rBildschir‘]
SNA-LAN
l Feldbus

Bild Y-8. Koppelbauteile fiir Netze.




col). Beide Kommunikations-Standards bauen
auf dem 7-Schichten-OSI-Modell auf.

Werden unterschiedliche Netzwerke zusam-
mengestellt, dann miissen fir cine sichere
Kommunikation Koppelbausteine eingesetzt
werden.
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Y.3 Programmstrukturen

Programmablaufe konnen, unabhingig von
der gewihlten Programmiersprache, grafisch
durch  Programmablaufpline (DIN 66 001)
oder Struktogramme nach NASSI/SHNEIDER-
MAN (DIN 66 261) entworfen werden. Die Pro-
grammstrukturen Folge, Auswahl und Wieder-
holung sind in entsprechenden Symbolen dar-
gestellt.
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Y.4 Datenstrukturen

Die Daten werden in Programmen verarbeitet.
Eine Datei besteht aus einer Anzahl von
Datensdtzen. Diese bestehen aus einzelnen
Datenfeldern, in denen bestimmte Informatio-
nen abgelegt sind. Alle Dateien zusammen
sind die Datenbasis und konnen in einer
Datenbank verwaltet werden.

Wihrend des Programmlaufs éndern sich die
Daten stdndig. Datenflufipline zeigen die

Y.4 Datenstrukturen 533

Bearbeitungsvorgdnge (z.B. Sortieren), die
Datentriger, die zur Ausfilhrung der Bear-
beitungsvorginge benutzt werden, und die
Stationen und Wege, iber die dic Daten das
Programm durchlaufen.

Daten konnen sich je nach Verlauf des Pro-
grammes verschieden verhalten (dynamische
Daten) und werden dann unterschiedlich
organisiert.

Tabelle Y-8. Sinnbilder fiir Datenflufplan ( DIN 66 001).

Sinnbild Bennenung Erlduterungen zur Anwendung
FluBlinien
FluBlinie Am Ende der FluBllinie muB immer ein Pfeil sein.
—————— | (flow line) Vorzugsrichtungen: von oben nach unten,
von links nach rechts.
Transport der Datentréger Zur besonderen Kennzeichnung eines Transportes
—_—

der Datentriger unter Angabe des Absenders oder
Empfingers.

Dateniibertragung
(communication line)

Haufig verwendet bei Dateniibertragung
(z.B. iiber Telex, Fax oder Telefon).

Bearbeitungsvorginge

Bearbeiten, Operationen,
allgemein ( process)

Alle Bearbeitungsvorgénge sind mit diesem
Sinnbild darzustellen, vor allem aber solche, die
nicht weiter klassifiziert werden.

Eingabe von Hand
(manual input)

Darstellung der Dateneingabe von Hand
(z.B. von Steuer-, Kontroll- oder Korrekturdaten
iber Tastatur).

Mischen (merge)

Trennen (extract)

Mischen mit gleichzeitigem
Trennen (coflate)

Sortieren (sort)

_ N7
—
v
A
X
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Tabelle Y-8 ( Fortsetzung)

Sinnbild ] Benennung

Erlduterungen zur Anwendung

Datentrager

Datentréger allgemein
(input/output)

Steht der Datentréiger noch nicht fest oder ist er
nicht durch die folgenden Sinnbilder darstellbar,
wird dieses Sinnbild verwendet.

Datentrager vom Leitwerk
gesteuert (online storage)

Im Sinnbild ist die Speicherart (z. B. Magnetplatte)
anzugeben.

Schriftstiick (document)

Darunter fallen u.a. maschinenlesbare Vordrucke
oder Listenausdrucke.

Lochkarte ( punched card)

Es empfiehit sich, die Kartenart anzugeben
(z. B. Lagerentnahmekarte).

Lochstreifen ( punched tape)

Magnetband
(magnetic tape)

Es ist sinnvoll, die Dateinummer mit anzugeben
oder bei Ausgabeanderungen Sperrfristen
einzutragen. Zugriffsart: sequentiell

Plattenspeicher
(magnetic disk)

Daten auf Speicher mit Direktzugriff

Anzeige (display)

Die Anzeige erfolgt in optischer (z.B. Bildschirm
oder Plotter) oder akustischer Form (z. B. Summer).

SMENEINAN

Daten im Zentralspeicher




1 Byte Zeichen
(8Bit) l | ] l } ‘ (character)
Anzahl Datenteld
Zommen | 07173 | (field)
— J
'
5n
T l T
Anzahl 07173 | Martina 1+ ? Datensatz
Daten- s Il 7q : "
n
folder c-————-- S -L————j (Datensatz-
~" Ende-
Record Markierung
EOR:
End OF
Record)
Anzahl- Datei
Daten- file)
satze
(Dateiende-
Markierung:
EQF:
End OF File)
Datei1 | Datei2 | Datei3 | - .
Anzah! R Datenbank
Dateien (data base)
. . . letzte
Datei

1 Bit l 1 Speicherzelle

Bild ¥-9. Daten, Dateien und Datenstrukturen.

Y.4 Datenstrukturen

LI

Datentyp

numerisch
0,1,2..9

3

alpha

R

a..z
A..Z

Umlaut

[t

aA..00

Sonderzeichen |S
1?2

Datenstruktur

I

Gleiche Zeichen
- ARRAY

Verschiedene
Zeichen

- RECORD

o
[
-
o
e
<
o

nacheinander

- sequentiell

Schilssel
- Index

verkettet

direkt

-Random

Datenbanktyp

hierarchisch

netzférmig

relational

objektorientiert

Hie

verteilt
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Y.5 Sprachen

Ubersicht Y-9. Einteilung der Programmiersprachen.

Programmiersprachen

[

Hohere
Programmiersprachen

]
Maschinennahe Sprachen
- Maschinensprache
- Assemblersprache

[

|

Problem- oder nichtprozedurale Simulation, wenn Maschinensteuerung
prozedurorientierte Sprachen = Experimente zu
Sprachen, die den objektorientierte schnell, komplex
Anwendungs- Sprachen oder zu geféhrlich
problemen angepalt sind
sind
| Mathematische DYNAMO
Sprachen LISP FORTRAN
FORTRAN, C SMALLTALK GPSS APT
PL/1, BASIC, LOGO SIMSCRIPT EXAPT
PASCAL PROLOG SIMULA
| Kaufmaénnische
Sprachen
COBOL, PL/1,
BASIC, APL
| Dialogsprachen
PASCAL, BASIC,
ADA, FORTH
—— Datenbanksprachen
SQL
— Steuersprachen
“— Sonstige Sprachen
LIDIA
ADA Nach ADA Auguste Byron benannt, FORTH fir FOuRTH generation,
ALGOL ALGOrithmic Language, FORTRAN FORmula TRANslation,
APL A Programming Language, GPSS General Purpose Systems Simulator,
APT Automatic Programming for Tools, LIDIA Lernen Im DIAlog,
BASIC Beginners All Purpose Symbolic LISP LISt Processing language,
Instruction Code, PASCAL Nach PASCAL benannt,
C C-te (3.) Programmiersprache PL/1 Programming Language 1,
(nach A und B) PROLOG PROgramming LOGik,
COBOL COmmon Business Language, SIMSCRIPT SIMulation DeSCRIPTion,
DYNAMO  DYNAMische PrOgrammierung, SIMULA SIMULAtion language,
EXAPT EXpanded Applied Programming SQL Structured Querry Language.

of Tools,




Z. Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Z.1 Atom und chemische Bindung
Z.1.1 Das Periodensystem der Elemente

Kurz nach 1800 wurde eine naturwissen-
schaftliche Atomtheorie aufgestellt (aus che-
mischen Experimenten abgeleitet), in der for-
muliert wurde:

Ein Element besteht aus gleichartigen Ato-
men.

Als man die Atomsorten (Elemente) unterein-
ander verglich, stellte man sowohl grofle Ahn-
lichkeiten als auch starke Unterschiedlichkei-
ten fest. Wenn man eine Anordnung der Ele-
mente nach ihrer Ordnungszahl, also ein ganz
einfaches Durchnummerieren, vornimmt, so
stellt man fest, daBB sich gewisse Element-
eigenschaften immer nach 8 Elementen wie-
derholen.

Man weiB} heute, dafl die sich dhnelnden Ele-
mente in ihrer duBersten Schale dieselbe Elek-
tronenkonfiguration besitzen, so gilt:

Nr. 9 (Fluor) 1s? 2s2 2p°

Nr. 17 (Chlor)  1s? 2s* 2pS 3s? 3p’

Nr. 10 (Neon) 1s? 2s* 2p¢

Nr. 18 (Argon) 1s? 2s? 2p® 3s? 3p°

Nr. 11 (Natrium) 1s? 2s* 2pS5 3s'

Nr. 19 (Kalium) 1s? 2s? 2p6 3s* 3p® --4s'

Die letzte Schale, erkennbar an der Haupt-
quantenzahl n, zeigt bei den sich dhnelnden
Elementen dieselbe Elektronenbesetzung.

Sich dhnelnde Elemente haben dieselbe
Anzahl von Aufenelektronen (auch sog.
,»Valenzelektronen®). Thre Elektronenkon-
figuration unterscheidet sich nur in der
Hauptquantenzahl n.

Somit bestimmen die Elektronen der duller-
sten Schale den Elementcharakter.

Das Periodensystem liefert also folgende
Basisinformationen:

— Man erkennt, welche Elemente vergleichba-
re Reaktionen eingehen, weil das chemische
Geschehen eine Art Wechselspiel der Au-
Benelektronen ist. Im Periodensystem ste-
hen diese Elemente untereinander, also z.B.
Li, Na, K, Rb und Cs.

— An der Gruppennummer erkennt man die
Anzahl der zur Verfiigung stehenden Valenz-
elektronen.

Z.1.2 Die Basisgrife ,,Stoffmenge*

Es ist eine internationale Definition, als Be-
zugsmenge fiir chemisches Arbeiten so viele
Teilchen zu betrachten, wie Atome in 12,00 g
des Kohlenstoffisotops C(12) enthalten sind
(Element Nr. 6). Diese Bezugsmenge ergibt
sich, wenn man die 12 g durch die Masse eines
einzelnen C-Atoms dividiert; sie wird Mol
genannt und mit dem Einheitenzeichen mol
angegeben.

Unter 1 mol versteht man eine Menge
von 6,02209 - 10% Teilchen, ganz gleich,
welcher Art und wie groB diese Teilchen
sind. Teilchen sind hierbei nicht nur
Atome, sondern auch alle zusammenhal-
tenden Atomgruppierungen. Man nennt
diese Menge international ,,Avogadro-Zahl
N,“, in Deutschland allerdings héaufig
,,Loschmidt’sche Zahl“.

Nach Norm DIN 32625, 12.89 gibt man die
Stoffmenge in der Form n(X) an, wobei X fiir
die betrachteten Teilchen steht, also z.B.:

n(HCI) = 0,1 mol oder n(Na) = 0,15 mol.

Die Masse eines Mols (also von etwa
6 - 102 Teilchen) wird als ,,molare Masse*
bezeichnet und in der Form M(X) ange-
geben.

Die Einheit lautet g/mol.
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Andere Bezeichnungen wie etwa ,,Atommas-
se*“ oder ,, Atomgewicht” entsprechen nicht
der Norm.

Z.1.3 Edelgaskonfiguration
und Atombindung

Da die Edelgaskonfiguration s?p® (also abge-
schlossene s- und p-Orbitale) der Grund fiir
grofe Stabilitit ist, versteht man, dal auch
andere Atome diese Konfiguration anstreben.
Die Art und Weise, wie dieses zustande
kommt, wird mit dem Begriff ,,Chemische
Bindung“ beschrieben; eine dieser Arten
nennt man Atombindung.

Der einfachste Fall, der auftreten kann, ist die
Bildung eines H,-Molekiils aus zwei H-Ato-
men, da jedes H-Atom nur ein einziges Elek-
tron in einem s-Orbital besitzt.

Dies 148t sich wie folgt wiedergeben:

H-+-H—>H-H oder H-H

Man erkennt: Jedes H-Atom erhilt auf diese
Weise quasi zwei Elektronen, d.h. die abge-
schlossene Schale des Heliums (hier nur s?).
DaB3 tatsichlich ein Bindeeffekt zustande
gekommen ist, sieht man am kleinen Abstand
zwischen den H-Atomen im H,-Molekiil. Er
betrdgt 74,14 pm (Picometer; 1 pm = 10-2m),
wiahrend fir den Radius eines H-Atoms
52,8 pm gilt.

Um zur Edelgasschale s?p® zu gelangen, muf3
man Elemente der 1. Achterperiode betrach-
ten, also Atome, deren zweite Hauptquanten-
bahn im Aufbau ist. Das Fluor ist ein Beispiel,
weil hier s?p® vorliegt, d.h. eines der p-Orbita-
le nur halbbesetzt ist. Ubertriigt man diese Vor-
stellungen auf die Bildung eines F,-Molekiils,
so gilt:

- +F: > FF oder [E-F

Man stellt fest, daB man zweierlei Elektronen-
paare unterscheiden muf3:

Bindungselektronenpaare zwischen den
Atomen. Diese gehdren den Atomen ge-
meinsam.

So genannte ,.freie Elektronenpaare®, die
frei von Bindung sind und nur einem Atom
angehoren.

Die Strichformel, die dabei entstanden ist,
wird Lewis-Strukturformel genannt. Sie sam-
melt um ein Atomsymbol alle vorhandenen
Elektronen. Das Oktett ergibt sich aus der
Summe von bindenden und freien Elektronen-
paaren (also Strichen, wobei jeder Strich fiir
2 Elektronen steht).

Z.1.3.1 Hybridisierung

Fiir alle Hydrogenhalogenide HF, HCI, HBr
und HI gilt dasselbe, aber auch fiir den ele-
mentaren Zustand der Halogene F,, Cl,, Br,
und I,.

Alle entstandenen Gebilde sind zweiatomige
Molekiile. Geht man von der Gruppe 17
(Halogene) nach links, so kommt man zu s?p*
(Chalkogene), s?p* (Stickstoff-Gruppe) und
s?p? (Kohlenstoff-Gruppe). Das Késtchen-
Schema fiir Sauerstoff, Stickstoff und Kohlen-
stoff hat folgendes Aussehen:

O-Atom: s*p* N-Atom: s*p?

NHE (1]
C-Atom: s*p?
HEN

Bild Z-1. Kdstchen-Schema fiir Sauerstoff, Stickstoff
und Kohlenstoff.

Man erkennt:

— Das O-Atom besitzt zwei einfach besetzte
p-Orbitale, aber auBerdem noch zwei voll
besetzte Orbitale. Wenn O und H miteinan-
der reagieren, sind filir die Erreichung des
Oktetts am Sauerstoff zwei H-Atome erfor-
derlich, d.h., es resultiert die Formel des
Wassers H,0O. Da p-Orbitale senkrecht zu-



einander stehen, ist ein gewinkeltes Molekiil
Z\ erwarten.

~ Stickstoff benétigt drei H-Atome, um ein
Oktett auszubilden; ein freies Elektronen-
paar bleibt librig. Die entstehende Verbin-
dung hat die Formel NH; (Ammoniak). Die
rdumliche Anordnung des Molekiils ist
pyramidal.

— Das C-Atom ist O-Atom #hnlich, weil zwei
einfach besetzte p-Orbitale vorliegen. Man
erwartet ein gewinkeltes Molekiil CH,, wel-
ches aber die wichtige Forderung des
Oktetts am Kohlenstoff nicht erfullt. Die
Lewis-Strukturformeln flir diese drei Fille
lauten:

Bild Z-2. Die Lewis-Strukturformeln fiir
Ammoniak und Carben.

Wasser,

Z.1.3.2 Polare Atombindungen
und Elektronegativitiit

Vergleicht man unter Zugrundelegung des
Periodensystems die Eigenschaften der Ele-
mente von s' (Alkalimetalle) bis s?p* (Halo-
gene), so fillt eine allméhliche Abnahme des
metallischen Charakters auf. Die Gruppen 3
bis 12 (Ubergangsmetalle) bleiben bei diesem
Vergleich unberiicksichtigt. Man findet, daB3
mit fortschreitender Besetzung der p-Orbitale
die Elemente nichtmetallischer werden.

Das hat Auswirkungen auf das Bindungselek-
tronenpaar einer Atombindung.

Je niher ein Element dem Schalenabschlufl
s?p® ist, desto stirker zieht es das Bin-
dungselektronenpaar zu sich heriiber. Nur
zwei identische Atomsorten besitzen in
einer Atombindung ein symmetrisch ange-
ordnetes Bindungselektronenpaar; in allen
anderen Fillen ist das Bindungselektro-
nenpaar zum nichtmetallischeren Partner
hin verschoben.

Fiir die Tendenz, das Bindungselektronenpaar
anzuziehen wurde der Begriff Elektronegati-
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vitét eingefiihrt und auch eine Elektronega-
tivititsskala abgeleitet, in der den einzelnen
Elementen Elektronegativititswerte zugeord-
net wurden.

Diese Elektronegativititswerte wurden den
einzelnen Elementen nicht ohne physikalisch-
chemische MeBmethoden zugeordnet, son-
dern die bekannten Bindungsenergien dienten
als Grundlage fiir die Skala. Unter Bindungs-
energie versteht man die bei der Verbindungs-
bildung aus Atomen freiwerdende Energie.

Fluor erhielt den Wert 4,0; die niedrigsten
Elektronegativititswerte liegen knapp un-
ter 1,0.

Im Periodensystem nimmt die Elekironegati-
vitdt fiir Elemente, deren Valenzelektronen s-
und p-Orbitale besetzen, ausgehend von Fluor
(4,0) sowohl von oben nach unten, als auch
von rechts nach links ab. Sie erreicht links
unten beim Alkalimetail Casium den tiefsten
Wert von etwa 0,8 bis 0,7.

Der Elektronegativititswert 148t sich ne-
ben anderen Eigenschaften heranziehen,
um Nichtmetalle von Metallen abzugren-
zen.

Da die Ubergiinge im Periodensystem jedoch
fliefend sind, kommt man mit einer Einteilung
in Nichtmetalle und Metalle nicht aus. Fiir die
Gruppen 1,2, 13, 14,15, 16 und 17 (s' bis s2p®)
lassen sich die Elemente je nach Elektronega-
tivitdt wie folgt unterscheiden:

Nichtmetalle mit Werten von 4,0 bis
etwa 2,5

Halbmetalle mit Werten von etwa 2,5 bis
ca. 1,8

Metametalle mit Werten von etwa 1,8 bis
ca. 1,6

Echte Metalle mit Werten von ca. 1,6 bis
0,7

Da nach dieser Vorstellung das F-Atom im
HF-Molekiil mehr vom Bindungselektronen-
paar erhélt als das H-Atom, wird ersteres ein
wenig negativer, letzteres um den gleichen
Betrag positiver. Man spricht von Teilladung.
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Z.1.3.3 Mehrfachbindungen

Die Atombindung (die auch als kovalente Bin-
dung bezeichnet wird) ist noch nicht vollstén-
dig beschrieben, da auch mehr als ein Elektro-
nenpaar fiir die Bindung zwischen zwei Ato-
men beitragen kann. Es gibt Doppelbindungen
(2 Striche), Dreifachbindungen (3 Striche),
aber auch alle Zwischenzustdnde. So besitzt
das Stickstoff-Atom infolge der Elektronen-
konfiguration s?p® drei einfach besetzte p-Or-
bitale:

N-Atom:

Bild Z-3. Elektronenkonfiguration des Stickstoffs.

Zur Erkldrung der Bindung im N,-Molekiil,
miissen die Modellvorstellungen erweitert
werden. Es erfolgt nur eine einzige Uberlap-
pung zweier p-Orbitale in der Atomverbin-
dungslinie (analog zur Bildung des F,-Mole-
kiils). Weitere Uberlappungsbereiche der an-
deren p-Orbitale treten auflerhalb der Atom-
verbindungslinie auf. Diese bestehen aus zwei
Anteilen.

Bild Z-4. Uberlappung zweier p,-Orbitale auferhalb
der Atomverbindungslinie (gestrichelt). Die Uberlap-
pungsbereiche oberhalb und unterhalb der Ebene
sind hervorgehoben.

Die rotationssymmetrische Bindung in
der Atomverbindungslinie heifit o-Bin-
dung. Die beiden anderen Uberlappungen
der p,- (und beim N, zusitzlich der p -)
Orbitale fihren zu sog. n-Bindungen, die
keine Rotationssymmetrie, sondern Spie-
gelbildsymmetrie zeigen.

Insgesamt ergibt sich in diesem Modell eine
Dreifachbindung fiir N,, die aus einer o-Bin-
dung und zwei -Bindungen besteht.

Bei einer Doppelbindung kommt die Bindung
nur durch eine o-Bindung und eine n-Bindung
zustande.

Z7.1.3.4 Komplexbindungen

Verbindungen, die gesittigt und in sich abge-
schlossen sind, konnen noch weiter reagieren.
Das ist mit der tiblichen ,,Valenzlehre* (Valenz
= Wertigkeit) nicht vereinbar, da diese einem
bestimmten Atom eine maximale Anzahl von
Bindungen (Valenzen) zuordnet. Entspre-
chend der Theorie ist nicht einzusehen, warum
so stabile Verbindungen wie AlF; (Alumini-
umfluorid) und KF (Kaliumfluorid) miteinan-
der reagieren.

Die neuen Verbindungen bezeichnet man als
Komplex oder Koordinationsverbindung.

In der heutigen Schreibweise lauten entspre-
chende Reaktionsgleichungen:

AIF, + 3KF — K,[AIF,]
CoCl, + 6 NH, — [Co(NH,)] Cl,

Der eigentliche Komplex ist jeweils das in
eckiger Klammer geschriebene Ion [AIF(]*-
und [Co(NH;)J**.

Es 146t sich zusammenfassen:

Ein Komplex ist ein ,.kompliziert gebautes
Gebilde”, in dessen Zentrum das sog.
Zentralatom sitzt.

Um dieses Zentralatom herum ordnen sich
Ionen oder Molekiile an, die Liganden ge-
nannt werden.




Zwischen Zentralatom und Liganden be-
stehen Atombindungen. Die Anzahl der
Bindungen, die das Zentralatom betitigt,
nennt man Koordinationszahl (iibliche Ab-
kiirzung: KZ).

Z.1.4 Die Ionenbindung

Edelgase sind deshalb so stabil und reakti-
onstrage, weil sie ihre s- und p-Orbitale voll
besetzt haben. Atome wie H, F, Cl, N hatten
nur eine einzige Moglichkeit, um auch zu die-
ser Besetzung zu gelangen: sie mufiten Elek-
tronen miteinander teilen (Lewis). Dies fiihrt
dann zu einer ,,vorgetiuschten Vollbesetzung,
da in Wirklichkeit die Summe der Elektronen
nicht zugenommen hat. Um wirklich eine voll-
besetzte Auflenschale zu erhalten, muf3 das
Fluoratom ein Elektron einfangen. Da am
Anfang des Periodensystems (Gruppe 1 und 2)
Elemente stehen, die ein oder zwei Elektronen
iiber einer abgeschlossenen Schale besitzen,
wird ein Elektronenaustausch vorgenommen.

Alkali- und Erdalkalimetalle besitzen nur ein
bzw. zwei Elektronen iiber einer vollbesetzten
Schale. Wenn ein Elektronen aufnehmender
Partner anwesend ist, kénnen diese Elektronen
abgespalten und iibertragen werden.

Na — Na*'+e
Ca —» Ca¥+2e

Positive Ionen wie Na* und Ca?* nennt man
Kationen. Die zur Abspaltung erforderliche
Energie heifit Ionisierungsenergie. Der Vor-
gang der Elektronenabgabe wird als Oxida-
tion bezeichnet, die Anzahl der abgegebe-
nen Elektronen als Oxidationszahl (hier +II,
wobei romische Zahlenangabe iiblich ist). Das
Kation Ca?* besitzt jetzt dieselbe Auflenschale
wie das Edelgas Argon (Nr. 18).

Reaktionspartner fiir Alkali- und Erdalkalime-
talle findet man insbesondere unter den Halo-
genen und Chalkogenen, da diese durch Elek-
tronenaufnahme von ein oder zwei Elektronen
zur Vollbesetzung gelangen. Der Vorgang der
Elektronenaufnahme heiflt Reduktion. Auch
hier wird die Anzahl der aufgenommenen
Elektronen Oxidationszahl genannt, allerdings
mit negativem Vorzeichen.
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Tabelle Z-1. Oxidation und Reduktion

Reduktion = Elektronen-
aufnahme

Oxidationszahl negativ
Beispiel: Br+ e~ — Br-
Das Ion heiBit Anion

Oxidation = Elektronen-
abgabe

Oxidationszahl positiv
Beispiel: K - K* + ¢~
Das Ion heifit Kation

Die gebildeten Ionen ordnen sich rdumlich zu
,Jonengittern® an (s. Kapitel V).

Z.1.5 Metallische Bindung
und Metallstrukturen

Wenn man die Moglichkeiten beriicksichtigt,
eine chemische Bindung einzugehen, so gilt:

Zwei hinreichend” elektronegative Ele-
mente (bzw. zwei Nichtmetalle) gehen eine
Atombindung ein, die je nach Elektronega-
tivitdtsunterschied mehr oder weniger polar
ist.

Zwei in Bezug auf die Elektronegativitit
unterschiedliche Elemente (bzw. ein Nicht-
metall und ein Metall) gehen eine Ionen-
bindung ein.

Es fehlt noch der Fall, dafl Metalle (also Ele-
mente mit niedriger Elektronegativitit) unter-
einander Bindungen eingehen. Metalle neigen
nicht zur Elektronenaufnahme (Reduktion),
sondern zur Elektronenabgabe (Oxidation).

Metallatome geben ihre Valenzelektronen
an ein Elektronenreservoir ab, das allen
gemeinsam ist. Es verbleiben positive
Metallionen, die sich im ,,Meer von Elek-
tronen” (auch Elektronengas genannt) nach
rdumlichen Gesichtspunkten anordnen.

Da sich die Metallatome als Kationen in die-
sem Elektronengas aufhalten und von diesem
ganz umhiillt werden, entwickein sich unge-
richtete Anziehungskrifte wie bei einer Ionen-
bindung. Die Atome ordnen sich nach geome-
trischen Gesichtspunkten so dicht wie moglich
an; man spricht von einer dichtesten Kugel-
packung.
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7.2 WiBrige Losungen

Z.2.1 Lésevorginge
und Konzentrationsangaben

Wasser ist ein ideales Losungsmittel flir Stof-
fe, die ebenfalls polare Bindungen oder iono-
genen Aufbau zeigen, also etwa fiir Alkohole
wie Methanol CH;OH und Ethanol C,H;OH
einerseits oder Salze wie NaCl (Natrium-
chlorid), KNO; (Kaliumnitrat) oder Na,SO,
(Natriumsulfat) andererseits.

Die Ion-Dipol-Wechselwirkungen kénnen
zur Auflosung eines Kristalls fithren, wenn
die energetische Bilanz stimmt.

Fir den LoseprozeB (d.h. Uberwindung der
Gitterkrifte bzw. Gitterenergie) spielt aufler
der Temperatur die sog. Hydrationsenthalpie
als Energiefaktor eine Rolle. Darunter versteht
man die Energie, die frei wird, wenn sich 1 mol
Ionen mit H,O-Dipolen umgibt. Aufgrund der
Ion-Dipol-Wechselwirkungen wird ein Kation
H,O-Dipole immer in der Weise um sich
anordnen, da3 das O-Atom des Wassers auf
das Kation zuzeigt. Fiir Anionen ist es die
andere Seite des H,O-Molekiils.

Bild Z-5. Losevorgang bei NaCl.

Man kann das Auflésen von Kochsalz wie
folgt in einer Gleichung wiedergeben:

NaCl + (x +y) H,0
— [Na (OH)J" + [C1 (H,O)y]

In der Losung befinden sich dann solvatisier-
te, in diesem Falle hydratisierte Ionen, d.h.
Tonen, die von einer Hiille aus Losungsmittel-
molekiilen umgeben sind.

Liegt dann eine Losung vor, so ist es notwen-
dig, diese zu charakterisieren. Hierzu dienen
verschiedene Konzentrationsangaben, die auf
unterschiedlichen Definitionen basieren.

Eine Losung ist x%ig, wenn sie in 100 g
Losung x g des gelosten Stoffes enthilt.

In der Chemie hat eine andere Konzentrations-
angabe Vorrang, die sich auf die Teilchenzahl
des gelosten Stoffes bezieht. Teilchenzahl be-
deutet Stoffmenge; folglich spricht man von
Stoffmengenkonzentration (englisch: amount-
of-substance concentration). Hierzu gilt die
Norm DIN 32625, 12.89.

Eine Losung hat die Stoffmengenkonzen-
tration ¢(X) =y mol/l, wenn sich in 1 1 L&-
sung y mol des geldsten Stoffes befinden.

Da die Stoffmengenkonzentration auf das
Volumen, die Prozentangabe jedoch auf die
Masse der Losung bezogen ist, 146t sich jede
der Konzentrationsangaben nur dann in die
andere umrechnen, wenn die Dichte bekannt
ist.

Z.2.2 Ionenprodukt des Wassers

Reinstes Wasser zeigt eine geringe elektrische
Leitfahigkeit von ca. 5,5 - 10® S-cm™ bei
25°C fest, d.h. Wasser verfiigt auch im aller-
reinsten Zustand {iber Ladungstréger, ohne die
eine elektrische Leitfihigkeit nicht moglich
wire. Diese Ladungstriger sind die Ionen
H,O* (Hydronium-Ion) und OH- (Hydroxid-
Ion). Sie entstehen durch sog. Eigendissozia-
tion des Wassers (auch ,,Autoprotolyse®):

H,0 + H,0 - H,;0*+ OH"



Wendet man auf dieses Gleichgewicht das
MWG (Massenwirkungsgesetz) an, so ergibt
sich:

_ a(H,0") - a(OH)
© a(H0)

Da durch Definition a(H,0) = 1,0 ohne Einheit
ist (reine Fliissigkeit), vereinfacht sich die
Gleichung zu:

K =2a(H,;0%) - a(OH") Einheit: (mol/1)

Diese MWG-Gleichung wird als ,.,Ionenpro-
dukt des Wassers“ und die Konstante K als K,
bezeichnet. Der K,-Wert ist eine temperatur-
abhingige Grofle, die iiber Leitfahigkeitsmes-
sungen zugénglich ist, z. B.

Bei 5°C Ky =0,1846-10- (mol/l?
10°C =0,2920- 10" (mol/1?
25°C  =1,008- 10" (mol/l)

Dem KW-Wert bei 25 °C kommt eine besonde-
re Bedeutung in der Chemie zu, da er prak-
tisch 1,00-10'* (mol/1)?> entspricht. Bei allen
anderen Temperaturen kommt es zu mehr oder
weniger starken Abweichungen, da die Eigen-
dissoziation des Wassers mit der Temperatur
Zunimmt.

Dal} es nur sehr wenige Ionen sind, die in
reinstem Wasser vorliegen, rechnet man wie
folgt:

Es gilt, daBB in dieser extrem verdiinnten
Losung der Ionen H;O* und OH- in Wasser
kaum interionische Wechselwirkungen vorlie-
gen, so da} man a(H,0") = c¢(H;0") setzen
kann, d.h. bei 25°C:

¢(H,0%) - «(OH) = 10 (mol/l)

Nach der Dissoziationsgleichung entstehen
die Ionen im Verhdltnis 1:1, deshalb gilt (bei
25°C):

c¢(H;0") =c(OH) =V 10" = 107 mol/]

Da 1 I Wasser bei 25 °C eine Masse von 997,1 g
besitzt, liegen insgesamt pro Liter 997,1/18 =
55,394 mol H,O vor. Die errechneten 10-” mol/l
sind hiervon nur ca. 1,8 - 10-7%!
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Z.2.3 Siuren und Basen

Nach Bronsted gelten folgende Bezeichnun-
gen:

Brénsted-Séure:

Protonendonator, d.h. A-H — H'+A
(A steht fur acid = Saure,
A ist dann das Anion
der Sdure)

Bronsted-Base:
Protonenakzeptor, d.h. |B+H*" — [B-H]*

oder B-+H* —» B-H

Eine Verbindung kann sich als Saure verhal-
ten, wenn sie auf eine Base trifft, die das Pro-
ton auch aufnimmt, andernfalls bleibt diese
Verbindung eine Wasserstoffverbindung, die
ein Proton abgeben konnte. Fiir eine Base gilt
das entsprechende, so dafl beides unzertrenn-
liche Begriffe sind. Daher spricht man immer
von Séure-Base-Reaktionen.

Da eine Base nach Bronsted ein freies Elektro-
nenpaar zur Bindung des Protons mitbringen
muf} und alle Anionen iiber mindestens ein
derartiges verfligen, sind alle Anionen Basen.
Sie sind also als Protonenakzeptor oder aber
als Elektronenpaardonator zu bezeichnen.

Dieses filhrt zu ciner anderen S#ure-Base-
Definition, die von G.N. Lewis stammt.

Sduren sind als Elektronenpaar-Akzepto-
ren, Basen als Elektronenpaardonatoren zu
betrachten.

Diese zweite Saure-Base-Definition setzt die
erste nicht aufler Kraft, sondern ergénzt sie.
Nach Lewis ist es nicht mehr nétig, da3 eine
Sdure eine Wasserstoffverbindung ist; sie muf3
lediglich die Moglichkeit haben, mit einem
Elektronenpaar einer Base reagieren zu kén-
nen.

Die Séduren der Praxis gehdren in erster Linie
der anorganischen Chemie an. So ist Schwe-
felsdure in der Industrie mengenméBig die am
meisten hergestellte Verbindung iiberhaupt.

Anorganische Sduren nennt man auch Mine-
ralsduren, weil ihre Salze bisweilen sehr wich-
tige Minerale der Natur darstellen (Steinsalz
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NaCl, Gips CaSO, - 2 H,0, Salpeter NaNO,
oder die komplizierter aufgebauten Phos-
phate).

— Salzsdure: Die einfachste Mineralsdure ist
die Salzsdure, ecine wifirige Losung von
Hydrogenchlorid, das extrem gut wasserlos-
lich ist. Die gesittigte Losung bei 20 °C ist
ca. 40,4%ig und enthalt etwa 485 g HCI pro
Liter: HCL,, + H,0 — H,0* +CI.

Das Gleichgewicht der Sdure-Base-Reak-
tion mit Wasser liegt praktisch vollkommen
auf der rechten Seite der Reaktionsglei-
chung, so daB ein Pfeil von links nach
rechts die Verhéltnisse am besten be-
schreibt.

— Salpetersdure: Mit Salpeter bezeichnet man
i.d.R. Natriumnitrat NaNO,, daneben aber
auch KNO;, NH,NO; oder Ca(NQO,),. Zur
Unterscheidung spricht man deshalb von
Natron-, Kali-, Ammon- oder Kalk-Sal-
peter.

Reine HNO, ist kein Gas, sondern eine
Flissigkeit mit Kp. 82,6°C, die durch die
Reaktion mit Wasser zur eigentlichen Sal-
petersdure wird:

HNO, + H,0 — H,0" + NO;.

Die Verhiltnisse sind mit Salzsdure ver-
gleichbar, d.h., auch hier liegt eine starke
Séaure vor. Wie HCI-Gas, so dissoziiert auch
HNO; in Wasser praktisch vollstindig, so
daf} c(HNO,) = c(H,0") gilt.

~ Schwefelsdure: Reine H,80, ist ein farblo-
ses Ol mit Kp. 280°C. Die Reaktion mit
Wasser ist dermafen exotherm, daff die
Mischung zum Sieden kommt. Es ist daher
nicht ungefahrlich, reine H,SO, (oder auch
konzentrierte H,SO,) zu verdiinnen. Beim
Verdiinnen kommt es zur Sdure-Base-Reak-
tion mit Wasser. Diesmal liegt eine zweipro-
tonige Saure vor, d.h., ein Molekiil, das
zwei Protonen abspalten kann. Man spricht
von 2 Stufen, weil dies hintereinander
geschieht. Allerdings ist nur die erste
Dissoziationsstufe eine praktisch vollkom-
men nach rechts ablaufende Reaktion:

H,S0, + H,0 — H,0*+ HSO;

Es entsteht das Hydrogensulfat-lon HSO;,
das ein Ampholyt ist. Die Weiterreaktion

mit Wasser ist eine Gleichgewichtsreaktion
mit der Konstanten K = 1,3 - 10-2 mol/l:

HSO; + H,0 — H,0" + SO

Wasser ist als Base zu schwach, um das
HSO;-Ion nennenswert dissoziieren zu las-
sen. Die wesentlich stirkere Base OH-
(Hydroxid-Ion), 148t folgende Reaktion ab-
laufen:

HSO; + OH- — H,0 + SO~

Eine Séure und ihr durch die Protonenab-
spaltung entstehendes Anion (das eine Base
ist) nennt man ,korrespondierendes Sdure-
Base-Paar“. Fiir Schwefelsdure gibt es zwei
derartige Paare:

H,S0/HSO; und HSO,/SOZ-.

In Schwefelsdure-Losungen, die stdrker
konzentriert als 10%ig sind, kann man die
zweite Dissoziationsstufe fast vernachléssi-
gen. In einer 10%igen H,SO, sind nur etwa
1,3% der H,SO,-Molekiile bis zu Sulfat-
Ionen SO} dissoziiert.

Phosphorsdure: Phosphorsaure ist eine sehr
wichtige Saure, da ihre Derivate (Abkémm-
linge) im Tier- und Pflanzenreich eine be-
deutende Rolle spielen. Spricht man von
Phosphorséure, so ist die Orthophosphor-
sdure H;PO,, eine dreiprotonige S3ure, ge-
meint. Unter einer ,,Orthosdure” (d. h. rich-
tige Sdure) versteht man die Verbindung mit
der maximalen Zahl an OH-Gruppen. Siu-
ren, die mehr als eine OH-Gruppe besitzen,
konnen unter bestimmten Bedingungen
H,O abspalten und ohne Anderung der
Oxidationszahl in eine andere Form iiberge-
hen. Diese neue Form heif3t Metasaure. Eine
Ortho-Salpetersdure H;NO, kennt man
nicht. Wihrend HNO, ein kleines Molekiil
ist, liegt HPO; polymer vor (d.h. verviel-
facht).

Alle drei H-Atome sind iiber Sauerstoffato-
me gebunden und kénnen abgespalten wer-
den. Aus diesem Grunde kennt man drei
verschiedene Salze: Dihydrogenphosphate,
Hydrogenphosphate und Phosphate. Man
bezeichnet sie oft als priméres, sekundéres
und tertidires Phosphat.

1. Stufe:
H,PO, + H,0 — H,0*+ H,PO;
K,=1,1-10"2 mol/l



2. Stufe:
H,PO; + H,0 — H,0* + HPO
K,=7,6-10"® mol/i

3. Stufe:
HPO; + H,0 — H,0"+ PO}
K,=4,7-10" mol/l

Z.2.4 Der pH-Wert

Zur Charakterisierung der Sdure-Base-Eigen-
schaften wilriger Losungen wird eine Grofie
herangezogen, die im physikalischen Sinne
gar keine Grofle ist. Es handelt sich um die
Benennung ,,pH-Wert®; definitionsgemal ist
dafiir keine Einheit vorgesehen.

Der negative dekadische Logarithmus des
Zahlenwerts der H,0*-Konzentration wird
als pH bezeichnet. Dies bedeutet etwa
»Menge an H,O*-Ionen*.

Um mathematisch exakt zu sein (weil sich eine
Einheit nicht logarithmieren 148t), muff man
den pH-Wert wie folgt definieren:

¢(H,0") mol/l
¢(H;0") =1 mol/l

Zur Definition des pH-Werts und der sog. pH-
Skala gehort, dafl das Ionenprodukt des Was-
sers (Ky) nicht nur fiir reinstes Wasser gilt,
sondern auch fiir verdiinnte wéBrige Losun-
gen. Voraussetzung ist allerdings, daBl diese
einfach zusammengesetzt sind und die Kon-
zentrationen ¢(X) = 0,1 mol/l nicht {iberschrei-
ten. Fir den Fall, daB8 diese Voraussetzungen
nicht erfiillt sind, ist mit Abweichungen vom
theoretischen K,-Wert zu rechnen.

pH=-1g

Somit erhélt eine pH-Skala einen Anfang und
ein Ende; denn die groBte noch exakte Konzen-
tration c(H;0") ist dann 10-! mol/l (pH = 1),
die kleinste 10~ mol/l (pH = 13), weil dann
¢(OH") den Grenzwert von 10-! mol/l ein-
nimmt. Es gilt also:

c¢(H;0%) c¢(OH") = 10! - 10-13 (mol/1)?
aber nicht mehr:
1071 - 107* (mol/1)?,

obwohl die zweite Gleichung aus mathemati-
scher Sicht giiltig ist.
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Die pH-Skala liegt zwischen pH= 1,0, d.h.
¢(H,0%) = 10! mol/l und pH = 13,0, d.h.
¢(H,0%) = 1013 mol/l.

In diesem Falle betrachtet man den theoreti-
schen K-Wert als giiltig. Man kann dies auch
wie folgt ausdriicken: die pH-Skala liegt zwi-
schen 0 und 14.

Da neutrales Wasser die H,O*-Konzentra-
tion c(H,0") = VKy hat, gilt bei 25°C:
pH = 7 (neutral), pH< 7 (sauer), pH>7
(basisch).

Z.2.5 Redoxreaktionen in wiiflriger
Lisung

— Oxidation (Elektronenabgabe): Bei jeder
Oxidation steigt die Oxidationszahl. Den
Unterschied der Oxidationszahlen zwischen
rechts und links muf3 man als Elektronen
auf die Seite der héheren Oxidationszahl
schreiben: SO, —» HSO;+2 e

Fiir den néchsten Schritt bendtigt man die
wilrige Losung, d.h., die immer vorhande-
nen H,O%-Ionen. Diese sind in die Reak-
tionsgleichung mit einzubeziehen, wobei
man zur Vereinfachung nur H* schreibt. Es
gilt:

Auf die Seite der Elektronen werden so
viele H*-Ionen zugefiigt, bis dieselbe
Gesamtladung (nicht Oxidationszahl)
wie auf der gegeniiberliegenden resul-
tiert.

Die linke Seite der Reaktion (nur SO,) ent-
hilt iiberhaupt keine Ladungen, die rechte
dagegen drei negative. Folglich sind rechts
3H' anzuschreiben, damit die Bilanz der
Ladungen stimmt:

SO, - HSO;+2e +3 H*
Man erkennt, dai immer mit H,O-Mole-
kiilen auf der den H'-lonen gegeniiberlie-

genden Seite ausgeglichen werden kann. Es
fehlen somit links 2 H,O:

SO, +2H,0 — HSO; +2e +3H'
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— Reduktion (Elektronenaufnahme)

Bei einer Reduktion wird die Oxidations-
zahl des beteiligten Elements erniedrigt.
Das Permanganat-Ion MnO; nimmt 5 Elek-
tronen auf und geht von der Oxidationszahl
+VII in +I iiber:

MnO; + 5S¢ — Mn*.
Der Ausgleich mit H*-Ionen fordert links
(immer auf der Seite der Elektronen) 8 H'.

Rechts miissen 4 H,O angeschrieben wer-
den:

MnO; +5e +8 H —» Mn? +4 H,0.

Die Vereinigung beider Teilreaktionen er-
folgt in der Weise, daBl jeweils dieselbe
Anzahl von Elektronen umgesetzt wird. Da
die Oxidation nur 2 mol Elektronen liefert,
die Reduktion jedoch 5 mol benétigt, wird
erst addiert, wenn die Oxidation mit 5 und
die Reduktion mit 2 multipliziert wurde,
d.h.:

580,+10H,0 — 5HSO; +10e +15H"
2MnO; + 10e + 16 H* — 2 Mn? +8 H,0

Die Zahl der Elektronen entfillt bei der
Addition der beiden linken und der beiden
rechten Seiten:

550, + 10 H,0 + 2 MnO; + 16 H*
— 5HSO; + 15 H" +2 Mn?* + 8 H,0.
Die Gleichung vereinfacht sich weiter zu:
580, +2 H,0 + 2 MnO; + H*
— 5 HSO; +2 Mn?",

Spezialfille von Redoxreaktionen, die
mit ein und demselben Element ablau-
fen, werden als Komproportionierung
oder Disproportionierung bezeichnet.

Das betreffende Element mufl dann in min-
destens drei verschiedenen Oxidationszahlen
vorliegen konnen, einer hohen, einer mittleren
und einer niedrigen. Die mittlere Oxidations-
zahl muf} nicht dem Mittelwert der anderen
beiden Stufen entsprechen.
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7.3 Verbindungsklassen
der organischen Chemie

Z.3.1 Alkane
(gesiittigte Kohlenwasserstoffe, Paraffine)

Die einfachste Verbindungsklasse der Or-
ganischen Chemie besteht aus den Ele-
menten C und H und baut auf der (sp?)-
Hybridisierung des Kohlenstoffs auf.

Die von der Summenformel her noch einfa-
cher erscheinenden Oxide Kohlenmonoxid
CO und Kohlendioxid CO, werden genauso
wie das Element C (und seine Modifikationen)
sowie die Carbonate (Anion COZ") der Anor-
ganischen Chemie zugeordnet.

Methan CH, ist das Grundglied einer grofien
Zahl von Verbindungen, die entweder existie-
ren oder aber zumindest vorstellbar sind. An
die Stelle einer C-H-Bindung tritt eine C—C-
Bindung, so da3 nach Substitution (Ersatz)
eines H-Atoms durch CH; immer mehr Ver-
bindungen entstehen.

Die Verbindungsklasse der Summenformel
C,H,,.,, also CH, (Methan), C,H, (Ethan),
C,H; (Propan), C,H,, (Butan) usw., wird als
Alkane bezeichnet.

Z.3.2 Erdol

Ausgangsmaterial fiir Erdol ist das Plankton
das, einmal abgestorben, von Bakterien am
Meeresboden unter Luftausschlufl verarbeitet
wurde. Somit enthdlt Erd6l Verbindungen, die
all diejenigen Elemente aufweisen, die auch
sonst im Tier- und Pflanzenreich gefunden
werden, in erster Linie C, H, O, N und S.

Hauptbestandteil des Erdéls sind Kohlen-
wasserstoffe, wobei man zwischen paraf-
finbasischen (reich an Kkettenformigen
Alkanen) und naphthenbasischen (reich an
Cycloalkanen) unterscheidet.

Erd6lanalysen erbringen folgende Durch-
schnittswerte: ca. 85% C, ca. 12% H, ca. 1%
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N, ca. 0,5% O, Rest Schwefel (da Eiweifistof-
fe S- und N-haltig sind) und einige Metall-
spuren.

Kerosin ist eine Sammelbezeichnung fiir
KW im Bereich zwischen C,, und C,; mit
Kp. zwischen 200 und 300°C.

Es wird u. a. als Treibstoff fiir Diisenflugzeuge
verwendet, wobei es verschiedene Qualitidten
gibt.

Kraftstoffe fiir Otto- und Dieselmotoren genii-
gen unterschiedlichen Anforderungen, welche
durch unterschiedliche KW (Kohlenwasser-
stoffe) erfiillt werden:

— Kleinere und verzweigte Alkane, aber auch
Aromaten eignen sich als Otto-Krafistoff,
wobei das sog. Isooctan (exakter: 2,2,4-Tri-
methylpentan) als besonders giinstig und
daher als Standard eingestuft wurde.

— Léngere und unverzweigte Alkane sind gut
als Diesel-Kraftstoff geeignet. Auch hier hat
man eine Standardsubstanz im n-Hexadecan
C,¢Hs, gefunden, das allerdings als Cetan
bezeichnet wird. Ein weiterer grofier Ver-
wendungsbereich nach Heizdlen und Kraft-
stoffen ist der Einsatz fiir sog. petrochemi-
sche Produkte.

Unter der Bezeichnung Petrochemikalien
werden alle Substanzen zusammenge-
faft, die man aus Erdo6l oder Erdgas auf
verschiedenste Weise herstellen kann.

Z.3.3 Ungesiittigte Kohlenwasserstoffe

Kohlenwasserstoffe werden als ungesittigt
bezeichnet, wenn sie nicht die maximal
mogliche Anzahl von H-Atomen gebunden
enthalten. :

Das bedeutendste Alken ist das Ethen, das als
Ethylen bezeichnet wird. Da innerhalb eines
Molekiils mehrere Hybridisierungsarten vor-
kommen konnen, ist eine uniiberschaubare
Anzahl kettenformiger oder cyclischer Verbin-
dungen mit einer oder mehreren Doppelbin-
dungen méglich. Bei der Benennung wird die
Lage der Doppelbindung(en) durch eine Num-
merierung der C-Atome angegeben, z.B.:

1-Buten
2-Buten
1,3 Butadien

2-Methyl-1,3 butadien
oder Isopren
Neben der IUPAC-Bezeichnung Alken findet

man auch noch den historischen Namen Ole-
fin, der Olbildner bedeutet.

H,C =CH - CH, - CH,
H,C - CH=CH - CH,
H,C=CH-CH=CH,
H,C=CH - C(CH,) = CH,

Das einfachste Alkin ist das Ethin mit dem
traditionellen Namen Acetylen und der
Summenformel C,H,.

Das geruchlose Gas ist im Gemisch mit Luft in
weiten Bereichen (etwa von 3- bis 70% Volu-
menanteile) explosiv. Die Verbrennung, die
mit reinem Sauerstoff Temperaturen oberhalb
von 2500°C erreicht, wird zum Schweiflen
genutzt.

Z.3.4 Benzol und Aromaten

Benzol ist eine farblose, charakteristisch rie-
chende Fliissigkeit (Kp. 80,1°C; F. 5,5°C), die
ein starkes Gift und eine krebserregende Sub-
stanz darstellt.

Benzol hat eine ebene Ringstruktur, in
der sechs (sp?)-hybridisierte C-Atome ein
Sechseck bilden.

> Jedes C-Atom bindet {iber s-Bindungen ein H-

Atom und zwei benachbarte C-Atome und
besitzt weiterhin noch ein einfach besetztes
p-Orbital. Uber dieses kénnen nach beiden
Seiten hin -Bindungen ausgebildet werden.

Bild Z-6. Links: s-Bindungen im Benzolring. Rechts:
Veranschaulichung der m-Bindungen im Benzolring
durch die hervorgehobenen (aber verkleinerten) p-
Orbitale.



548 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften
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Bild Z-7. Mogliche Strukturformeln fiir Benzol.

Der erste Fall liegt vor bei Verbindungen wie
Toluol und Styrol (ein einziger Substituent)
oder bei den Xylolen (zwei Substituenten). Bei
der Substitution von zwei H-Atomen konnen
drei unterschiedliche Verbindungen entstehen,
die mit ortho-, meta- und para- gekennzeich-
net werden.

Benzol ist der Grundkorper der sog. aro-
matischen Verbindungen.

Das Benzolmolekiil 148t sich auf zwei ver-
schiedene Weisen erweitern, ohne daBl das
Gebiet der Kohlenwasserstoffe verlassen wird:

— Substitution von H-Atomen durch Alkyl-
oder Alkenylgruppen

— Anreihung mehrerer Ringe zu aromatischen
Polycyclen (Anellierung).

Polycyclische aromatische KW entstehen
durch sog. Anellierung von Benzolringen,
d.h. eine Aneinanderreihung iiber gemein-
same Kanten. Man spricht dann von kon-
densierten Ringsystemen.

Das einfachste System mit zwei Ringen ist
Naphthalin (F. 80°C). Da diese Substanz
friiher gegen Motten eingesetzt wurde, bringt
man thren Geruch mit ,,Mottenpulver in Ver-
bindung.

Tabelle Z-2. Einfache Benzolderivate (Kohlenwasserstoffe)

Formel Name Eigenschaften
der Verbindung
CH, Toluol Aromatisch riechende Fliissigkeit, Kp. 111°C, FP. etwa 5°C;
(Methylbenzol) | Name vomn Tolubaum, aus dessen Harz (Tolubalsam) es erstmals
gewonnen wurde. Weniger giftig als Benzol, Losungsmittel,
Benzinbestandteil (hohe Octanzahl)
CH=CH, Styrol Farblose Fliissigkeit, die aus dem Harz des Styraxbaumes gewon-
(Vinylbenzol) nen wurde; Kp. 146°C, FP. 32°C; Monomeres des Polystyrols
(PS)
CH, 0-Xylol Nach dem griechischen Wort fiir Holz (xylo) benannt.
CH, Die Orthoverbindung hat Kp. 144°C.
Technisches Xylol ist eine Mischung aus o-, m- und p-Xylol;
Lésungsmittel
CH, m-Xylol Kp. 139°C
i CH,
CH, p-Xylol Kp. 138°C
i Ausgangsstoff fiir Polyester
CH,
Biphenyl Farblose Blittchen, dient zur Behandlung der Schalen von Zitrus-
friichten (E 230, je kg ganzer Frucht maximal 70 mg)




Z.3.5 Weitere Verbindungsklassen
der organischen Chemie

Zahlreiche Verbindungen der organischen
Chemie lassen sich zu charakteristischen
Klassen zusammenfassen. Es werden nur die
allerwichtigsten erwihnt.

— Alkohole (funktionelle Gruppe: —OH): Die
einfachen Verbindungen haben die Formel
R—OH wie Methanol CH,OH oder Ethanol
C,H;OH. Kompliziertere Alkohole besitzen
an verschiedenen C-Atomen OH-Gruppen
(,;mehrwertige Alkohole*) wie etwa Glykol
HO-CH,-CH,—OH oder Glycerin HO-CH,—
CH(OH)-CH,—OH. Mehr als eine OH-
Gruppe 14t sich i.d.R. nicht an ein C-Atom
binden (sog. Erlenmeyer-Regel).

— Ether (funtionelle Gruppe: —O-): Der {ibli-
che Ether ist der Diethylether C,H;~O-
C,H,, also R-O-R, wobei alle denkbaren
Reste moglich sind. Cyclische Ether tragen
die Gruppe im Ring.

— Carbonsduren (organische Siduren): Die
funktionelle Gruppe ist -CO-OH, wobei
das H als H" abgespalten werden kann.
Typische Beispiele sind Ameisensidure
H-COOH und Essigsdure CH,—COOH.

— Ester (funktionelle Gruppe: —-CO-OR):
Dieser Name fiir Verbindungen der Formel
R—CO-OR wurde durch zusammenziehen
der Worte Essig und Ether gebildet, wobei
das h entfiel.

— Aldehyde (funktionelle Gruppe: —CO-H):
Auch dieser Name ist durch eine Zusam-
menziehung entstanden, und zwar aus
»alcohol dehydrogenatus®, d.h. oxidierter
Alkohol. Die Verbindungsklasse R—-CO-H
erhilt im Namen die Endung —al, z.B. Etha-
nal CH,—CO-H.

— Ketone (funktionelle Gruppe: —CO-): Ein
wichtiges Beispiel ist Aceton, nach dem die
Gruppe benannt wurde: (A)-ceton. Es han-
delt sich um die feuergeféhrliche Fliissigkeit
CH,—CO-CH; (Kp. 56°C).

— Amine (funktionelle Gruppe: -NH,): Es
handelt sich um Ammoniakderivate wie
Methylamin CH;—NH, (Gas, Kp. —6,3°C).

— Sdureamide R—CO-NH,: Hierin ist die
saure OH-Gruppe der Carbonsduren durch
—NH, ersetzt. Die ersten beiden Verbindun-
gen sind Formamid H-CO-NH, und Acet-
amid CH;—CO-NH,.
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— Aminosduren R—CH(NH,)-COOH. Diese
grofle Familie hat in den a-Aminosiuren
ihre bedeutendsten Vertreter, weil sie am
Aufbau der Proteine (EiweiBstoffe) beteiligt
sind. o bedeutet, dal die NH,-Gruppe am
ersten C-Atom nach der COOH-Gruppe sitzt.

Z.4 Elektrochemie
Z.4.1 Die Elektrolyse

Als Elektrolyse wird ein chemischer Vorgang
bezeichnet, der unter dem Einfluf} einer elek-
trischen Spannung erfolgt, wenn diese von der
Spannungsquelle in eine ionenhaltige Fliissig-
keit {ibertragen wird.

Elektrolyt
{lonenleiter)

Bild Z-8. Prinzip einer elektrolytischen Zelle. Uber
die Art des Elektrolyten sind keine ndheren Aussagen
gemacht.

Zu den wichtigsten Elektrolysen gehdren dieje-
nigen, die in wilriger Losung ablaufen. Da
Wasser schon von sich aus Ionen enthilt (H,O*
und OH"), stehen nach Auflosung eines Ionen-
gitters A*B- der Kathode die Ionen H,0" und
A* fiir eine Reduktion, der Anode OH- und B-
fiir eine Oxidation zur Verfligung. Es wird je-
weils der energetisch giinstigere Prozef} ablau-
fen, wobei die Verhiltnisse sowohl von thermo-
dynamischen als auch kinetischen Gesichts-
punkten entschieden werden. Vergleicht man
wifirige Losungen von NaCl, Na,SO,, H,SO,,
CuSO, und CuCl, hinsichtlich der Elektroden-
produkte an Platin-Elektroden, so erhilt man
die in Tabelle Z-3 zusammengefaliten Ergeb-
nisse.
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Tabelle Z-3. Elektrodenprodukte bei Elektroly-
sen wapriger Losungen (Platinelektroden)

Elektrolyt | Kathodenreaktion | Anodenreaktion
(wiBrige
Losung)
NaCl H,-Entwicklung Cl,-Entwicklung

Na,SO, H,-Entwicklung O,-Entwicklung
H,SO, H,-Entwicklung O,-Entwicklung
CuSO, Cu-Abscheidung O,-Entwickiung
CuCl, Cu-Abscheidung Cl,-Entwicklung
Es gilt:

— Aus wiflriger Losung werden keine Alkali-
und Erdalkali-Ionen kathodisch reduziert

— Chlorid-, Bromid- und Iodid-Ionen lassen
sich aus wélriger Losung anodisch oxidie-
ren

— Sulfat-Ionen SO} reagieren i.d.R. an der
Anode nicht, sondern nur in Ausnahmefil-
len.

Da Wasser ein extrem schwacher Elektrolyt mit
einer duflerst niedrigen Leitfahigkeit ist, setzt
man fir eine Elektrolyse des Wassers eine
geeignete lonenverbindung zu, die nicht rea-
giert, aber den Strom leitet (z. B. Na,SO,). Die
eingebrachten Ionen sind dann nur zur Er-
hohung der Leitfahigkeit vorhanden, ohne dafl
die Elektrodenreaktionen verdndert werden:

Anode: 2 OH- — 120,+H,0+2¢
Kathode: H,0*+2e¢ — H,+2H,0

Z.4.2 Galvanische Zellen

Jeder galvanischen Zelie liegt eine freiwil-
lig ablaufende Redoxreaktion zugrunde.

Beim Eintauchen eines Zink- oder Eisenstabes
in eine wilrige Losung von Kupfersulfat
CuSO, erfolgt eine Verkupferung des einge-
tauchten Stabes. Eine dquivalente Menge Zink
geht dafiir in Losung. Es l4uft folgende Reak-
tion freiwillig ab:

Reduktion: Cu**+2e- — Cu
Zn — Zn*+2e
Cu**+Zn — Zn*+Cu

Oxidation:
Summe:

Elementares Zink ist hierbei durch Abgabe
von 2 mol Elektronen pro mol Zink ohne &ufie-
ren Einfluf in Zn?* iibergegangen. Die Cu*'-
Ionen haben pro mol 2 mol Elektronen aufge-
nommen und elementares Kupfer gebildet, das
den Zinkstab iiberzieht.

Dieselbe Reaktion 146t sich in einer galvani-
schen Zelle durchfithren, wobei verhindert
wird, dal Elektronen vom Zink direkt zum
Cu®*-Ion iibergehen, indem beide nicht in
unmittelbarem Kontakt stehen.

Kathode {+) Anode (=)

Bild Z-9. Aufbau-Prinzip einer galvanischen Zelle
am Beispiel der Daniell-Zelle.

Jede galvanische Zelle besteht aus zwei
sog. Halbzellen. In der Daniell-Zelle sind
die Halbzellen Cu/Cu?* und Zn/Zn?* betei-

ligt.

Die Bezeichnung ,,Halbzelle® driickt aus, daf3
ein in seine Ionenldsung eintauchendes Metall
(also M/M") nur eine halbe Anordnung dar-
stellt. Erst durch die Kombination zweier
Halbzellen entsteht die eigentliche Zelle.



Wenn in einer galvanischen Zelle nur die
Reaktion an einer der beiden Halbzellen
interessiert, dann bezeichnet man die nicht
interessierende zweite Halbzelle als ,,Be-
zugselektrode®.

Das MefBergebnis bezieht sich auf diese zu-
sdtzliche Halbzelle. Hitte man eine andere Be-
zugselektrode ausgewahlt, so wire auch eine
andere Spannung gemessen worden.

Die gemessene Spannung einer galvani-
schen Zelle setzt sich immer aus der Diffe-
renz zweier Potentialdifferenzen zusam-
men. Es wurde festgelegt:

Spannung U = E(Kathode) — E(Anode)
Einheit: V

Hierin haben die Halbzellen fiir die Spannung
den Buchstaben E erhalten, die gesamte gal-
vanische Zelle dagegen U.

Als geeignetste Bezugselektrode wurde die
Wasserstoffelektrode gewihlt, ein System, das
von den iiblichen abweicht, denn Wasserstoff-
gas H, iibernimmt die Rolle des Metalls, d.h.
der reduzierten Stufe. Es wurde international
festgelegt, daB diese Halbzelle unter ganz
bestimmten Konzentrations- und Druckbedin-
gungen als ,,Standardbezugselektrode* fiir alle
anderen Halbzellen dienen soll. Man spricht
von Standardwasserstoffelektrode (abgekiirzt:
SWE, englisch: SHE).

Ein platinierter Platindraht, der in eine
Losung der H;O*-Aktivitit 1,00 eintaucht
und von reinstem Wasserstoff’ mit Druck
1013,25 hPa umspiilt wird, wird zur Festle-
gung der sog. Spannungsreihe als Bezugs-
elektrode herangezogen. Diese Halbzelle
erhilt bei allen Temperaturen als Potential-
differenz E den Wert 0,00 V.

Durch diese Null-Definition entfillt in der
Gleichung U = E(Kathode) — E(Anode) eine
Halbzellenspannung, so daf} das MeRBergebnis
direkt E entspricht. Es ist ein ,relatives E,
bezogen auf die Standardwasserstoffelektrode
(SWE) als Bezugselektrode. Aufierdem muf3
nicht nur die SWE im Standardzustand (d.h.
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Aktivititen 1,00) vorliegen, sondern auch das
interessierende Redoxsystem Metall/Metall-
Ion. Das MeBergebnis wird Standardpotential
E° genannt.

Z.4.2.1 Die Spannungsreihe

Wenn alle interessierenden Redoxsysteme (so-
weit sie einer Messung zugénglich sind) gegen
dic SWE vermessen werden, erhdlt man eine
Liste von Standardpotentialen, die von etwa
—3 V bis ca. +3 V reicht. Diese Liste wird als
Spannungsreihe bezeichnet (s. Tabelle Z-4).

Z.4.2.2 Die Nernst’sche Gleichung

Standardpotentiale beziehen sich immer nur
auf den Standardzustand, d. h. auf die Aktivitat
a(X) = 1,00 mol/l. Sobald andere Konzentra-
tionsverhdltnisse vorliegen — und das ist ge-
wohnlich immer der Fall — ist dies auch zu
beriicksichtigen.

W.H. Nernst hat eine Gleichung abgeleitet,
die fiir Abweichungen vom Standardzustand
herangezogen werden muB. Sie lautet:

a(ox)
a(red)

Einheit: V

_po Ex,
E = E° (red(ox) + o lg

Tabelle Z-4. Einige Standardpotentiale E° (red/
ox) in V bei 25°C bezogen auf E'(H,/H,0") =
00V

Negative Systeme |E°in V[ Positive Systeme |E®inV
Li/Li* —-3,02 | SO/HSO; +0,12
Na/Na* -2,71 [ Cu/CuCly +0,19
Mg/Mg* -2,34 [ Cuw/Cu* +0,34
AVAP* - 1,67 |I/1, +0,53
Zn/Zn(OH); -1,22 |Ag/Ag* +0,80
Mn/Mn?* —1,10 | NO/HNO, +0,96
Zn/Zn** -0,76 | Br/Br, +1,07
Cr/Cr* -0,74 |PY/Pt** + 1,20
Fe/Fe** -044 | CI'/Cl, +1,36
Cd/Cd> -0,40 | AwWAU> +1,42
Pb/PbSOy, -0,30 | Mn?*/MnO; +1,52
Co/Co? —0,27 | PbSO,,/PbO,,, |+ 1,62
Ni/Ni?* -0,25 {SO; /8,05 +2,06
Pb/Pb? -0,12 |F-/F, +2,85
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Das Standardpotential E® wird durch einen
Summanden korrigiert, der die vorliegende
Aktivitdt in logarithmischer Form enthilt. Bei
Vorliegen aller Aktivitdten von 1,00 resultiert
E=E"(weillg1=0).Es bedeuten

Fy sog. Nernst-Faktor (auch Nernstspan-
nung Uy). Da als Variable die Tempera-
tur enthalten ist, mufl bei Berechnun-
gen auf die Temperatur geachtet wer-
den (25°C: 0,0591 V; 50°C: 0,0641 V).

n Anderung der Oxidationszahl bzw.
Unterschied der Oxidationszahlen fiir
red/ox.

a(ox) steht immer im Zihler und entspricht

dem Produkt der Aktivitiéiten aller Part-
ner der oxidierten Seite der Reaktions-
gleichung.

a(red) steht immer im Nenner und entspricht
analog zu a(ox) dem Produkt der Akti-
vititen aller Partner der reduzierten
Seite der Gleichung. Reine Metalle be-
finden sich im Standardzustand a(M) =
1,00 ohne Einheit.

Z.4.3 Die elektrochemische pH-Messung

Die praktische pH-Skala beruht auf elektro-
chemisch gemessenen pH-Werten, wobei eine
Wasserstoffelektrode als Indikatorelektrode
eingesetzt wird. Die Wasserstoffelektrode
stellt in ihrer Form als SWE (alle Aktivititen
a(X) = 1,00) eine Bezugselektrode dar. Sobald
aber a(H;0%) von 1,0 mol/l abweicht, betrigt
der E-Wert nicht mehr 0,00 V, sondern wird
durch die neue Aktivitit bestimmt. Fiir einen
H,-Druck von 1013 hPa nimmt die Nernst’-
sche Gleichung der Wasserstoffelektrode fol-
gende Form an:

E=-Fy-pH Einheit: V

Die Potentialdifferenz E ist somit eine Funkti-
on des pH-Wertes, so dafl man aus E auf den
pH-Wert riickschliefen kann. Damit nimmt
aber die Wasserstoffelektrode nicht mehr die
Stelle einer Bezugselektrode ein.

Eine Halbzelle, deren von der Aktivitit ab-
hingige Potentialdifferenz fiir Aktivitéits-
ermittlungen ausgenutzt wird, nennt man
Indikatorelektrode.

Alle Halbzellen, die aus analytischen Griinden
eingesetzt werden, sind derartige Indikator-
elektroden, denn sie zeigen eine bestimmte
Tonenaktivitit a(X) an.

Fiir den Aufbau einer galvanischen Zelle zur
pH-Ermittlung ist eine zweite Halbzelle als
Bezugselektrode erforderlich. Eine SWE wiire
hierfiir prinzipiell geeignet, aber die Handha-
bung einer SWE ist u.a. so umsténdlich und
empfindlich, dafl man in der Praxis immer auf
andere Bezugselektroden ausweicht. Eine der
geeignetsten Bezugselektroden der Praxis ist
die Silber-Silber-chlorid-Elektrode Ag/AgCl
(hier liegt Ag® in Form des schwer 18slichen
AgClvor).

7.4.4 Elektrochemische Stromerzeugung
(Batterien)

Elektrochemische Stromquellen (Batte-
rien) sind Energiespeicher, die in einer
exergonischen Reaktion ihre Energie abge-
ben.

Sobald der Gleichgewichtszustand erreicht ist
(AG = 0), hat eine derartige Stromquelle ,,ihr
Lebensende™ erreicht. In einigen Féllen ist
allerdings eine Reaktionsumkehr méglich, ein
sog. Aufladeprozef3, der wieder Energie ver-
braucht. Daher unterscheidet man zwei Fille:

— Primdrzellen, d.h. ,Einmal-Zellen“, die
keine Wiederaufladung vertragen. Nach
Reaktionsende werden sie zu Sondermiill.

— Sekunddrzellen oder Akkumulatoren. Das
sind Zellen, die iiber lingere Zeit hinweg
einen Ladeprozefl zulassen, der die Aus-
gangsstoffe wieder aufbaut. Hier kommt es
zu einem standigen Wechsel zwischen gal-
vanischer und elektrolytischer Zelle. Aber
auch diese Zellen werden eines Tages zu
Sondermiill.

7.4.4.1 Der Bleiakkumulator

Bei den im Bletakkumulator ablaufenden
Reaktionen handelt sich um eine Kompropor-
tionierung zwischen elementarem Blei und
Blei(IV)oxid PbO,, wobei Schwefelsdure
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Bild Z-10. Aufbauprinzip einer Batterie.
Erlduterungen:

(1) Anode, d.h. Elektrode, an der die Oxidation statt-
findet; hier die negative Elektrode. Es handelt sich
um ein Metall (Zn, Pb, Li), das oxidiert wird (zu Zn?',
Pb*, Li*).

(2) Kathode, d.h. Elektrode, an der die Reduktion
stattfindet; hier die positive Elektrode. Als Oxida-
tionsmittel kommen z.B. MnO,, Pb0O,, Ag,0 u.a. in
Frage.

(3) Elektrolyt, eine ionenhaitige wilrige oder nicht-
wafrige Losung (eventuell eingedickt). Lithiumbatte-
rien vertragen keine wiBrigen Losungen!

(4) Separator genannte Trennschicht, die als Dia-
phragma dient. Sie verhindert unerwiinschte Beriih-
rungen und Vermischungen.

(5) Behditer oder Gehduse.

(6) Stromableitende Kontakte.

Elektrolyt ist. Die Dichte der H,SO, liegt fiir
einen vollgeladenen Akkumulator mindestens
bei 1,27 g/em?; dies entspricht einer Kon-
zentration von ca. 35%, bzw. ¢(H,S0,) = ca.
4,5 mol/l. In einer derartig hohen Konzentrati-
on spielt die 2. Dissoziationsstufe der H,SO,
praktisch keine Rolle, sondern nur:

H,SO,+H,0 — H,O0"+HSO;
Die ablaufenden Reaktionen sind daher mit

Hydrogensulfat-Ionen wie folgt zu formulie-
ren:

Anode: Pby, + HSO; — PbSO,, +H" +2 ¢

Kathode: PbO,,+ HSO; +3H' +2 ¢
- PbSO,, + 2 H,0

Die Summierung ergibt folgende Gesamtglei-
chung:
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Pby, + PbO,, +2 HSO, +2 H
— 2PbSO,, +2 H,0

oder (wenn statt HSO; + H* Schwefelsdure
geschrieben wird):

Entladung
Pbg, + PbO, +2 H,S0, — 2PbSO,,+2H,0

Ladeprozef

Da die Standardpotentiale sowohl der anodi-
schen Oxidation als auch der kathodischen
Reduktion bekannt sind, 146t sich die Urspan-
nung der Zelle ndherungsweise berechnen. Es
gelten:

E°(Pb/PbSO,) = —0,303 V;
EY(PbSO,/PbO,) = +1,627 V.

Somit lauten die jeweiligen Ausdriicke fiir die
Nernstschen Gleichungen:

E (Anode) = 0,303 + N . 1g 20
(Anode) =0, 2 Ba(HsSO;)

a(H*) steht vereinfacht fiir a(H,0"). Die Akti-
vititen der reinen Festkorper betragen 1,0.

E (Kathode) =
Fy
2

a(HSO;) - a(H")

+ 1,627 +
027 2(5,0)

lg

Da eine 35%ige H,SO, nicht als verdiinnte
wiBrige Losung angesehen werden kann, muf
fiir eine exakte Berechnung die Aktivitdt des
Wassers mit einbezogen werden.

Die Urspannung ergibt sich durch die Diffe-
renz

U = E(Kathode) — E(Anode), d.h.
U= 1,627 - (-0,303)
Fy . a(HSOj) - a¥(H") - a(HSOp)

+—-lg
2 a’(H,0) - a(H")
a(HSOy) - a(H*)
=193+F-lg——~
93 +F,-lg a(1,0)

Da die Aktivititen nicht bekannt sind, setzt
man fiir eine Berechnung an:

— statt a(X) die Konzentration ¢(X)
- fir a(H,0) = 1,00, als ob eine verdiinnte
wiBrige Losung vorliegen wiirde
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— und vernachléssigt die 2. Dissoziationsstufe
der Schwefelsdure; dann gilt c(H") =
c¢(HSO;) = c(H,SO,).

Aus der Gleichung wird somit:
U=1,93+Fy- lgc¥H,S0,)

Fiir 25°C und ¢(H,S0O,) = 4,5 mol/ resultiert:
U=1,93+2-0,0591-1g4,;5
U=2,006V

Z.5 Industrielle anorganische
Chemie

Z.5.1 Schwefelsiure

Mit etwa 140 Millionen jato (d.h. Tonnen
pro Jahr) ist H,SO, mengenmaBig die wich-
tigste Chemikalie, von der der grofite
Anteil in der Diingemittelindustrie ver-
braucht wird. Sie wird durch katalytische
Oxidation von SO, zu SO, und anschlie-
Bende Umsetzung mit Wasser hergestellt.

Am Ende vieler Verfahren hat man daher eine
verunreinigte und verdiinnte Schwefelsdure
vorliegen, die friiher als ,,Abfall* betrachtet,
mit Sonderschiffen aufs Meer transportiert
und dort durch einfaches Ablassen (Verklap-
pen) entsorgt wurde. Diese sog. ,,Diinnsdure*
wird heute rezykliert, wobei die Verfahren
hierzu immer mehr verbessert wurden. Man
konzentriert die Diinnséure auf ca. 65%ig und
spritht sie in eine 1000°C heifle Flamme,
wobei organische Verunreinigungen zerstort
und die Schwefelsdure zersetzt werden (sog.
Spaltverfahren):

bei 1000 °C
H,SO,(H,0) —— SO0, + 1/2 0, + H,0
Die Reaktionsgleichungen fiir das Herstel-
lungsverfahren lauten:

Verbrennung

SO, AHg=-297kJ

Rasten

2PbS+30, — > 2PbO+2S0,

Sy + 0,

1000 °C

2 H,S0, 280, +0,+2H,0

Schwefel kann zwar problemlos zu SO, ver-
brannt werden, aber nicht ohne weiteres zu

SO,. Hierzu ist eine katalytische Oxidation
erforderlich.

Unter Einbeziehung des V,0; 1dBt sich diese
Reaktionsgleichung wie folgt schreiben:

SO, +V,0, —2C 5 50, +2 V0,

zuriick

2V0,+1/20, V,0,

7.5.2 Ammoniak
5.2.1 Ammoniak-Synthese

Die Reaktionsgleichung des Verfahrens lautet:
N,+3H, - 2NH, AHy=-45,6kJ

Die exotherme und unter Volumenverminde-
rung ablaufende Reaktion sollte bei moglichst
tiefen Temperaturen und hohen Driicken
durchgefiihrt werden, damit ein guter Umsatz
erzielt wird.

100
%

50 -

NH,

a0 -7

: ! T >
100 300 500 bar
Druck

Betriebsbedingungen
madarnar NH;-Reaktoren

Bild Z-11. NH;-Ausbeute in Abhdngigkeit von Druck
und Temperatur:

Bei tieferen Temperaturen ist der NH,-Anteil
im Gleichgewicht grofier als bei hoheren, weil
die Reaktion exotherm abliuft; ebenso steigt
der NH;-Anteil mit dem Druck an, weil aus
4 mol Gas 2 mol werden. Da die Reaktionsge-
schwindigkeit aber bei niedriger Temperatur
zu gering ist, arbeitet man bei Temperaturen
zwischen 400 und 500°C (Druck zwischen
10° und 3 - 10° hPa). AuBBerdem wird die NH,-



Synthese an einem Katalysator durchgefiihrt,
der in diesem Falle die Aktivierungsenergie
auf etwa ein Drittel erniedrigt.

7.5.2.2 Verwendung von Ammoniak

Die grofte Menge des Ammoniaks wird zu
Diingemitteln verarbeitet. Diec Ammoniak-
synthese ist auch der Eingangsprozef3 zur
Herstellung von Salpetersiure.

Durch Ammoniakverbrennung (Ostwald-Ver-
fahren) wird in einem grofitechnischen kataly-
tischen Prozel NO gewonnen, aus dem durch
weitere Oxidation und Umsetzung mit H,O

mit HNO,
mit H,80,

mit CO,

NH; | Ammoniakverbrennung

mit NO,

organische Chemie

7.5.3 Die Alkalichlorid-Elektrolyse —
Erzeugung von Cl,, NaOH und H,

Chlor und Natronlauge werden {iberwie-
gend durch Elektrolyse einer wifirigen
NaCl-Losung gewonnen.

Der dabei ebenfalls anfallende Wasserstoff
(Verwendung als Heizgas, Synthesegas, Bal-
lonfiillung) spielt mengenmiBig keine Rolle
im Vergleich zur Wasserstoffproduktion aus
Erdgas und Erddl (partielle Oxidation, Steam-
Reforming, Reforming).
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Salpetersdure hergestellt wird. Diese NH;-
Verbrennung an einem Pt-Rh-Netzkatalysator
(ca. 10% Rh) mit sehr kurzen Verweilzeiten
(nur ca. 107 s) bedarf ganz bestimmter Reak-
tionsbedingungen, da mehrere miteinander
konkurrierende Reaktionen mdglich sind. Er-
wiinscht ist die Reaktion:

4NH,+50, - 4NO+6 H,0 AH, =-906 kJ
Es schlieflen sich an:

| 2NO+0, » 2NO,

2NO, +H,0+1/20, — 2 HNO,

Die wichtigste Verwendung von NH, ist in fol-
gender Ubersicht enthalten:

Kalkammonsalpeter (NH,NO,/CaCQ,) als Diingemittel

(NH,),SO, (ebenfalls als Dilngemittel, wenn auch wegen Boden-
versauerung weniger eingesetzt)

Harnstoff (Dingemittel)
weiterhin: Harnstoff-Formaldehyd-Haize

Salpetersaure iiber die Stufen NO und NO,

zur Entstickung von Kraftwerksabgasen
4NH; + 4NO + 0, X, 4N, + 6H,0

mit CH, za HCN
{Cyanide z. B. fiir galvanische Biader, Aminosduren, Plexiglas)

mit CH;0H zu Aminen, z. B. CH;NH,
mit H,C=CH~—CH, und O, zu Acrylnitril»(PAN)

Das Ausgangsmaterial der Elektrolyse (Stein-
salz, Kochsalz) steht in ausreichender Menge
zu Verfiigung. Vor der Elektrolyse muf die
Sole durch Ausfdllen von Ionen wie SO%,
Mg*, Ca? und Fe** gereinigt werden. Die
Alkalichlorid-Elektrolyse kann nach drei Ver-
fahren durchgefiihrt werden:

— Diaphragmaverfahren
— Amalgamverfahren
— Membranverfahren.

Die Verwendung von Natronlauge und Chlor
wird durch die folgende Zusammenfassung
verdeutlicht:
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mit Bauxit

mit H,PO,

mit Cl,

NaOH

weiterer Binsatz fir

L,

mit NaOH

mit Rutil (TiO,)/Kohle

Al-Gewinnung, d. h. AufschiuB, gefolgt von Abtrennung des Fe(OH),
Phosphate, z. B. Na;P,0,, (STP)

durch Disproportionierung NaClO (Hypochlorit) und NaClO,
(Chlorat); Bleich- und Desinfektionsmittel

NaHCO, (Backpulver) und Na,CO,
(Soda zur Glas- und Seifenherstellung)

AufschluB von Holz (Zellstoff- und Papierherstellung)
Regenerierung von Ionenaustauschern

Absorptionsmittel fiir saure Gase wie CO, oder CH,—SH im Erdol

NaClO und NaClO, (wie oben)
Uberfiihrung in TiCl, und daraus Titan oder das WeiBpigment TiO,

mit H,
mit S10,/Kohle
mit CO

Chlor

mit CH,
mit H,C=CH,

mit Benzol

Insektizide)

Chlorwasserstoff HCl
SiCl, (810, +2C +2Cl, - SiCl, +2C0)

Phosgen 0 =CCl,; trotz Giftigkeit bedeutende Zwischenverbindung
(Herstellung von Diisocyanaten fiir Polyurethane)

chlorierte Methanderivate (Losungsmittel)
1,2-Dichlorethan (daraus Vinylchlorid)
Chlorbenzol (als Zwischeaverbindung fiir Pharmaka, Farbstoffe,

Tabelle Z-5. Vergleich der drei Elektrolyse-Verfahren

Diaphragma-Verfahren

Amalgam-Verfahren

Membran-Verfahren

Vorteile Nur 3 V Zellspannung, 50%ige chloridfreiec NaOH Weitgehend reine NaOH,
kein Quecksilber nur 3,15 V Spannung,
kein Quecksilber
Nachteile NaOH deutlich CI™-haltig; 4,2V Spannung, NaOH nur ca. 35%ig,
Kosten fir Eindampfen d.h. 3300 kWh pro t Chlor; Membrankosten
hoher als bei Membran- Hg-Emissionen, teurer
verfahren Umweltschutz

Z.5.4 Gewinnung von Eisen und Stahl

Fiir die Gewinnung von Eisen werden die fol-
genden Eisenerze verwendet:

— Hématit oder Roteisenstein Fe,O, ,

— Limonit oder Brauneisenstein Fe,O, - n H,0,
— Magnetit Fe,0,,

— Siderit FeCO,.

Die Reduktion der Eisenoxide erfolgt in etwa
3040 m hohen Hochéfen, die abwechselnd
mit Koks und einer Mischung aus angereicher-

tem Erz und sog. Zuschldgen beschickt wer-
den. Aus Zuschldgen (Kalkstein, Dolomit) und
Begleitmaterial des Erzes (insbesondere SiO,)
bildet sich eine Schlacke, die im wesentlichen
aus Calciumsilicat besteht. Die Schlackebil-
dung 148t sich vereinfacht wie folgt zusam-
menfassen:

Si0, + CaCO, — CaSiO, + CO,

Die Beschickung des Hochofens erfolgt iiber
Glockenverschliisse, die verhindern, dafl Gicht-



Gichtgas zum Erz mit Zuschlag (z. B. CaCO4)
Winderhitrer ¢ Koks
Gichl I 200°C Tracknung

Vorwarmung

Reduktion

Schacht Fe{Q) + CO -+ Fe + CO;

Reduktion (direkte}
Fe(Q) + GO -+ Fe + COz
COo2 +C 200

Kohlensack

Fe(0)+C —+Fe+CO
Rast

Aufkohlurg

3Fe + C +FasC

5i0, + 2C + 8+ 200
Heifiwind P40y + 10C
Schiacken- 4P + 10C0
abstich
Gestell ~» Eigenabstich

Bild Z-12. Reaktionszonen und Temperaturverlauf
im Hochofen (Hohe ca. 40 m, Gestelldurchmesser ca.
11m).

gas aus dem Hochofen entweicht (Gicht wird
der obere Teil genannt). In den unteren Bereich
des Hochofens blést man iiber eine Ring-
leitung heiBe Luft (Heifiwind) von 900 bis
1300°C, so daB der Koks verbrennt und die
erforderliche Temperatur erzeugt wird. Die
Reduktion der Eisenoxide erfolgt nur in den
sehr heiflen unteren Bereichen direkt durch
Kohlenstoff, zum groBeren Teil jedoch durch
Co.

Da unterschiedliche Eisenoxide mit den
Oxidationszahlen +2 und +3 beteiligt sind,
schreibt man vereinfacht Fe(O) — ein 100%ig
reines FeO ist nicht bekannt:

Fe(0O)+CO — Fe+ CO,

Das gebildete CO, reagiert mit Kohlenstoff in
einer als Boudouard-Gleichgewicht bezeich-
neten Reaktion zu CO:

CO,+C - 2CO AH,=+1724KkJ
Die Produkte des Hochofenprozesses sind:

— Roheisen; es enthdlt 3,2-4% C, 0,2-3% Si,
0,5-5% Mn, 0,08-2,5% P und weniger als
0,04% S

— Schlacke; sie setzt sich etwa zusammen aus
35% Si0,, 40% Ca0, 10% Al,0,, weiterhin
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MgO, FeO und CaS. Man verarbeitet sie flir
Produkte der Bauindustrie (Hochofenze-
ment, Hiittensand).

~ Gichtgas; das 150 bis 400°C heifle Gas ent-

hilt noch etwa 30% CO. Es wird nach Rei-
nigung zum Betrieb der Winderhitzer und
der Geblise fiir den Heiwind benutzt.
Winderhitzer sind regenerative Wérmeaus-
tauscher, die mit feuerfesten Steinen ausge-
kleidet sind. Sie werden durch Abgase (aus
der Verbrennung von Gichtgas) erwirmt
und geben die aufgenommene Wirme an
den eingeblasenen Kaltwind ab, der dann als
Heifwind dem Hochofen zugefiihrt wird.

Etwa 90% des Roheisens werden in Stahl
tibergefiihrt, der Rest wird zu Gufeisen verar-
beitet. Hartender Bestandteil ist in erster Linie
der Kohlenstoff, dessen Verhalten gegeniiber
Eisen die Vielfalt dieses Werkstoffs bewirkt.
Die folgende Einteilung gibt einen Uberblick:

Werkstoff Eisen
T : 1
Stahl (zu 90%) GuBeisen (zu 10%)
C-Gehalt bis 2% C-~Gehalt 2 bis 4%
nicht schmiedbar

unlegierte Stihle
(auch Kohlen-
stoffstdhle).

legierte Stdahle mit 0,01%
bis 2% C sowie mit den
typischen Legierungsele-
Hartender menten Cr, Ni, W, Mo, Mn,
Bestandteil: C  Co, V, Ti, Ta, Nb, Si oder
deren Kombinationen

Zur Herstellung von Stahl muf der Kohlen-
stoffgehalt des Roheisens stark gesenkt
(bei Baustdhlen z.B. auf 0,05 bis 0,25%),
andere Begleitstoffe miissen weitgehend
entfernt werden. Erst dann 148t sich die
Eisenlegierung (also Stahl) schmieden und
walzen.

Der Raffinationsproze3 umfafit das Frischen,
also das Oxidieren der geldsten Bestandteile
(wie z.B. C, Si, Mn, P), die Entschwefelung
(z.B. mit CaO) und eine als Desoxidation
bezeichnete Nachbehandlung; das ist die Ent-
fernung des in der Stahlschmelze gelosten
Sauerstoffs durch Desoxidationsmittel, wie
z.B. Ferrosilicium, CaSi oder Al.

Die iberwiegende Menge des Stahls wird heu-
te durch das Sauerstoffaufblasverfahren (LD-
Verfahren) erzeugt, nach dem weit mehr als
100 Stahlwerke in der Welt arbeiten. Hierbei
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werden Roheisen, Stahlschrott und Kalk in
einen Konverter eingebracht und iiber eine
Lanze reiner Sauerstoff mit 5 - 10° bis 10* hPa
auf die Schmelze geblasen.

Legierte Stihle stellt man meistens durch
das Elektrostahlverfahren her.

Hierbei erfolgt die Beheizung durch Licht-
bogen, die zwischen Elektroden aus Graphit
und der Schmelze brennen (heute mit Zusatz-
heizung). Die gewiinschten Legierungszusitze
werden als Ferrolegierung eingebracht (Le-
gierung zwischen Eisen und dem Legierungs-
bestandteil, z.B. Ferrochrom, Ferromangan
usw.) oder in Form reiner Legierungsmetalle.

7.6 Industrielle organische Chemie

Z.6.1 Erdol

In den Raffinerien erfolgt eine Auftren-
nung des Rohdls in sog. Siedeschnitte.

Je nach Zielrichtung werden die Raffinerien in
Heizdl-, Kraftstoff- und petrochemische Raf-
finerien unterschieden.

CO,, H,S und N,, nasses Erdgas dagegen hat
eine Zusammensetzung von ca. 60% CH,,
15% C,H,, 10% C;H,. Vor der Einspeisung in
Pipelines muf3 Erdgas aufbereitet werden:

— Trocknung in Absorberkolonnen
— Abtrennung von H,S und COS (Kohlensul-
fidoxid) durch Absorption

Aus Erdgas wird durch Umsetzen mit Wasser-
dampf (steam-reforming) Kkatalytisch eine
Mischung CO + H, (sog. Synthesegas) gewon-
nen, aus dem eine Reihe wichtiger Grundche-
mikalien hergestellt werden kann (Methanol,
Ammoniak, Aldehyde).

7.6.3 Kohle

Kohle ist wie Erddl ein fossiler Brennstoff. Im
Laufe des Inkohlungsprozesses wurden die
Produkte immer C-reicher: Cellulose — Torf
— Braunkohle — Steinkohle — Anthrazit —
Graphit.

Kohle hat eine komplexe Struktur, dic vom
Inkohlungsgrad abhéngt.

Aus Kohle lassen sich zahlreiche wichtige Ver-
bindungen herstellen:

Verkok .
_Yerxoxung | Benzol, Steinkohlenteer

{FParbstoffe),
Koks (Eisengewinnung)

| mit Ca0 | CaC, (z.B. fiir Acetylen)

Z2.6.2 Erdgas Vi
& Kohle eréasgng CO+H, (Synthesegas:
heid " “ und « (+H,0+0,) Oxosynthese, NH,,
Man unterscheidet ,,trockenes* un »nasses Essigsiure, Fischer.
Erdgas. Das trockene Erdgas enthdlt einen ' Tropsch-Synthese)
sehr hohen Anteil an CH, (ca. 80%) neben Hj’dH“;m“g gasformige und flissige
( 2 Kohlenwasserstoffe
Tabelle Z-6. Substanzgruppen.
Gruppenname Siedebereich C-Anzahl
Gasformige Verbindungen bis ca. 0°C bis C, (Butan)
Otto-Kraftstoff (Rohbenzin) bis 150-200°C bis etwa 12
Naphta (Chemiebenzin) bis 200°C bis etwa 12
Diisentreibstoff oder Kerosin 200-250°C 12 bis 16
Diesel-Kraftstoff und leichtes Heiz6l (Mitteldestilat) 200-350°C 12 bis 25
Schweres Heizol Oberhalb 350°C oberhalb 25
Schmierdle 350-550°C 25 bis 40
Bitumen (Riickstand der Vakuumdestillation; abgeleitet Oberhalb 550°C 40 bis 50
vom lat. Wort fiir Erdharz)




Die Kohlevergasung ist eine Reaktion der
Kohle mit H,O-Dampf und Luft (oder O,) zu
CO und H, (Synthesegas):

C+120, - CO AH, =111 k/mol
C+H0 — CO+H, AHg=+118kJ/mol

Z.6.4 Biomasse

Wihrend Erd6l und Kohle in Jahrmillionen
gebildet wurden, ist Biomasse (die durch Assi-
milation von CO, entsteht) eine sich rasch
erneuernde Rohstoffquelle. Die Industrie ver-
wendet Biomasse folgender Art:

— Cellulose aus Holz in der Papier- und Tex-
tilindustrie (z. B. Viskoseseide)
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— Fette und fette Ole (Fettsiureglycerinester)
nicht nur als Nahrungsmittel, sondern auch
fiir Biodiesel, Lacke und in der Tensid-Her-
stellung.

Z.6.5 Olefine

Ethen ist die zur Zeit mengenméBig wichtigste
Grundchemikalie der industriellen organischen
Chemie, gefolgt von Propen, den C,-Alkenen,
Benzol und Toluol. Schwefelsdure und Ammo-
niak werden jedoch in noch gréBeren Mengen
produziert.

Uber die Verwendung von Ethen, Propen und

— Naturkautschuk Buten informieren folgende Ubersichten:
Polymerisation Polyetbylen (PE)
+0, H,C~CH,  (Ethylenoxid)
Katalysator: Ag 2 Y 2
— Ethylenglykol, nichtionische Tenside
+H,0
H,C—CH,—OH (Bthanol
Kat. H,S0, ® : ( )
H,C=CH +%0 o
2 2 Ka: P; e H,C—CO—H (Acetaldehyd) — Essigsdure
+C, (Kat) 1,2-Dichlorethan ~ Vinylchlorid — PYC
+Benzol (Kat) Ethylbenzol — Styrol — Polystyrol (PS)
Katalysator H,C=CH—(CH,), —CH, {a-Alkene)
— Tenside, synthetische Schmierdle
Polymerisation
Polypropylen (PP)
+NH,/0, (Kat.)

+CO/H, (Kat.)

H,C=CH-C=N (Acrylnitril)
— Polyactylnitril (PAN)

H,C—-CH,—CH,—CO—~H (Butyraldehyd
Oxosyathese 3 2 2 Butyraldohyd)
H,C=CH-CH H,C-CH,~CO-00H
2 2 +H 2 H,C-CH-CH, (Propylenoxid)
[0 — Polyurethane, Kosmetika
+ Beazol <C:>>—CH(CH,)2 (Cumol) — Phenol+ Aceton
HZC\—/CH—CHZCI (Epichlorhydrin) — Epoxidharze
(0]
0, (Kat.
+0; (Kat) H,C=CH—CO~H (Acrokin) — Acrylsiure,
Polymere
Isobuten H,C=C(CHy, Methyl-tert-butylether (Kraftstoffzusatz), Polyisobuten
0]
Cé
Butene Buten HETN
J O (Maleinsdureanhydrid) » Polyester
H

\C\

Synthesel
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Z..6.6 Schmier- und Mineralile

Unter dem Begriff ,,Schmiermittel werden
Schmierdle, Schmierfette und feste Schmier-
stoffe (Graphit und Molybdinsulfid MoS,)
zusammengefafit. Schmierdle werden in Mi-
neraldle und synthetische Ole unterteilt.

— Mineraldle
Mineraldle teilt man in paraffinbasische
(Hauptbestandteil: Paraffine) und naphthen-
basische (Hauptbestandteil: Cycloalkane
und Aromaten) Grundoéle ein. Sie fallen als
Rohprodukte bei der Erdéliraffination an.

— Synthetische Schmierdle

Extreme Anforderungen an Schmierdle
(z.B. in Flugmotoren) kdnnen mit natiirli-
chen Kohlenwasserstoffen nur schwer er-
fiillt werden. Seit etwa 1930 werden daher
synthetische Schmierdle produziert, die im
allgemeinen Gemische von Verbindungen
darstellen. Hierzu gehdren:

— Polyether
z.B. Polyethylenglykole mit dem allgemei-
nen Aufbau

H-{O-CH,~CH,},OH

— Carbonséureester (Esterble)
Es handelt sich mengenméBig um die wich-
tigsten Synthesedle. Das Veresterungspro-
dukt zwischen Adipinsdure (Hexandicar-
bonsdure) und 2-Ethylhexanol ist ein Bei-
spiel;

— Silicondle
Diese Ole besitzen eine geringe Neigung
zur Schaumbildung und ein gutes VT-Ver-
halten. Sie sind besonders gut als Schmier-
mittel fiir Lager und Getriebe mit rollender
Reibung geeignet.

— Halogenkohlenwasserstoffe
Einsatz finden z.B. Polychlorparaffine oder
Chlortrifluorethylen-Polymere. Die Verbin-
dungen sind nicht brennbar, oxidationsbe-
stindig und benetzen Metalloberflichen

gut.

7..6.7 Tenside

Mit der Entwicklung der Textilindustrie nahm
die Bedeutung der Seife als Waschmittel zu.
Heute werden Fette mit iiberhitztem Wasser-
dampf bei 10° hPa (Katalysator: CaO, MgO)
gespalten. Das entstehende Fettsduregemisch
wird destillativ getrennt.

Seifen gehdren zu den oberflichenaktiven
Substanzen, den sog. Tensiden.

CHZ\ /CHZ\ 4()\/
H;C/ (CH,); C\\O\,‘ Na*
A AN
hydrophober Kohlen- hydrophile

wasserstoff-Rest Carboxylat-Gruppe

Veranschaulichung: —CO

Aufgrund dieser Struktur nehmen Tenside an
der Wasseroberfliche eine Orientierung ein, in
der die hydrophile Gruppierung ins Wasser
taucht, der hydrophobe Rest aber in die Luft

ragt:
ShbsbbE—w

Diese Anordnung erniedrigt die hohe Ober-

flichenspannung des Wassers und erleichtert

den Benetzungsvorgang (d.i. die Ausbreitung
des Wassers auf der Faseroberfliche).

Wasser

— Anionische Tenside
Hierzu gehéren die Seifen, Sulfate und Sul-
fonate. Es handelt sich um die bedeutendste
Gruppe von Tensiden, deren wichtigste
Untergruppe die Alkylbenzolsulfonate dar-
stellen.

— Kationische Tenside

Diese Gruppe spielt in Waschmitteln keine
Rolle, da der hydrophile Charakter bei An-
wesenheit von anionischen Tensiden ver-
loren geht (es bilden sich schwer 18sliche
Salze). In sog. quartiren Ammoniumverbin-
dungen NR;X- bewirkt die positive Ladung
am N-Atom die hydrophile Eigenschaft.
Derartige Tenside spielen in der Textilverar-
beitung eine Rolle (sie verleihen den Texti-
lien einen weichen Griff und verringern die
elektrostatische Aufladung).



— Nichtionische Tenside
Diese Tenside werden als Waschmittel flir
stark Ol- und fetthaltige Substrate verwen-
det. Sie enthalten im hydrophilen Rest eine
Hydroxylgruppe ~OH und mehrere Ether-
sauerstoffatome.

7.6.8 Polymere

7.6.8.1 Allgemeines

Polymere kdnnen natiirliche oder aber syn-
thetisch hergestellte Makromolekiile sein.
Zu den Polymeren der Natur zdhlen bei-
spielsweise Cellulose, Stirke, Eiweil3kor-
per oder Kautschuk. Synthetische Poly-
mere nennt man in der Regel Kunststoffe.

Der detaillierte Aufbau eines Polymeren kann
sehr unterschiedlich ausfallen. Je nachdem,
wie die beiden Monometeinheiten eines Co-
polymeren miteinander verbunden sind, unter-
scheidet man:

alternierende X-Y-X-Y-X-¥-X-Y-X-Y-X
Polymere
statistische X-Y-X-X-X-Y-X-Y-Y-X-Y
Polymere
Blockpolymere X-X-X-Y-Y-Y-Y-X-X-X-X
Pfropfpolymere X-X-X-X-X-X-X-X-X-X-X
I | |
Y Y Y
| | |
Y Y Y

Die Anordnung der Substituenten (Konfigura-
tion) einer polymeren Kette charakterisiert
man durch die sog. Taktizitt.

Isotaktische und ataktische Polymere un-
terscheiden sich in physikalischen Eigen-
schaften.

Es erweicht beispielsweise ataktisches Poly-
styrol bereit bei 100°C, wihrend isotaktisches
bis ca. 230°C stabil bleibt.

Alle Aufbaureaktionen fiir Polymere nennt
man zusammenfassend Polymerisationen
wobei in Additionspolymerisationen und
Kondensationspolymerisationen unterteilt
wird.
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Bild Z-13. Isotaktische, syndiotaktische und atakti-
sche Polymere (H-Atome nicht gezeichner).

Die klassische Unterteilung in Polymerisation,
Polykondensation und Polyaddition entspricht
nicht mehr der heutigen IUPAC-Nomenkla-
tur. Zur pragnanten Charakterisierung eines
Kunststoffes wurden Kurzzeichen eingefiihrt,
die in der Norm DIN 7728 zusammengestellt
sind. Eine Vielzahl von Kurzbezeichnungen
beginnt mit dem Buchstaben P fiir ,,Poly* und
bezieht sich immer auf Homopolymerisate,
z.B.

PE Polyethylen PAN Poly(acrylnitril)

PA Polyamid PVC Poly(vinylchlorid)
PC Polycarbonat PVAC Poly(vinylacetat)
PB Polybuten-1

Z7.6.8.2 Lineare Polyester

Zu den bedeutendsten Kunststoffen dieser Art
gehort Poly(ethylenterephthalat) PETP, be-
kannt als Kunstfaser fiir Kleidungsstiicke
unter Bezeichnungen wie Diolen oder Trevira.
Er wird aber auch als Formmasse fiir Haus-
haltsgerite, firr Flaschen oder Folien verwen-
det. Die Ausgangssubstanzen sind:

~ Ethylenglykol HO-CH,—~CH,~OH

— Terephthalsiure (1,4-Benzoldicarbonséure)

HOOC—@OOOH

Durch Veresterung (H,0-Abspaltung nach bei-
den Seiten) erhilt man das lineare Polymere

{o—cn;cn;o—g-@—g{l»c ~CH,~CH,~0—
»
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7.6.8.3 Weitere technische
Kondensationspolymerisate

— Plastomere (auch Thermoplaste)

Das sind Kunststoffe, die bei hoherer Tem-
peratur plastisch und weich werden, wobei
man sie verformen kann. Man setzt sie als
Granulat ein und verarbeitet sie zu Folien (in
Kalandern) oder Formteilen (in SpritzguB-
maschinen). Bei Raumtemperatur sind Plas-
tomere wieder fest und elastisch. Den Ver-
formungsvorgang kann man o6fters wieder-
holen, da zwischen den Polymerketten keine
echten chemischen Atombindungen beste-
hen.

— Duromere (auch Duroplaste)
Diese Kunststoffe lassen sich nicht plastisch
verformen (durus = hart). Der Aufbau
gleicht einem starren Raumnetz mit chemi-
schen Bindungen zwischen den Polymerket-
ten. Diese harten und festen Kunststoffe
kann man durch Hitzeeinwirkung nur zer-
storen, aber nicht schmelzen.

— Elastomere

Diese dritte Gruppe kdnnte man verstindli-
cher auch als Gummiprodukte bezeichnen,
da es sich um gummiartig elastische Kunst-
stoffe handelt. Sie sind ebenfalls nicht plas-
tisch verformbar, weil auch hier eine gewis-
se Vernetzung der Kettenmolekiile vorliegt.
Der klassische Ausdruck fiir diese Art der
Vernetzung lautet Vulkanisation.

7..6.8.4 Polyethylen, Polypropylen

So wie Ethylen unter den organischen Indus-
trieprodukten die erste Stelle einnimmt,
kommt Polyethylen (PE) eine Vorrangstellung
unter den Kunststoffen zu. Die Bedeutung des
PE prégt sich auch in der Vielzahl der Namen
aus, die es in der Welt hat. Es steht mit mehr
als 2300 Namen an der Spitze aller Verbindun-
gen.

Im wesentlichen unterscheidet man zwei PE-
Produkte:

— LDPE (Low Density PolyEthylene)

— HDPE (High Density PolyEthylene)

HD bedeutet in diesem Falle nicht Hochdruck
sondern Hohe Dichte. Diese Polymerisation

lauft iiber Ziegler-Natta-Katalysatoren bei
Niederdruck (etwa 5000 hPa). Da die erhalte-
nen PE-Makromolekiile kaum Verzweigungen
aufweisen, ordnen sie sich besser zu mehr oder
weniger parallelen Paketen an als bei LDPE,
d.h. es liegt hohere Kristallinitét vor.

Z.6.8.5 Poly(vinylchlorid) PVC,
Poly(tetrafluorethylen) PTFE

Reines PVC ist ein sehr hartes, licht- und wiér-
meempfindliches Produkt, dessen Einsatz
gewisser stabilisierender Zusitze bedarf.
Wirmeeinwirkung fiihrt beispielsweise rasch
zur HCI-Abspaltung.

Kunststoffe wie PE oder PS sind (insbesonde-
re im Lebensmittelbereich) auch ohne Additi-
ve einsetzbar, wenn sie keinen auflergewGhn-
lichen Belastungen ausgesetzt sind (Licht,
Wirme, Erwartung langer Haltbarkeit). Bei
PVC dagegen sind es erst die Zusatzstoffe, die
aus diesem den gebrauchsfertigen Kunststoff
machen. Ganz allgemein werden Kunststoff-
additive wie folgt unterteilt:

— Wirmestabilisatoren (Zn-, Pb-, Ba- oder
Cd-Verbindungen)

— Lichtstabilisatoren

— Flammschutzmittel

— Weichmacher

— Fiillstoffe (Sand, Glasfasern, Gesteinsmehl)
und Pigmente (insbesondere Titanweif} TiO,
und Ruf).

Man unterscheidet in Hart-PVC (weichma-
cherfrei) und Weich-PVC (weichmacherhal-
tig).

Weichmacher sind spezielle organische
Verbindungen, deren Eindringen in das
Polymere zu einer Art Gelierung fiihrt; sie
wirken wie ein Gleitmittel zwischen den
Molekiilketten.

PVC ist nur eines der Produkte aus der Reihe
der halogenhaltigen Kunststoffe. Einige Poly-
olefine enthalten auch das Halogen Fluor.
Deren Geschichte begann in den 1930er Jah-
ren, als in der Firma Hoechst das Poly(chlor-
trifluorethylen) PCTFE und bei DuPont das
Poly(tetrafluorethylen) PTFE (Handelsna-



men: Hostaflon, Teflon) entwickelt wurden.
Spéter kamen Poly(vinylidenfluorid) PVDF
und einige Copolymerisate hinzu.

Diese Kunststoffe zeichnen sich durch beson-
dere Korrosions- und Temperaturbestindigkeit
aus und wurden zunéchst in Bereichen wie der
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Raumfahrt verwendet. Heute sind sie aus dem
chemischen Apparatebau (Behilter, Rohrlei-
tungen, Staubfilter) genau so wenig wegzu-
denken wie aus dem Warenangebot eines
jeden Kaufhauses (teflonbeschichtete Brat-
pfannen, Goretex-Anoraks).
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Symbol des Elements Ac Al

Element Actinium Aluminium
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 89 13

relative Atommasse (227,0) 26,982
Elektronenkonfiguration [Rn] 6d1 752 [Ne] 352 3p1
Wertigkeit(en) 3 3
Ionisierungsenergien in eV (I, I, III) 6,9-12,1 5,96-18,74-28,31
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 188 118(3+) 143 51(3+)
Elektronegativitit 1.1 1,61
Haufigkeit in der Erdkruste in % 6,1-e"14 7,57
Sédure-Base-Verhalten des Oxids - sauer/basisch
Struktur/Dichte kubisch kubisch

physikalische Eigenschaften

flichenzentriert 10,1

flachenzentriert 2,702

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 227 228 27/100

Schmelztemperatur in °C 1050 660,4

Siedetemperatur in °C 3200 2467

molare Schmelzwérme in kJ - mol~* 14 10

molare Verdampfungswiérme in kJ - mol ™! - 291

spezifische Warmekapazitit in J - K~ . g™! 0,12 0,9

Wairmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m™!- K ! - 273

linearer Ausdehnungskoeffizient in 107K ~* - 239

spezifischer elektrischer Widerstand in 1076 Q- cm - 2,655(0)

Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - 42,9 (0)

in 107*K~* (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitdt 10° - +16,5 RT

Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - 1,175

(p: unter Druck)

Symbol des Elements At Ba

Element Astat Barium

chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 85 56

relative Atommasse (210) 137,33

Elektronenkonfiguration [Xe] 4 f14 5 d10 [Xe] 6 52

652 6p5

Wertigkeit(en) 7,5 3,1 2

Ionisierungsenergien in eV (I, I1, I1I) - 5,2-10,0

Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 62(7+) 217 134(2+)

Elektronegativitit 2,2 0,89

Haufigkeit in der Erdkruste in % 3.e72* 0,026

Sdure-Base-Verhalten des Oxids - stark basisch

Struktur/Dichte - - kubisch
raumzentriert 3,51

physikalische Eigenschaften

Isotope/Héufigkeit der Isotope in % 215 218 219 132/0,1 134/2,4 135/6,6 136/7.8
137/11,3 138/71,7

Schmelztemperatur in °C 302 725

Siedetemperatur in °C 335 1640

molare Schmelzwirme in kJ -mol™* - 7,7

molare Verdampfungswérme in kJ - mol~* 33 151

spezifische Wirmekapazitit inJ - K-!-g™! 0,14 0,19

Wirmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m~*-K™! - -

linearer Ausdehnungskoeffizient in 1076 K ! - -

spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm - 36(0)

Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes = 61 (0)

in 107* K~* (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitdt 10~° - +20,6 RT

Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - pl...54

(p: unter Druck)




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

565

Am Sb Ar As

Americum Antimon Argon Arsen

95 51 18 33

(243,1) 121,75 39,948 74,9222

[Rn] 5f7 6d0 7s2 [Kr] 4d10 5s2 5p3 [Ne] 3s2 3 p6 [Ar] 3 d10 452 4 p3

6,5,4,3
6
182 107(3+) 92(4+)

>

hexagonal 11,7

53

8,5-18-24,7

14576 (3+) 62(5+)
2,05

0,000065

schwach sauver
rhomoedrisch 6,68

15,8-27,6-40,9
98

0,00036

kubisch
flichenzentriert 1,40(1)

53
10,5-20,1-28,0
125 58(3+) 46 (5+)
1
0,00055
schwach sauer
kubisch
raumzentriert 5,72/2,03

242 243 244 121/57,2 123/42.,8 36/0,3 38/0,1 40/99,2 75/100

994 630,7 -189,2 817

2607 1750 —185,7 613

10 19,8 1,2 28

216 83 6,5 -

0,14 0,21 0,52 0,33

- 22 0,02 -

- 10,8 - 5,6

- 39,0(0) - 33,3(20)

- 51(0) - -

+100 RT —99,0 (293) —19,6 RT —23,7 (293)

1 p36 - p031...05

Bk Be Bi Pb

Berkelium Beryllium Bismut Blei

97 4 83 82

(247,1) 9,0122 208,98 207,19

[Rn] 59 6 d0 7 s2 152 282 [Xe] 414 5d10 652 [Xe] 4f14 5d10 6s2 6p2
6 p3

4,3 2 53 4,2

- 9,32-18,2-154 8,0-16,6-25,42 7,38-14,96-31,9

9%6(3+) 112 35(2+) 155 96(3+) 74(5+) 175 120(2+) 84(4+)

1,3 1,57 02 "

- 0,0005 0,00002 0,0018

- sauer/basisch schwach sauver sauer/basisch

- - hexagonal 1,85 rhomboedrisch 9,8 kubisch

9/100

1280
2970
12

309

1,9

210

12
4,2(20)
250 (20)

—-9,0 RT
0,026

209/100

271,3
1560

1

179

0,12

9

13,3
106,8 (0)
46(0)

—280,1 RT
p4...8

flichenzentriert 11,4

204/1,5 206/23,6 207/22,6
208/52,3
327,5
1740
48

178
0,13

37

29,1
19,0(0)
42(0)

—23,0(289)
7.19




566 7. Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements B Br

Element Bor Brom
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 5 35

relative Atommasse 10,81 79,904
Elektronenkonfiguration 1s2 2s2 2pl fAr] 3d10 452 4 p5
Wertigkeit(en) 3 5,1
Ionisierungsenergien in eV (I, 11, III) 8,3-25,1-37.9 11.8-21,8-36
Atom- bzw. fonenradius in pm (Ladung des Ions) 79 23(3+) 114 195(1-)
Elektronegativitat 2,04 2,96
Haufigkeit in der Erdkruste in % 0,0014 0,0006

Sdure-Base-Verhalten des Oxids
Struktur/Dichte

physikalische Eigenschafien
Isotope/Héaufigkeit der Isotope in %

schwach sauer
rhomboedrisch 2,34

10/19,6 11/80,4

stark sauer
orthorhombisch 3,12

79/50,5 81/49,5

Schmelztemperatur in *C 2080 -72
Siedetemperatur in °C 2550 58,78

molare Schmelzwirme in kJ -mol ™! 22 5.3

molare Verdampfungswéirme in kJ - mol~? 510 15

spezifische Wiarmekapazitdt in J - K~ 1. g~! 1,03 0,45
Wirmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m~*. K™! 29 -

linearer Ausdehnungskoeffizient in 10 ¢ K ! 8,3 -

spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm 1,8-e12(27) -
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - -

in107* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10~° -6,7RT —56.,4
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Ce Ci

Element Cer Chlor
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 58 17

relative Atommasse 140,12 35,453
Elektronenkonfiguration [Xe] 45 5d0 632 [Ne}3s2 3p5
Wertigkeit(en) 4,3 7,5,3,1
Ionisierungsenergien in eV (I, 11, 1II) 5,6-12,3-20 13,0-23,8-39,9
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des lons) 183 107(3+) 94(4+) 99 181 (1-)
Elektronegativitat 1,12 3,16
Hiufigkeit in der Erdkruste in % 0,0043 0,19
Séure-Base-Verhalten des Oxids schwach basisch stark sauer
Struktur/Dichte kubisch orthorhombisch 1,56 (1)

physikalische Eigenschaften
Isotope/Héaufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwirme in kJ-mol !

molare Verdampfungswéirme in kJ - mol~*
spezifische Warmekapazitdt in J - K~'. g™!
Wirmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m~*- K ™!
linearer Ausdehnungskoeffizient in 1076 K1
spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 107* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10-°
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

flichenzentriert 6,75

136/0,2 138/0,2
140/88,5 142/11,1
798

3426

9

314

0,18

11

8,5

78 (20)

87 (20)

£2450 (293)
p13...19

35/75,5 37/24,5

—101
-34,6
32
10,2
0,49
0,0072

~40,5(1)




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 567

Cd Ca Cf Cs

Cadmium Calcium Californiom Cisiom

48 20 98 55

112,41 40,08 (251,1) 132,91

[Kr] 4 d10 52 [Ar] 4 s2 [Rn] 5 f10 6 dO 7 s2 [Xe] 6 s1

2 2 3 1

8,96-16,8-38,0 6,1-11,9-50,9 - 3,9-25,1

149 97(2+) 197 99 (2+) 95(3+) 265 167(1+)

1,69 1 1,3 0,79

0,00003 3,39 - 0,00065

schwach basisch stark basisch - stark basisch

hexagonal 8,65 kubisch - - kubisch
flichenzentriert 1,55 raumzentriert 1,87

110/12,4 111/12,7 40/97,0 42/0,6 43/0,1 - 133/100

112/24,1 113/12,3 44/2,1 46/0,003 48/0,2

114/28,8 116/7,6

320,9 839 - 28,4

765 1484 - 669,3

6.4 8 - 2,1

100 151 - 66

0,23 0,66 - 0,22

100 130 - -

29,8 25,2 - 97

6,83(0) 3,91 (0) - 20(20)

43(0) 42(0) - 50(20)

-19,8 RT +40,0 RT - +29,0 RT

0,52 - - pt.5

Cr Co Cm Dy

Chrom Cobalt Curium Dysprosium

24 27 96 66

51,996 58,933 247,1) 162,5

[Ar] 3d5 41 [Ar] 3d7 42 [Rn] 57 6d1 7s2 [Xe] 4 £10 5d0 62

6,3,2 3,2 3 3

6,74-16,6-31 7,81-17,3~133,5 - 6,8-11,6

125 63(3+) 52(6+) 125 72(2+) 63(3+) 98(3+) 175 92(3+)

1,66 1,88 1,3 1,22

0,019 0,0037 - 0,00042

stark sauer sauer/basisch - schwach basisch

kubisch hexagonal 8,90 - 13,51 hexagonal 8,54

raumzentriert 7,2

50/4,3 52/83,8 53/9,5 59/100 - 158/0,1 160/2,3 161/18,9

54/2.4 162/25,5 163/25,0 164/28,2

1857 1495 1340 1409

2672 2870 - 2562

15 15,5 - 17

347 381 - 251

0,46 0,42 - 0,17

87 96 - 10

6,6 12,36 - 8,6

12,7(0) 5,6(0) - 57(25)

21,4(0) 65,8(0) - 11,9 (25)

+180 (293)

ferro 1404

ferro 85




568 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements Es Fe

Element Einsteinium Eisen
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 99 26

relative Atommasse (254,1) 55,847
Elektronenkonfiguration [Rn] 51t 6d0 7s2 [Ar] 3d6 42
Wertigkeit(en) - 3,2

Ionisierungsenergien in eV (1, 11, III)
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions)

7,83-16,16-30,6
124 74(2+) 64(3+)

Elektronegativitit 1,3 1,83

Hiufigkeit in der Erdkruste in % - 4,7

Séure-Base-Verhalten des Oxids - sauer/basisch

Struktur/Dichte . kubisch
raumzentriert 7,86

physikalische Eigenschaften

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % . 54/5,8 56/91,7 57/2,2 58/0,3

Schmelztemperatur in °C - 1535

Siedetemperatur in °C - 2750

molare Schmelzwérme in kJ - mol ™! - 14

molare Verdampfungswirme in kJ - mol ™! - 351

spezifische Wirmekapazitdt in J - K~1 - g™! - 0,45

Wirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m~!- K ! - 78

linearer Ausdehnungskoeffizient in 10" K ! - 11,7

spezifischer elektrischer Widerstand in 107°Q.cm - 8,9(0)

Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - 65(0)

in 107* K71 (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitdt 10~¢ - ferro 1043

Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Fr Gd

Element Francium Gadolinium

chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 87 64

relative Atommasse (223,0) 157,25

Elektronenkonfiguration [Rn} 7 s1 [Xe]4£7 5d1 6s2

Wertigkeit(en) 1 3

Ionisierungsenergien in eV (I, II, III) - 6,16-12

Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des lons) 180(1+) 179 973 +)

Elektronegativitét 0,7 1,2

Haufigkeit in der Erdkruste in % 1,3.¢°21 0,00059

Sédure-Base-Verhalten des Oxids stark basisch schwach basisch

Struktur/Dichte kubisch hexagonal 7,90

raumzentriert

physikalische Eigenschaften

Isotope/Héufigkeit der Isotope in % 223 154/2,1 155/14,7 156/20,5
157/15,7 158/24,9
160/21,9

Schmelztemperatur in °C 27 1313

Siedetemperatur in °C 677) 3266

molare Schmelzwirme in kJ-mol~! 2 15,5

molare Verdampfungswirme in kJ - mol ™! 64 312

spezifische Warmekapazititin J . K% - g~* 0,14 0,23

Wiirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m~* - K~* - 9

linearer Ausdehnungskoeffizient in 10-¢ K ! - 6,4

spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm . 134,0 (25)

Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - 17,6 (25)

in 10~* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10~ -

Supraleiter-Ubergangstemperatur in K
(p: unter Druck)

ferro 289




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 569
Er Eu Fm F
Erbium Europium Fermium Fluor
68 63 100 9
167,26 151,96 257,1) 18,998
[Xe] 4 f12 5d0 652 [Xe] 47 5d0 652 [Rn] 512 6d0 7 s2 1s2 252 2p5
3 X - 1
6,08-11,93 5,67-11,25 - 17,4-35,0-62,6
173 89(3+) 199 117(2+) 98(3+) - 71 136(1-)
1,24 1,2 1,3 3,98
0,00023 0,0000099 - 0,027
schwach basisch schwach basisch - -
hexagonal 9,07 kubisch - - kubisch 1,51 (1)
raumzentriert 5,24
162/0,1 164/1,6 151/47,8 153/52,2 - 19/100
166/33,4 167/22,9
168/17,1 170/14,9
1529 822 - —220
2863 1597 - —188,1
17 10,5 - 0,25
278s 176 - 33
0,17 0,17 - 0,83
10 - - -
9,2 - - -
107(25) 90(25) - -
20,1(25) - - -
ferro ~20 +34000 (293) - -
Ga Ge Au Hf
Gallium Germanium Gold Hafnium
31 32 79 72
69,72 72,59 196,97 178,49
[Ar] 3 d10 4 52 4 p1 [Ar] 3 d10 452 4 p2 [Xe} 4 £14 5d10 61 [Xe} 4 f14 5d2 6s2
3 4 N 4
6-20,5-30,7 8,09-15,86-34,07 9,18-19,95 7-14,9-23,2
122 62(3+) 121 73(2+) 53(4+) 144 137(1+) 68(3+) 156 78(4+)
1,81 2,01 2,54 1,3
0,0014 0,00056 0,0000005 0,00042
sauer/basisch sauer/basisch sauer/basisch sauer/basisch
Diamant 5,32 kubisch hexagonal 13,1

orthorhombisch 5,91

69/60,4 71/39.6

29,78
2403

56

270

0,37

40

18

17,4 (20)

—21,6 (290)
9

B

70/20,5 72/27,4 73/7.8
74/36,5 76/7,8

9374
2830
32
328
0,31
61

5,75
45.¢5(25)

—76,84 (293)
p 54

flichenzentriert 18,88

197/100

1064
3080
12,8
343
0,13
310
14,2
2,04(0)
40(0)

—28,0 (296)

174/0.2 176/52 177/18,5

178/27,1 179/13,8 180/35,2

227
4602

2

571

0,14

2

6,6

30,6 (20)
41,9 (20)

+75,0 (298)

i




570 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements Ha He
Element Hahnium Helium
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 105 2

relative Atommasse (262) 4,0026
Elektronenkonfiguration [Rn] 514 6d37s2 182
Wertigkeit(en) - -
Ionisierungsenergien in eV (I, 1I, IIf) - 24,6-54.,4
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des lons) - 93
Elektronegativitit - -
Héufigkeit in der Erdkruste in % = 0,00000042

Séure-Base-Verhalten des Oxids
Struktur/Dichte

physikalische Eigenschaften

hexagonal 0,15 (1)

Isotope/Hdufigkeit der Isotope in % - 3 4/100

Schmelztemperatur in °C - -272,2

Siedetemperatur in °C - —268,9

molare Schmelzwérme in kJ-mol~* - 0,02

molare Verdampfungswérme in kJ - mol ! - 0,08

spezifische Wirmekapazitit in J - K~1. g~! - 5,21

Wirmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m~'- K ! - 0,15

linearer Ausdehnungskoeffizient in 107¢ K ! - -

spezifischer elektrischer Widerstand in 107 Q-cm - -

Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - -

in 107* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitdt 10-° - —1,88 RT

Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements K C

Element Kalium Kohlenstoff

chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 19 6

relative Atommasse 39,098 12,011

Elektronenkonfiguration [Ar} 4 s1 182 282 2p2

Wertigkeit(en) 1 4,2

ITonisierungsenergien in eV (1, 11, 111) 4,3-31,8-46,0 11,26~24,4-47,9

Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des lons) 227 133(1+) 71 16(4+)

Elektronegativitit 0,82 2,55

Haufigkeit in der Erdkruste in % 2.4 0,087

Sdure-Base-Verhalten des Oxids stark basisch schwach sauer

Struktur/Dichte kubisch hexagonal/Diamant
raumzentriert 0,86 2,26/3,51

physikalische Eigenschaften
Isotope/Héaufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwédrme in kJ-mol ™!

molare Verdampfungswéarme in kJ - mol~*
spezifische Warmekapazitatin J - K~* - g™!
Wirmeleitfihigkeit bei 20°C in W-m~1. K !
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10-° K !
spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 107* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10-¢
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

35/93,1 40/0,01 41/6,9

63,25
760

12/98,9 13/1,1 14

3550
4827

0,719
45G
0,6-4,3
1375 (0)

—6,09 RT




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

57

Ho In I Ir

Holmium Indium Tod Iridium

67 49 53 i

164,93 114,82 126,9 192,22

[Xel 411 5d0 652 [Kr] 4d10 5s2 5pl [Kr]4d10 552 5p5 [Xel 4 f14 5d7 652

3 3 7,51 6,4,3,2

6,02-11,80 5,76-18,79-27,9 10,45-19,13-33 9,1

174 91 (3+) 163 81 (3+) 133 216(1-) 136 68(4+)

1,23 1,78 2,66 22

0,00011 0,00001 0,000006 0,0000001

schwach basisch sauer/basisch stark sauer schwach basisch

hexagonal 8,80 tetragonal 7,31 orthorhombisch 4,94 kubisch

flichenzentriert

165/100 113/4,3 115/95,7 127/100 191/37,3 193/62,7

1470 156,6 113,5 2410

2695 2080 184,4 4130

17 33 79 28

251 232 21 611

0,16 0,24 0,43 0,13

- 86 0,4 147

9,5 30 83 6,5

94 (25) 8,4(0) 1,03 - €15(20) 5.3 (0)

17,1(25) 49 (0) - 39 (0)

ferro =20 —64,0 RT —88,7RT +25,6 (298)

- 34 - N

Kr Cu Ku/Rf La

Krypton Kupfer Kurchatovium/ Lanthan
Rutherfordium

36 29 104 57

83,8 63,546 (261) 138,91

[Ar] 3 d10 452 4 p6 [Ar] 3 d10 4 s1 [Rn] 5f14 6d2 7s2 [Xe] 5d1 652

- 2,1 - 3

14-24,4-37 7,68-20,34-29,5 - 5,61-1,43-19,2

112 128 96(1+) 72(2+) - 187 114(3+)

- 1,9 - 1,1

1,9-¢7% 0,01 - 0,0017

- schwach/basisch - stark basisch

kubisch flichen- kubisch - - hexagonal 6,75

zentriert 2,16 (1)

78/0,3 80/2,3 82/11,6
83/11,5 84/56,9
86/17,4

—156,6

-1523

1,6

9

0,25

0,0093

—28,8

flichenzentriert 8,96

63/69,1 65/30,9

1083
2567
13

305
0,39
390
16,6
1,56(0)
43(0)

—5,46 (296)

138/0,1 139/99.9

920
3454

21,8 (25)

+118,0 RT
494 6,068




572 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements Lr Li

Element Lawrencium Lithum
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 103 3

relative Atommasse (260) 6,941
Elektronenkonfiguration [Rn] 5f14 6d1 72 182 251
Wertigkeit{en) - 1
Tonisierungsenergien in eV (I, II, III) - 5,39-75,6—-122
Atom- bzw. Tonenradius in pm (Ladung des Ions) - 152 68(+1)
Elektronegativitit N 0,98
Haufigkeit in der Erdkruste in % = 0,006
Séure-Base-Verhalten des Oxids = stark basisch
Struktur/Dichte - - kubisch

physikalische Eigenschaften
Isotope/Haufigkeit der Isotope in %

raumzentriert 0,53

6/7,4 7/92,6

Schmelztemperatur in °C - 180,5
Siedetemperatur in °C - 1342
molare Schmelzwérme in kJ-mol~! - 2,9

molare Verdampfungswirme in kJ - mol~! - 148
spezifische Warmekapazitit in J - K~!-g™! - 3,4
Wirmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m~'- K ! - 70

linearer Ausdehnungskoeffizient in 1076 K~* - 56
spezifischer elektrischer Widerstand in 107¢ Q- cm - 8,55 (0)
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - 47,5 (0)

in 10"* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 107° - +14,2 RT
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Mo Na

Element Molybdin Natrium
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 42 11

relative Atommasse 95,94 22,99
Elektronenkonfiguration [Kr] 4 d5 5 st [Ne] 3 s1
Wertigkeit(en) 6,5,4,3,2 1
Tonisierungsenergien in eV (I, II, II) 7,35-16,2-27,1 5,1-47,3-71,6
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 136 70(4+) 62(6+) 186 97(1+)
Elektronegativitit 2,16 0,93
Haufigkeit in der Erdkruste in % 0,0014 2,64
Sédure-Base-Verhalten des Oxids stark sauer stark basisch
Struktur/Dichte kubisch kubisch

physikalische Eigenschaften
Isotope/Héaufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwirme in kJ-mol~*

molare Verdampfungswérme in kJ - mol~!
spezifische Warmekapazitat in J - K='-g~!
Wirmeleitfihigkeit bei 20°C in W-m~!-K~!
linearer Ausdehnungskoeffizient in 107¢K !
spezifischer elektrischer Widerstand in 107°Q-cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in107* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10-°
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

raumzentriert 10,2

92/15,9 95/15,7 96/16,5
97/9.5 98/23,8 100/9,6

2610
5560
28

590
0,25
141
5,44
5,2(0)
43,5(0)

+89,0 (298)
0,92

raumzentriert 0,97

23/100

97,81
882,9
2,6

99
1,23
135

71

42 (0)
55 (0)

+16,0 RT




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 573
Lu Mg Mn Md
Lutetium Magnesium Mangan Mendelevium
" 12 25 101
174,97 24,305 54,938 (258)
[Xel4 14 5d1 652 [Ne] 3 s2 [Ar]3d5 4552 [Rn) 5 13 6 dO 7 s2
3 2 7,6,4,3,2 -
5,43-14,7 7,61-14,96-79,72 7,41-15,70-33,7 -
172 853 +) 160 66(2+) 137 80(2+) 46(7+) -
1,27 , ,55 1,3
0,00007 1,94 0,085 -
schwach basisch stark basisch stark sauer -
hexagonal 9,84 hexagonal 1,74 kubisch -
raumzentriert 7,43
175/97,4 176/2,6 24/78,7 25/10,1 26/11,2 55/100 -
1663 648.,8 1244 -
3395 1090 1962 -
19 9 15 -
247 128 220 -
0,15 1,03 0,48 -
- 160 7,8 -
12,5 25,8 22 -
68(25) 3,9(0) 1440.(20) -
24,0 (25) 42,5(0) 4 (20) -
>0 RT +13,1 RT +5290 (293) -
01...07 - - -
Nd Ne Np Ni
Neodym Neon Neptunium Nickel
60 10 93 28
144,24 20,179 (237,0) 58,7
[Xe]4£4 5d0 652 152252 2pb [Rn]5f4 6d1 752 [Ar] 3d8 452
3 - 6,543 3,2
5,51-10,7 21,6-41,0-64,0 - 7,61-18,2-35,2
181 104(3+) " 130 110(3+) 95(4+) 125 69(2+)
1,14 - 1,36 1,91
0,0022 0,0000005 4.¢717 0,015
schwach basisch - sauer/basisch schwach basisch
hexagonal 7,00 kubisch orthorhombisch 20,4 kubisch

1420271 143/12,2
144/239 145/8,3
146/17.2 148/5.7
1021

3068

11

284

0,19

13

6,7

64(25)

16,4 (25)

+5628 (288)

flichenzentriert 1,20 (1)

20/90,9 21/0,3 22/8.8

2487
~246
0,33
18

1,03
0,049

—6,74 RT

236 237 238 239

640
3902
393

flichenzentriert 8,90

S8/67,9 60/26,2 61/1,2
62/3,6 64/1,1

1453
2732
18

372
0,44
89

133
6,84(0)
68 (0)

ferro 631




574 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements Nb No
Element Niob Nobeliom
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 41 102
relative Atommasse 92,906 (259)
Elektronenkonfiguration [Kr] 4 d4 5 s1 [Rn] 5f14 6 d0 752
Wertigkeit(en) 53 -
Tonisierungsenergien in eV (I, 11, HI) 6,88-14,3-25.0 -

Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 143 69 (5+) 110 2+)
Elektronegativitit 1,6 1.3
Haufigkeit in der Erdkruste in % 0,0019 -
Séure-Base-Verhalten des Oxids schwach sauer -
Struktur/Dichte kubisch - -

physikalische Eigenschaften
Isotope/Hédufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwérme in kJ-mol ~*

molare Verdampfungswirme in kJ - mol !
spezifische Warmekapazitdt in J - K~ - g~!
Wiirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m~!. K !
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10-¢ K !
spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 107*K~* (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitat 10~°

raumzentriert 8,55

93/100

2468
4742
27

695
0,27
52

7.1
13,9(0)
39,5(0)

+195,0 (298)

Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 9,25 -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Pu Po

Element Plutonium Polonium
chemische Eigenschaften

Ordnungszah! 94 84

relative Atommasse (244,1) (209)
Elektronenkonfiguration [Rn] 56 6d0 7s2 [Xe] 4£14 5d10 652 6 p4
Wertigkeit(en) 6,5 4,3 4,2
Ionisierungsenergien n eV (I, II, III) 58 8,42

Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 151 108(3+) 93(4+) 167 67(6+)
Elektronegativitat , 2

Haufigkeit in der Erdkruste in % 2.e"t? 2,1-e" 4
Sdure-Base-Verhalten des Oxids sauer/basisch sauer/basisch

Struktur/Dichte

physikalische Eigenschaften
Isotope/Héufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwirme in kJ-mol~*

molare Verdampfungswéirme in kJ - mol~!
spezifische Warmekapazitit inJ - K ' -g™!
Wirmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m~!-K !
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10-¢K~'
spezifischer elektrischer Widerstand in 107°Q-cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 107*K~* (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10-¢
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

monoklin 19,8

236 238 239 240 242
244
641
3232

9
54
160(0)
—29(0)

+610 RT

monoklin 9,4

210 211 212 214 215
216

254

962

13

101

0,13




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 575
Os Pd P Pt
Osmium Palladium Phosphor Platin
76 46 15 78
190,2 106,4 30,974 195,09
[Xe] 4 f14 5d6 6s2 [Kr] 4 d10 50 [Ne]3s2 3p3 [Xe] 4 f14 5d9 651
8,6,4,3,2 4,2 54,3 4,2
8,7 8,3-19,8-32,9 11,0-19,7-30,1 8,88-18,6
134 69 (4+) 138 80 (2+) 110 44(3+) 35(5+) 139 80(2+)
2,2 2,2 ,19 2,28
0,000001 0,000001 0,09 0,0000005
schwach sauer schwach basisch schwach sauer schwach basisch
hexagonal 22,6 kubisch kubisch 1,82 w/2,35r kubisch

flachenzentriert 12,0

flichenzentriert 21,4

186/1,6 187/1,6 102/1,0 104/11,0 31/100 190/0,01 192/0,8 194/32,9
188/13,3 189/16,1 105/22,2 106/27,3 195/33,8 196/25,3 198/7,2
190/26.4 192/41.0 108/26,7 110/11,8

3050 1554 41w 1772

5000 2970 280w 3827

29 18 0,6 20

678 377 13 510

0,13 0,23 0,77w 0,13

87 75 - 73

6,6 11,67 124 8,9

9,5(20) 10,0(0) 1-e"7 w(l1) 9,81(0)

42 (20) 38 (0) - 39,2(0)

+99 RT +567,4 (288) -20,0r +201,9 (290)

0,65 - PS8 -

Pr Pm Pa Hg

Praseodym Promethium Protactinium Quecksilber

59 61 91 80

140,91 146,9 231,04 200,59

[Xe] 4£3 5d0 652 [Xe]4 5 5d0 652 [Rn)5f2 6d1 7s2 [Xe] 4 14 5d10 652
4,3 3 5,4 2,1

5,46-10,55-20,2 5,55-10,90 - 10,44-18,76-34,2
132106(3+) 92(4+) | 106(3+) 161 113(3+) 98 (4+) 150 110(1+) 96(2+)
1,13 1,2 1,5 2

0,00052 1-e719 9,0.e" 1! 0,00004

schwach basisch
hexagonal 6,77

141/100

931
3512

10

333

0,19

12

48
63(25)
17,1 25)

+5010 (293)

schwach basisch
hexagonal 7,2

144 145 146 147

1170
2460
13
293
0,19

schwach basisch
orthorhombisch 15,4

231 234
<1600
15

460
0,12

schwach sauver
rhomboedrisch 13,53

198/10,0 199/16,8 200/23,1
201/13,2 202/29.8 204/6,9
—38,87

356,6

23

59

0,14

8,4

98,4(50)

—33,4 (293)
4,15 3,95




576 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements Ra Rn
Element Radium Radon
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 88 86
relative Atommasse (226,0) (222,0)
Elektronenkonfiguration [Rn] 7 s2 [Xe] 4 f14 5d10 652 6 p6
Wertigkeit(en) 2 -
Ionisierungsenergien in eV (I, II, III) 5,28-10,15 10,75
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 143(2+) -
Elektronegativitit 0,9 -
Hiufigkeit in der Erdkruste in % 9,5-e711 6,2-e71¢
Siure-Base-Verhalten des Oxids stark basisch -
Struktur/Dichte kubisch kubisch

physikalische Eigenschaften
Isotope/Héaufigkeit der Isotope in %

raumzentriert 5

223 224 226 228

flachenzentriert 4,4 (1)

218 219 220 222

Schmelztemperatur in °C 700 -71
Siedetemperatur in °C 1140 —61,8
molare Schmelzwérme in kJ-mol~?* 10 2,9

molare Verdampfungswérme in kJ - mol™* 115 16
spezifische Warmekapazitdt in J - K1 . g™* 0,12 0,09
Wiirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m~'. K~! - -

linearer Ausdehnungskoeffizient in 10-¢ K ~* - -
spezifischer elektrischer Widerstand in 107 Q-cm - -
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - -

in 10~* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 107° - -
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - =

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Sm (0]

Element Samarium Sauerstoff
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 62 8

relative Atommasse 150,35 15,999
Elektronenkonfiguration [Xe] 4 f6 Sd0 652 152 2s2 2p4
Wertigkeit(en) A 2
Ionisierungsenergien in eV (I, II, III) 5,6-11,2 13,6-35,2-54,9
Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des Ions) 179 1003 +) 63 140 2-)
Elektronegativitit 1,17 3,44
Haufigkeit in der Erdkruste in % 0,0006 49,4

Séure-Base-Verhalten des Oxids
Struktur/Dichte

physikalische Eigenschaften
Isotope/Haufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwirme in kJ -mol !

molare Verdampfungswéirme in kJ - mol~!
spezifische Warmekapazitdt in J . K"!. g™t
Wirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m~*-K™!
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10~ K ~*
spezifischer elektrischer Widerstand in 107¢ Q-cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 107* K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitdt 106
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

schwach basisch
rhomboedrisch 7,52

147/15,0 148/11,3
149/13.8 150/7,4
152/26,7 154/22,7
1077

1791

8.9

165

0.2

92 (25)
14,8 (25)

+1860 (291)

kubisch 1,15 (1)

16/99,8 17/0,04 18/0,2

-218,4
—183
0,22
3,4
0,92
0,026

+3449 (293)




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 577

Re Rh Rb Ru

Rhenium Rhodium Rubidium Ruthenium

75 45 37 44

186,21 102,91 85,468 101,07

[Xe] 4 f14 5d5 652 [Kr] 4 d8 5 s1 [Kr} 5 si [Kr] 4d7 5st
7,6,4,2,1 4,3,2 1 8,6,4,3,2
7,87-16,6 7,7-18,1-31,1 4,2-27,3-40 7,36-16,8-28,5
137 72(4+) 56 (7+) 134 68(3+) 248 147(1+) 133 67(4+)
1,9 2,28 0,82 2,2

0,0000001 0,0000001 0,0029 0,000002
schwach sauer sauer/basisch stark basisch schwach sauer
hexagonal 21,0 kubisch kubisch hexagonal 12,4

flichenzentriert 12,4

raumzentriert 1,53

185/37,1 187/62,9 103/100 85/72,2 87/27.8 96/5.5 99/12,7 100/12,6
101/17,1 102/31,6 104/18,6

3180 1966 38,89 2310

5627 3700 686 3900

33,5 22 2,2 25

707 494 76 619

0,15 0,24 0,34 0,25

48 150 60 117

6,6 85 90 9,6

18,6(0) 4,3(0) 12,5(20) 7,3(0)

31(0) 44(0) 53(20) 42(20)

+67,6 (293) +111,0 (298) +17,0 (303) +43,2 (298)

1,698 - - 0,49

Sc S Se Ag

Scandium Schwefel Selen Silber

21 16 34 47

44,956 32,06 78,96 107,87

[Ar]3dt 452 [Ne]3s2 3 p4 [Ar] 3 d10 452 4 p4 [Kr] 4 d10 51

3 6,4,2 6,4,2 1

6,54-12,8-24.8 10,4-23,4-35,0 9,70-21,3-33,9 7,544-21,4-35,9

161 81(3+) 102 184(2-) 12(6+) 116 198(2—) 42(6+) 144 126 (1+)

1,36 " 2,55 1,93

0,00051 0,048 0,00008 0,00001

schwach basisch stark sauer stark sauer sauer/basisch

hexagonal 3,0 orthorhombisch/ hexagonal [Se8] 4,80 g/ kubisch

45/100

1541
2832

66 (25)
28,2 (25)

+315 (292)

monoklin 2,07 /1,96 m

32/95,0 33/0,8 34/4,2
36/0,02

113r
4447
1,2
9,6
0,7r
0,28¢

2-¢%% (20)

—15,5r RT

4,501

7409 76/9,0 77/7.6
78/23,5 80/49,8 82/9,2

217
685
52
21
0,329
02g
37
12(0)

—250RT
p6.9

flichenzentriert 10,5

107/51,4 109/48,6

961,9
2212
11

258
0,23
418
19,68
1,51(0)
4 (0)

—19,5 (296)




578 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements Si N

Element Silicium Stickstoff
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 14 7

relative Atommasse 28,086 14,007
Elektronenkonfiguration [Ne]3s2 3p2 152 252 2p3
Wertigkeit(en) 4 5,4,3,2
Tonisierungsenergien in eV (I, II, IHI) 8,15-16,3-33,5 14,5-29,6-47,4
Atom- bzw. Tonenradius in pm (Ladung des lons) 118 42 (4+) 73171 (3-) 13 (5+)
Elektronegativitat 1,9 3,04

Hiufigkeit in der Erdkruste in % 25,8 0,03
Saure-Base-Verhalten des Oxids sauer/basisch stark sauer

Struktor/Dichte

physikalische Eigenschaften
Isotope/Haufigkeit der Isotope in %

Diamant 2,33

28/92,2 29/4,7 30/3,1

hexagonal 0,81 (1)

14/99,6 15/0,4

Schmelztemperatur in °C 1410 —209,9
Siedetemperatur in °C 2355 —195,8
molare Schmelzwérme in kJ -mol ™! 46 0,36
molare Verdampfungswirme in kJ - mol ! 383 28
spezifische Warmekapazitit in J - K~! . g~! 0,71 1,04
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W-m™!- K ! 153 0,026
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10-¢ K ! 7,6 -
spezifischer elektrischer Widerstand in 10¢ Q- cm 32-¢'°(20) -
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes - -

in 107+ K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10-¢ -39 RT —12,0 RT
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K p67...71 -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Tb Tl
Element Terbium Thallium
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 65 81
relative Atommasse 158, 93 204,38

Elektronenkonfiguration

Wertigkeit(en)

Ionisierungsenergien in eV (I, I, III)

Atom- bzw. Ionenradius in pm (Ladung des lons)
Elektronegativitit

Haufigkeit in der Erdkruste in %
Saure-Base-Verhalten des Oxids

Struktur/Dichte

physikalische Eigenschaften
Isotope/Hdufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwirme in kJ-mol~*

molare Verdampfungswirme in kJ - mol ™!
spezifische Warmekapazititin J - K ' . g™!
Wirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m~'-K ™!
linearer Ausdehnungskoeffizient in 107°¢ K !
spezifischer elektrischer Widerstand in 1076 Q- cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 10~*K~* (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10-¢
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

[Xe] 4 £9 5d0 6s2
4,3

5,98-11,52

176 93(3+)

1,2

0,000085

schwach basisch
hexagonal 8,23

159/100

1360
3123
16
293
0,18

]
116 (25)

ferro 219

[Xe] 4£14 5d10 652 6p1

3,1

6,11-20,4-29,8

170 147(1+) 95(3+)
2,04

0,00003
schwach basisch
hexagonal 11,85

203/29,5 205/70,5

303,5
1457

43

166

0,13

49

29,4
16,6 (20)
52 (20)

—-50,9 RT
2,39




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 579

St Ta Tc Te

Strontium Tantal Technetium Tellur

38 73 43 52

87,62 180,95 98,91 127,6

[Kr] 552 [Xe] 4 f14 5d3 652 [Kr}4d5 5s2 [Kr] 4 d10 552 5 p4
2 5 7 6,4,2
5,7-11,0-43,6 7,88-16,2 7,3-15,3-29,5 8,96-18,6-30,5

215 112 (2+) 143 68(5+) 135 143 221 (2-) 56(6+)
0,95 1,5 1,9 2,1

0,014 0,0008 - 0,000001

stark basisch schwach sauver stark sauer schwach sauer
kubisch kubisch hexagonai 11,5 hexagonal 6,24

flichenzentriert 2,54

raumzentriert 16,6

84/0,6 86/9,9 87/7,0 180/0,01 181/99,99 97 98 99 122/2,4 124/4,6 125/7,0
88/82,5 127/18,7 128/31,8 130/34,5
769 2996 2172 449,5

1384 5425 4877 990

9 28 23 18

139 753 577 52

0,29 0,15 0,25 0,2

- 58 - 4,8

- 6,6 - 17,2

23 (20) 12,6 (0) - 4,36-e5 (23)

50 (20) 35(0) - -

+92,0 RT +154 (298) +270,0 (298) —39,5RT

- 4,48 7.8 p24...51

Th Tm Ti U

Thorium Thulium Titan Uran

90 69 22 92

232,04 168,93 479 238,03

[Rn] 5 f0 6d2 7s2 [Xe]4 13 5d0 652 [Ar]3d2 452 [Rnj5f3 6d1 752

4 3 4,3 6,54,3

6,95-11,5-20,0
180102 (4+)

1,3

0,0011

schwach basisch
kubisch
flichenzentriert 11,7

232/100

1750
~4790

+132,0 (293)
7

s

5,81-12,05-23,71
172 87(3+)

1,25

0,000019
schwach basisch
hexagonal 9,33

169/100

1545
1947
18
213
0,16

11,6
90 (25)
20 (25)

+25500 (291)

6.81-13,6-27,6

145 94(2+) 68(4+)
54

0,41

sauer/basisch

hexagonal 4,54

46/1,9 47/7,3 48/74,0
49/5,5 50/5.3
1660

3287

15,5

429

0,53

23

8,4

50(0)

38 (0)

+153 (293)

6,08
139 97(4+) 80(6+)
1,38

0,00032
sauer/basisch
orthorhombisch 18,95

234/0,01 235/0,7 238/99,3

1132
3818
13

417
0,12
28

153
294 (0)
34 (0)

+4094 (298)
p04...24




580 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

Symbol des Elements v H

Element Vanadium Wasserstoff
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 23 1

relative Atommasse 50,942 1,008
Elektronenkonfiguration [Ar] 3d3 4552 1s1
Wertigkeit(en) 54,32 1
Ionisierungsenergien in eV (I, II, 11I) 6,71-14,6-29.3 13,6

Atom- bzw. Tonenradius in pm (Ladung des Ions) 131 88(2+) 59(5+) 37 208(1-)
Elektronegativitit 1,63 2,2
Haiufigkeit in der Erdkruste in % 0,014 0,88
Siure-Base-Verhalten des Oxids sauer/basisch sauer/basisch
Struktur/Dichte kubisch hexagonal 0,07 (1)

physikalische Eigenschaften
Isotope/Hdufigkeit der Isotope in %

raumzentriert 6,12

50/0,2 51/99.8

1/99,98 2/0,02

Schmelztemperatur in °C 1890 —259,1
Siedetemperatur in °C 3380 —252,9
molare Schmelzwérme in kJ-mol~* 18 0,06
molare Verdampfungswirme in kJ - mol ! 459 0,45
spezifische Wiarmekapazitatin J - K~! - g~! 0,48 14,3
Wirmeleitfahigkeit bei 20°Cin W-m™ . K™! 30 0,18
linearer Ausdehnungskoeffizient in 107 ¢ K ! 18,2(0) -
spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q- cm 39 (0) -
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes +255 (298) -

in 107+ K~ (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10~¢ 53 —3,98
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K - -

(p: unter Druck)

Symbol des Elements Zn Sn
Element Zink Zinn
chemische Eigenschaften

Ordnungszahl 30 50
relative Atommasse 65,38 118,69

Elektronenkonfiguration

Wertigkeit(en)

lonisierungsenergien in eV (I, II, TI)

Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions)
Elektronegativitat

Haéufigkeit in der Erdkruste in %
Siure-Base-Verhalten des Oxids

Struktur/Dichte

physikalische Eigenschaften
Isotope/Haufigkeit der Isotope in %

Schmelztemperatur in °C

Siedetemperatur in °C

molare Schmelzwérme in kJ-mol~*

molare Verdampfungswéirme in kJ - mol ™!
spezifische Wirmekapazitit in J . K~'-g~*
Wairmeleitfihigkeit bei 20°Cin W-m~!-K ™!
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"¢ K !
spezifischer elektrischer Widerstand in 107° Q-cm
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes
in 1074 K~! (0°C bis 100°C)

magnetische Suszeptibilitit 10~¢
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K

(p: unter Druck)

[Ar] 3d10 452
2

9,36-17,89-40,0
130 74(2+)

1,65

0,012
sauer/basisch
hexagonal 7,14

64/48.9 66/27,8 67/4,1
68/18.,6 70/0,6
419,6

907

74

115

0,39

121

26,3

5,5(0)

42(0)

—-11,4 RT
0,85

[Kr] 4 d10 552 5p2
4,2

7,30-14,5-30,5

151 93(2+) 69 (4+)
1,96

0,0035
sauer/basisch
tetragonal/Diamant
7,30w/5,76 g

116/14,3 117/7,6 118/24,0
119/8,6 120/32,8 124/5.9

232
2270
7.1

296
0,23 w
63w
27
10,4(0)
46 (0)

+3,1wRT
3,722




Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften

581

w Xe Yb Y

Wolfram Xenon Ytterbium Yttrium

74 54 70 39

183,85 131,3 173,04 88,907

[Xe]4f14 5d4 6s2 [Kr] 4 d10 52 5 p6 [Xe] 4 f14 5d0 652 [Kr} 4 d1 552

6,5,4,3,2 - 3,2 3

7,98 12,13-21,2-32,1 6,25-12,17-25,2 6,38-12,2-20,5

137 70(4+) 62(6+) 131 194 86(3+) 178 92(3+)
,36 - 1,1 1,22

0,0064 2,4.¢7° 0,00025 0,0026

schwach sauer - schwach basisch schwach basisch

kubisch kubisch kubisch hexagonal 4,5

raumzentriert 19,35

flichenzentriert 3,5 (1)

flichenzentriert 6,96

180/0,1 182/26,4 129/26,4 130/4,1 170/3,0 171/14,3 89/100
183/14,4 184/30,7 131/21,2 132/26,9 172/21,8 173/16,1
186/28,4 134/10,4 136/8,9 174/31,9 176/12,7
3410 -111,9 819 1523
5660 —107,1 1193 3337
35 23 9 11
824 12,6 155 367
0,14 0,16 0,14 0,29
167 0,006 - 15
4,45 - - 10,8
49 - 29(25) 65 (25)
43(0) - 13(25) 27,1 (25)
+59,0 (298) —43,9 RT +249 (292) +2,15(292)
X - - pl1,7...25
Zr Sg Ns Hs Mt
Zirkonium Seaborgium Nielsbohrium Hassium Meitnerium
40 106 107 108 109
91,22 (263) (262) (265)

[Kr} 4d2 552
4

6,92-13,97-24,00
159 79(4+)

1,33

0,021
sauer/basisch
hexagonal 6,49

90/51,5 91/11,2
92/17,1 94/17,4 96/2,8
1852

4377
17
582
0,28
22
5,89
40(0)
40

+122,0 (293)
65

!

[Rn] 5 f14 6d4 752

(266)




Sachwortverzeichnis

A

Abbe-Zahl 267

Abbildung 265
Abbildungsfehler 273
Aberration, chromatische 274

—, sphirische 274
Abfallwirtschaft 426, 427
Abgas 423

Abklingkoeffizient 220, 222
Abkiihlzeit 397

Ableitung 56, 57, 58, 59, 60, 61
Abluft 423
Abreinigungsverfahren 424
Abschniirbereich 495
Absorption 290
Absorptionsfliche, dquivalente 258
Absorptionsgesetz 514
Absorptionsgrad, Schall- 252
Absorptionskoeffizient 506
Absorptionskurve 452,462
Absorptionszahl 402
Abtasttheorem, Shannonsches 354, 355
Abwassertechnik 419, 422

Ac 544

AC/ACT 515

ACSE 531

Actinium 544

ADA 540

Adhidsion 195

adiabat 366

adiabatische Strémung 212
Admittanz 347
aerodynamisches Paradoxon 205
Aeromechanik 190ff.
Aerostatik 190, 191

Ag 557

Aggregatzustand 387
Ahnlichkeit 399
Ahnlichkeitsgesetz 190, 191, 210
Airysche Beugungsscheibchen 283
Akkomodation 273
Aktionsgesetz 143

Aktivitat 446, 448

—, optische 289

Akustik 244ff.

—, Bau- 257

—, Raum- 258

—, technische 259
Akzeptanzwinkel 268

Al 544

algebraische Gleichung 44
ALGOL 540

allgemeine Gaskonstante 369
allgemeine Zustandsgleichung 369, 370
ALU 518

Aluminium 544

AM 356, 357

Americum 545

Amortisationszeit, energetische 411, 412
Ampere 306

Amplitude 215

—, Wellen- 236
Amplituden-Resonanzfunktion 224
Amplitudenmodulation 356, 357
Amplitudenumtastung 357
Amplitudenverhiltnis 220, 221
AND 516

Anderung, Form- 177

-, Gestalt- 177

Anergie 382,410

Anion 317

Anode 317

Anregung, hochfrequente 225,226
-, Luftschall- 256

-, quasistatische 225, 226
Antennengleichung 364

Antimon 545

aperiodischer Grenzfall 221, 222
Apertur, numerische 268

APL 540

APT 540

Aquipotentialfliche 172
Aquipotentiallinie 296, 298
Aquivalent, elektrochemisches 318
Aquivalentdosis 450, 451
dquivalente Absorptionsfliche 258
dquivalenter Dauerschallpegel 259
Ar 545

Arbeit 94, 150, 163

—, Beschleunigungs- 163

—, elektrische 310

—, Gravitations- 172

-, Rotations- 163

—, Torsions- 163

-, Verschiebungs- 299

—, Volumenénderungs- 373
Arcusfunktion 35

Areafunktion 36, 37

Argon 545

arithmetische Reihe 88
arithmetischer Mittelwert 112
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ARRAY 545

Arsen 535

AS 515

ASCII-Kode 511,512
ASIC 522

ASK 357

Assembler 540
Assoziativgesetz 514

Astat 544

Astigmatismus 274
Atomabstand 476

atomare Masseneinheit 430, 443
Atombau 429

Atomhiille 429, 430
Atomkern 429

Atommasse 367, 430

—, relative, 430

Atommodell 432,433
Atomphysik, 429 ff.

Au 549

Aufbereitung, Abwasser 422
Aufenthaltswahrscheinlichkeit 432
Aufheizzeit 397
Auflésungsvermogen 283
Aufnehmer, Schall- 245
Auftrieb 190, 191, 194, 211
Auge 273

Augenblickswert 215
Ausbreitung, Schall- 244
Ausbreitungskonstante 363
Ausdehnung, thermische 368
Ausdruck, unbestimmter 64
Ausflieen 204
Ausgleichsgerade 122
Ausschaltvorgang 348, 349
Ausschleppen 419
Austauschteilchen 467
Austrittsarbeit 321
Austrittspupille 273

duflere Kraft 154
Avogardro-Zahl 318, 369
Axiom, Newtonsches 143 ff.

B

B 546

Ba 544

Backward-Diode 492
Bahnbeschleunigung 137
Bahndrehimpulsquantenzahl 435
Bahngeschwindigkeit 136
Bahnkurve 138
Bahnmagnetismus 436
Balmer-Serie 434
Bandbreite 353, 358
Bindermodell 488
Bandfilter 251
Bandmittenfrequenz 252
Barium 544

barometrische Hohenformel 197, 198
Baryon 467, 468, 469

BASIC 534, 535, 536, 540
Basisgrofe 124,125

Basisschaltung 497

Batterie 320, 321

Bauakustik 259

Bauch, Schwingungs- 243
Bauelement, digitales 515

—, Wechselstromkreis 343, 344, 345

Bauelemente, Bildzeichen elektrischer 295

Bauernfeindsches Prisma 269
Be 545

Bedingung, Gleichgewichts- 166
Begrenzung, Schadstoff- 424
Belag 240

Belastung, Strahlen- 450, 451
Belastungsfall 181
Beleuchtungsstirke 281
Belichtung 281
Beobachtungsfehler 115
Berkelium 545

Bernoulli-Gleichung 191, 199, 200, 201, 207, 212

Beryllium 545
Beschleunigung 135

-, Bahn- 137

-, Schwerpunkts- 155

—, Schwingung 217

-, Winkel- 137
Beschleunigungsarbeit 163
Beschleunigungsvektor 139
Besetzungsinversion 504
bestimmtes Integral 65, 68
Bestrahlungsstirke 278
Beugung 281, 283, 284, 285
Bewertung, biologische 452
Bewertungsfaktor 257, 452
Bewertungskurve, Schall- 257
Bezugssystem, bewegtes 148
Bezugsweite 274

Bi 545

Biegemoment 183

Biegung 182, 183

Bilanz, 6kologische 414
Bild 265

Bildpunkt 265

Bildzeichen elektrischer Bauelemente 295

Bindung, kovalente 439
Bindungsarten 475
Binnendruck 383
binomische Reihe 91
biologische Bewertung 452
biologische Halbwertszeit 458
Biot-Savartsches Gesetz 326
Biot-Zahl 399

bipolarer Transistor 489, 493
Bismut 545

Bk 545



Blatt, Cartesisches 42
Blei 545

Blende 273

Blendenzahl 279
Blindanteil 344
Blindfaktor 347
Blindleistung 346
Bodenwelle 363
Bohrsches Postulat 433
Boltzmann-Konstante 369
Boolesches Gesetz 514
Bor 546

Bottom 468
Boyle-Mariottesches Gesetz 190, 191, 197, 376
Br 546

Brackett-Serie 434
Bravais-Gitter 476
Brechung 267
Brechungsgesetz, Snelliussches 267
Brechungsindex 239
Brechzahl 267
Bremsstrahlung 438
Brennpunkt 266
Brennwert 412
Brewster-Winkel 286
Bridge 532
Brillouin-Zone 481, 482
Brinell-Hérteprifung 189
Brom 546
Bruchdehnung 180
Bruchmechanik 186
Briicke, Thomson- 317
—, Wheatston- 317
Briickenschaltung 317
Burger-Modell 481
Bussystem 522, 523, 527

C

C 540, 550

Ca 547

Cadmium 547
Caesium 547

Calcium 547
Californium 547
Candela 280
Carnot-Faktor 382
Carnot-ProzeBl 375, 377
Cartesisches Blatt 42
Cassinische Kurve 43
Cd 547

Ce 546

Celsius 368
Centronics-Schnittstelle 524, 525
Cer 546

Cf 547

Charakteristik, Resonator- 253
Charles-Gesetz 376
Charme 468
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chemisches Element 543 ff.
Chlor 546
Chrom 547

chromatische Aberration 274

CICS-Rechner 518
CIM 530
Cl 546

Clausius-Rankine-Prozefl 380

Cm 547

CMOS 515

Co 547

Cobalt 547

COBOL 540
Compoundkern 463
Coriolis-Kraft 149, 150
Coulombkraft 298
CPU 518

Cr 547

Cramersche Regel 48, 49
Crestfaktor 357

Cs 563

CSMA/CA 529, 530
CSMA/CD 529, 530

CTR (Current Transfer Ration) 509

Cu 551
Curie-Temperatur 331
Curium 547

D

d’Alembertsches Prinzip 149

Dachkantprisma 269
DammaB, Lufischall- 259
Dampf 390
Dampfdiffusion 405

Dampfdruckkurve 388, 389, 390

Dampftkraftanlage 380

Dampfiibergangswiderstand 406

Dimpfungsfrequenz 222
Dimpfungsgrad 220, 222

Diampfungskoeffizient, Schallabsorption 248
DampfungsmalBl 359, 360, 364

data base 539

Datei 539

Dateityp 539

Daten, Mond- 176

—, Planeten 174

-, Satelliten- 175
Datenbanktyp 539
Datenfeld 539
DatenfluBplan 537, 542
Datenstruktur 537, 539
Datentriger 537, 538
Datentyp 539
DATEX-L 529
DATEX-P 529

Dauer, Einschwing- 225
Dauermagnetsystem 334

Dauerschalipegel, dquivalenter 257
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Dauerschwingfestigkeit 187

De Morgan-Gesetz 514
de-Broglie-Wellenlidnge 291, 293
Debye-Temperatur 394, 482, 483
Dehnung 178, 182

Deklination 325

Dekrement, logarithmisches 220, 221
Demodulation 356

Deponie, Abfall- 427
desublimieren 386

Detektor, Halbleiter- 506
Determinante 50, 51, 52, 54, 55
Deuterium-Zyklus 466
Dezimalzahl 510

Diac 491

diamagnetisch 332

Dichroismus 288

Dichte 143, 144

—, Strahl- 278

dichteste Kugelpackung 476, 478
dicke Linse 271

Diesel-Prozefl 379
Differentialgleichung 99 ff.

-, exakte 103

—, gewodhnliche 99 ff.l

-, lineare 100, 104

—, separierbare 101

-, ungedampfte, harmonische Schwingung 232, 234
Differentialquotient 56
Differentialrechnung 56 fT.
Differentiation, mehrere Variable 61
Differentiationsregel 56, 57, 58, 59
differentieller Widerstand 311
Diffusion 213, 379
Diffusionsspannung 507
digitales Bauelement 515
Digitaltechnik 510ff.

Diode 491, 492

—, Laser~ 504

—, Lumineszenz- 504
Diodenkennlinie 490
Dipolmoment, magnetisches 330
Dispersion 241, 482

Dissipation 248
Distributivgesetz 514

DMA 518

Doppelbrechung 288

-, Spannungs- 288
doppelelastische Lagerung 261
Doppelintegral 84, 85
Doppler-Effekt des Lichtes 474
Doppler-Effekt 241

DosisgréBe 450 ff.
Dosiskonstante 462
DosismeBverfahren 452, 457
Dotierstoffe 486

Drain 494

Drainschaltung 498

Drehbewegung 160ff.
Drehfederkonstante 163
Drehimpuls 161, 167
Drehimpulserhaltungssatz 162, 166
Drehmoment 160
Drehmomentenstofl 162
Dreieck-Stern-Umwandlung 313
Dreieck-Sternschaltung 350, 351
Drosselgerit 203

Druck 181,192

—, Binnen- 383

—, dynamischer 201, 202

-, Gas- 370

—, geoditischer 201, 202

—, hydrostatischer 193

-, Kolben- 190, 191, 193

-, kritischer 385

—, osmotischer 213

—, Schall- 246

—, Schwere- 190, 191, 193, 197
-, statischer 201, 202
Druckeinheit 133

Druckenergie 201

Drucksonde 202
Dual-Port-RAM 517
Dualismus Teile-Welle 290, 431
Dualkode 357

Dualzahl 512

Dulong-Petitsche Regel 482, 483
Dulong-Petitsches Gesetz 374
diinne Linse 270
Durchbruchbereich 495
DurchfluBzahl 203
Durchflutungsgesetz 326, 333
Durchgang, Schall- 244
Duromer 479

Dy 547

Dynamik 143ff.

dynamische Viskositit 206
dynamischer Druck 201, 202

dynamisches Kriftegleichgewicht 149

DYNAMO 540
Dysprosium 547

E

E-Reihen 3

Ebene 13 ff.
ebulloskopische Konstante 388
ECL 515

EEPROM 517

Effekt, elektrooptischer 289
-, Faraday- 289, 290

-, Kerr- 289

—, Pockels- 289

—, Skin- 337

effektive Leistung 152
Effektivwert 341
Eigenfrequenz 243



Eigenleitung 487

Eigenschwingung 243

Eindringtiefe 337

einfachelastische Lagerung 261
Einlagerung 477

Einmassesystem, viskoelastisches 261
Einmoden-Laser 505

Einsatz, Energie 408
Einschaltvorgang 348, 349
EinschluBparameter 466
Einschwingdauer 225
Einseitenbandmodulation 356, 357
Einstein-Temperatur 482, 483
Einsteinium 548

Einstrahlzahl 403

Eintrittspupille 273

Eisen 548

elastische Energie 188

— Kraft 146

— Lagerung 260

— Welle 236, 238

elastischer Sto} 155, 157, 158
Elastizitdtsmodul 178

Elastomer 479

elektrische Arbeit 310

— Energiedichte 306

— Feldkonstante 300

— Feldlinien 296

— Feldstirke 237,296, 297

— Flufidichte 297, 300

— Kraft 298

— Leistung 310

— Momentanleistung 346

— Polarisation 300

— Spannung 316

— Stromstirke, Definition 125
elektrischer Widerstand, spezifischer 307, 310
elektrisches Feld 296

— Netzwerk 311

— Potential 297, 299
elektroakustische Wandler 250
elektrochemische Spannungsreihe 318, 319
elektrochemisches Aquivalent 318
Elektrode, Standardwasserstoff- 318
Elektrodynamik, relativistische 472,473
Elektrofilter 425

Elektrolyse 318

Elektrolyt 317
Elektrolytkonzentration 421
Elektromagnet, Tragkraft 336
elektromagnetische Schwingung 218, 226, 352
— Welle 238, 242, 364
elektromagnetischer Schwingkreis 351
Elektromagnetismus 325
Elektromotor 349

Elektron 429
Elektronen-Konfiguration 435, 437
Elektroneneinfang (EC) 445
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Elektronenemission 321
Elektronengas, freies 485

—, zweidimensionales 441
Elektronenmikroskop 293
elektrooptischer Effekt 289
Elementarteilchen 4661f.
Elementarzelle 476

Ellipse 20

Eluat 422

EM 356, 357

Emission 423

—, Feld- 322

—, Foto- 322

—, Sekundirelektronen- 322
—, spontane 290

—, stimulierte 290

—, Strahlungs- 504

—, thermische 321
Emissionsgrad 400
Emissionszahl 400
Emitterschaltung 496
Empfang, Heterodyn- 365
Empfénger 362, 365

—, Geradeaus- 365

—, Uberlagerungs- 365
Empfindung, Schall- 244, 257
energetische Amortisationszeit 411, 412
Energie 152,410

—, Druck- 201

—, elastische 188

—, Fermi- 486

—, fossile 407

—, innere 372

—, Ionisations- 324, 439

—, Kern- 464

—, Nutz- 408

—, Oberflichen- 196

—, Photonen- 290

—, plastische Verformungs- 188
—, potentielle 163, 166, 172

—, Primér- 407

—, regenerative 409

—, Rotations-, kinetische 164, 167
—, Schwingungs- 216, 219, 238
—, Sekundar- 407

—, Strahlungs- 278

—, thermische 370
Energicband 485
Energiediagramm 435, 436, 437, 438
Energiedichte 238,412,413
—, elektrische 306

—, magnetische 336

—, Schallwelle 248
Energiedosis 450, 451
Energieeinheit 133
Energiecinsatz 408
Energieflul 408
Energiekennzahlen 415
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Energiequant 430 —, relativistischer 470
Energierisiko 408 Fallbeschleunigung 171
Energiesatz der Mechanik 152 ff., 164 Faraday-Effekt 289
Energiespeicher 412,413 Faradaysches Gesetz 318
Energietechnik 407 ff. Farben diinner Plattchen 282
Energictriager 407 FAST 515
Energicumwandlung 392 FDDI 529, 530
Energieverbrauch 407, 409, 413 Fe 548
Energieveredlung 408 Feder-Masse-System 218
Energievorrat 407 Federkonstante 146
Energiewandler 410 Federkraft 146, 151
Enthalpie 373, 386, 387 Fehler, Abbildungs- 273
Entmagnetisierungsfaktor 332, 335 —, Groft- 112
Entmagnetisierungskurve 333 Fehlerfortpflanzung 114
Entropie 380, 381, 382 Fehlerrechnung 111 ff.
—, Nachricht 355 Fehlersumme 112
Entscheidungstabelle 542 Feld, elektrisches 296
Entsorgen 427 —, magnetisches 325fF.
EOR 539 Feldeffekt-Transistor 494
Epizykloide 39 Feldemission 322
EPROM 517 Feldkonstante, elektrische 300
Erbium 549 —, magnetische 326
Erdbeschleunigung 171 Feldlinien, elektrische 239, 296, 297
Erdmagnetfeld 325 Feldstirke, Gravitations- 171
Erhaltungssatz, Drehimpuls- 162, 164 —, magnetische 239, 3251F.
—, Elementarteilchen 466 —, Transport- 200
—, Energie- 153, 164 Feldstecher 276
—, Impuls- 155, 164 Fermi-Dirac-Verteilung 486
—, Massen- 398 Fermi-Energie 486
Ericsson-Proze§ 380 Fermi-Geschwindigkeit 486
Erntefaktor 411,412 Fermium 549
Erreger 223 Fernpunkt 274
Erregung, magnetische 325ff. Fernrohr 276
erstarren 386 Fernsehrohre 325
Erwartungswert 110, 112 Fernsprechen 354
erzwungene elektrische Schwingung 226 ferromagnetisch 332
Es 548 Ferromagnetismus 331
Ethernet 529 Festigkeit, Wechsel- 187
Eu 549 Festkorper, makromolekularer 479
Euler-Gleichung 398 Festkorperphysik 475fF.
Europium 549 Festkorperreibung 147
eV 322 FET-Transistor 493
Evolvente, Kreis- 38 Feuchtegrad 391
EXAPT 540 Fibernet 529
exergetischer Wirkungsgrad 382 Ficksches Gesetz 405
Exergie 382,410 file 539
EXOR 516 Filter, Elektro- 425
Expansionszahl 203 Filtration 425
Exponentialfunktion 33 Fizeau-Streifen 282
extensive Grofe 367 Flachbandkabel 521
Extremwert, Funktion 63 Flidcheneinheit 131
Flachenfehler 477
F Flachengeschwindigkeit 173
F 549 Flicheninhalt 24
Fabry-Perot-Interferometer 504 Flachenpressung 180
Fading 363 Flichentrigheitsmoment 82, 183, 184, 185
Faktor, Bewertungs- 257 Fliefspiilen 420

—, Hallradius- 259 FLOPS 518



Fluor 549
Flussigkeitspendel 218
Fliissigkeitsreibung 147
Fliissigkristall 289
FluBdichte, elektrische 297, 300
—, magnetische 326

—, Transport- 200
FluBgleichung 334

FM 356, 357

Fm 549

Forménderung 177
Formfaktor 341
Formzahl 186, 187
FORTH 540

FORTRAN 535, 535, 536, 540
fossile Energie 407
Foto-Darlington 509
Foto-Diode 507
Foto-Multiplier 322
Foto-Schmitt-Trigger 509
Foto-Thyristor 509
Foto-Transistor 508
Foto-Triac 509
Fotoapparat 276
Fotoemission 322
Fotosfton: 507
Foowiderstand 309, 506
Fou-ier-Analyse 231,232

Founes-Gesetz des Wiarmetransports 392, 394, 398

Fourier-Integral 353
Fourier-Koeffizienten 231, 233
Fourier-Reihe 93ff.
Fourier-Synthese 231
Fourier-Transformation 96ff., 353
Fourier-Zahl 399

Francium 548

Fraunhoferlinie 267

freie Knicklange 185

freies Elektronengas 485
Freiheitsgrad 135, 164, 370, 374
Freimachen von Korpern 166
Freiraumdidmpfungsmali 364
Freistrahlgerdusch 262
Fremdstorstellen 477
Frenzkel-Paar 477

Frequenz 214

—, Bandmitten- 252

—, Dampfungs- 222

—, Eigen- 243

—, Grenz- 252,353

—, Schall- 244

—, Spuranpassungs- 245
Frequenzfunktion 96ff.
Frequenzmodulation 356, 357
Frequenzumtastung 357
Froude-Zahl 211, 399

FSK 357

FTAM 531
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Fundamentalschwingung 235
Funktion 3. Grades 30
Funktion, Arcus- 35

—, Area- 36,37

—, Exponential- 33

—, Extremwert 63

—, Frequenz- 96ff.

—, ganze rationale 63

—, gebrochen rationale 63
—, Hyperbel- 32

-, implizite 59

—, lineare 29

—, Logarithmus- 34

—, Parameterform 60

—, Polarkoordinaten 60
—, Potenz- 31, 32

—, quadratische 30

-, trigonometrische 101f., 34
—, Ubertragungs- 354

—, Verteilungs- 109

—, Wurzel- 32,33

—, Zeit- 96fF.

—, zyklometrische 92
Fusion 466

G

Ga 549

Gadolinium 548
Galilei-Transformation 148
Galilei-Zahl 399

Gallium 549

galvanische Elemente 318
Galvanisieren 317

GAN 529

Gangunterschied 242, 281
ganze rationale Funktion 63
ganze Zahl 4

Gas, ideales 212

-, reales 383ff.

Gasdruck 370

Gasentladung 324
Gaskonstante 369
Gastheorie, kinetische 370ff.
Gasturbine 380
Gasverflissigung 385
Gate-Array 522
Gateschaltung 498

Gateway 532
GauB3-Verteilung 111
GauBsches Verfahren 49
Gay-Lussacsches Gesetz 369, 376
Gd 548

Ge 549

gebrochen rationale Funktion 63

gediampfite elektromagnetische Schwingung 352

Gegenstandspunkt 265
gekoppelte Schwingung 235
Generator 349
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geoditischer Druck 201, 202
geometrische Reihe 88

Gerade 16, 17
Geradeausempfanger 365
Gerdusch, Stromungs- 277
Germanium 565

Geschwindigkeit 135

—, Bahn- 136

—, Gruppen- 241

—, kosmische 173

—, Phasen- 240

—, Schall- 244, 246

—, Schwerpunkts- 154

—, Schwingung 217

—, Winkel- 136
Geschwindigkeitseinheit 1134
Geschwindigkeitsvektor 138
Geschwindigkeitsverteilung, Maxwellsche 373
Gesetz von actio und reactio 143
Gesetz von Malus 287

Gesetz, Ahnlichkeits- 190, 191, 210
-, Biot-Savartsches 326

-, Boolsches 214

—, Boyle-Mariotte 190, 1191, 197, 376
—, Charles- 376

-, de Morgan 514

—, Dulong-Petitsches 374

—, Durchflutungs- 326, 333

-, Faradaysches 318

—, Ficksches- 405

—, Fouriersches des Warmetransports 390, 394, 396
—, Gay-Lussacsches 369, 376

—, Gravitations- 171

-, Hookesches 178

—, Induktions- 335

—, Keplersches 170, 174

—, Kirchhoffsches 400

-, Ohmsches 311

—, Stefan-Boltzmann 402

—, Wiedemann-Franzsches 394
Gestaltdnderung 177

Gewichtskraft 145, 151

Gibbssche Phasenregel 390

GIPS 518

Gitter 476

Gitterfehler 477, 478

Gitterwelle 481

Gleichgewicht, thermodynamisches 367, 386
Gleichgewichtsbedingung 166
Gleichgewichtsfall 166
Gleichgewichtszustand 366
Gleichrichter-Diode 491
Gleichstromkreis 306 ff.

Gleichung n-ten Grades 45
Gleichung, algebraische 44

—, Bernoulli 191, 199, 200, 201, 207, 213
—, Kontinuitéts- 199, 200, 201

-, kubische 44

—, Navier-Stokes 190, 191

—, quadratische 44

-, Richardsonsche 321
Gleichungssystem, lineares 44, 45
Gleichwert 341

Gleitreibung 147
Glimmentladung 324

Gluon 467

Gold 549

GPSS 540

Gradient 200

Gradientenfaser 268

Graetz-Zahl 399

Grashof-Zahl 399

grauer Korper 402

Gravitation 170 ff.

Graviton 467

Gray 451

Gray-Kode 357,511,513
Grenzfall, aperiodischer 221, 222
Grenzfrequenz 252, 353, 509

—, Spuranpassungs- 256
Grenzschicht 208
Grenzspannung 186
Grenzwinkel der Totalreflexion 267
Grofle, extensive 367

—, intensive 367

—, molare 367

—, physikalische 126ff.

—, spektrale, 277

—, spezifische 367

—, strahlungsphysikalische 277
GroBtfehler 114

Grundgesetz der Mechanik, Rotation 162
—, Translation 143

Grundgesetz, hydrodynamisches 247
Grundintegral, 67 ff.
Grundstromkreis 313, 314
Gruppengeschwindigkeit 243, 482
Gruppenindex 241

Giite 220, 222

Giitegrad 411

H

H 560

Hadron 468, 469

Hadruon 467

Hafnium 549

Haftreibung 147
Hagen-Poiseuillesches Gesetz 207
Hahnium/Nielsborium 550
Halbleiter 485ff.
Halbleiter-Detektor 506
Halbleiter-Laser 506
Halbleiter-Sender 503 ff.
Halbschwingungsmittelwert 341
Halbwertsbreite 112
Halbwertszeit 446



—, biologische 458
Hall-Effekt 329

—, Quanten- 307
Hall-Generator 330
Hall-Koeffizient 330
Hall-Sonde 330
Hall-Spannung 329, 441
Hall-Widerstand 441
Hallradius, Schall- 259
Hallradiusfaktor 259
Hangabtriebskraft 145
HaNs 550

harmonische Welle 236
Hirtepriifung 189
Haufigkeit, relative 111
Hauptebene 272
Hauptquantenzahl 435
Hauptsatz, der Thermodynamik 367, 371
HauptschluBB 315
Hauptstromfiltration 425
HC(T) 515

He 550

HeiBleiter 309
HeiBluftmotor 379
Heizungsnutzungsgrad 416
Heizwirmebedarf 414
Heizwert 409

Helium 550
Hellempfindlichkeitsgrad 280
Helmbholtz-Resonator 253
Heterodyn-Empfang 365
heteropolare Bindung 475
Hexadezimalzahl 510
hexagonales Gitter 476

Hf 549

Hg 555

Hiebton 262

Histogramm 111

Ho 550

hochfrequente Anregung 225, 226
Hohenformel, barometrische 197, 198
Hohensatz 22
Hohlraumstrahler 279
Hohlspiegel 266

Holmium 551

Holografie 286, 287
Hookesches Gesetz 146, 178
Horbereich 245
Hubble-Parameter 474
hybrider Speicher 517
hydraulische Presse 193
hydrodynamisches Grundgesetz 247
Hydromechanik 190ff.
Hydrostatik 190, 191
hydrostatische Waage 195
hydrostatischer Druck 193
Hyperbel 20, 35, 36
Hyperschall 245
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Hypozykloide 40
Hysterese, magnetische 332
—, mechanische 188

I

1 551

/0 518

ideale Gase 212

IEC-Bus 524, 525

IEEE-488 524

imaginére Zahl 2, 6
Immission 423

Impedanz 347

implizite Funktion 59

Impuls 153ff.

—, Dreh- 161, 167
Impulserhaltungssatz 155, 164
Impulssatz 154

In 551

indifferentes Gleichgewicht 166
Indium 551

individuelle Gaskonstante 369
Induktion, magnetische 326, 331
—, Sdttigungs- 333
Induktionsgesetz 335
Induktivitat 336

inelastischer Sto3 155, 157, 158
Inertialsystem 470

Influenz 300

Informatik 510ff.
Informationsflufl 355
Informationstheorie 353
Infrarotspektrum 440
Infraschall 245

Inklination 325
Innenpolmaschine 349

innere Energie 370

— Kraft 154

innerer Leitwert 313

— Widerstand 313

Integral, bestimmtes 65

—, Doppel- 84, 85

—, Grund- 67, 68, 69

—, Linien- 83

—, Partialbruchzerlegung 71
—, Substitution 70

—, uneigentliches 68
Integralrechung 64 ff.
Integration, Produkt- 69
Integrationsregel 69 ff.
Intensitdt 238

—, Schall- 247, 248
Intensititsverlauf 284
intensive Grofle 367
Interferenz 242, 281
Interferenzen gleicher Dicke 282
Interferenzmikroskop 283
Interferometer 283
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Intermodulation 361

Inverse 52
Inversionstemperatur 385
Inverter 516

Iod 551

Ionenaustauscher 422
Ionenbindung 475
Tonendosis 450, 451
Ionisationsenergie 324, 439
Ionisierungskoeffizient 324
Ir 551

Iridium 551

irrationale Zahl 4
irreversibler Proze3 378
isentrope Schallausbreitung 244
Isentrope 375,376
Isentropenexponent 244, 374
isobare Warmekapazitit 372
Isobare 375, 376, 430
isochore Wirmekapazitiat 372
Isochore 375, 376

Isokline 288

Isolator 485
Isolierwirkungsgrad 261
isomere Umwandlung 446
Isospin 467, 468

Isotherme 375, 376

Isoton 430

Isotop 430
Iterationsverfahren (Nullstellen) 45

J

Jackson Strukturierte Programmierung 542
Joule-Proze8 380

Joule-Thomson-Effekt 385

K

K 550

Kabel, Flachband- 521
—, Koaxial- 521

Kalium 550
Kailtemaschine 377, 378
Kaltemischung 387
Kaltleiter 309
Kanalkapazitit 355
Kapazitiat 300ff.
Kapazitits-Diode 490
Kapillarwirkung 196, 197
Kapitza-Zahl 399
Kaskadenspiilung 421
Katalysator 426
Kathetensatz 22

Kation 317

Katode 317
Katodenstrahlen 325
Kavitation 262

Kegel, Machscher- 242
Kegelschnitt, Polargleichung 173

Kelvin 366

Kennzahlen, Energie- 415
Keplersches Gesetz 170, 174
Kernart 429

Kernenergie 464
Kernfusion 466

Kernphysik 443 ff.
Kernraktion 463, 464, 465
Kernspaltung 463, 464
Kernspinmagnetismus 437
Kerr-Effekt 289

Kettenlinie 41

Kettenregel 57

Kinematik 135ff.
kinematische Viskositidt 206
kinetische Gastheorie 370ff.
— Rotationsenergie 164, 167
Kirchhoffsches Gesetz 402
Kirchoffsche Regel 311ff.
klassische Mechanik 143 ff.
Klimatechnik 391
Klirrfaktor 361

Knicklange, freie 185
Knickspannung 185, 186
Knickung 185

Knoten, Schwingungs- 243
Knotenregel 311
Koaxialkabel 521

Kode 510ff.

—, Dual- 357

—, Gray- 357

Koeffizient, Fourier- 231, 233
-, Hall- 330

—, lonisierungs- 324

—, Langenausdehnungs- 368
-, Raumausdehnungs- 369
—, Volumenausdehnungs- 192
—, Wirmeeindring- 392
Koexistenzgebiet 383, 384, 390
Kohirenz 281

Kohésion 195

Kohlenstoff 550
Kohlenstoff-Stickstoff-Zyklus 466
Kohlenwasserstoff 424, 425
Kolbendruck 190, 191, 193
Kollektorschaltung 497
Koma 274

Kombinatorik 107 ff.
Kommutativgesetz 514
komplexe Spannung 341

— Zahl 6ff.

komplexer Leitwert 326

— Strom 325

— Widerstand 342

— Zeiger 342
Kompressibilitat 179, 192
Kompression 179
Kompressionsmodul 179



Kompressionsverlust 203
Konchoide des Nikomedes 43
Kondensation 425
Kondensator 3001f.
kondensieren 386
Konduktanz 347

Konkavlinse 271
Konkavspiegel 266
Konstante, Boltzmann- 369
—, ebulloskopische 388

—, Richardson- 321

—, Verdetsche 290
Kontakttemperatur 396
Kontinuititsgleichung 199, 200, 201, 398
Konvektion 392, 397ff.
konvergente Reihe 89
Konvexlinse 270
Konvexspiegel 266
Konzentration, Elektrolyt- 421
Koordinaten, Schwerpunkts- 166
Koordinatensystem 13, 14
Koppel-Baustein 532
Korngrenze 477

Korper, freimachen 166

-, starrer 155, 1641f.
Korperschall 260
Korperschall-Isolierwirkungsgrad 260
Korrelationsanalyse 122, 123
Kosinussatz 23

kosmische Geschwindigkeit 173
kosmologische Rotverschiebung 474
kovalente Bindung 439, 475
Kovolumen 383

Kr 551

Kraft 144

—, duBere 154

—, Coriolis- 149, 150

—, Coulomb- 298

—, elastische 146

—, elektrische 298

—, Feder- 146, 151

—, Gewichts- 1459, 151

—, Gravitations- 171

—, Hangabtriebs- 145

—, innere 154

—, Lorentz- 298, 328

—, magnetische 298, 325

—, Normal- 145

—, Reibungs- 147, 151, 220

—, Schwer- 145, 151

—, Tragheits- 148

—, Zentrifugal 149

—, Zentripetal- 145
Kraft-Warme-Kopplung 411
Kraftdichte 199
Kriftediagramm 145
Kriftegleichgewicht 144, 149
Krafteinheit 132
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Kriftepaar 166
Kriftezerlegung 145
Kreis 19
Kreisbewegung 140
Kreisel 167, 169
Kreiselprazession 169
Kreisevolvente 38
Kreisfrequenz 215
KreisprozeB 366, 3751
Kriechen 187
Kriechfall 221
Kristallbindung 475
Kristallrichtung 478
Kristallstrukturen 476
Kiristallsystem 476
kritische magnetische FluBdichte 499
— Stromdichte 500

— Temperatur 385, 490
kritischer Druck 385

— Punkt 384

Krypton 551

Kubatur 78

kubische Gleichung 44
kubisches Gitter 476
Kugelkoordinaten 14
Kugelpackung, dichteste 476, 478
Kunststoff 479

Kupfer 551
Kurchatovium/Rutherfordium 551
KuRf 551
Kurvenanpassung 114 ff.
kurzsichtig 274

L

La 551

labiles Gleichgewicht 166
Ladung 294

—, spezifische 328
Ladungstrigerinjektion 324
Ladungstransport, im Vakuum 321 ff.
—, in Gasen 321, 324 ff.
Ladungsverschiebung 300
Lageplan 165

Lagerung, elastische 260, 261
Lambda-Sonde 426
Lambert-Strahler 277
laminare Grenzschicht 209

— Stromung 206, 398

LAN 529

Lénge, Definition 125

—, Kohirenz- 281
Lingenausdehnungskoeffizient 368
Lingeneinheit 130
Léngenkontraktion 471, 472
Langswelle 236

Lanthan 551
Laplace-Gleichung 200, 394
Laser 290, 504 fF.
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Laser-Diode 504
Laserbedingung 291
Lautheit 257
Lautsprecher 249
Lautstiarke 256
Lawrencium 552
LDR 309, 506
Lebensdauer, mittlere 446
LED 504
Leerlaufspannung 507
Leerstellen 477
Leistung 150, 152, 163
—, effektive 152

—, elektrische 310

—, Nenn- 152

—, Rausch- 354, 362

—, Schall- 247, 248

—, Schein- 346

—, Signal- 354

—, Strahlungs- 278

—, Stromungs- 190, 191
—, Wirk- 346
Leistungs, Blind- 346
Leistungsband 485
Leistungseinheit 133
Leistungsfaktor 347
Leistungspegel 360
Leistungsziffer 378
Leitungsgleichung 363
Leitwert 307

—, innerer 313

—, komplexer 342
Lepton 468, 469
Leuchtbereich 324
Leuchtdichte 281
Lewis-Zahl 399

Li 552
Lichtausstrahlung, spezifische 281
Lichtmenge 281
Lichtquant 290, 322
Lichtstarke 280, 281
—, Definition 125
Lichtstrahl 264, 265
Lichtstrom 280, 281
Lichtwellenleiter 268
LIDIA 540
Linde-Verfahren 385
lineare Funktion 29
Linienfehler 477
Linienintegral 83
Linse 271,272
Linsensystem 273
LISP 540
Lissajous-Figur 233, 234
Lithium 552
Lochblende 283

logarithmisches Dekrement 220, 221

Logarithmus 9, 10, 34

Logik, mathematische 2ff.
Logikfamilie 515

logische Verkniipfung 514
logischer Operator 514
logisches Schaltzeichen 516
Longitudinalwelle 236
Lorentz-Kraft 298, 328
Lorentz-Transformation 470
Losung 213

Lr 552

LSTTL 515

Lu 553

Luft, Reinhaltung 423, 424
Luftfeuchtigkeit 390, 391
Luftreibung 147
Luftschall-DdmmaB 259
Luftschallanregung 266
Lumineszenz-Dioden 504
Lutetium 553

Lyman-Serie 434

M

Machscher Kegel 242
MacLaurinsche Reihe 91
magische Zahl 444
Magnan 553

Magnesium 553
Magnetfeld, Erd- 325
magnetische Energiedichte 336
— Erregung 325ff.

— Feldkonstante 326

— Feldstirke 239, 325ff.

— FluBdichte 326

— FluBdichte, kritische 500
— Hysterese 332

— Induktion 326, 331

— Kraft 298, 325

— Polarisation 332

— Polstdrke 330

— Quantenzahl 435

— Spannung 326

— Suszeptibilitat 331
magnetischer Nordpol 325
magnetisches Dipolmoment 330
— Feld 325ff.

— Moment 330
Magnetisierung 332
Magnetismus, Bahn- 436
—, Elektro- 325

—, Kernspin- 437

—, Spin- 437
Magnetorotation 290
Magnetwerkstoff 334
Magnus-Effekt 205
makromolekularer Festkorper 479
MAP 528, 530, 531
Maschenregel 312
Maschine, Innenpol- 349



Masse, Atom- 367, 430

—, Definition 125

—, Molekiil- 367

Masseneinheit, atomare 430, 443
Massenerhaltungssatz 398
Massenmittelpunkt 154
Massenstrom 201
Massentragheitsmoment 81, 82, 167, 168, 216
Massentransport 392
Massenzahl 429
Massenzunahme, relativistische 472
Materiewelle 293
mathematisches Pendel 216, 218
— Zeichen 1,2

Matrix 50

Matrizenrechnung 50ff.
maximale Reichweite 452
Maxwell-Modell 480
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung 371
Md 553

Mechanik, Bruch- 186
Mechanik, klassische 143 ff.

—, Strtomungs- 199

mechanische Hysterese 188
mehrere Variable, Differentiation 61
MeiBner-Ochselfeld-Effekt 499
Membrantrennung 425
Mendelevium 553

Meson 468, 469

Messung, Spannungs- 315, 316
—, Strom- 315, 316
Mefbereichserweiterung 315, 316
MeRBunsicherheit 113

Metall 485 ff.

metallische Bindung 475

Mg 553

MHS 531

Microstrip-Leitung 521
Mikrofon 249

Mikroprozessor 518

Mikroskop 276

—, Elektronen- 293

—, Interferenz- 283

Millerscher Index 476, 478
MIMD 518

Mindestfrequenz 322

MIPS 518

Mittelwertsatz 62

mittlere Lebensdauer 446

MMS 528, 530, 531

Mn 553

Mo 552

Mode 268

Modulation 356, 357

Mohrscher Spannungskreis 178
molare Grofle 367

molare Wirmekapazitit 374, 482
Molekiilmasse 367
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Molekiilspektrum 439
Mollier-Diagramm 390, 391
Molmasse 367

Molybdin 552

Moment, Dreh- 160

—, magnetisches 330

—, statisches 81
Momentanleistung 152, 163, 346
Monddaten 176
Monochromator 286
monoklines Gitter 476
Monotonie 62
MOSFET-Transistor 441, 493
Multiplex, Zeit- 358

N

N 558

Na 552

Nachhallzeit 258
Nachrichtentechnik 353 ff.
Nahpunkt 274

NAND 516

Natrium 552
Naturkonstante 134
natiirliche Radioaktivitdt 447
Navier-Stokes, Gleichung 190, 191, 398

Negation 514

Negierung 514

Neilsche Parabel 41
Nennleistung 152

Neodym 553

Neon 553

Neptunium 553

Nernstsches Warmetheorem 383
Netz 5281f.

Netzwerk 522, 523, 529

—, elektrisches 311

Neukurve 333

Neutron 429, 443

Newtonscher Ring 283
Newtonsches Axiom 143 ff.

- Verfahren 45

Ni 553

nichtkohirente Schallquelle 246
Nickel 553

Niob 554

Nobelium 554

NOR 516

Nordpol, magnetischer 325
Norm-Trittschallpegel 259
Normalgleichung 115, 116, 117
Normalkraft 145
Normalspannung 176, 181
Normalverteilung 111
Normzahl 3
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Np 553

NTC 309

Nukleid 429

Nukleon 429, 443
Nuklid 443, 450
Nullphasenwinkel 215
—, Spannung 341

—, Strom 341

Nullstelle 45
numerische Apertur 268
— Reihe 88fY.
NuBelt-Zahl 399
Nutzenergie 408
Nutzungsgrad, Heizungs- 416
NV-RAM 517

o

O 556
Oberflichenenergie 196
Oberflachenpriifung 283
Oberflachenspannung 195
Offnung, relative 277
Ohmsches Gesetz 311, 486
okologische Bilanz 414
Oktalzahl 510

Operator, logischer 514
Optik 2641F.

—, Quanten- 290

optische Aktivitat 289
Optoelektronik 503
Optokoppler 509

OR 516

Ordnungszahl 429
orthorhombisches Gitter 476
orts- und zeitabhéngige Schwingung 236
Ortsvektor 138

Os 555

OSI-Modell 528

Osmium 555

Osmose 213

osmotischer Druck 213
Otto-Prozel 379
Ozonloch 424

P

P 555

Pa 555

Paar, Krifte- 166
Palladium 555

PAM 357

Parabel 21

—, Neilsche 41

—, semikubische 41
Parabolspiegel 266
Paradoxon, aerodynamisches 205
Parallelschaltung 312, 313
—, Wechselstrom 345
paramagnetisch 332

Parameterform, Funktion 60
parametrische Schwingung 235
Paritat 468
Partialbruchzerlegung, Integral 71
PASCAL 534, 535, 536, 540
Paschen-Seric 434
PaBfehler 283

Pauli-Prinzip 435

Pb 545

PCM 357

Pd 555

PDM 1357

Péclet-Zahl 400

Pegel 359

-, Leistungs- 360

—, Schall- 250

—, Spannungs- 360

—, Strom- 360

Pende), Flissigkeits- 218

—, mathematisches 216,218
—, physikalisches 218

—, Torsions- 216,218
Pentagonalprisma 269
Periodendauer 215
Periodizitit 214, 215
Permeabilitit 332
Permeabilititszahl 331
Permittivitit 300
Permittivitidtszahl 300
Permutation 107 ff.
perpetuum mobile erster Art 153
— — zweiter Art 380
Petri-Netz 542

PFM 357

Pfundt-Serie 436

Phase 215
Phasen-Resonanzfunktion 224
Phasengeschwindigkeit 240, 482
Phasenmodulation 357
Phasentibergang 386
Phasenumtastung 357
Phasenumwandlung 387
Phasenverschiebung 242
Phasenwinkel 215, 228
phon 256

Phonon 481
Phononentransport 392
Phosphor 555

Photo-Diode 492
Photometrie 277 ff.

Photon 430, 467
Photonenenergie 290
Photonentransport 392
physikalische GroBe 126fF.
physikalisches Pendel 218
pin-Diode 492

Pitot-Rohr 202

PL/1 540



Planetenbewegung 173
Planetendaten 174
plastische Verformungsenergie 188
Plateau 441

Platin 555
Plattenschwinger 253
Plutonium 554

PM 357

Pm 555

pn-Ubergang 489, 490
Po 554
Pockels-Effekt 289
Poisson-Zahl 179

Polargleichung der Kegelschnitte 173

Polarisation 287

—, elektrische 300

—, magnetische 332
Polarisationsfolie 288
Polarisationswinkel 288
Polarisator 287
Polarkoordinaten 173

—, Funktion 60

Polonium 554

Polstarke, magnetische 330
Polstrahl 165
Polymerwerkstoff 479
Polytrope 376
Polytropenexponent 375
pordser Schallabsorber 253
Porrosches Prisma 268
Potential, elektrisches 297, 299
—, Gravitations- 172

—, thermodynamisches 383
potentielle Energie 163, 166, 172
Potenzfunktion 31, 32
Potenzregel 56

PPM 357

Pr 555

Prandtl-Zahl 400
Prandtlsches Staurohr 402
Praseodym 555
Prizession, Kreisel- 167
Presse, hydraulische 193
Primérelement 320
Primirenergic 407

Prinzip von d’Alembert 149
Prisma 268

—, Bauernfeindsches 269
-, Dachkant- 269

—, Pentagonal- 269

—, Schmidt-Pechan 269

—, Umkehr- 269

—, Uppendahl- 269

—, Wende- 269
Prismensystem 269
Produktintegration 69
Produktregel 56
Programm 533 ff.
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Programmablaufplan 533, 534, 535, 536, 542

Programmiersprache 540
PROLOG 540

PROM 517

Promethium 555
Protactinium 555

Proton 429, 443

ProzeB, irreversibler 378
—, reversibler 378
Prozefigrofie 367

PSK 357

Pt 555

PTC 309

Pu 554
Pulsamplitudenmodulation 357
Pulsdauermodulation 357
Pulsfrequenzmodulation 357
Pulskodemodulation 357
Pulsphasenmodulation 357
Pumpe 212

Punktfehler 477

Pupille, Eintritts- 273
Pythagoras, Satz des 22

Q
Q-switching 291

QPSX/DQDB-Verfahren 528, 529, 530

quadratische Funktion 30

— Gleichung 44
Quanten-Hall-Effekt 307, 442, 442
Quantenoptik 290
Quantentheorie 4301F.
Quantenzahl 435

Quark 467

quasistatische Anregung 225, 226
Quecksilber 555

Quelle 494

Querdehnung 179
Querstromfiltration 425
Querwelle 236

Quotientenregel 57

R

Ra 556

Rad 451

Radikal 452

radioaktiver Zerfall 444, 446
Radioaktivitit natiirliche 447
Radium 556

Radkurve 39

Radon 556
Raketengleichung 156, 159
RAM 517, 520
Raman-Effekt 440, 441
rationale Zahl 2

Rauchgas 423

Raum 14

Raumakustik 258
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Raumausdehnungskoeffizient 369
Rauminhalt 25

rdumlicher Spannungszustand 180
Raumwiérme 415
Raumwelle 363
Raumwinkel 278

Rauschen 362
Rauschleistung 354, 362
Rauschmaf} 362
Rauschspannung 362
Rauschzahl 362
Rayleigh-Kriterium 283
Rayleigh-Zah! 400

Rb 557

Re 557

Reaktanz 347

reale Spannungsquelle 314
— Stromquelle 314

reales Gas 383 ff.
Realgasfaktor 383, 384
RECORD 539

Recycling 428

Redundanz, Nachricht 355
Reflexion 237,238, 239, 243, 265
—, Total- 267, 268
Reflexionsgrad, Schall- 252
reflexvermindernde Schichten 282
Regen, saurer 424
Regenerat 422

regenerative Energic 409
Regression 114ff.
Regressionsparameter 115,116, 117
Reibung, duflere 147

—, Festkorper- 147

—, Fliissigkeit 147

-, Gleit- 147

-, Haft- 147

-, innere 147

—, Luft- 147

-, Roll- 147

—, turbulente 147
Reibungskraft 147, 151, 220
Reichweite 364

—, maximale 452

Reihe, arithmetische 88

—, binomische 91

—, Fourier- 93ff,

—, geometrische 88

—, konvergente 88

—, MacLaurische 91

—, numerische 88

—, Taylorsche 91
Reihenentwicklung 88 fY.
Reihenschaltung 313

—, Wechselstrom 344
Reinhaltung, Luft 423, 424
Rekombination 504
Rekombinationsbereich 322

Rektifikation 77
relative Atommasse 430
— Haufigkeit 111

— Offnung 277
relativistische Elektrodynamik 472, 473
—~ Massenzunahme 472
relativistischer Faktor 470
Relativititstheorie 470ff.
Relaxation 187, 248

Rem 451

Repeater 532

Resistanz 347

Resistivitat 397

Resonanz 215

Resonanzabsorber 253
Resonanzfall 225, 226
Resonanzfunktion, Amplituden- 224
-, Phasen- 224
Resonanzkatastrophe 215

Resonator 223

—, Helmholtz 253
Resonator-Charakteristik 253
Reststoff’ 426

reversibler Proze3 378
Reynolds-Zahl 400

Reynoldszahl 190, 191, 210

Rh 557

Rhenium 557

Rheologie 479

Rhodium 557

rhomboedrisches Gitter 476
Richardson-Konstante 321
Richardsonsche Gleichung 321
Richtgrofle 146

Richtmoment 163
Riesenimpulslaser 291

RISC 518

Risiko, Energie 408

Rn 556

Rockwell-Hirtepriifung 189

Rohr, Pitot- 202

—, Venturi- 203

Rohrreibungszahl 210
Rohstofflager 427

Rolireibung 147

ROM 501, 520

Rontgen 451

Réntgenbeugung 285
Rontgenstrahlung 438
Rotations-Schwingungs-Spektrum 439
Rotationsarbeit 163
Rotationsenergie, kinetische 164, 167
Rotverschiebung, kosmologische 474
Router 532

RS 438, 439, 501, 524

Ru 557

Rubidium 557

Riickkopplung 504



Ruff 424
Ruthenium 557
Rutherford 432

S

S 557

SA/SADT 542

Samarium 556
Sammellinse 270
Sarrus’sche Regel 54
Satellitendaten 175
Sittigungsinduktion 333
Sattigungsstrom 324

Satz des Pythagoras 22

Satz von Rolle 62
Sauerstoff 556

Saugeffekt 205

saurer Regen 424

Sb 545

Sc 557

Scandium 557

Schaden, Strahlen- 452
Schadtichkeit, Strahlen- 458
Schadstoff 419
Schadstoffbegrenzung 424
Schadstoffbelastung 415
Schadt-Helfrich-Drehzelle 289
Schall, Hyper- 245

—, Infra- 245

—, Kérper- 260

—, Luft- 259

—, Tritt- 259

—, Ultra- 245, 263
Schallabsorber 253
Schallabsorption, Dampfungskoeffizient 248
Schallabsorptionsgrad 252
Schallaufnehmer 245
Schallausbreitung 244

—, isentrope 244
Schallbewertungskurve 257
SchalldimmaB 254
Schalldruck 246
Schalldruckpegel 250, 256
Schalldurchgang 244
Schalleistung 247, 248
Schalleistungspegel 250
Schallempfindung 244, 257
Schallfrequenz 244
Schallfrequenzspektrum 251
Schallgeber 245
Schallgeschwindigkeit 244, 246
Schallintensitit 247, 248
Schallintensitéitspegel 250
Schallkennimpedanz 244
Schallpegel 250
Schallpegeldifferenz 247
Schallquelle, nichtkohdrente 244
Schallreflexionsgrad 252
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Schallschnelle 237, 247
Schallschnellepegel 250
Schalltransmissionsgrad 252, 254
Schallwandler 249
Schallwechseldruck 237
Schallwelle 241
Schallwellenldnge246
Schallwiderstand 246
Schaltdiode 491

Schaltzeichen, logisches 516
Schirfentiefe 277

Schétzwert 112

Scheinanteil 342

Scheingrofie 342

Scheinleistung 346
Scheitelfaktor 341

Scherung 179, 182
Scherungsgerade 335

Schichten, reflexvermindernde 282
Schiebung 182

schiefer Wurf 141, 142
Schlankheitsgrad 185
Schleppkurve 42
Schmelzdruckkurve 388, 389, 390
schmelzen 386

Schmelzenthalpie 387
Schmelzpunkt 386
Schmerzgrenze 256
Schmidt-Pechan-Prisma 269
Schmidt-Zahl 400

Schnelle, Schall- 247
Schnittstelle 522, 523, 524
Schottky-Diode 491
Schottky-Fehlordnung 477
Schranke 5
Schrodinger-Gleichung 432
Schubmodul 179
Schubspannung 177, 182
Schwichung der Strahlung 451
schwarzer Korper 402

— Strahler 279

Schweben 194

Schwebung 230

Schwefel 557

Schwefeldioxid 424, 425
Schweredruck 190, 191, 193, 197
Schwerkraft 145, 151
Schwerpunkt eines Mefiwertes 122
Schwerpunkt 80, 81, 154, 166
Schwerpunktsbeschleunigung 155
Schwerpunktsgeschwindigkeit 154
Schwerpunktskoordinaten 166
Schwerpunktssatz 155
Schwimmen 194

Schwinger, Platten- 253
Schwingfall 221
Schwingfestigkeit, Dauer- 187
Schwingkreis, elektromagnetischer 226, 351
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Schwingung 214ff.

—, Eigen- 243

—, elektromagnetische 218
-, —, gedampfte 222, 352

—, erzwungene 214, 223 ff.
-, freie 214ff.

—, Fundamental- 235

-, gekoppelte 235

—, orts- und zeitabhdngig 236
—, parametrische 235

~, Uberlagerung 228
Schwingungsbauch 243
Schwingungsdauer 214, 215
Schwingungsknoten 243
Schwingungsmode 505
Schwingungssystem 216, 218
Schwund 363

SCR (selective catalytic reduction) 425
Se 557

Sehfehler 274
Sehnen-Halbsehnensatz 23
Sehweite 274

Sehwinkel 275
Seileckverfahren 165
Sekanten-Tangentensatz 23
Sekundirelektronenemission 322
Sekundirelement 321
Sekundarenergic 407
Sekundédrionen 324
Selbstinduktion 337

Selen 557

Seliger-Proze3 379
Seltsamkeit 467, 468
semikubische Parabel 41
Sender 362

--, Halbleiter- 503

Senke 494

senkrechter Wurf 141, 142
Shannonsches Abtasttheorem 354, 355
Sherwood-Zahl 405
Shredder 428

Si 558

SI-Malisystem 125
Sicherheit, statistische 113
Siedepunkt 386

Sievert 451

Signal 353

Signalleistung 354

Silber 557

Silicium 558

SIMD 518

SIMSCRIPT 540

SIMULA 540
Single-Mode-Laser 505
Sinken 194
Sinkgeschwindigkeit 425
Sinussatz 23

skalares Produkt 27, 28, 29

Skineffekt 337
Slotted-Ring-Verfahren 528, 529, 530
Sm 556

Smog 423, 424

Sn 560

SNCR (selective non catalytic reduction) 425

Snelliussches Brechungsgesetz 267
Software-Engineering 541, 542
Software-Lebenszyklus 541
Solarzelle 507, 508

Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante 442

Sortierung, Abfall- 427
Source 494

Sourceschaltung 498
Spannung 177

—, Hall- 329, 441

—, Knick- 185, 186

-, komplexe 341

—, magnetische 326

—, Normal- 177, 182

—, Oberflachen- 196

—, Rausch- 362

-, Schub- 177, 182

—, Wechsel- 340

Spannungs, elektrische 306
-, Grenz- 186
Spannungsdoppelbrechung 288
Spannungsfaktor 335
Spannungskreis, Mohrscher 178
Spannungsmessung 315, 316
Spannungspegel 360
Spannungspfeil 306, 311
Spannungsquelle, reale 314

Spannungsreihe, elektrochemische 318, 319

Spannungsteiler 315,317
Spannungsverhaltnis 314
Spannungszustand 177, 178
Speicher, Energie- 412,413
—, hybrider 517
Speicherbaustein 517
Spektralapparat 285
spektrale Grofle 277

— Strahldichte 279
Spektralfunktion 353
Spektralphotometer 286
Spektrograph 286
Spektrometer 277, 286
Spektroskop 286
Spektrum 353, 429

—, Schallfrequenz- 251
Sperrschicht-FET 494, 495
spezifische Aktivitit 446

- Ausstrahlung 278, 279
— Enthalpie 386

- Gréfie 367

— Ladung 328

— Lichtsausstrahlung 281
— Wairmekapazitit 482



spezifischer elektrischer Widerstand 307, 310

sphirische Aberration 274
Spiegel 266

Spin 467, 468
Spinmagnetismus 437

Spirale 41

spontane Emission 290
Sprungtemperatur 500
Spiiltechnik 420
Spuranpassung 255

SQL 540

Sr 559

stabiles Gleichgewicht 166
Stabilitat 444
Standardabweichung 110, 112, 114
Standardwasserstoff-Elektrode 318
Standsicherheit 166
Standsptilen 420
Standzeitverlangerung 420
Stanton-Zahl 400
Stapelfehler 477

starrer Korper 155, 164ff.
statischer Druck 201, 202
statisches Moment 80
statistische Sicherheit 113
Staub 424

Staudruck 202

Staurohr, Prandtlsches 202
Stefan-Boltzmann Gesetz 402
stehende Welle 243
Step-Recovery-Diode 492
Stern-Dreieck-Umwandlung 314
steuerbarer Widerstand 494
Stickoxid 424, 425

Stickstoff 558

stimulierte Emission 290
Stirling-Proze 379
Stoffmenge 367

-, Definition 125
Stoffiibergangskoeffizient 405
Stofflibertragung 392, 405 ff.
Storabstand 362
Storstellenleitung 487
Storstellenreserve 489

StoB, elastischer 155, 157, 158
—, inelastischer 155, 157, 158
StoBprozefy 155

Strahldichte 278

-, spektrale 279
Strahlenbelastung 452, 459, 461
Strahlendosis 460
Strahlenkegel 279
Strahlensatz 22
Strahlenschaden 452
Strahlenschédlichkeit 458
Strahlenschutz 451 fF.

Strahler 279

Strahlstarke 278
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Strahlung, Schwichung 451

Strahlungsidquivalent, 280

Strahlungsart 453fF.

Strahlungsaustauschkoeffizient 403

Strahlungsemission 504

Strahlungsenergie 278

Strahlungsflu} 281

Strahlungsleistung 278

strahlungsphysikalische Grofe 277

Streckgrenze 180

Streifenleiter 521

Streufaktor 331, 335

Streuflul 331

Strip-Leitung 521

Strom, komplexer 341

—, Licht- 281

-, Sattigungs- 324

—, Wechsel- 340

Stromdichte 321

—, kritische 500

Strommessung 315

Strompegel 3

Strompfeil 306, 311

Stromquelle, reale 314

Stromstirke 306

—, Definition 125

Stromiibertragungsverhiltnis 509

Stromung 398

—, adiabatische 212

—, laminare 206

—, turbulente 208

Stromungsgerdusch 261

Stromungsleistung 190, 191

Stromungsmaschine 380

Strémungsmechanik 199

Stréomungswiderstand 190, 191

Stromverhéltnis 312

Strontium 559

Strophoide 42

Struktogramm 533 fF., 542

STTL 515

Student-Faktor 113

Stufenindexfaser 268

sublimieren 386, 389

Substitution 477

—, Integral 70

Superhet 365

Superpositionsprinzip 228, 244,
315

Supraleitung 499ff.

Supremum 6

Suszeptanz 347

Suszeptibilitit, magnetische 331

System, Dauermagnet- 334

—, Feder-Masse 218

—, Linsen- 273

—, Schwingungs- 216

—, thermodynamisches 366
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T

Ta 559

Tantal 559

Taylorsche Reihe 91

Tb 558

Tc 559

Technetium 559

technische Akustik 259

Tellur 559

Temperatur 367 ff.

-, Debye- 394, 482, 483

—, Definition 125

—, Einstein- 482, 483

—, Kontakt- 396

—, kritische 385, 500

—, thermodynamische 375
Temperaturkoeffizient 307
Temperaturstrahler 279, 403
Tensor der Permittivitatszahl 300
Terbium 558

Tesla 328

tetragonales Gitter 476

Th 559

Thallium 558

Theorieparameter 114
thermische Ausdehnung 368

— Emission 321

— Energie 370

thermischer Wirkungsgrad 375
Thermodynamik 366 ff.
thermodynamische Temperatur 375
thermodynamisches Gleichgewicht 388
— Potential 383

— System 366

Thermoplast 479
Thomson-Briicke 317

Thorium 559

Thulium 559

Ti 559

Titan 559

Tl 558

Tm 559

Token-Bus 541
Token-Passing-Verfahren 528, 530
Token-Ring-Verfahren 528, 529, 530
Ton, Hieb- 262

TOP 528, 531

Topologie, Vernetzungs- 519, 520
Torsion 182, 186

Torsionsarbeit 163
Torsionsmodul 179
Torsionspendel 216, 218
Totalreflexion 267, 268

Toxizitdt 458, 461
Trigheitsgesetz 143
Tragheitskraft 148
Tragheitsmoment, Flichen- 82, 83, 183, 184, 185
—, Massen- 82, 167, 168

Tragkraft eines Elektromagneten 336
Transformation, Fourier- 96 ff.

—, Galilei- 148

Transformator 347

Transistor 489, 493

Transmission 237, 239, 423
Transmissiongrad, Schall- 252, 254
Transmissionswarmestrom 404
transponierte Matrix 53
Transportfeldstirke 200
TransportfluBdichte 200
Transportgrofie 200

Transputer 518, 519
Transversalwelle 236
transzendente Zahl 2
Treibhauseffekt 424

Trennung, Membran- 425
Trennverfahren 428
trigonometrische Funktion 10, 11, 12, 34, 58
triklines Gitter 476

Triodenbereich 494

Tripelpunkt 368, 390
Trittschallpegel, Norm- 259

TTL 515

TTY 524

Tunnel-Diode 492

turbulente Grenzschicht 209
turbulente Stromung 208, 398

U

U 559

Uberdruck 197

Uberlagerung von Schwingungen 228

Uberlagerungsempfinger 365

UberstromprozeB 379

Ubertragung 353

Ubertragungskanal 362

Ubertragungsmedium 362

Ubertragungsverhiltnis, Strom- 509

Ultraschall 245, 263

Umkehrprisma 269

Umwandlung, Energie 408

—, isomere 446

Umwelttechnik 417 ff.

unbestimmter Ausdruck 64

Une 561

uneigentliches Integral 68, 69

ungeddampfter, elektromagnetischer Schwingkreis
351

Unh 561

unipolarer Transistor 493

Uno 561

Uns 561

Unschirfe 277

Unschirfe-Relation 431

Unterdeterminante 53, 55

Uppendahl-Prisma 269

Uran 559



v

V 560

V.24 526, 527

Valenzband 485

van-der-Waalssche Bindung 475

— Zustandsgleichung 383

Vanadium 560

Varianz 110, 112

Varistor 309

VDR 309

Vektor, Geschwindigkeit 138, 139

Vektorboson 467

Vektorrechnung 26ff.

Venturi-Rohr 203

Verarbeitung 353

verbotene Zone 487

Verbrauch, Energie 407, 409, 413

Verbrennungsmotoren 379

Verdampfungsenthalpic 386

Verdetsche Konstante 290

Veredlung, Energie 408

Verfahren, Abreinigungs- 424

—, Gaulisches 49

Verformungsart 178, 179

Vergroflerung 275

Verkniipfung, logische 514

Verléngerung, Standzeit 420

Verlust, Kompressions- 203

Verlustdichte 188

Verlustfaktor 220, 347

Vermittlung 353

Vernetzungstopologie 519, 520

Verschiebung, Ladungs- 300

Verschiebungsarbeit 299

Verschiebungsdichte 297, 300

Verschiebungsgesetz, Wiensches 279

Versetzung 477

Verstirker 359

Verteilungsfunktion 109

Vertrauensbereich 113

Verwerfen 419

Verzeichnung 274

Verzerrung 360

Verzerrungsfaktor 361

Vickers-Hirtepriifung 189

viskoelastisches Einmassesystem 261

viskoses Verhalten 480

Viskositit 206

Voigt-Kelvin-Modell 480

Volumendnderungsarbeit 373

Volumeneinheit 132

Volumen 25

-, Zylinder- 86

Volumenausdehnungskoeffizient
192

Volumenstrom 201

Vorgang, Ausschalt- 348, 349

—, Einschalt- 348, 349
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Vorrat, Energie 407
Vorwiderstand 315

W

W 561

Waage, hydrostatische 195
waagrechter Wurf 141, 142
Wahrheitswert 2
Wahrscheinlichkeit, Aufenthalts- 432
—, Theorie 107ff.

Waldsterben 424

WAN 529

‘Wandler, elektroakustischer 250
-, Energie 410

~, Schall- 249

—, Wiedergabe- 365

Wirme 371

Wirmeddammstoff 393
Wirmedurchgang 404 ff.
Wirmeeindringkoeffizient 394
Wirmekapazitit 372, 482
Wiarmeleitfdhigkeit 392, 393, 484
Wiérmeleitung 392, 484
Wirmeleitungsgleichung 398
Wirmepumpe 377, 378
Wirmeschaubild 381
Wirmestrahlung 392, 401 ff.
Wirmestromdichte 392, 394, 403
Wirmetheorem, Nernstsches 383

Wiarmetransport, Fourier-Gesetz 392, 394, 398

Wirmeilibergang 379, 397
Wirmetibergangskoeffizient 398
Wirmeiibertragung 392 ff.
WasserdampfdurchlaBwiderstand 406
Wasserdampfiibergangswiderstand 406
Wasserstoff 560
Wasserstoff-Atommodell 433
Wasserstrahlpumpe 205

Weber-Zahl 400

Wechselfestigkeit 187
Wechselspannung 340
Wechselstromkreis 340 fF,

Wechselstromkreis, Bauelemente 343, 344, 345

Wechselwirkung zwischen Kérpern 144
Wechselwirkung 429

-, fundamentale 467

Weilscher Bezirk 331

weitsichtig 274

Welle 214, 236fT.

~, Boden- 363

~, elastische 236, 238

-, elektromagnetische 238, 242, 364
—, harmonische 236

—, Longitudinal- 236

—, Materie- 293

—, Raum- 363

—, Schall- 241

-, stehende 243
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Welle

—, Transversal- 236
Wellenamplitude 236
Wellenfunktion 293
Wellengleichung 246
Wellenldnge, Materie- 291

-, Schall- 246

Wellenoptik 281 ff.
Wellenwiderstand 236, 238, 239
Wellenzahl 239

Wendeprisma 269
Wheatstonesche Briicke 317
Widerstand 307, 308, 309

-, Dampfiibergangs- 406

—, differentieller 311

—, Foto- 506

—, Hall- 441

—, innerer 313

—, komplexer 342

—, Schall- 246

—, spezifischer elektrischer 307, 310
—, steuerbarer 494

—, Stromungs- 190, 191

—, Wasserdampfdurchla- 406
—, Wasserdampfiibergangs- 406
—, Wellen- 236, 238, 239
Widerstandsbeiwert 209, 210
Widerstandsmoment 183, 184, 185
Widerstandsnormal 307, 442
Wiedemann-Franzsches Gesetz 394
Wiedergabewandler 365
Wiensches Verschiebungsgesetz 279
Winkelbeschleunigung 137
Winkelbeziehung 12, 13
Winkelgeschwindigkeit 136
Wirbelstrom 336, 337
Wirkanteil 342

Wirkbad 419

Wirkleistung 346
Wirkungsgrad 152, 411

—, elektrischer Maschinen 310
—, exergetischer 382

—, thermischer 375
Wirkungslinie 165
Wirkungsquerschnitt 464, 465
Wolbspiegel 266

Wolfram 561

Wurfbewegung 140, 141, 142
Waurzel, Bestimmung einer 45
Wurzelfunktion 32, 33

X
Xe 561
Xenon 561

Y
Ytterbium 561
Yttrium 561

Z

Zahl, ganze 2

—, imaginére 6ff.

—, irrationale 2

—, komplexe 6ff.

—, magische 444

—, rationale 2

—, transzendente 2

Zahlensystem 510

Zeiger, komplexer 342

Zeiger-Diagramm 342

Zeit, Definition 125

Zeitdilatation 471

Zeiteinheit 134

Zeitfunktion 961f., 353

Zeitmultiplex 358

Zeitstandverhalten 187

Zener-Diode 491

Zentrifugalkraft 149

Zentripetalkraft 145

Zerfall, radioaktiver 444, 446

Zerfallskurve 447, 448

Zerfallsprodukt 464

Zerfallsreaktion 445

Zerfallsrethe 449

Zerfallsschema 448

Zerstauber 205

Zerstreuungslinse 272

Zink 560

Zinn 560

Ziolkowskische Raketengleichung 156,
159

Zirkonium 561

Zissoide 42

Zn 560

Zr 561

Zugversuch 180

Zustand 366

—, Gleichgewichts- 366

—, Spannungs- 177, 178

Zustandsdiagramm 389

Zustandsdichte 486

Zustandsgleichung, allgemeine 369,
370

—, van-der-Waalsche 383

ZustandsgroBe 366, 372

zweidimensionales Elektronengas
441

Zwischengitteratom 477

Zykloide 39

Zyklon 425

Zylinderkoordinate 14

Zylindervolumen 86

zyklometrisch, Funktion 92

A/4-Platte 288

a-Zerfall 445

B-Zerfall 445

y-Zerfall 445
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