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Vorwort zur vierten Auflage 

Die ersten drei Auflagen des Kompendiums der Mathematik und Physik fanden ein erfreuli-
ches Echo. Dies ermunterte uns, den eingeschlagenen Weg, die Zusammenhange in der Mathe­
matik und der Physik in einem Werk komprimiert und kompetent darzustellen, konsequent 
fortzusetzen. So entstand die vierte Auflage des Werkes, in der im wesentlichen Fehler besei-
tigt, der Ubersichtscharakter noch klarer strukturiert wurde, die Informatik komprimiert und 
die Chemie erweitert wurde. Wir wiinschen uns, dass das Werk fur alle Anwender, den Studie-
renden wie den Praktikem von groBem Nutzen ist. Uber Anregungen zur weiteren Verbesse-
rung des Nachschlagewerkes und eine weitere kritische Begleitung durch unsere Leser wiirden 
wir uns freuen. 

Heubach, Esslingen, Stuttgart Ekbert Hering 
August 2004 Rolf Martin 

Martin Stohrer 

Vorwort zur zweiten Auflage 

Die erste Auflage dieses Werkes fand ein erfreulich groBes Echo und machte bereits nach 
gut einem Jahr eine Neuauflage erforderlich. In dieser nun vorliegenden zweiten Auflage 
wurden Fehler berichtigt und geringfiigige Erganzungen vorgenommen. Moge das Werk 
vielen Nutzern bei der Alltagsarbeit helfen! Uber Anregungen zur weiteren Verbesserung des 
Nachschlagewerkes wurden wir uns sehr freuen. 

Heubach, Esshngen, Stuttgart Ekbert Hering 
Juli 1995 Rolf Martin 

Martin Stohrer 



Vorwort zur ersten Auflage 

Das Physikalisch-Technische Taschenbuch ist ein Kompendium und Nachschlagewerk fur 
Ingenieure und Naturwissenschaftler in Studium und Berufspraxis. Das Werk fafit alle wichtigen 
Formeln der Mathematik, Physik und Technik in einem Band zusammen. Dabei sind neben 
klassischen Gebieten auch moderae Bereiche wie Optoelektronik, Nachrichtentechnik, In-
foraiatik und Umweltschutz beriicksichtigt. Es ersetzt kein Lehrbuch, doch werden kompakt 
und handlich die wesentlichen Zusammenhange erlautert. Haufig gebrauchte Stoffwerte, 
Konstanten und Umrechnungen von Einheiten sowie die Eigenschaften der chemischen 
Elemente sind in Tabellen zusammengestellt, um den schnellen ZugrifT sicherzustellen. 

Der Inhalt umfaBt im einzelnen: Mathematik - Fehlerrechnung - physikalische Grundlagen -
Gravitation - Technische Mechanik - Hydro- und Aeromechanik - Festigkeitslehre - Warme-
und Stoffubertragung - Elektrotechnik und Elektronik - Magnetismus - Metalle und Halbleiter 
- Optoelektronik - Festkorperphysik - Nachrichtentechnik - Atom- und Kemphysik -
Relativitatstheorie - Energietechnik - Eigenschaften der chemischen Elemente - Informatik und 
Umwelttechnik. 

Ein klar gegliedertes Inhaltsverzeichnis und ein ausfiihrliches Sachwortverzeichnis erleichtern 
dem Leser das Auffmden der gesuchten Information. Autoren und Verlag wiinschen ihren 
Lesem einen erfolgreichen Einsatz dieses Werkes und freuen sich auf konstruktive Kritik und 
Verbesserungsvorschlage. 

Heubach, Esslingen, Stuttgart Ekbert Hering 
Mai 1994 Rolf Martin 

Martin Stohrer 
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A Mathematik 

A.l Mathematische Zeichen und Normzahlen 

A. 1.1 Mathematische Symbolik 

Ubersicht A-1. Mathematische Zeichen, 

Standardzeichen 

= Gleichheitszeichen 
K ungefahr gleich; im Rahmen numerischer Vergleiche zweier Terme, GroBen gebrauchlich 
^ zueinander kongruent 
~ proportional, also y ^ x, falls es ein /c e IR (reelle Zahlen) gibt mit ^̂  = ^ • x - Linearitat 
<, <, >, > Symbole fiir kleiner-groBer Beziehungen reeller Zahlen 
:= haufig gebrauchtes Symbol fiir eine defmitorische Festlegung innerhalb der Ebene von Formelaus-

driicken; so wird z. B. in „e''^:= cosx + /sinx" das Symbol e'" vermoge der bekannten rechten Seite, 
cos X + i sin x, als komplexe Zahl defmiert. 

•, *, X Multiplikationssymbole; das Zeichen x kennzeichnet auch das Vektorprodukt in R^. 
/, -̂  Divisionssymbole 
= „entspricht der Aussage . . ." 
A allgemeingebrauchliches Differenzensymbol 

Ay ĵ 2 ~ ^1 
-— = '— = Sekantensteigung, Differenzenquotient 
A x X2 — Xj 

Symbol fiir den Laplace-Operator 
n\ n Fakultat, wobei n eine natiirliche Zahl ist «! = 1 • 2 • 3 • • • « 

, J Binomialkoeffizienten: Fur /c, « e N, 0 < /c < « ist I , J = -——^—— 
kj \kj k\{n — k)\ 

Anwendungen: Kombinatorik, « / \ 
Binomialformel: {a-^bf = Z \\a^b''-^ 

fiir k, ne¥i, a, b reelle (oder komplexe) Zahlen. 

("\ 
Ermittlung der I j-Ausdriicke mittels Pascalschem Dreieck. 

^ rt-te Wurzel: y := '^^ o x = y" 
(bei geradem n fiir x >0 defmiert, bei ungeradem n in ganz R) 

log Logarithmus-Symbol; fur a > 0 folgendermaBen defmiert: 
y:=\og^^{x)ox = ay 
Gebrauchlich sind: In fiir den Fall a = e (Eulersche Zahl, natiirlicher Logarithmus) 

\gfijira= 10, lb fiir a - 2 . 

Differentiationssymbolik (wie iiblich); d 
dx 

ax h^o h 
Elementzeichen; Bedeutung: xeM = x gehort zur Menge M 
Beispiel: 2 G N ^ Die Zahl 2 gehort zur Menge der natiirlichen Zahlen 

2 ̂  [3,4] = Die Zahl 2 gehort nicht zum Intervall [3,4] 
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Ubersicht A-1 (Fortsetzung) 

Zahlenbereiche 

N 
Z 

Q 
IR 
C 

Menge der natiirlichen Zahlen 
Menge der ganzen Zahlen 
Menge der rationalen Zahlen 
Menge der reellen Zahlen 
Menge der komplexen Zahlen 

{ 0 , 1 , 2 , . . . } 
{0,±1,±2, ...} 
{'i,\p.qeZ.q^O\ 
{x\x rational oder x irrational} 
{r = A- + iy 1A-, >' e IR} 

Mathematische Konstanten 

neutrales Element der Addition in R und (C 
neutrales Element der Multiplikation in R und (C 
Symbol der sogenannten Euler'schen Zahl; 

180 

v/2,y3 

iiJ) 

lim (1 + - ) -2,718282. 

e ist eine irrationale Zahl, transzendent 
Kreiszahl; n ist defmierbar als Flache des Kreises (Radius 1), Lange des Halbkreisbogens (Radius 1) 
n ist irrational, transzendent 
7r = 3,14159 .. .; gute Naherung ist y 

BogenmaB x eines im 0 < a < 360° gemessenen Winkel a; 
numerisch: x = a • 0,017453 ... 
Diese (und andere) in zahlreichen Formeln auftretenden Wurzeln belaBt man moglichst in dieser 
Form - allenfalls in Endergebnissen konnten numerische Naherungen wie 1,41421... bzw. 
1,73205 ... benutzt werden 
Symbol fur die sogenannte imaginare Einheit; man defmiert / als eine Losung der Gleichung: 
x^ + l =0 , d.h. i^ = - \ 

A. 1.2 Mathematische Logik 

Mathematischen Aussagen (A, B, C . . . ) wer­
den sogenannte „Wahrheitswerte" W(wahr) 
oder F(falsch) zugeordnet mit folgenden 
Grundregeln und Aussageverbindungen. 

Grundregel 1: Eine Aussage A ist entweder 
wahr oder falsch 
(ausschlieBende Alternative) 

Grundregel 2: Die Verneinung (Negation) 
einer Aussage A - haufig mit 
~ iA notiert - ist festgelegt 
durch 

A 

W 
F 

- 1 ^ 

F 
W 

Grundregel 3: Zwei Aussagen A, B hei-
6en aquivalent (in Zeichen 
A <^ B), wenn sie die gleichen 
Wahrheitswerte besitzen. 

Grundregel 4: Die Aussage „A und 5 " 
(A A B), die Aussage „A oder 
5 " (A V B), die Aussage „Aus 

A folgt B"' {A=>B, Implikation, Folgerung) 
sind gemaB nachstehender Tabelle festgesetzt. 

A 

W 
W 
F 

F 

B 

W 
F 
W 

F 

A A B 

W 

F 
F 
F 

A V B 

W 

W 
W 

F 

A^B 

W 
F 
W 
W 

AoB 

W 
F 
F 
W 

Man leitet hieraus logische Regeln ab, wie 
zum Beispiel 

0 l(A=^B) und {B=>A)] <^ [AoB] 

Q) -^(AA B)'^-iAv-iB] Verneinung von 
T^ ^ ^ > Und- und Oder-
@ ^(AvB)o-iA A-}B ] Aussagen 
g) [A=>B] und [B=^C]=^IA=>C], 

KettenschluB 
® AA(BV C)O{AAB)V (AACI 

Distribution 
(5) [A=>B]o[-nB=^^A], 

indirekter Beweis 



A.l Mathematische Zeichen und Normzahlen 

A. 1.3 Normzahlen 

In der DIN-Verordnung (323) ist dieser - aus 
dem letzten Jahrhundert stammende - Begriff 
noch anzutreffen. Bezogen auf den speziellen 
VergroBerungsfaktor 10 lautet die Aufgabe 
(„geometrische Progression"): 

Sd n>l, a> 0 gegeben. 

Bestimme n -\-l Zahlen (sog. Stufen) 
x^, X2, , x„ mit 

1) a = XQ< Xi ... <x^= 10a 

2) :̂ ?*±1 = const (bezugl. k) 

Die Losung ist - mit q: = ĵ/TO - die geometri-
sche Folge aq'', und betrachtet man die kom-
plette Skala aq'^, keZ, so hat man eine fein-
gliedrige Abstufung der Zehnerpotenzskala 
alO'^^ke'E. Speziell sind in fruheren Zeiten die 
Abstufungen n = 5, n = 10, « = 20, n = 40 
und « = 80 gewahlt worden - entsprechend 
spricht man von den Grundreihen R5, RIO 
usw. Diese „Reihen" sind Auflistungen der 
Folgen 

CyiO)\ A: = 0, ! , . . . , « 

{n = 5/10/20/40/80) und zwar in verschiedenen 
Naherungen und Genauigkeitsangaben hin-
sichtlich der numerischen Werte der Zahlen 
( y lO)'' (deren Berechnung in fruheren Zeiten 
verstandhcherweise Probleme bereitete). 
Nennwerte elektrischer Bauelemente, wie Wi-
derstande und Kondensatoren, werden nach 
E-Reihen gestuft: 

Reihe 

Stufensprung 

E6 E12 E24 

10 10 

Ubersicht A-2. Normzahlen und E-Reihen. 

Normzahlen (DIN 323) 

Grundreihen 

R5 

1,00 

1,60 

2,50 

4,00 

6,30 

10,0 

RIO 

1,00 

1,25 

1,60 

2,00 

2,50 

3,15 

4,00 

5,00 

6,30 

8,00 

10,0 

R20 

1,00 

1,12 

1,25 

1,40 

1,60 

1,80 

2,00 

2,24 

2,50 

2,80 

3,15 

3,55 

4,00 

4,50 

5,00 

5,60 

6,30 

7,10 

8,00 

9,00 

10,0 

R40 

1,00 
1,06 
1,12 
1,18 
1,25 
1,32 
1,40 
1,50 
1,60 
1,70 
1,80 
1,90 
2,00 
2,12 
2,24 
2,36 
2,50 
2,65 
2,80 
3,00 
3,15 
3,35 
3,55 
3,75 
4,00 
4,25 
4,50 
4,75 
5,00 
5,30 
5,60 
6,00 
6,30 
6,70 
7,10 
7,50 
8,00 
8,50 
9,00 
9,50 

10,0 

Genau-
werte 

1,0000 
1,0593 
1,1220 
1,1885 
1,2589 
1,3335 
1,4125 
1,4962 
1,5849 
1,6788 
1,7783 
1,8836 
1,9953 
2,1135 
2,2387 
2,3714 
2,5119 
2,6607 
2,8184 
2,9854 
3,1623 
3,3497 
3,5481 
3,7584 
3,9811 
4,2170 
4,4668 
4,7315 
5,0119 
5,3088 
5,6234 
5,9566 
6,3096 
6,6834 
7,0795 
7,4989 
7,9433 
8,4140 
8,9125 
9,4409 

10,0000 

Ig 

0,0 
0,025 
0,05 
0,075 
0,1 
0,125 
0,15 
0,175 
0,2 
0,225 
0,25 
0,275 
0,3 
0,325 
0,35 
0,375 
0,4 
0,425 
0,45 
0,475 
0,5 
0,525 
0,55 
0,575 
0,6 
0,625 
0,65 
0,675 
0,7 
0,725 
0,75 
0,775 
0,8 
0,825 
0,85 
0,875 
0,9 
0,925 
0,95 
0,975 

1,0 
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Ubersicht A-2 (Fortsetzung) 

E-Reihen (DIN 41426) 

E6 

1,0 

1,5 

2,2 

3,3 

4,7 

6,8 

10,0 

E12 

1,0 

1,2 

1,5 

1,8 

2,2 

2,7 

3,3 

3,9 

4,7 

5,6 

6,8 

8,2 

10,0 

E24 

1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,5 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
2,7 
3,0 
3,3 
3,6 
3,9 
4,3 
4,7 
5,1 
5,6 
6,2 
6,8 
7,5 
8,2 
9,1 

10,0 

Die wesentlichste Eigenschaft in N ist das 
Prinzip der vollstandigen Induktion: 

Prinzip der vollstandigen Induktion 
Fiir jedes « G N seien A (n) (mathemati-
sche) Aussagen, fiir welche zunachst nicht 
bekannt ist, ob sie wahr oder falsch sind. 
Dann gilt: 

Ist erstens ^ ( 1 ) wahr und zweitens aus 
A{n) wahr folgt auch A(n-\-\) wahr, so 
folgt: 

A (n) ist wahr fiir alle « G N . 

Ganze Zahlen: 

Z : = {0, ± 1 , ± 2 . . . } , die Menge der ganzen 
Zahlen, wird aus N durch Hinzunahme der 
Losungen der Gleichungen « + ;>c = 0 <=> 
X = —n gewonnen, wobei 0 als neutrales Ele­
ment der Addition zu N hinzugenommen 
wird. 

Rationale Zahlen: 

Q - = {%l/̂ ? ^ ^ ^ ' ^ 7̂  0}' die Menge der ra-
tionalen Zahlen (Briiche), wird aus Z gewon­
nen vermoge der Hinzunahme der Losungen 
der Gleichungen qx = pox = ^l . 

A.2 Reelle Zahlen (R) 

Der Aufbau des Zahlensystems geschieht iiber 
den ProzeB der Zahlbereichserweiterungen. 

Natiirliche Zahlen: 

]N:= {1, 2, 3, . . . } , die Menge der natiirlichen 
Zahlen, kann als gegebene (abzahlbare) Zah-
lenmenge vorliegen (aber auch aus abstrak-
ten mengentheoretischen Axiomen gewonnen 
werden). 

In N gibt es die bekannte Addition und 
Ordnung (n< mo es gibt ein A: e N mit 
m = n -\- k). 

Addition, Multiphkation und Ordnung wer­
den von N bzw. Z auf Q iibertragen (es ent-
steht die Bruchrechnung), so ist z. B. 

^ + 4 ^ ^ 

-<—<=> pq' < p'q (fiir positive q und q') 
q q 

Eine einfache Uberlegung zeigt den Zusam-
menhang zur Dezimaldarstellung: 

Jede rationale Zahl 7^ besitzt eine periodi-
sche Dezimaldarstellung, und umgekehrt 
kann jede periodische Dezimalzahl als 
Bruch geschrieben werden: 

Beispiele: 0,3 0,9 = 1(!) , 

1,27 = 1 + : 126 
99 

1± 
11 



A.2 Reelle Zahlen 

Reelle Zahlen: 

R : = Menge der rationalen und irrationalen 
Zahlen, wobei x irrational ist genau dann, 
wenn x eine nichtperiodische Dezimaldarstel-
lung hat. 

Beispiele fiir Irrationalzahlen: 
- ^/2, ^ 3 , ^ 5 (allgemein: alle Zahlen -Jn, 

wenn « £ M und falls -Jn nicht ganzzahlig 
ist) 

- 0,123456789101112... 
- Ti, e (sogenannte transzendente Zahlen, das 

sind per Def. Zahlen, welche nicht Lo-
sung einer polynomialen Gleichung fl„ x" + 
a„_i^"~^ + •••+^0 = 0 mit QQ, «!, . . . , 
<3„ G Z sind (letztere - also Losungen solcher 
Gleichungen - heiBen algebraisch). 
Die meisten reellen Zahlen sind transzen-
dent. Wurzelausdrucke (aus ganzen Zah­
len), wie z. B. >/2, y^l — y ? sind dagegen 
algebraisch. 

In R gibt es die Addition und Multiplikation 
sowie eine Totalordnung: 

Fur je zwei reelle Zahlen gilt stets x < y 
oder x = y oder x> y. 

Dies gestattet die Konstruktion von Interval-
len: 

[a,b] := {xeR\a < x < b), 
abgeschlossenes Intervall 

]a,b[ := {xEK\a < x < b}, 
offenes Intervall 

]a,b] := {xGR\a<x < Z>}, 
halboffenes Intervall 

[a,(X)[:= {xelR^la < x}, 
abgeschlossenes Intervall (!) 

Satz: Die rationalen Zahlen Q liegen dicht 
inR; d.h. 
1) Zu je zwei reellen Zahlen A, ̂  e R (mit 

a< b) gibt es mindestens eine (sogar 
unendlich viele) rationale Zahl r mit 
a < r < b 

2) Sei a e R, dann gibt es eine Folge ra-
tionaler Zahlen x^, X2, x^, . . . mit 
x„^ a bei « -• 00 

Schrankenbegriffe 

Sei M cz R (eine Teilmenge von R). 
Jedes Z? e R, fur welches gilt [x<b fiir alle 
xeM], heiBt obere Schranke von M. Die 
kleinste obere Schranke einer Menge M heiBt 
Supremum von M(supM). Beispiel: M = 
{—^IHGK}, dann ist supM = 0. Beachte, 
dafi das Supremum einer Menge nicht selbst 
zur Menge gehoren muB. Bin weiteres Beispiel 

Ubersicht A-3. Rechenregeln fur Ungleichungen. 

allgemein 

\)x<y=>x-\-a<y-\-a (x, 7, a e R ) 

2) X < y und a> 0=>xa < ya 

V) x <y und a <^=>xa> ya 

4) x^ < a?- 0 —a < X < a (fur « > 0) 

x^ > a^o X < —a oder x> a (fur a > 

Ungleichungen 

0) 

Beispiele 

2 J C - 4 < 5x + 2 

<^ - 6 < 3x 

0 — 2 < X 

Fiir XeIR definiert man x | := I 

1) | x + > ' | < | x | + | j ; | 

2) | « x | = | a | . | x | 

3) \x\<ao—a<x<a 

X, X > 0 

- X , X < 0 

Betrage 

| x + 2 | > l 

0 X + 2 > 1 Oder (x -I- 2) < - 1 

0 X > — 1 oder x < — 3 
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ist M = {arctan j\: | x 6R} ^ sup M = | . Da- Mittelwerte 
gegen gilt fur das Maximum einer Menge 
die Forderung: a^maxMoa ist obere 
Schranke von M und aeM. Ahnlich sind Infi-
mum (groBte untere Schranke) und Minimum 
einer Menge defmiert. Man nennt eine Menge 
M e R beschrankt <=> es gibt a, beK mit 
Mc:[a,b]. 

Die fundamentalste Eigenschaft von IR ist fol-
gendes Theorem: 

Theorem 
(Supremumsaxiom und Vollstandigkeit) 

0 Jede beschrankte Menge hat ein Supre-
mum und ein Infimum 

(2) IR ist vollstandig, d.h.: jede Cauchy-Folge 
besitzt einen Grenzwert 

Zusatz: Die Aussagen 0 und (2) sind aquiva-
lent. 
Hierbei heiBt eine Zahlenfolge (xj„^^ 
Cauchy-Folge, wenn die Bedingung 
erfullt ist: 
[Zu jedem £> 0 gibt es ein N mit der 
Eigenschaft, daB \x^ — xj<s ist, so-
bald n>N und m>N ist]. 

Fiir Xi, ^2, . . . , x„ defmiert man 
1) das arithmetische Mittel: 

A:=-{x^+ •" +x„) 

2) das geometrische Mittel: 

G:= V^Xi- •x„ 

3) das harmonische Mittel: 

H 
1 / 1 1 

4) das quadratische Mittel: 

Sie gehorchen folgendem Vergleich: 

H<G<A<Q 

Anwendungen: A: gewohnliche, arithmeti­
sche Durchschnitte 

G: Progressionen, Zuwachs-
faktoren, Zinsrechnung 

H: Frequenzanalysen 
Q: Fehlerrechnung, 

Regression 

A.3 Komplexe Zahlen 

Ubersicht A-4. Komplexe Zahlen. Darstellungsformen und Rechenoperationen. 

J 

^^<? 
^ ^ 

^'^^Z 

-i 
Komplexe Zahl Z 
Z = a + }b = Z{co 

1 t Imagin 
1 Realteil 

imaginare Achse 

^ ^ ^ reelle Achse 

s<̂  + jsiiK^) 
arteil 

Eulersche Formel 
eJ'P = cos cp + jsiiK/? 
Z^Z-Q^'' 

komplexe ; Zahlen 

j = y ^ 
Z = a -\-']b komplexe Zahl 

\Z\ =^yja^ + P Betrag 

tan (p = - Richtung 
a 

( s i „ ^ = A ; COS„ = ^ ) 

Z "= a~jb konjugiert-komplexe Zahl 

ZZ = (a + j7>) (a -jb) = a^ + b'= \Z\^ 



A. 3 Komplexe Zahlen 

Ubersicht A-4 (Fortsetzung) 

Darstellungsform 

Real- und Imaginarteil 
trigonometrische Form 

Exponential-Form 

Gleichungen 

komplex 

Z = |Z|(cos(p+jsin(p) 

konjugiert-komplex 

2 = a —jb 
Z =\Z\ (cos (jo — j sin (p) 

Eulersche Formel 

Q^f = cos(p -\-}sin(p e~^'''= cos(p — jsincp 

Z = |Z|eJ'^ 

GauBsche Zahlenebene 

Z= |Z |e - J* ' 

Beispiel 

Addition/Subraktion 

^1 - ^2 = («i - ^i) + J(*i - M 

Real- und Imaginarteil mussen 
getrennt berechnet werden 

Realteil 

Multiplikation/Division 

^1 ^2 = I ̂ 11 I ^21 (cos i(pi + (p2)+} sin {(pi + (P2)) 

Z,Z, = \Z,\\Z,\o^^^^^<^^^ 

I ̂ 1 I 1^21 = V(« l«2 - * l M ' + («1^2 + ^1^2) ' 

«1 ^2 + bi «2 
tan((;Pi + (p^) •-

a, a^ - b, b^ 

ZJZ2 = |Zi | / |Z2l(cos((pi - (P2) + jsin((pi - (P2)) 

ZJZ2 = \Z,\I\Z2\'Q^'^^-''^' 

Iz.lllz.l-JP''' 

tan((^i -(P2) 
a^ ^2 + ^1 *2 

Realteil 

„Drehstreckung" 

Zj = 3 + 2j 

Z2 = 1 + l ,2j 

| Z i | / | Z 2 | = 
9 + 4 

1+1,44 

= 2,3 

tan((pi - (P2) 

2 - l - 3 - l , 2 

3-1 + 2-1,2 

(<?>i-<^2) = - 0 , 2 8 7 

{Z,IZ^) = 2,3 eJ<-̂ '287) 

- = - 0 , 2 9 6 
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Ubersicht A-4 (Fortsetzung) 

Potenzieren/Wurzelziehen 

Z" = 1Z" 1 (cos ncp + ]smncp) 

Z" = | Z " | •eJ"'^ 

^ = " ^ ( c o s ( ^ ± i : ^ ) . . s . n ( ^ ± ^ ) ) 
\ \ n / \ n J J 

(^ = 0, ±1 , ±2, .. . , ± ( « - l ) ) 

\i Imaginar-

I teil 

/ 1 \ 

-2U11 / 
\|/£p 

" )+2 "̂  
yReal-

^ ^ ^ ^ teil 

z=y8 
Radius | Z | = : y 8 = 2 

ŷ  = o 

|Zol = y 8 ( c o s ( 0 ) 
+ jsin(0))= +2 

Z , = 2 ( c o s ( ^ ) 

- f j s m ( ^ ) ) 

Z I = - 1 + J V 3 

î  = 2 

Z, = 2 ( c o s ( ^ ) 

+ j s m ( ^ ) ) 

2 2 = - i - j y 3 

Differentiation (bzgl. Winkelvariablen) 

Z = |Z|e^<'^' + '̂> 

^ = jcy|Z|eJ<"'^'^> 
d/ -̂  

d Z . 

d7 = J ^ ^ 

Drehung um +90°, 
Streckung aufs co-fache 

d z \ 
df \ 

Imaginar-
teil 

Z 

Realteil 

Z = 3 + 2 j 

Z = 3 , 6 e J < ^ ' ^ ^ ' ^ 3 3 ' 6 ^ ) 

dZ 
- = U 7 J Z 

Z = |Z|eJ^"''+'^> 

jZd / = J|Z|eJ('^'^^Mr 

= lZ|eJ'^JeJ'"'d/ 

f Z d / = -l|Z|eJ^'^'^'^* + C 
•̂  CO 

= - - • Z + C 

Integration (bzgl. Winkelvariablen) 

y 
Imaginar-

'teil y^ 

V Realteil 

JZdf 

Z = 3 + 2j 

2 ' = /Y3 ei( l '5 7r + arctan2/3) 

Z=3 ,6e^<^ '5^ ' - ' ^3 ' ^^°> 

= - 0,64 j Z 



A.4 Logarithmus und Logarithmengesetze 

A.4 Logarithmus und Logarithmengesetze 

1st bei einer Potenzfunktion die Variable 
im Exponenten (Exponentialfunktion, Ab-
schnitt A.IO), kann der Wert der Variablen 

durch Logarithmieren (Logarithmusfunktion, 
Abschnitt A.IO) ermittelt werden. 

Ubersicht A-5. Logarithmen. 

Definition 

Exponent 

T 
Basis 

= a <->• X = logj, a 
T r T t 

Potenzwert Exponent Basis Potenzwert 

= 9 logs 9 

{b>(i;b^\\ 
X beliebig, reell) 

besondere Falle 

allgemein 

^og,m = a 

\og,b = l 

log, 1=^0 
Jjlog^a ^ ^ 

e^"'' = a 

Beispiel 

log3(3^) = 2 

log33 = l ( 3 ^ = 3) 

log3l = 0 ( 3 ^ = 1) 
3iog3 4 _ 4 

g l n l S ^ j g 

Logarithmensysteme 

dekadische 

Basis 10 

logio = Ig 

10^ = 0 

X = Ig^ 

Logarithmen natiirliche Logarithmen 

Basis e 

e = lim ( l + - ) =2,718281 . . . 

logg = In 

Q^ = a 

X = \na 

Umrechnungen 

lg« = 
In a 
inio' 

^0,4329 In a 

allgemein: loĝ , a = 

lnfl = lg«lnl0^2,302591ga 

log^« _\na 
log^ b \nb 
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Ubersicht A-5 (Fortsetzung) 

Logarithmengesetze 

allgemein 

log^(c«) = log„c + log^a 

logb(^) = logbC-log5« 

logJa") = «logi,fl 
-1 

logj, (Xfa) = - log, a 

Beispiel 

lg(10x) = lglO + lgx = 

Inf—j = l n 2 0 - l n x 

lg(4«) = 8-lg4 

In (^18) = -In 18 

= 1 +lgx 

A.5 Trigonometrische Funktionen 

Ubersicht A-6. Trigonometrische Funktionen. 

Definitionen 

Rechtwinkliges Dreieck: 
Seitenverhaltnisse 

Gegenkathete a 
sin a = -— = -

Hypotenuse c 

Ankathete b 

Hypotenuse c 

Gegenkathete a 
Ankathete b 

Ankathete b 
Gegenkathete a 

Einheitskreis: 
Funktion der 
Bogenlange x 
sin X: 
cos X: 

tan .\-

COt A' 

X 

Ordinate 
Abszisse 
sinx 
cosx 

1 
tanx 
271 

= 360^-^ 

von P 
von P 

cos A' 

sin A 

(0 < A < 271) 

-11 

1 ̂ R 4 

/a\ 

cos 

\ X 
|sin\ \ 

j^ 

xi0<x<2n) ist das 
BogenmaB des Winkels a im 
Gradsystem (0 < a < 360°). Dann ist 
sin A = sin a; cos A = cos a; tan A = tan a 

Komplemente 

sin a = cos (90° — a) 

cos a = sin (90° — a) 

tan a = cot (90° — a) 

cot a = tan (90° — a) 

Vorzeichen 

/ s i n + 
/ cos -
/ tan -
1 cot -
\ sin -
\ cos -
\ tan + 
\ c o t + 

sin + \ 
cos + \ 
tan + \ 
cot + \ 

sin - / 
cos + / 
tan - / 
cot - / 
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Ubersicht A-6 (Fortsetzung) 

Reduktionsformen Verlauf 

Winkel 

Funktion 

sin a 

cos a 

tana 

j cot a 

—a 

— sin a 

+ cosa 

—tana 

—cot a 

90° ± a 

+ cosa 

+ sina 

+ cota 

+ tana 

180°±a 

+ sina 

—cos a 

±tana 

+cota 

270° +a 

—cos a 

+ sina 

+ cota 

+ tana 

360° ± a 

— sin a 

+ cosa 

— tana 

—cot a 

Sinus und 
Kosinus 

periodisch 
in In 
(360°) 

Tangens und 
Kotangens 
in n 
(180°) 

Polstellen 
fur Tangens 

71 

+ co: n-

— oo: ~n-
2 

Polstellen 
fiir Kotangens 
+ oo: +0, nil 
— oo: — 0, —«7t 

Ubersicht A-7. Zusammenhdnge und Umwandlungen trigonometrischer Funktionen. 

Zusammenhange zwischen trigonometrischen Funktionen 

sin^a + cos^a= 1 

sin a 1 
tana = 

cos a cot a 
cos a 1 
sin a tan a 

tan a cot a = 1 

1 + tan^ a = 

1 = cot^ a = 

cos^a 

1 

1 - tan^ t) 
1 + tan^ S 

Umwandlungen 

Funktion 
Funktion 

sin a 

cos a 

tana 

cot a 

sin a 

-

+ ^ 1 — sin^ a 

sin a 
-1-

^\ — sin^ a 

y^l^sin^a 
~ sin a 

cos a 

+ ^1—cos^a 

-

yj\ — cos-̂  a 
~ cos a 

cos a 
-f 

^/l—cos^a 

tana 

tana 
+ -. y i + t a n ^ a 

1 
+ y/ l+tan^a 

-

1 
tana 

cot a 

1 

y i + c o t ^ a 

cot a 
+ y i + c o t ^ a 

1 
cot a 

-
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Vbersicht A-8. Winkelbeziehungen trigono-
met rise her Funktionen. 

Addition/Subtraktion 

sin (cc ± P) = sin a cos p ± cos a sin p 

cos {cc ± p) = cos a cos ^ + sin a sin (^ 

sin (a + ^) sin (a — p) = cos^ ^ — cos^ a 
cos (a + P) cos (oi — p) = cos'̂  jS — sin^ a 

tan a ± tan P 
tan(a +jg) = 

cot(a± jS) = 

1 + tan a tan P 

cot a cot jS =F 1 
cot j9 ± cot a 

Summen und Differenzen 

Sin a + sin p = 2 sm • cos 
~ 2 2 

cos a + cos p = 2cos —-— • cos —-— 

^ . oi + p . oc- p 
cos a — cos p = — 2 sin • sin 

2 2 

tan a ± tan j9 = 

cot a + cot / 

sin (a + P) 

cos a • cos p 

sm(P±a) 

sin a • sin i9 

doppelte Winkel 

sin 2a = 2sina • cos a 
cos 2 a = cos^ a — sin^ a 
tan 2 a = 2/(cot a — tan a) 
cot 2 a = (cot a — tan a)/2 
sin 3 a = 3 sin a — 4 sin-̂  a 
cos 3 a = 4 cos^ a — 3 cos a 

halbe Winkel 

/I — cos a 

1 + cos a 
c o s - = ± ^ 

a 
t a n - = ± ^ 

a 
cot- = ±^ 

/ ^ ^ 
jl — cosa 

/ 1 + cos a 

/l + cos a 
y1 — cos a 

1 — cos a sin a 
+ — -(-~ sin a "~ 1 + cos a 

1 + cos a sin a 
"~ sin a ~ 1 — cos a 

Ubersieht A-8 (Fortsetzung) 

Produkte 

sin a sin J? = - [cos {a — P) — cos (a + P)] 

cos a cos jS = ;r [cos (a — P) + cos (a + P)] 

sin a cos P — T: [sin (a + j9) + sin (a — P)] 

cos a sin j9 = - [sin {a + p) — sin (a — jS)] 

tan a tan p = 

cot a cot ̂  = 

tan a cot ̂  = 

cot a tan j9 --

tan a + tan / 
cot a + cot ^ 

cot a + cot j9 
tan a + tan jS 

tan a + cot jS 
cot a + tan P 

cot a + tan j9 

tan a + cot ̂  

Potenzen 

sin^a = :r(l —cos 2 a) 

sin^ a = - (3 sin a — sin 3 a) 

cos^a = -(1 + cos 2 a) 

cos^ a = - (3 cos a + cos 3 a) 

Eulersche Formel 

y = Q-if = cos(p ±jsin(p 

sin(p = 

COS(p = 

2j 
- 1 ) 

tan (p = : : 

cot (p = : : 
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libersicht A-8 (Fortsetzung) 

Naherungsformeln fur kleine Winkel 

sinX « X - — (Fehler < 1 % fur a < 58°) 
6 

sinx?5ix (Fehler < 1 % fur a < 14°) 

c o s x ^ ^ l - — (Fehler < 1 % fur a < 37°) 

cosx % 1 (Fehler < 1 % fiir a < 8°) 

wobei a = -— • 360° 
2n 

Einheit 

1° = 1 
1' = 0,016667 
1" = 0,0002778 

' 

60 
1 
0,016667 

Winkeleinheiten 

rad 

3600 0,017453 
60 
1 

gon 

1,1111 
0,018518 
0,0003086 

cgon 

111,11 
1,85185 
0,030864 

mgon 

1111,11 
18,5185 
0,30864 

Irad = 57,2958 
1 gon = 0,9 
Icgon = 0,009 
1 mgon = 0,0009 

3437,75 
54 
0,54 
0,054 

206265 
3240 
32,4 
3,24 

1 
0,015708 

63,662 
1 
0,01 
0,001 

6366,2 
100 
1 
0,1 

63662 
1000 
10 
1 

1 rad = 10^ mrad = 10^ jirad 

1 m Bogen 360° 
lrad = 

1 m Radius 2n 

57,296° « 57,3° 

1 gon = —— rad 
^ 200 

1 Vollwinkel = 271 rad = 6,28318 rad 

= 360° = 400 gon 

A.6 Analytische Geometric der Ebene 

Ubersicht A-9. Koordinatensysteme. 

schiefwinklig rechtwinklig polar 

VP(^'^) 

— X sin (̂ 2 + y cos (̂ 2 

sin((pi -(P2) 

xsinipi — jcos^ i 

x _ P(x,y) 

X = ^coscpi + rj COS (p2 

y = ^sincp^ -\- rjsin(p2 

sin((Pi -(P2) 

(Pi Winkel zwischen x-Achse und ^-Achse 
(P2 Winkel zwischen y-Achse und rj-AchsQ 

P{r,^) 

Zusammenhang zwischen 
rechtwinkligen und 
Polar-Koordinaten 

X = rcos^ 
y = rsincp 

y 
tan w = -

X 

r = Jx^ + y^ 
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Ubersicht A-9 (Fortsetzung) 

Transformation rechtwinkliger Koordinaten 

Parallelverschiebung Drehung Parallelverschiebung 
und Drehung 

y 

b 

y X 

1 
1 

P{x ,K) 
,y) 

X' 

y\ 

X = X — a 

y' =y- b 

X = x' + a 

y = y' + b 

X = X cos (p + V sin (p 

y' = — X sin ^ + V cos cp 

X = x' cos (p — y' sin (p 

y = x' sin (p + y' cos (p 

x" = {x — a) cos (p + (y — b) sin (p 

v" = — (x — a) sing)-^ (y — b) cos (p 

X = x" cos (p — y" sin (̂  + a 

y = x" sin ip — y" cos ip -\- b 

Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten 

X = r sin ^ cos (p 

X = r cos (p 

y = rsivKp 

y 
tan (p = -

X r = Jx^ +y^ + z^ 

Ubersicht A-iO. Punkt, Strecke und Dreiecke in der Ebene. 

Strecke 

Steigung 

j i - y i 

Entfernung 

XK-Ji^i-^if-^iyi-yif 

Pi Pi = \ / ^ i + d - 2^1 r2COsi(p2 - (Pi) 

\V2-V^ 

Teilpunkt P 

0 < ; . < 1 

X\ ~r A X'y 

1 + ;. >'p^ 1 + ;. 

Mittelpunkt M 

X. + ^2 
>'M = 

. -Vl + >̂2 
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Ubersicht A-10 (Fortsetzung) 

Dreieck 

Schwerpunkt 

1 

Fur Punktmassen m j , m2, W3 

m^x^-\- 1712X2-\- tn^X3 

^ Wi + m2 + W3 

Wl7i +W2>'2 + '«3>'3 
>'s^ 

y\ 

m + m2 + W3 

Flache 

^ = ;̂  [^10^2 ~ y^) + -̂ 2 0^3 ~" y\) + -̂ 3 CFI — J^2)]' n^it Determinantenrechnung: 

Xi y^ 1 

^2 >̂2 1 

X3 >̂ 3 1 

Ubersicht A-IL Punkt, Strecke und Dreiecke 
im Raum. 

Punkte und Strecken im Raum 

Entfemung IP1P2I(^1 (^1,7i> ^1); ̂ 2(^2, yi, ^2)) 

Teilung von P^ P2 im Verhaltnis A 

X , + A x 2 yi-^^y2. 
1 + A >^p = 1 + A 

Zj + AZ2 

1 + A 

A > 0 innerer Teilpunkt 

A < 0 auBerer Teilpunkt 

Mittelpunkt M 

_ X i _ + X 2 . _ J l +.F2. Z. +Z2 

Dreiecke im Raum 

Schwerpunkt 

_ Ĵ l + X2 + X3 _ Jt̂ l + }̂2 + .̂ 3 . 

Z,+Z2-^ Z3 

Ubersicht A-11 (Fortsetzung) 

Dreiecke im Raum 

Fur Punktmassen m^,m2,ni^ 

m j Xj + W2 ^2 + W3 X3 

""̂  m j + W2 + W3 

W l J ' l + W 2 J 2 + ' « 3 > ' 3 . 

m^ + m2 + W3 

W^Zj + m2Z2 + W3Z3 

"^ m^ + W2 + W3 

F l a c h e 

^ = y ^ 2 _̂  ^ 2 _,_ ^ 2 ^ jj^-^ 

.̂4 

^.=^ 

>'i 2i 1 

^̂ 2 ^2 1 

y3 23 1 

Xi J i 1 

^ 2 >̂ 2 1 

^ 3 y^ 1 

; >42 = 

Zi Xj 
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liber sic h t A-11 (Fortsetzung) 

Volumen des Tetraeders P^ Pj P^ P4 

(Pi Spitze) 

•^1 J i ^1 1 

X2 72 ^2 1 

^3 73 ^3 1 

X4 J 4 24 1 

1 

(Xj - X2) CFI - J'2) (^1 - ^2) 

(•^1 - ^ 3 ) (yi - > ' 3 ) (^1 - ^ 3 ) 

(^1 - ^ 4 ) ( J i -yd (^1 - ^ 4 ) 

Vbersicht A-12. Gerade in der Ebene. 

Zwei-Punkte-Form 

y-yi _y2-yi 

^2(^2-/2) 

X y \ 

X, y, 1 

^2 72 1 

= 0 

Punkt-Steigungs-Form 

Vbersicht A-12 (Fortsetzung) 

Normalform 

y = mx + i 

m = tan (p 

allgemeine Gleichung 

Ax-\-By + C=0 

(A, B, C sind Konstanten; A und B nicht 
gleichzeitig null) 

Hessesche Normalform 

X cos l^-\-y sin p—p = 0 

Ax-\- By + C 

±^A' + B' 

+ fur: C < 0 ; 

- fiir: C > 0 

= 0 

Polarform 

cos (a — cp) 

)y\vp 

V P 

h 

Achsenabschnitts-Form Abstand ddes Punktes P^{x^,y^ von der Geraden 

d = Xj cos ̂  + y^ sin j9 — /? 

Ax^ + 5 j i 4- C 

^ = 



Ubersicht A-i2 (Fortsetzung) 

Schnittwinkel j9 zweier Geraden 

tani? = -

tanjg: 

1 -\- m^m2 

^ 1 ^ 2 + ^ 1 ^ 2 

Wj = tan (p^\m2 = tan (pj 

senkrechte Geraden: 

parallele Geraden: 

m^m2= —1 

A1A2 + BiB2 = 0 

m^ = m2 

^ , ^ 2 = ^ 1 / ^ 2 

Winkelhalbierende zweier Geraden 

A,x-^B,y-[-C,_^ A2X + B2y + C2 ^ ^ 

±^Ai + Bf ±^Al + B, 

y 
' P1 

^ 
-^^ 

^92 

\^2 / 

\ 
\ 

Hessesche Normalform 

x(cos j^i ± cos P2) + 7(sin jSi + sin J82) — (Pi ±7^2) = 0 

A.6 Analytische Geometrie der Ebene 

Ubersicht A-i3. Gerade im Raum. 

17 

X — X^ 

X2 — x^ 

Zwei-Punkte-Form 

y-Vi 2 - ^ 1 

yi-yi ^ 2 - ^ 1 

allgemeine Gleichung 

Schnitt zweier beliebiger Ebenen 

^ 2 ^ + ^2>' + ^̂ 2 ^ + ^ 2 = 0 

Winkel zwischen Gerade und Achsen 

E,=0\ 1 
„ J- cos a = — 

£2 = 0 3 N 

N: Normalenvektor 

B, C, 

^2 C2 
; c o s P •• 

Cj A^ 

L") A-, 

c o s y = -
A, B, 

N' 
B, C, 
Bf Cj 

C,A, A, B, 
A, B, 

cos^ a + cos^ j9 + cos^ y = \ 

Gerade durch Punkt P^ (x^, y^, z^ 

J-Ji 
cos a c o s ^ cosy 

in Parameterform: 

X = jJCi + rcosa ; y =y^ + tcosf: 

z = z^ + t cos y 

Parameterdarstellung 

X = a^t + a2\ y = b^t + b2', z — c^t + C2 

Schnittwinkel zweier Geraden 

cosj8 = costXi cosa2 + cos^^ C0SJS2 + cosy^ 00872 
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Ubersicht A-14. Ebene. Ubersicht A-14 (Fortsetzung) 

Ebene durch drei Punkte 

X y z \ 
x^ y^ Zj 1 

X2 y2 Z2 1 

^3 y^ ^3 1 

= 0; 
( x - x j iy-y^) (z-z^) 
(X2-X1) (y2-7i) fe-^i) 
(•^3--^i) (y^-yi) (^3-^1) 

Abstand eines Punktes von der Ebene 

,_^Xi + ^>"i + Cz.^ + D 

d — x^ cos a + >'j cos 1^ + z^ cos y — /? 

Winkel (5 zweier Ebenen 

Achsenabschnitts-Form 

^ y ^ . - + ^ + - = 1 
« 0 c 

Hessesche Normalform 

X cos a + 7 cos P + z cos 7- /7 = 0 

a, p, y Winkel zur x-, y-, z-Achse; 
p Lange der Normalen durch den Nullpunkt 

allgemeine Gleichung 

E: Ax -\- By + Cz + D = 0 

- ^- h - ^- - ^ 

cos (5 -• 
A^A2 + B^B2 + C^C2 

JA\ + Bj + cf • y^FTefTcl 
Orthogonalitat und Parallelitat 

orthogonal: zwei Ebenen 1 

A^A2 + B^B2-\- C^C2 = 0 

cosa^ cosa2 + cosj5j cosj92 + cosy^ cos 72 = 0 

parallel: zwei Ebenen || 

AJA2 = BJB2 = CJC2 Oder 

cosai/cosa2 = cos^i/cosj92 = cosyi/cosy2 

^A^ + B^ + C-
:; COS P -

^A^ + B^ + C 

cosy = 
^A^-\-B' + C^ ^A' + B' + O 

Ebene durch einen Punkt 

< 0 

•^iC-^i'J^i'^i) parallel 
zur Geraden 

x-x^ y-y^ z-z^ 
cos«! cosj?! cosyj 
cos CL2 cos j?2 cos y2 

= 0 

A(^i'>^i»^i) senk-
recht zur Geraden 

(x —xjcosa + 

+ (v-Vi)cosi5 + 

+ (z —Zi)cosy = 0 



Ubersicht A-15. Kreis. 

Mittelpunktgleichungen 

Mittelpunkt im Ursprung Scheitel-Gleichung 

y\ 

x"- + y"- = r"- y^ = Irx — x^ 

allgemeine Kreisgleichung 

Ax^ + Ay^ + 2Dx + lEy + F = 0 
Mittelpunkt M: {-DjA, -E{A) 

Radius r: r = - JD^ + E^ -AF 

Parametergleichung 

X = r cos / 4- XM 

Polarkoordinaten 

A-mb± ^mH'' + ir''-b^){l+m^)) 

A.6 Analytische Geometric der Ebene 19 

Ubersicht A-15 (Fortsetzung) 

Schnittpunkte Gerade und Kreis 

Kreis: x^ + y^ = r'^\ Gerade y = mx + b 

1 

Diskriminante D = r^{\ + m^) — b^ 

fur Z) > 0: 2 Schnittpunkte 
D = 0: 1 Schnittpunkt 
D < 0: kein Schnittpunkt 

Tangente und Normale 

Kreis: x^ + j ^ = r^ 

Tangente: xxp + yy^ = r^ 

PUp.yp) 

Steigung: 

Lange: 

Subtangente 

Normale 

yxp — xyp = 

Steigung 

0 

^n 

m,= 

t = 

\ = 

yp 

rjp 

Xp 

Xpl 

^yp. La [ige n — r\ 

Subnormale 5_ = Xp 

Winkel im Kreis 

Mittelpunktwinkel = doppelter Umfangswinkel 
a = ly, 

360° -a = 2^ 

Sehnentangentenwinkel 
= halbem 

Mittelpunktswinkel 

1 
-a ; a = 2T; 

360° -a = 2(180° - T) 

Alle Umfangswinkel sind also gleich groB 



20 A Mathematik 

tfbersicht A-16. Ellipse, Hyperbel, Parabel. 

1. Normallage 

Schaubild 

Kurvengleichung 

Parametergleichungen 

Tangente mit 
Beriihrpunkt P^{x^,y^) 

Asymptote 

Tangentenbedingung 
{y =^mx + c) 
{Ax + By + C = Q) 

Noraiale im 
Kurvenpunkt P^{x^,y^) 

Exzentrizitat 

numerische Exzentrizitat 

Flache 

Scheitelgleichung 
(Brennpunkt auf x-Achse) 

Ellipse M (0,0) 

y 

\'^^ a - o "^r-]/ ^ 

X = a cos / 

y = bsint 

x^x y^y _ 

a^ b^ 

-

c^ = a^m^ + b^ 

a^A^ + b^B^ -C^ = 0 

n- y-y^ = 

e = Ja'-l 

^ " - ' • ' 

,2 

e 
a 

A — abn 

2 ^ P i 
y^ = Ipx — x ^ 

a 

Hyperbel M (0,0) 

. y 

NX 

X 
> / 

x^ / . 
a" b^' 

*?#" P 

\ ? k 1̂ ^ 

x = ; y= +Z7tan/ 
cosr 

X = ±acoshf; y = b sinh/ 

a^ b^ ~ 

b 
y = + - -̂  

a 
c^^a'm^-b'-

a^A^ -b^B^ -C^ = 0 

n- y-yi = -

e = ^a' + b' 

S;"-> 

-

/ = 2px + -x^ 
a 

2. Achsen parallel zu Koordinatenachsen M(XQ, y^) 

Kurvengleichung 

Tangente mit 
Beruhrpunkt Pj (x^, j^J 

Tangentenbedingung 

a^ ^ b^ ~ 

( x - X o ) ( X i -XQ) 

. iy-yo)iyi -yp) _ . 

Ax + By + C = ^ 
fiir: 

- (^Xo + By^ + C)2 = 0 

(x - xo)^ iy - yof 

(X Xo)(Xj XQ) 

iy-yo)iyi -yo) _. 
b' 

Ax + By + C = 0 
fiir: 
A'a'-B'b' 

- (Axo + By^ + Cy = 0 



A.6 Analytische Geometric der Ebene 21 

Vbersicht A-16 (Fortsetzung) 

Parabelmit*S(0,0) 

y^ = 2px; y^ = —Ipx 
x^ = Ipy; x^ = — Ipy 

XL/ 
^ Tangente in P^ (fur y^ = 2px) 

yy^=p{x-\-x^) 

Tangentenbedingung fur y = mx + c 
p = 2cm 

Parametergleichung 
x = t^; y = ±ct 

Leitlinie 

Parabelachse parallel x-Achse 

V p>0:^f ^ p<0: 

Parabel mit Scheitel >S(xs,>'s) 

• i 
- ' ^ 

-

Parabelachse parallel y-Achse 

X ~7 "\ " ^ L> 
Kurvengleichung 

{y-y^^ ^ ±2p{x-x^ {x-x^Y = ±2p{y-y^ 

Tangente 'm.P^{x^,y^ 

(ri -y%){y-yd= ±/?(^ + Xi -2x^ (Xj - x^){x - Xs) = ±/?Cy + >̂ i - 2>'s) 

Tangentenbedingung: ^ x + fij + C = 0 

fiir: ±pB^ - 2 ^ (̂ Xg + ^^^ + C) = 0 fur: ±pA^ - 2B{Ax^ + 5^^ + C) = 0 

allgemeine Form der Kegelschnitt-Gleichungen 

Scheitelgleichung: 

Polargleichung: 

/ = 2 / ? x - ( l - e 2 ) x 2 1 g < l 
P̂ ĵ  e> 1 

e = l 

Ellipse 
Hyperbel 
Parabel 1 — e cos (p 

allgemeine Gleichung: ^x^ + By^ + Cx + £>j + £" = 0 
Ellipse: ^ 5 > 0 (^ = 5: Kreis) 
Hyperbel: AB <{S 
Parabel (Achse parallel x-Achse): 
^ = 0 und 5C + 0 

Parabel (Achse parallel j^-Achse): 
5 = 0 und ^Z) + 0 

Ax^ + 25xj + Cy^ + 2Z)x + 2^7 + î  = 0 (.4^ + 5^ + C^ > 0) 
2J5 

Drehwinkel a: tan (2a) = {Ai-C) 

beUebige Lage: 
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A.7 Geometrische Satze 

Ubersicht A-17. Sdtze in der Geometrie. 

rechtwinkliges Dreieck 

Satz des Pythagoras -b' a, b Katheten 
c Hypothenose 

Kathetensatz a = cp 

b^ = cq 

Hohensatz -pq 

Strahlensatze 
wenn ABIIA'B', 
dann gilt 

1. SA:SA' =SB:SB' 
SAiAA" =SB:BB^ 

2. AB : A ^ = SA : S]V 



Ubersicht A-17 (Fortsetzung) 

A.7 Geometrische Satze 23 

allgemeine Dreiecke 

Sinussatz 

findet Anwendung, wenn 
eine Seite, der gegeniiberliegende 
Winkel und eine zweite Seite 
Oder ein zweiter Winkel 
gegeben sind 

Kosinussatz 

findet Anwendung, wenn 
drei Seiten bzw. zwei Seiten 
und der eingeschlossene 
Winkel bekannt sind 

a sin a Z> sin j5 
h sin ̂  ' c sin y 

a: Z): c = sin a : sin j8 : sin y 

a^ = b^ + c^ — Ibc cos a 

b^ = a^ -^ c^ -laccos^ 

c^ = a^ + b^ — lab cosy 

b/ 

A 

b/ 

A 

C 

c 

c 

C 

B 

B 

Geometric am Kreis 
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A.8 Flachen und Korper 

Ubersicht A-i8. Inhalt von Flachen. 

Art der Flache Flacheninhalt A 

Dreieck 
ah 

Trapez A=-^h 

Parallelogramm A = ah = ab sin 7 

1A_ 

Kreis A = —— = nr 
4 

Umfang U = nd =2nr 

Kreisring A = '^iD'-d') = '^iD^d)b 

Kreisausschnitt P̂  
(p\n Grad 

A = (GradmaB) 
360° 

^ = r̂  y (BogenmaB) 

Bogenlange / = -—— (GradmaB) 
180° 

I = r(p (BogenmaB) 

Kreisabschnitt 

\ ! / 
Y 

9 (BogenmaB) 

^ = -;r (<P — sin (p) ^ hs 

Sehnenlange 5 = 2 r sin -

% + % 

Bogenhohe h = r [1— cos ̂ ) = x tan j = 2r sin^ — 

Sechseck A=^s' 

EckenmaB e = 
Is 
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Ubersicht A-18 (Fortsetzung) 

Art der Flache Flacheninhalt A 

Ellipse <=+=^ T 
-D-

= -r/) • d= a-b -n 

Umfang U « 0,75n{D + d) - 0 ,5n^Dd 

1. Guldinsche Kegel Rotation der ebenen Kurve C um die x-Achse ergibt 
einen (raumlichen) Rotationskorper. Dessen Man-
telflache habe den Flacheninhalt A. Es sei L die 
Lange von C, und 5 'GR^ sei der Schwerpunkt von C 
mit dem Abstand r^ von der Drehachse. Dann ist 

Weg des Schwerpunktes bei Rotation 

Ubersicht A-19. Inhalt und Oberfldche von Korpern. 

Art des Korpers Inhah K, Oberflache S, Mantelflache M 

Kreiszylinder 
4 

M = ndh- S = nd{dl2 + h) 

_, . , A Grundflache 
Pyramide /- V = -Ah 

Kreiskegel 
KdH 

12 

nds 
M = — - = nrs = %r Jr^ + /ẑ  

Kegelstumpf K = ^ ( D 2 + D J + ^ ^ ) 

M = 
71 (Z) + £/)5 '(i) - df 

+ h' 

Kugel 
6 

S = nd^ 

Kugelabschnitt 
(Kalotte) 

V' 

6 3 
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Ubersicht A-19 (Fortsetzung) 

Art des Korpers Inhalt F, Oberflache S, Mantelflache M 

Kugelausschnitt 
(Kugelsektor) 

Inr-^h 

S = nr{2h + a) 

Kugelzone 
6 

M = Inrh 

r Kugelhalbmesser 

zylindrischer Ring 

k — D -

4 

S = n^Dd = 2nR-2nr 

Ellipsoid d^, dj, d^ Lange 
der Achsen 

V = -d,d,d, 

kreisrundes FaB D Durchmesser am Spund 
d Durchmesser am Boden 
h Abstand der Boden 

F * ^ ( 2 D ^ + rf^) 

2. Guldinsche Kegel Wird ein ebenes Flachenstiick (Inhalt A) (welches in 
j^ > 0 liegen moge) um die x-Achse rotiert, so entsteht 
ein Rotationskorper (Torus) reifenahnlicher Art. Sei 
S der Flachenschwerpunkt und r^ dessen >'-Ko-
ordinate (d.h. Abstand vom Flachenschwerpunkt 
zur Drehachse). Dann gilt fur das Volumen V des 
Rotationskorpers 

V = 2nr^- A 

Weg des Schwerpunktes bei Rotation 

A.9 Vektorrechnung 
Ubersicht A-20. Vektordarstellung und Gerade. Ubersicht A-20 (Fortsetzung) 

Vektordarstellung 

r = Xie^ + y^e^ + z^ e^ 

e Einheitsvektor 

jCj, >'i, Zj Komponenten 
des Vektors 

z 

/ / 

A A 

71 
/ 1 

i / ' 
J/ 

z 

©Z 

^y 

/ 

y 

Vektordarstellung 

Schreibweise als Zeilen- oder Spaltenvektor: 

r = {x^,y^,z^) Oder '̂  = I 7i I 

\zj 
Betrag \r\ = yjx\ + y\ + z\ 

Winkel cos (r, x) = -^ ; cos {r, v) = -^ ; 
kl kl 

cos(r,z) = | ^ ; 

cos^ (r, x) + cos^ (r, y) + cos^ (r, z) = 1 



Ubersicht A-20 (Fortsetzung) 

Winkel und Abhangigkeiten zwischen zwei Vektoren 

COS(p = 

orthogonal: Xj X2 + j j ^̂2 +^1^2 = ^ 

linear abhangig: ur^+ vr2=^ oder 

ux^ + 17X2 = 0; uy^ + i;>̂ 2 = 0; 

MZi + i;z2 = 0 (w, y # 0) 

Entfernung und Teilung 

Entfernung: d = r2 — r^ 

Lange: 

\d\ = ^it2-r,)-{r2-r,) 

Teilung im Verhaltnis k 

r, + 21-2 

/I = 1: Mittelpunkt 
der Strecke 

'•i + '•2 

y 

y 

I>< : > P 2 

X 

P2 

X 

A.9 Vektorrechnung 27 

Ubersicht A-20 (Fortsetzung) 

Gerade g 

Punkt-Steigungs-Form: 

r = r^ -\- Xa 

Zwei-Punkte-Form: 
r = r^ +^(»-2-ri) 

Schnitt zweier Ebenen: 

A^x + B^y -\- C^z + D^=0 und 

A2X + 52}^ + <^2^ + D2=0 

Ubersicht A-2L Multiplikation von Vektoren. 

skalares Produkt 

Multiplikation zweier Vektoren, 
so da6 Ergebnis ein Skalar. 

Ĵ ^̂ ^̂  
r^ 
r2 cos <p 

»*i''2 = kilk2l*cos(ri,f2) 

Skalarprodukt = 0: orthogonal 

x^x2+y^y2 + z^z2 = ^ 

Vektorprodukt 

MultipUkation zweier Vektoren, 
so daB Ergebnis ein Vektor. 

r^xr^ 
(Hinweis: 

f y^^^"--.^ dreidimensionaler 
>/ ^""--.^ Raum muB 

^^V^ y orientiert sein; 

1 T̂ *---.̂  y f^r rechtshandige 
''2 """i 1 ^ kartesische 

i Orthogonalsysteme) 

Betrag: \r^xr2\ = | r̂  11 »-21 • sin (»-i, r2) 
Richtung: senkrecht zur Ebene, 

welche die Vektoren r^ und 1*2 
aufspannen 

Vektorprodukt = 0: parallel 
1*1 X 1-2 = 0 
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Ubersicht A-21 (Fortsetzung) 

Komponentendarstellung 

ex 

X 

{r,r,) = x^X2el + ^l>^2^x^y + ^ 1 ^ 2 ^ x ^ z 

+ J^1^2^y^x + >^lJ2^y + >'l^2^y^z 

+ ^ 1 ^ 2 ^ z ^ x + ^ l > ' 2 ^ z ^ + ^1^2 ^z 

a l l e ^ x ^ y . ^ x ^ z . ^y^z = 0 ' 

da senkrecht aufeinander 

{r^r2) = x^X2+y^y2 + z^Z2 

r i x r 2 -

Xi ^2 K X ^x] + ^1 J 2 K X ^y] + ^1 ^2 K >< ^zl 

+ >'l -̂ 2 K ^^J + yi yi K X ŷ] + >̂ l 2̂ K X ^zl 

- ẑ = 0 -e. 

+ Zi ^2 K X ^ J + Zi ^2 k z X ^y] + Zi Z2 K X ^z] 

^y " " - ^ = 0 

' ' l X » - 2 = ( F I ^ 2 - ^ 1 > ' 2 ) - ^ X 

- ( X l 22 - Z j X2) • ^y 

+ ( ^ I J ^ 2 - > ' I ^ 2 ) - ^ Z 

Matrizen- und Determinantenschreibweise 

'•l»'2 = (-^l J^l ^ l ) A 2 \ 

= ^1-^2 + > ' l > ' 2 + ^1^2 

^x ^ ^z 

' •1X1-2= V̂j j i Zi 1 

1 ^2 >'2 ^2 1 

= ( > ' l Z 2 - Z i J 2 ) ^ x 

- ( X l Z 2 - Z i X 2 ) ^ y 

+ ( ^ l 3 ^ 2 - > ' l ^ 2 ) ^ z 
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Ubersicht A-2i (Fortsetzung) 

Beispiele 

Arbeit W=Fs 
(konstante Kraft F) 
W=\F\\S\QO%{F,S) 

F = F e + F e + F e 
s = s^e^ + SyCy + s^e^ 
Fs = iF^FyFJ/s\ 

\sj 
= F^s, + FyS^-^F^s^ 

F =(3 , - 2 , 4)N 
s =(1 ,2 , - 3 ) m 
W={3 - 2 4)N / 1\ 

[-3) 
m 

= 3 N m - 4 N m - 1 2 N m 
W= - 1 3 N m 

Drehmoment M = rxF 

M = | r | - | F | - s i n ( r , / ' ) 
da r sin (r, F) = d / 
M = Fd \ 

M = 
e e e 
"̂ x *̂ y *'z 
''x ^y ^z 

F F F 

^ = iryF^-r^Fy)e^ 

V ' x ^ z ' z ' ^ x / *̂ y 

+ ir,Fy-ryF^)e, 

r = (1 , - 1 , 3)m 
7̂  = (2, 3, - 1 ) N 

M = 
^x ^ ^z 

1 - 1 3 
2 3 - 1 

m 
N 

A/ = (1 Nm - 9 Nm) ^, - ( - 1 Nm -
+ (3Nm + 2Nm)g^ 

M = -%e^ Nm + 7 gy Nm 

+ 5e^ Nm 

M = ( - 8 , 7, 5)Nm 

M 

TAX 
Tc/Aŷ  
r - ^ \ F 

- 6 Nm) e^ 

A. 10 Funktionen 

Ubersicht A-22. Ubersicht iiber Funktionen. 

lineare Funktion 

y = a^x + OQI Geradengleichung 
QQ Achsenabschnitt ( '̂-Achse) 
fli Steigung; w = tan a 
a^> 0: positive Steigung 
a^ <0: negative Steigung 
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung) 

quadratische Funktion 

quadratische Parabel 
(Achse parallel zur j-Achse) Qj > 0: nach oben offen 

^2 < 0: nach unten offen 

lajl < 1: Parabel flach; |«2i > •̂ Parabel steil; |<221 = 1 
Normalparabel 

ScheiteI5( - - ^ ; 
4a-

+ dr 

y = x^ -\- px -\- q: Normalform (̂ 2 = 1) 

Funktion 3. Grades 

y = ^3 x^ + 2̂ ^'^ + «i X + ^0 

Sonderfall: kubische Normalparabel 
y = x^ 
y = —x^ 
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Vbersicht A-22 (Fortsetzung) 

gerade Potenzfunktionen mit positivem Exponenten 

y = x^'' {neN) 
(nach oben geoffnet) 

y= -x^" (neN) 
(nach unten geoffnet) 

gerade Potenzfunktionen mit negativem Exponenten 

y = x~^" (neN) 
(1. und 2. Quadrant) 

y = - x " ^ " (neN) 
(3. und 4. Quadrant) 

ungerade Potenzfunktionen mit positivem Exponenten 

y = x^"^^ (neN) 
(1. und 3. Quadrant) 

(2. und 4. Quadrant) 
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung) 

ungerade Potenzfunktionen mit negativem Exponenten 

7 y 

-5 15 1 
y=-x ^ ^ -K i 

10| j 

-3 - 2 ~V^ 

-su 
-10 

-15 

L,,. 0/1 2 3 
// 

X 

(neN) 
(1. und 3. Quadrant; symmetrisch zu 0) 

y= -x-^^"-"^^ (neN) 

(2. und 4. Quadrant; symmetrisch zu 0) 

Sonderfall: gleichseitige Hyperbel 

ungerade Wurzelfunktionen 

- 6 - 4 - 2 

;rr3/rr/ 

y 

6 

4 

2 

// l \ 

)r 
0 2 
- 2 

- 4 

- 6 

) # 

"V'l/ic 
4 6 - ^ 

fiir x > 0 

-^"~l/—x fur X < 0 
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Vbersicht A-22 (Fortsetzung) 

gerade Wurzelfunktionen 

fx Oder y = — "^yx 

Exponentialfunktionen 

fixr a > 1 y = a^ 
(fiir a > 0): alle Kurven durch P(0,1)) 

- 6 - 4 - 2 0 2 4 6 

fiir 0 < a < 1 

1 

y = o (3"', 
\ \ 4 
\ -
\ 

\ *r 

4T 

y = 1 " 

- 6 - 4 - 2 0 2 4 6 
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung) 

Logarithmusfunktion 

(fiir X > 0; a > 0; « + 1: alle Kurven durch P(1,0)) 

trigonometrische Funktionen 

90° 180° 270" 360° 

2 -^^^^ 

y = smx 

y = cosx 

/ 

j 
3-

2 i 

i '' -
-90° 
^ K • / 
2i y 

A / \-
/ ^ 
!/ r 

^ 

: tan X 

I ^ j 
iR 

v \ / 
y A f 

/ 90° 
0 ILK 
- 1 2 ^ 
- 2 / 

- 3 j / 

tanx 

U1 1 o 1 
• / 

1 \ / i 
y ' 

180° 270° 360° 

A 3 \̂ An' 
/ \ ^ y \ 
\ \ \ h \ \ / \ ! 

1̂ / M 
1 11 

i 11 

7 = tan X 

>• = cotx 
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung) 

Arcusfunktionen 

Zusammenhange Zusammenhang mit Logarithmus 

arcsin {x) = - — arccos {x) = arctan . ^ 

2 vyr-x' 
arcsin (x) = — j In (xj + v 1 — x^) 

l/r^^/ arccos (x) = - — arcsin (:̂ ) = arccot , 

71 ( X 

arctan (x) = - — arccot (x) = arcsin ( 

yrr̂  
arccot (x) = - — arctan (x) = arccos I —j== 

2 Vyi + x̂  

arccos (x) = — j In (x + Jx^ — 1) 

arctan (x) = — In — 

arccot (x) = — — In ^ 

Symmetrien 

arcsin (— x) = — arcsin (x); arccos (— x) = TT — arccos (x); 

arctan (— x) = — arctan (x); arccot (— x) = TI — arccot (x) 

Hyperbelfunktionen 

y = sinh (x) 
y = cosh (x) 

Umwandlungen 

sinh(x) + cosh(x) = ±e^^ 

cosh^ (x) - sinh^ (x) = 1 

, , , sinh(x) e^—e~ 
tanh(x) = 

coth(x) = 

cosh (x) e"" + e 

1 e^+e" 

1 - tanh^ (x) = 

tanh (x) e"" 

1 

coth2(x)- l = ^ 

cosh^ (x) 

1 
sinh-̂  (x) 

sinh(0) = 0 

cosh(0)= 1 

tanh(0) = 0 

coth (0) = ±00 

4-H 11 

Q_L_2_3 X 

-2 
-3 
-4 

y = tanh (x) 
y = coth (x) 
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Ubersicht A-22 (Fortsetzung) 

Areafunktionen 

Ubersicht A-23. Zusammenhdnge bei Hyperbelfunktionen. 

Hyperbelfunktionen 

e — e e + e 
sinh (x) = ; cosh {x) = — 

tanh {x) = z-; coth (x) = -
e'' + e e" — e 

Symmetrien 

sinh { — x)= — sinh {x); cosh {—x) = cosh {x) 

tanh {—x)= — tanh {x); coth (— x) = — coth {x) 

Zusammenhange 

sinh {x) + cosh {x) = e""; sinh {x) — cosh {x)= — e" 

cosh^ {x) — sinh^ (x) = 1 

, ^ ^ sinh(x) , ^ , cosh(x) 
tanh {x) = — - ^ ; coth (x) = . .) [ 

cosh {x) sinh (x) 

coth (x) = 1 
1 + tanh © 

tanh (x)' 
1 - tanh S) 

1 - tanh^ (x) = — - y — ; coth^ (x) - 1 = . .^ . . 
cosh^ (x) smh^ (x) 
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Ubersicht A-23 (Fortsetzung) 

Umrechnungen 

Funktion 
Funktion 

sinh (x) 

cosh (x) 

tanh (x) 

coth (x) 

sinh (x) 

-

ysinh^ (x) + 1 

sinh (x) 

ysinh^ (x) + 1 

y/sinh^ (x) + 1 
sinh (x) 

cosh (x) 

+ ycosh^ (x) - 1 

-

^cosh^ (x) — 1 
cosh (x) 

cosh (x) 

>/cosh^ (x) — 1 

tanh (x) 

tanh (x) 

J\ - tanh^ (x) 

1 

y i - t a n h ^ ( x ) 

-

1 
tanh (x) 

coth (x) 

1 

y c o t h ^ ( x ) - l 

coth (x) 

y c o t h 2 ( x ) - l 

1 
coth (x) 

-

Ubersicht A-24. Zusammenhdnge bei Areafunktionen. 

Beziehungen zum Logarithmus 

arsinh (- x) = - arsinh (x) 

arcosh (x) = In (x + yjx^ — 1) (x > 1) 

arsinh (— x) = — arsinh (x) 

artanh (x) = :̂  In ( j | x | < 1 

arcoth (x) -'>m | X | > 1 

Symmetrien 

arsinh (- x) = - arsinh (x) 

artanh (— x) = — artanh (x) 

arcoth (— x) = — arcoth (x) 
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Ubersicht A-24 (Fortsetzung) 

Umrechnungen 

arsinh x 

arcosh x 
x^ 1 

artanh x 
\x\< 1 

arcoth x 
| x | > l 

arsinh x 

-

arsinh {^x^ - 1) 

""•••" V y i - W 

arsinh I 1 
V x ^ - l / 

arcosh x 

\ 
+ arcosh (^/x^ + 1 1 

-

J 1 ^ 
- • " - " - " v y i - x V 

, / ^ \ 
4- arcosh 1 \^x'-lJ 

artanh x 

artanh 1 
\^'x' + 1/ 

a „ a n h ( ^ ) 

-

artanh ( - J 

arcoth x 

arcoth 1̂ ^̂  1 

arcoth 

V ^ ' - 1 ^ 

arcoth ( - J 

-

Die oberen Vorzeichen gehen fur x > 0, die unteren fur x < 0. 

Summen und Differenzen 

arsinh x ± arsinh >' = arsinh (x ^\ + y^ ± y ^\ + x^) 

arcosh X ± arcosh j = arcosh {xy + Jix^ — 1) (y^ — 1) 

X ±y 
' \±xy 

1 ± xy 

artanhX ± artanh;^ = artanh 

arcoth X + arcoth >' = arcoth 
-̂  ± >' 

Ubersicht A-25. Ebene Kurven. 

Kreisevolvente 

P{r,(p) bzw. P(x,y) 
Abwicklung eines gespannten Fadens von einem 
gegebenen Kreis (Radius a) 
X — a (cost + tsint) 
y = a(smt — tcost) 
Polarkoordinaten: 

a a 

cos a yrrr^ 
tan r - / (p = t a n oi — cc -

a Kreisradius 
t Walzwinkel 

1 + / • tan / 
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Ubersicht A-25 (Fortsetzung) 

Zykloide (Radkurve) 

gewohnliche Zykloide 

na 2na x 

verlangerte Zykloide (Trochoide) 

y^ 

verkiirzte Zykloide (Trochoide) 

Punkt eines Kreises mit Radius a, der auf einer 
Geraden abrollt (ohne zu gleiten) 
X = a{t — sint); y = a{l — cost) 

= a arc cos ( 1 — ^y {la—y) (Periode Ina) {a-y\ 

'0P = 8asin2(r/4) 
voller Zykloidenbogen: I = %a 
Flache unter Zykloidenbogen: A = ?>Tia^ 

erzeugender Punkt liegt im Abstand c vom 
Mittelpunkt entfemt (c > a) 
X = at — csmt 
y = a — c cos t 

erzeugender Punkt liegt im Abstand c innerhalb des 
Rollkreises (c < a) 
X = at — c sin t 
y = a — c cos t 

na 2na 

Epizykloide 

Epizykloide 

y 

a Radius des festen Kreises 
b Radius des rollenden Kreises 
/ Walzwinkel 
(p Drehwinkel 

Kreis mit Radius b rollt auf der AuBenseite 
eines Kreises 

. 1.x f^ \ I, f^ + b X = (a -\- b)cos \ - t \ — bcos I 
\a J \ a 

. u. • fb \ ^ • /« + * y = {a + b)sm\-tj — bsmi / 

Oder 

X = (a -{- b) cos (p — b cos 

y = (a -\- b) sin (p-bsm\-^j(pj 

Bogenlange /̂  = 
8(^ + 6) 

voller Bogen I = S{a -\- b) 

(a/b) ganzzahlig) 

Flache unter voUem Bogen 

^ nb''{3a + 2b) 
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Ubersicht A-25 (Fortsetzung) 

Epizykloide 

Kardioide (Herzkurve) 
X = a{2 cos / — cos (21)) 
y = a{2smt — sin (2/)) 
{x^ + y^ - a^f = 4fl2 {{x - af + y )̂ 
r = la{\ — co%(p) 
(Polbei {x;y) = {a-M 

Hypozykloide 

normale Hy 

y 

1 1 -̂
1 a 0 

pozyklc 

//H^ 

ide 

J X 

a Radius des festen Kreises 
b Radius des rollenden Kreises 
t Walzwinkel; (p Drehwinkel 

Astroide (Sternlinie) 

y^ 

Punkt rollt auf der Innenseite eines Kreises 

. ,̂ fb \ ^ fa-b 
X = (« — b) cos I - / I + o cos I t 

y = {a — b)^m\- t ] — bsm\ t 

Oder 

X = {a — b) cos (p + b cos I —-— (p 

y = {a — b)sin(p -

- ; . 

X = acos^ ( - M 

y = asm'(^^tj 

Oder 

Oder x^/^+y^'^ 

- 0 sin 1 —-— (p 

= a^i^ 

fiir /? = - eine Geradfiihrung 

(Umwandlung einer Drehbewegung in eine Hin- und 
Herbewegung) 
Lange L des Zweiges L = 24« 
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Ubersicht A-25 (Fortsetzung) 

Spiralen 

logarithmische Spirale 

P2(''2.^2) 

r, /\Pi(^i.^i) 

r = ae*'̂  (^ > 0) 

schneidet alle Ursprungsgeraden unter dem 
gleichen Winkel a 
cot 0L = k 

Lange des Bogens: P̂  P2 = — 

Archimedische Spirale 

/ PiCz-i.^i) 

{^2, <P2) 

^ > 0 

Punkt bewegt sich auf einem Leitstrahl mit 
konstanter Geschwindigkeit; der Leitstrahl dreht 
sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um 
den Pol. 

r = a(p {(p = (P2-(Pi) 

Lange des Bogens 

Pi P2 = 2 ̂ ^ y ^ ^ + 1 + ar sinh(p 

Flache des Sektors Pj OP2 

A =- •9l) 

Kettenhnie 

y=cosh- y 
' a 

an zwei Punkten aufgehangte Kette (Seil) 

-̂; = _(e^/« + e--/'') 

Am tiefsten Punkt Nahemngsformel 

: a cosh I - I 

(Parabel): v = -— x^ + a 
la 

Lange des Bogens: 1 = a sinh 3 
Neilsche Parabel (semikubische Parabel) 
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Ubersicht A-25 (Fortsetzung) 

Schleppkurve (Traktrix) 

S(0 , -a ) 

X = asiv cosh ( ' ) ' ^ 
Ein Fadenende wird langs einer Geraden bewegt. 
Der Massepunkt am anderen Fadenende verlauft 
auf der Schleppkurve. 

Zissoide 

0M== PQ 

y-^ {a — x) = x^ 
Oder 
r — asmq) tancp 

Strophoide 

S{-a,Q) 

M^P = PM2 = OP 

(a — x)y^ = (a + x)x^ 
Oder 

— acos2(p 
r = 

cos 9 

Cartesisches Blatt 

(-5,0)'\ 0 

Sl^a,-a 
x^ + j ^ = 2>axy 

Oder 

3 a sin (p cos (p 
sin^ (p + cos^ (p 
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Vbersicht A-25 (Fortsetzung) 

Konchoide des Nikomedes 

Oder 

cos 9 
-±b 

Cassinische Kurven 

{x^ + y'-f - le^ix^ - y^) = a^ - e'' (F,, F2{±e;0) oder F^ F^ = 2e) 

•- e^ cos i2(p) ± y/e'^cos^{2(p) + a^-e'*-

a^>2e^ a^<2e^ 

y 

C^ y^ 0 
^1 

. ^ .1 

r̂  . 
F2 

Lemniskate 

F.P'F^P •m 
•• a J2 cos (2 (p) 
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A. 11 Algebraische Gleichungen 

Ubersicht A-26. Arten algebraischer Gleichungen. 

lineare Gleichung (Gleichung 1. Grades) 

^jX + T̂Q = 0 («! 4= 0) 

Losung: x = 

quadratische Gleichung (Gleichung 2. Grades) 

Diskriminante D = a\ — AaQa2 =' —— q 

Fallunterscheidungen 

Z)>0: .^^^^-^i iV^F"^^ 
(reell) 

Ubersicht A-26 (Fortsetzung) 

la. 

D = 0: 

(zusammenfallend) 

D<0: 

(komplex) 

- ^ 1 

2a, 

-a^ ± j > / 4 a o a 2 - ^ 
la-, 

; ± j 

Beziehungen zwischen x^ und ^2 
(Vietasche Wurzelsatze) 

Xj + ^2 = —/? 

Xi • ^2 = ^ 

Kubische Gleichung 
Riickfiihrung auf quadratische Gleichung 

symmetrische Gleichung 3. Grades 

a2,x^ + a2X^ + a2X + a^ = ^ 

Losung: x̂  = — 1 

<̂ 3 ^^ + (^2 — ^3 ) X + £73 = 0 

(quadratische Gleichung) 

Gleichung 4. Grades 
Riickfiihrung auf quadratische Gleichung 

symmetrische Gleichung 4. Grades 

«4('^' + ^ j + «3(^^ + - j + «2 = 0 

fiir u = X + - und w — 2 = x^ + ^ : 
X X^ 

a^^u^ + a^^u + {a, — la^) = 0 
(quadratische Gleichung) 

biquadratische Gleichung 

fl^x"^ + a2X^ + aQ = 0 

fiir w = x^: 

«4 ŵ  -f ^2 " + ^0 = 0 (quadratische Gleichung) 

kubische Gleichung (Gleichung 3. Grades) 

a^x^ + a2X^ + fl^x + ^0 = 0 

^2 

Substitution: x = u 
ia^ 

Diskriminante: Z) = ( ^ j + (^ I 

Fallunterscheidungen 

/) > 0 Wj = H' + Z 

w + z . / w — z 
'*2/3 " - + j 

. . . w , . •(?)• 

--"-hm H? 
/ ) = 0 M, = 2 ^ 
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D<0 «>=2j!^cos(|) 

„,= -2y!ficos(| 

"3=-Vf-(l •-t) 
{-"{MM)] 

a„x" + a„_ 

X" + b„_ 

Gleichung «-ten Grades 

ix""^ +a„_2x"~^ + . 

ix"-' +b„_2x"-'' + . 

Produktdarstellung 

.. + flo = 0 

.. + ^0 = 0 

X" + b„_,x'''' + b„_2x"-'' + ... + bo 

= {X- Xi){x -X2)...(X- X„) 

mit komplexen x^, X2, •• -x^ (im allgemeinen) 
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Ubersicht A-26 (Fortsetzung) 

Gleichung «-ten Grades 

Xj, X2 . . . ;c„: Wurzeln der Gleichung (Nullstellen) 

Wurzelsatz von Vieta: 

Xl + X2 + X3 + . . . + X„ 

1 2 "* 1 3 '" ' • ' "* 1 n 

+ X2 X3 + . . . + X2 x„ 

= - * - ! 

+ x„ _ ^ x„ 

1 2 3 "*" 1 2 4. •" ' " * "* 1 2 n 

1 ^ 1 -^-a ^H I . . . I X | A-a X „ 

+ ^„-2^„ 

- ^ „ 

= (-ir^o 

Ubersicht A-27, Numerische Nullstellenbestimmung. 

lineare Interpolation (Regula falsi) 

Kurve wird durch Sehne durch P^ und P2 ersetzt. 
Start: 

{X2 - X i ) / ( x i ) 

Iteration: 
f(x^)-f(x,) 

(^,+1 - ^ „ ) / W 

fuhrt (bei z. B. streng monotonen Verlauf durch 
die Nullstelle) zur Konvergenz, x^-^ XQ 

Tangentennaherung (Newtonsches Verfahren) 

Kurve wird durch Tangente durch /\ ersetzt. 
Start: 

^2 = ^ 1 - ^ 7 ^ (/ ' '(^i) + 0) 

Iteration: 

/w 
/W/"W 

' " ^ ' - " /'(x„) 

fuhrt (unter der Bedingung . 

in der Umgebung der Nullstelle XQ) zur 
Konvergenz, x„ -* Xg 

< 1 
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Ubersicht A-27 (Fortsetzung) 

Iterationsverfahren 

Die Gleichung/(x) = 0 wird umgeformt zu (p{x) = x, wobei cp so zu wahlen ist, daB | (p'(x)| < 1 ist in der 
Nahe einer zu bestimmenden Nullstelle XQ (deren ungefahre Lage durch Schatzung ermittelt wird). Ist dann 
Xj ein Naherungswert von (p{x) = x bei XQ, SO fiihrt die Iterationsfolge 

x„ +, := ^ (x„), n G N, x, Startwert 

zur Losung, x^-^XQ. 

grafische Losung 

Beispiel: 
Die Gleichung x^ — 3x — l = O i s t gleichwertig zu 
x^ = 3x + 1. Man zeichnet Ji(x) = x^ und 
y^ix) = 3x + 1 und bestimmt die Schnittpunkte, 
was grafisch die Naherungslosungen 

X, ; 

ergibt. 

•1,5; -0,35; X, %1,9 

y2(x)=3x+1 'yi{x) = x 
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Vbersicht A-28. Lineare Gleichungssysteme. 

Eigenwerte, Eigenvektoren 

allgemein Beispiel 

Sei A eine («, «)-Matrix. 
Ein Vektor X E R " , x =# 0, heiBt Eigenvektor zu A, 
wenn es ein A 6 R gibt mit 

fliiXi + ••• + a i „ x „ = /lxi 

Ax = Xx, also : [ : 
flf„iXi + --- + fl„„x„ =Xx„ 

Man nennt ein solches X auch Eigenwert (mit 
Eigenvektor x) 

(^ -A^) (x)= i «2i «22-^ «2. i l ; 1=0 

X 2 

4 3 - A 
p (i) = (1 - i)(3 - ;i) - 8 = Â  - 4 i - 5 

^ = ( 4 3 ) ^ ( ^ - A £ ) - C : 
: 2 ± V4 + 5 = 5 Oder 

{A-X,E){. 

-1 
2^2 = 0 

2^2 = 0_ 
=>x = a ( l , 2 ) , 

ae lR 

Fur die Existenz und Bestimmung eines solchen 
Eigenwertes X ist dann hinreichend und notwendig, 
daB 

/ 7 ( i ) : = d e t ( ^ - / £ ) = 0 

ist. p{X) ist ein Polynom w-ten Grades in X 
(charakteristisches Polynom von A). Ist X Null-
stelle von /j(>l), so fmdet man alle Eigenvektoren 
zu X, indem man das homogene Gleichungssystem 
(^-;i£')(x) = 0 1ost. 

X = (1,2) (und alle Vielfachen hiervon) ist Eigen­
vektor zu X-^ = 5. 

a s JK 

x = (\, —1) (und alle Vielfachen hiervon) ist Eigen-

allgemein Beispiel 

Darstellung des Gleichungssystems 

« l l ^ l +«12^2 + • 

^21 "'''l ' ^ 2 2 •^2 '" ' 

^n\ -̂ 1 + ^n2^2 + • 

.+fll„X„ = ^i 

•+«2«-^„ = ^2 

••+^nn^n = K 

X^ 

3xi 

3xi 

— X2 + 2x3 = 7 

— 3^2 + 5x3 = 17 

— 2X2 — X3 = 12 
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Ubersicht A-28 (Fortsetzung) 

allgemein Beispiel 

Matrizenform 

X l 

^2 

.Y„ 

= 

b. 

^2 

^n 

Koeffizientenmatrix 

Losung: A~^ Ax =^ A~^ b 

x = A-'b 

{A ~ ^ inverse Matrix; existiert nur, wenn 
det^ + 0) 

1 - 1 2 
3 - 3 5 
3 - 2 - 1 

= 1 17 
12 

Losung nach Cramerscher Kegel 

Bedingung: 
Determinante der Koeffizientenmatrix =1= 0: 
det^ 4=0 

1. Berechnung der Determinanten 

det^ = 

2. Deter 

D..= 

^ . „ = 

1 «11 «12 ••• «1« 

«21 «22 ••• «2„ 

1 «„1 «n2 • • • a^n 

mina 

UJ 
« 2 1 

nten fiir die V 

«12 ••• «1« 

«22 ••• «2„ 

«„2 • • • ^nn 

b2 

•• • " i n 

• • • a2» 

«11 «12 • • • / ^ 

«21 «22 ••• 

««1 ««2 ••• 

62 

ariablen 

dety4 = 

1 - 1 2 
3 - 3 5 
3 - 2 - 1 

= l-(3 + 10) + l - ( - 3 -
+ 2 - ( - 6 + 9) = l 

2. 

D..= 

^ . 3 = 

r? 
17 

I3 

] - l 2 
- 3 5 

j - 2 - 1 

1 ri\ 2 

3 I 

1 

17 5 

-1 rr\ 
3 - 3 
3 - 2 

17 

= 18 

= 19 

= 4 

-15) 
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Vbersicht A-28 (Fortsetzung) 

Losung nach Cramerscher Kegel 

3. Losungen 

""' d e t ^ ' """ det.4' 

det^ 

18 

T 
19 

T 
4 

T " 

= 18 

= 19 

: 4 

Losung nach GauBschera Eliminationsverfahren 

(1) flii^i + ^ 1 2 - ^ 2 + ••• + « i«^« = * i K-s) <-^) 

(2) ^ 2 1 ^ 1 + « 2 2 ^ 2 + ••• + « 2 « ^ « = ^2 ^ ^ 

(3) i : : : 

(n) fif„i Xi + fl„2 ^2 + • • • + ^nn^n = ^n 

+ (3) 

+ {«) 

If 

« 2 2 ^ 2 + ^^3-^3 + • • • + « i«^n = *2 

« 3 2 ^ 2 + « 3 3 ^ 3 + • • • + «3«^„ = ^3 

'^32 X — 
«22 
1 

< 2 - ^ 2 + < 3 - ^ 3 + - - - + < « - ^ « =K 

^ 
«33-^3 + - - - + « 3 « ^ « = ^3 

«ir''̂ « = ^r'^ 
stufenweise Reduzierung der Gleichung durch Elimination 
von Xj, X2 . . . x„_ i . 

(1) X i - X 2 + 2x3 = 7 | x ( - 3 ) | x ( - 3 ) 

(2) 3 x 1 - 3 x 2 + 5 x 3 = 1 7 ^ 

n'^ ^ r '>v V 1^ < ^ 

( la) - 3 x i + 3x2 - 6x3 = - 2 1 

(2) 3xi - 3x2 + 5^3 = 17 

0 0 X 4 

=>X3 = 4 

( la) - 3 x i + 3x2 - 6^3 = - 2 1 

(3) 3xi — 2x2 ~ X3 = 12 

0 X2 — 7x3 = —9 

t 
4 

=> X2 = 19 (in (1)): 

Xi - 19 + 8 = 7 

=> Xj = 18 
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A. 12 Matrizenrechnung und Determinanten 

Ubersicht A-29. (Jhersicht Matrizen. 

allgemein Beispiel 

Definition 

Matrix: rechteckige Anordnung von Zahlen 
in m Zeilen und n Spalten. 

Zeile / 

«11 «12 ••• 

«21 ^22 ••• 

« a an ••• 

^ml ^ml • • • 

« l k 

«2k 

^ik 

^mk 

. . . flj„ 

. . . a2„ 

. . . fl,.„ 

. . . fl^„ 

^ Spalte k 

Koeffizienten der Matrix 

3,4-Matrix: 3 Zeilen, 4 Spalten 

/ 2 3 5 6 \ 
^ - ( 4 9 12 1 1 

\ 3 2 - 4 7 / 

spezielle Matrizen 

quadratische Matrix: 
Anzahl m Zeilen = Anzahl n Spalten 

^lu «22. «33' •••««« Hauptdiagonale 

Nebendiagonale 

a., a.' 

3-3-Matrix 

Hauptdiagonale 
flji = 2 ; (̂ 22 = 9 ; ^33 = 7 

Einheitsmatrix £": 

Hauptdiagonale: 1 
andere Elemente: 0 

neutrales Element der Matrix-Multiplikation 

EA =A 

transponierte Matrix: Vertauschen von Zeilen 
und Spalten 

it>ki = ^ik) 1 < /• < w ; \ < k <n 

quadratische Matrix: A^ entsteht durch Spiegelung 
der Elemente an der Hauptdiagonalen 

1 

9 

2 
6 

10 

3 
7 

11 

' \ 

i) -1 /' ' 
' 2 6 

\ 4 8 

9 
10 
11 
12 

symmetrische, quadratische Matrix: 

A = A^ a^^ = a^^ l<i,k<n 
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Ubersicht A-29 (Fortsetzung) 

schiefsymmetrische, quadratische Matrix: Elemente 
der Hauptdiagonale sind null; gespiegelte haben 
umgekehrtes Vorzeichen 

konjugiert-komplexe Matrix: 

A = (flffc) 

Eine Matrix heiBt 

- hermitesch o A = ^ ^ ( % = ĵtj) 

- schiefhermitesch 
oA =-A'^{aik = -a^i) 

- orthogonal o A'^ = A~^ 

- unitar <=> A-'^ = A~^ 

/ 0 - 3 5 \ 
^ = 1 3 0 8 1 

\ - 5 - 8 0 / 

-G:? '-J) 
-̂=G:f 'If] 
<VV) 
-(-/-/r/) 

Matrizengesetze 

Addition 

(Addition der entsprechenden Koeffizienten) 
Kommutativgesetz: A -\- B = B + A 
Assoziativgesetz: {A + B) + C = A + {B + C) 

Multiplikation mit reeller Zahl 

AA = i^aik) = AA 

Distributivgesetz: /.{A + B) = AA + IB 
Assoziativgesetz: ^{AA) = {HA)A = HXA 

3 9 15\ / I 3 5 
21 12 6 1 = 3 7 4 2 
18 24 27/ \ 6 8 9 

Differenzieren und Integrieren 
Koeffizienten werden einzeln differenziert 
bzw. integriert 

-A{t)-. :%(0 
d/ '' \dt 

p(/)d/ = Qa,,(/)d/) 

{a^^ differenzierbar bzw. integrierbar) 

d ht 4t^ \ _ / 3 8/ 
dt\2 5/ + V ~ V 0 5 

'3 ^t\ (3ib-a) 4(b'-a') 
0 57 V 0 5(b-a) 
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Ubersicht A-29 (Fortsetzung) 

Matrizenprodukt 
Falksches Schema 

n 

n 

A 

B 

C 
_ i 

yl(m,«)-Matrix 
5 («,/?)-Matrix 
AB = C(m,/?)-Matrix 

i = \ 

{\<i<m,\<k<p) 

Koeffizienten c-^ der Matrix C = AB stelien im 
Kreuzungspunkt der /-ten Zeile der Matrix A 
und der /:-ten Spalte der Matrix B 

Multiplikation von drei Matrizen 
A{m,n): B{n,p)\ C{p,q) 
{AB)C = A{BC) = ABC 
Beachte: AB ^ BA 
(auch fiir quadratische Matrizen gilt im 
allgemeinen nicht AB = BA) 

y' 

2 

1 

K 
1 

4 

^ 
3 

5 

3 

6 

25 

37 

B 

2 3 
1 0 
4 7 

17 25 

26 38 

6 
7 
0 

19 

34 

Ubersicht A-30. Matrix-Invertierung. 

Sei A eine quadratische («, «)-Matrix. 
Wann gibt es eine («, «)-Matrix B mit 
BA = E = ABl 
Antwort: Genau dann, wenn die Determinante 

von A (Bezeichnung det A oder | y4 |) 
nicht null ist. 

Diese Bedingung hat zahlreiche gleichwertige 
Kriterien: 
Theorem: Fiir eine («, «)-Matrix A sind aquivalent 

(1) det^ + 0 
(2) die Zeilen von A sind linear 

unabhangig 
(3) die Spalten von A sind linear 

unabhangig 
(4) das homogene Gleichungssystem 

Ax = 0, also 
« l l ^ l +«i2-^2 + • 

L ^nl^l + ^„2^2 + • 

- «i„X„ = 0 

- Clnn^n = 0 

hat nur die Losung x = (0, ,0) 

(5) Fur jedes Z? G R" ist das inhomogene lineare 
Gleichungssystem 

Ax = b, also 
a„,x, + • • + «„. 

eindeutig losbar. 
Ist eine - und damit jede andere dieser Bedingun-
gen - erfiillt, so gibt es eine solche Matrix B -
man schreibt dann B = A~^, 

Ax = b o X = A~^b 

Man erhalt mit A~^ z.B. 
a) mittels GauB'schem Algorithmus 
b) mittels der Formel 

det^ 

wobei U die „Adjunkten-Matrix" ist 
(Matrix der Unterdeterminanten). 
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Ubersicht A-SO (Fortsetzung) 

allgemein Beispiel 

/ « 1 1 «12 « 1 3 \ 

^ = 1 ^21 «22 «23 1 
^ ^ 3 1 «32 « 3 3 ^ 

d e t ^ = ^11 
^22 ^23 

'^32 ^^33 

+ ^13 

-

«21 «22 

^31 ^32 

(Entwicklung nach der 1. 

mit 
y <5 

= a3-y(3 

« 1 2 

Zeil 

Bildung der Inversen (Fall n 

^21 «23 

«31 «33 

e) 

= 3) 

/ 2 1 - 2 

^ = 1 3 2 2 
\ 5 4 3 

det^ = 2 
2 2 
4 3 

= 2 - ( - 2 ) 

\ 

/ 

- 1 
3 2 
5 3 

- l . ( - l ) 

- 2 
3 2 
5 4 

- 2 - 2 = - 7 

Bestimmung der Matrix t/ der Unterdeterminanten 

23 

33 

13 

33 

13 

23 

+ 

-

+ 

+ 

— 

+ 

2 

4 

1 

4 

1 

2 

2 

3 

- 2 

3 

- 2 

2 

— 

+ 

— 

3 

b 

2 

5 

2 

3 

2 

3 

- 2 

3 

- 2 

2 

+ 

— 

+ 

3 2 

i 4 

2 1 

b 4 

2 1 

3 2 

Bildung der Transponierten t/^ 

Ml U,2 Ul3^ 

f/̂  = 
^^11 c/21 

\U31 f/32 C/33/ \ t / l 3 t/2: 

U^: Vertauschen von Spalten und Zeilen 

Inverse berechnen 

^ = 1 — 7 ^ ^ det^ 

2 
7 

1 
7 

2 
7 

11 

T 
16 

~T 
3 
7 

6 
7 

10 
T 
1 

~ 7 
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Ubersicht A-30 (Fortsetzung) 

allgemein Beispiel 

Kontrolle 

AA-

11 
T 
16 

"T 
3 

7 

6 
7 

10 

y 
1 
7 

= 

• 1 0 o l 

0 1 0 

0 0 1 J 

Ubersicht A-31. Determinantenrechnung. 

Sei A eine («, «)-Matrix (« x «-Matrix) 

dann ist fur ein beiiebigesye{1,...,«} 

detyi= E (-l)''^^fl^.,det^ 

wobei ^j.;^ diejenige (« —1, « —1)-Matrix ist, die da-
durch entsteht, dafi in der Matrix ^.die>te Zeile und 
die k-iQ Spalte herausgenommen werden (solche Ma-
trizen heiBen „Adjunkten", und die n x w-Matrix, 
welche an der Stelle (/, k) die Determinante von A^j^ 
stehen hat, heifit Adjunkten-Matrix). Diese Formel 
heifit Laplacesche Entwicklungsformel - und zwar 
Entwicklung nach dery-ten Zeile. Die Berechnung 
der Determinanten der Matrizen A^^, ..., Aj„ wird 
nun ebenso durchgefuhrt - also zuriickgefuhrt auf 
Determinanten von (« —2), («—2)-Matrizen usw. bis 
man schlieBlich auf (2, 2)- oder auch (3, 3)-Matrizen 
stoBt, bei denen die Determinantenberechnung auf 
einem einfachen Schema beruht. 

Entwicklung nach der 1. Zeile: 

det^ = 1 
1 2 3 
2 3 1 
8 1 6 

• 

- 2 -

4 1 3 
0 2 1 
4 8 6 

4 2 3 
0 3 1 
4 1 6 

- 0 -
4 1 2 
0 2 3 
4 8 1 

+ 3 

= 1-(18 + 16 + 6 - 1 - 2 4 - 7 2 ) 
-2 - (72 + 8 + 0 - 4 - 0 - 3 6 ) 
+ 3-(48+ 4 + 0 - 3 2 - 0 - 2 4 ) 

= - 5 7 - 8 0 - 1 2 = -149 

Wert einer zweireihigen Determinante 

det^ : ^ 1 1 ^ 1 
dQtA = 

2 3 
5 6 

= 1 2 - 1 5 = 

Wert einer dreireihigen Determinante (Sarrus) 

det^ = 

^12 «13 !' «11 «1 

Die ersten beiden Spalten werden nochmals hinge-
schrieben. 
Summe der Produkte parallel der Hauptdiagonalen 
(positiv) und parallel der Nebendiagonalen (negativ) 

d e t ^ = « i i ^22 «33 + ^12 «23 % 1 

+ «13 «21 « 3 2 - « 3 1 «22 «13 

^32 "23 "11 "33 "21 "12 

det^ = 
6''2Nn^ 

= 3 + 2 -5-6 + 3-4-2 

- 6 - 3 - 3 - 2 - 5 - 1 - 1 - 4 - 2 

= 3 + 60 + 2 4 - 5 4 - 1 0 - 8 

= 15 
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libersicht A-Sl (Fortsetzung) 

Satz (Determinantenregeln) 

allgemein 

(1) det^ = det^^ 
(2) Vertauscht man in A zwei Zeilen oder zwei Spal-

ten, so andert sich das Vorzeichen von det. Das 
heifit: 
1st A diejenige Matrix, welche aus A entsteht, 
indem man zwei Zeilen (oder Spalten) ver­
tauscht, so gilt 

de tJ '= - d e t ^ 

(3) Addiert man zu einer Zeile von A (bzw. Spalte 
von A) beliebige Vielfache anderer Zeilen von A 
(bzw. Spalten von A), so andert sich die Determi-
nante nicht. 

(4) det ̂  = 0 o Zeilen von A (bzw. Spalten von A) 
sind linuar abhangig, d, h. es gibt eine Zeile (bzw. 
Spalte) von A, welche sich als Summe von Vielfa-
chen anderer Zeilen (bzw. Spalten) darstellen 
laBt. 

(5) 1st A eine n x n-Matrix, so ist det (A A) = A" det A 

detl : : j = ;i"det^ 

Wird aber nur eine einzige Zeile (bzw. Spalte) mit 
einem Faktor A e C multipliziert, so erhalt man 
Adet^, 

det 

' « i i . . . «!„ 

?Mj, . . . Xaj„ 

^nl • • • ^m 

A i i - - - « i « \ 

= ;.det ' ' 

(6) Multiphkationssatz: Seien A und B nx«-Ma-
trizen. Dann ist das Matrixprodukt A • B eben-
falls eine n x «-Matrix, und es gilt die wichtige 
Formel 

det(^ •5) = det^ -det^ 

(1 1 0 \ 
det 3 4 1 

\ 0 2 \) 

Bei spiel 

I P "^ ^\ 
! = , = - * , ( . , . j 

/ I 2 3 \ / I 2 3 \ 
yi= 0 2 1 | , i = ( 0 2 1 1 

\ 3 1 4 / \ 5 7 11 / 

=>det.4 = de t i '= - 5 

A\ Addieren ^ 
zur 3. Zeile 

I' ' 
^ " l o 4 

\ 0 15 

=>det^ = 0 

-•=(•; 'D 

HI :> 
det(^5) = 10 

/on 2 x 1 . Zeile + 1x2. Zeile von A 

0 4 \ 
3 8 \ 

- 1 1 ) 
- 6 3 / *-2xl .Zei le- lx2.Zei le 

+ 3x3. Zeile 

•det^ = 4 - 3 = 1 

=> d e t l = 1 9 6 - 1 4 7 =40 

= 7^-det^ 

-> d e t l = 28 - 21 = 7 = 7 • det^ 

- G D — G " ) 
= de t^ -de t5 = 5-2 
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A. 13 Differentialrechnung 

Ubersicht A-32. Differenzen- und Differentialquotient. 

Differenzenquotient: 
Steigung der Sekante PQ P 
Aj J{x) -fix,) ^ / ( X Q + Ax) -fix,) 
Ax X — XQ AX 

Ax 

Differentialquotient: 
Steigung der Tangente im Punkt P, 
dy 
dx' -fix) 

y 

f{x) 

f{xo) 

1 

P o ^ 

1 
1 

p 

^^Y r: 
Ax 

B 

1 Uv 
A 

> Ay 

Funktion y = fix) 
dv 

Ableitung y' = --=f' (x) 
dx 

In der Physik wird die zeitliche Ableitung mit einem ' gekennzeichnet: 

dv 
= / ( / ) ; Ableitung v = 

d/ -fit) 

Ubersicht A-33. Differentiationsregeln. 

y (x) = x" (« 6N) -> y' (x) = nx" ^ 

>' (x) = X~" («eN) -• 7' (x) = — ̂ 2x~"~ ^ 

y ix) = x^(56R) -^ y' (x) = sx'-^ 

(fiir Exponenten 5 < 1 existiert die Ableitung 
nurinlR\{0}) 

Potenzregel 

>'(x) = 3x^ 

J(x) = ^ , 

yix) = l/x^ --

yi^X) = X^^ 

->• y' ix) — 6x 

4 
-^y'ix) = — 5 

x" 

^ / W = y2xi^^-' 

Summenregel 

( / + ^ ) ' ( x ) = / ' ( x ) + g ' ( x ) 

(a/)'(x) = a/ '(x) (aeR) 

falls / y differenzierbar sind 
Merke: Konstante Faktoren bleiben beim 

Ableiten erhalten. 

j (x) = x^ + - -)> j ' (x ) = Sx"̂  =• 
X X^ 

>;(x) = 5x + 6x'̂  + 2 -H./(x) = 5 +42x^ 

Produktregel 

J = Mi; 

j ' = W' l̂  -f f' M 

y — uvw 

y' = u'vw + uv'w -{• uvw' 

J = (X + 3)(X2H-4) 

U V 

y' ^ 1 (̂ 2 -1- 4) + 2x(x + 3) = 3x2 + 6x + 4 

y =(x2 + 2x)(x^ + l ) ( x - 5 ) 

y = (2x + 2)(x^ + l)(x - 5) + (x^ + 2x)(3x2)(x -

+ (x2 + 2x)(x^ + l ) - l 

-5) 
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Ubersicht A-33 (Fortsetzung) 

allgemein Beispiel 

u 

^ V 

, vu' — uv' 
^ - v' 

Quotientenregel 

x-^ — 3x 
^ 5x-\ 

, i5x-l)(2x-3)-5(x^-3x) 5JC^-2;C + 3 

^ (5x - 1)̂  (Sx - if 

y =f((p(x)) 

, _ d>' _ d/ d(p 
dx d(p dx 

iiuBere Ableitung innere Ableitung 

Kettenregel 

y = (x^ - 3xf 

y' = 3(x^-3xf(2x--^) 

Logarithmusfunktion 

y =\nx 

, 1 
x 

y =ln(fix)) 

^ fix) 

allgemeiner Logarithmus 

y = \og^x 

1. Umschreiben auf In 

Inx 
^ = log^x = -— 

Inc 

2. Ableiten 

1 
"̂  x\nc 

y =ln(3x) 

, _ 3 _ 1 
^ ~J^~x 

j ^ = logio(3x) 

l . . = j ^ , l n ( 3 . ) 

2. 

1 
^ xlnlO 

Beachten der Logarithmengesetze 

y = log^ x"* = m log^ X 

y = log,(flx) = Xog^a + log^x 

2 
J =log3X^ = 21og3X = — I n x 

2 
^ " x l n 3 

>̂  = l0g4(3x) = log4 3 + l0g4X 

^ " ^ ' ' ^ ^ ^ " ^ ^ 4 ^ " ' ' 

1 
^ ~ x l n 4 
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Ubersicht A-33 (Fortsetzung) 

allgemein Beispiel 

Logarithmusfunktion 

y = log. • log , a — log , X y = logs 
4.x 

3.Y2 + 1 
= log5(4x)-logs (3x^ + 1) 

y = — l n ( 4 x ) - - - l n ( 3 x 2 + l ) 
In 5 In 5 

1 1 1 
xln5 In 5 (3x^ + 1) 

(6.x) 

Exponentialfunktion 

V = konst • Basis^""P''"^"' y = c • «^'^'' 

alte Funktion 

v' = alte Funktion • In Basis v' = >' • In a • / ' (x) 

• Ableitung des Exponenten 

V = 3 - 1 0 - ^ ' ^ * 

v ' = 3 -10^ ' ^^ - In 1 0 - 2 ^ 

1 

trigonometrische Funktion 

y = sin X -^ y' = cos x 

y = cos X -^ y' = — sin x 

cos X 

V = COtX -» v' = - . , = - (1 + COt^x) 
sin X 

y = sin(2x) -* y' = 2 cos (2 x) 

V = cos(2x) -> y' = — 2sin(2x) 

V = tan(x2) -^ y = 2.x:(l + tan^(x^)) 

>' = cot(4x) -^ / = - 4 ( 1 + cot^(4x)) 

Ubersicht A-34. Wichtige Ableitungen. Ubersicht A-34 (Fortsetzung) 

y 

const 

X 

x" 

sj^ 

e"" 

a"^ 

Inx 

log„ X 

y' 

0 

1 

«x"~ ^ 

1 

27x 
e"" 

a^Xna 

1 

X 

1 

xlnfl 

y 

1 

X 

sinx 

cosx 

tanx 

cot X 

1 

sinx 

1 

cosx 

y' 

1 

~ ? 
cosx 

— sin X 

1 

COS^ X 

1 

sin^ X 

COSX 

sin^ X 

sinx 

cos-^ X 



Ubersicht A-34 

y 

In (sin X) 

In (cos X) 

In (tan x) 

In (cot x) 

sinh X 

coshx 

tanhx 

coth X 

(Fortsetzung) 

y 
cotx 

— tanx 

2 
sin(2x) 

2 
sin(2x) 

cosh X 

sinhx 

1 
cosh^ X 

1 
sinh^ X 

1 

yr^^ 
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Ubersicht A-34 (Fortsetzung) 

y 

arctan x 

arsinh x 

artanh x 

arcoth x 

y' 

1 

yr^^ 
1 

1 + x ^ 

1 
1 + ^ 2 

1 

y^^ + i 
1 

v^^^ 
1 

l - x ^ 

1 
J C ^ - l 

Ubersicht A-35. Ableitung spezieller Funktionen. 

allgemein Bei spiel 

implizite Funktionen 

2 „ f fi . d^y f r -2f f f +f P 
II y JxxJy J xy JxJy ' Jyy J x 

^ -Ax'- / / 

f(x;y) = Zx^ + x'y-y^ = Q 

1^=/, = 9x̂  + 2x3.; f = f, = x'-iy' 
Qx oy ^ 
f,, = \%x^ly', fyy=-ey 

Jxy ~ ^•^ ~ Jyx 

Eingesetzt ergibt sich 

y = 

y = 

x^ - 3^2 

(18x + ly){x^ - 3 / )^ - 4x(9x2 + 2xy){x^ - 3 / ) - 6y{9x'^ + Ixyf 
(x^ - 3j;2)^ 
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Ubersicht A-35 (Fortsetzung) 

allgemein Beispiel 

r = r{ip) 

dr 
-— = r cot e 
aq) 

r 

^yyp 
0 

e Winkel zwischen OP und Tangente 

Zusammenhang mit kartesischem 
Koordinatensystem: 

X = rcosip\ y — rixxap 

dr . 
, , _, —- sin cp + r cos 9 

, aylOiip dcp 

dx/d(p dr 
—— cos (p — r sin (p 
d(p 

Funktionen 

\ 

i n P 

in Polarkoordinaten 

X 

r = 1 + 2 sin (̂  

—— = 2 cos (p 
dcp 

2 cos cp sincp -j- r cos (̂  

2 cos^ ^ — r sin (̂  

sin 2 (p + r cos ^ 
/ "":;̂  2 ^ 

2 cos (̂  — r sm (/) 

x = (?)(0; J = 

dy 

dx (p^ 

dt 

n ^tt ^t - (Pt 

<A(0 

dC-l) 
dt 

dt 

"dx 

Funktionen in ^arameterform 

x = (/)(/) = 1 + ?2; >' = 

(0, =2t; \1/, = 
' ' t 

(p„ = 2; i A „ - p 

d? 1 1 

dx (pj 21 

1 

, ~7 1 
'̂ ~ "27 ~ ~ 27̂  

/' ^ /̂  1 \ d/ 

-ij/{t) = 1 - I n / 

4 

( 2 0 ' 2 /^ 

1 1 1 

'P'Yt'J? 
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Ubersicht A-36. Ableitungsbegriffe bei Funktionen mehrerer Verdnderlicher. 

61 

allgemein Beispiel 

, x j= / ( j c ) , A:€R'' 

/ ( X l + / l , X 2 . . . , X „ ) - / ( X i , . 
^{x) = lim 

analog sind -—, 2 < k <n definiert 
dxu 

•>^„) 

heifit A:-te partielle Ableitung von / 

Der Vektor, gebildet aus den partiellen Ableitungen, 
heiBt Gradient von / , 

g,ad/W = g;W. . . . . | .W 

(grad/(jc), h) (Skalarprodukt in 1R''):= 

dy dy 
ox„ 

heiBt Richtungsableitung von / im Punkt jc G R" 
in Richtung /i G R" und ist definitionsgemaB gleich 

f{x + th)-f(x) 
lim 

dy 
Die Funktionen -—, 1< k <n, sind selber wieder 

ex, 
Funktionen der Variablen x^, ...,x„. Falls diese 
partiell differenzierbar sind, erhalt man die nxn-
Matrix der 2. Ableitungen - kurz Hessematrix von / , 

Hf{x) = 
dx^dxi' ' 

8V 

9xi dx„ 

8V 

mit 
dx, 

Falls diese 2. partiellen Ableitungen alle stetig sind, 
ist die Hessematrix symmetrisch, d.h. 

6V ev 
ê ,. dxj dxj dx^ 

il<i,J<n) 

Fiir den Fall n = 2 

y = /(^5 z) = X sin (z^) 

= sin (z^) 

= 2xzcos(z^) 

gradj^ = (sin(z^), 2xzcos(z^)) 
Ist h = (3,4) eine Richtung, so ist 

:= 3 sin (z^) + 8xz cos (z^) 

y^^ = 2zcos(z^) 

y^^ = 2zcos(z^) 

y^^ = 2xcos(z^) — 4xz^sin(z^) 

Hf<x) = ( " 2zcos(z^) ^ 
•'^ ^ \2zcos(z^) 2xcos(z^)-4xz^sin(z)^ 
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Ubersicht A-36 (Fortsetzung) 

8y 9v 
Der Ausdruck dv = —— d;c, + • • • + ^— dx„ heiBt totales Differential von v und seine Bedeutung ist diese: 

Ist xeR" ein Arbeitspunkt (MeBdatensatz) und ist // = (/?i, . . . , /z„) eine Storung von x (was bedeutet: 
Bestimmung von x̂  moge nur in den Toleranzen [x̂  — hf^,x,^ + h^] moglich sein), so ist der mogliche Fehler 
der MeBgroBe y = y{x^, ..., x) im Punkte x in „erster Naherung" durch 

fix + h) -fix) ^ d / ( x ) i h ) : = ^ h , + -
ox, 

• + ^— /z„ = — 
ox„ oh 

gegeben. Eine verfeinerte Darstellung der Differenzen/(x + h) —fix) benutzt die 2. Ableitungen und man 
hat 

fix + h) -fix) - dfix)ih) + - ih, Hfix)ih)) ^ Skalarprodukt in R" 

miiih,Hfix)ih))- 8V 
hh, 

ij^i dx^dXj ' ^ 

Ubersicht A-37. Hauptsdtze der Differentialrechnung 

Voraussetzungen: Sei/ : [a, ^] ^ R stetig und im Innern, also in a < x <b, differenzierbar 

Monotonie-Satz: fix) > 0 in ]«, ̂ [ =>/streng monoton wachsend 

fix) < 0 in ]<3, Z?[=>/streng monoton faliend 
schwacher: / ' (x ) > 0(<0) <=>/monoton wachsend (faliend) 
Das Beispiel/(x) = x^ zeigt, daB nicht gilt: [/streng monoton wachsend =>/' (x) > 0 fiir 
alle x]. 
Dabei heiBt / monoton wachsend (streng monoton wachsend) o 
[Xj < X2 =>fix,) <fix2) (bzw. fix,) < /(X2))] 
Der Monotonie-Satz ist ein Spezialfall des Schranken-Satzes und ist zu diesem gleich-
wertig. 

Schranken-Satz: Gilt m < / ' ( x ) < M fiir alle xe]^ , ^[, so ist 
mixj — x,) </(x2) —fix,) < M(x2 —Xj) fur a<x,<X2<b 

Mittelwert-Satz: Zu « < x^ < X2 < ^ gibt es ein XQ mit Xj < XQ < X2, so daB 
fix ) — fix ) 
— ^— =/ '(Xo); geometrisch: Zu jeder Sekante gibt es eine parallele Tangente 

Satz von Rolle: 

Verallgemeinerter 
Mittelwert-Satz: 

Anwendung: 

Isi fib) =fia), so gibt es ein XQ mit a < XQ< b, so da6/'(xo) = 0 ist. 
(Dies ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes, welcher aquivalent zu ihm ist) 

Ist g:[a,b]^lR. stetig und in a < x < b differenzierbar mit g'(x) + 0 fiir alle x, 
so gilt: Ist a < Xj < X2 < /), so gibt es ein XQ mit x^ < XQ < X2, so daB 

f(X2)-fM _fi^0) 
g(X2)-g(Xi) g'iXo) 
Der verallgemeinerte MWS ist aquivalent zum MWS, welcher wiederum ein Spezialfall ist 
(mit y (x) = x) 

Die Hauptsatze der Differentialrechnung sind die Grundlage der Analysis schlechthin. 
Insbesondere finden sie unmittelbar Anwendung bei Kurvendiskussionen, Extremwert-
bestimmungen, Ungleichungen und Grenzwertbestimmungen. 
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Ubersicht A-38. Kurvendiskussion, Extremwertaufgaben, Ungleichmgen und Grenzwertrechnung 

Kurvendiskussion 

1st eine Funktion/(x) vermoge Funktionsvorschrift (Formel) gegeben, so sind gefragt: 
(1) Defmitionsgebiet und gegebenenfalls Symmetrien, NuUstellen 
(2) Pole (Unstetigkeits- oder Unendlichkeitsstellen) 
(3) kritische Punkte (= / ' ( x ) = 0-Stellen, waagerechte Tangenten) 

Extremstellen (= lokale Maximum- oder Minimumstellen) sind kritische Stellen (aber nicht umgekehrt -
siehe/(x) = x^ fur x = 0!). 
Satz (Extremstellen-Test) 

/ ' (XQ) = 0 und / ' hat Vorzeichenwechsel (+ + Muster) o / h a t in x^ ein lokales<Smum• 
Die Bedingung/"(xo) > 0 bzw. / " (XQ) < 0 impHziert dagegen nur, da6 ein lokales Minimum bzw. 
Maximum vorhegt, nicht umgekehrt. 
(Beispiel f{x) = x^ => XQ ist Minimum, aber / " (0) = 0) 

(4) Konvexitat - Konkavitat: / " (x) > 0(<0) in ]<2,6[=>/konvex (konkav) (hnksgekriimmt bzw. rechtsge-
kriimmt). Punkte XQ, in denen sich die Kriimmung andert (konvex ̂  konkav) heifien Wendepunkte. 
Satz (Wendepunkt-Test) 

/ " (XQ) = 0 und / " hat Vorzeichenwechsel in XQ (was zum Beispiel bei / '"(XQ) =|= 0 eintritt) mit Muster 
(++)<=> Xo ist Wendepunkt (mit j^^;;;;^,:^ Z konvex )• Das Beispiel j ; - x"̂  (uberall konvex) zeigt, daB x = 0 
kein Wendepunkt ist (obwohl y"(^) = 0 ist)! 

(5) Grenzwerte, Asymptoten (meist fiir x -> + oo j 

(6) Skizze der Funktion y =f{x) anhand der Daten aus (1) bis (5). 

Beispiel: / (^) = ^^2—j 

Defmitionsbereich: R ohne ± 1 , wo Polstellen sind. Da x^ — 1 = (x —l)(x + 1), sind x^ = 1 und X2 = — 1 
NuUstellen des Nenners mit Vorzeichenwechsel; sie sind daher Polstellen von/mit entgegenzeigenden Asten. 

x^ + 1 
" • "̂  "' ' '" lim f{x) = 0. / ist stets 

X-* ± 00 

x2 + 3 

/(— x) = —/(x) und 0 ist einzige NuUstelle. Es ist/ ' (x) = — - <OinDef(/), 

- mit Wendestelle monoton fallend (was wegen der Polstellen moglich ist). Desweiteren ist/" (x) = 2x 2 3̂ 
(x —1) 

X = 0 (da einfache NuUstelle von/" - also mit Vorzeichenwechsel; das Vorzeichen von/" kann leicht abgelesen 
werden - also konvex-konkav-Bestimmung moghch). 
Tabelle '» ^^ 

-1 0 1 

/" 
/ ' 
/ 

-

-
\ 

0 - 0 0 

+ 

-
\ 

+ 00 0 

-

-
\ 

0 - 0 0 

+ 

-
\ 

+ 00 0 

Extremwertaufgaben sind Textaufgaben 

Umsetzung in mathematische Formulierung fiihrt auf die Aufgabe, Maxima/Minima in einem gegebenen 
Bereich zu bestimmen. 
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Ubersicht A-38 (Fortsetzung) 

Ungleichungen 

Ungleichungen konnen bei folgenden Voraussetzungen (und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) so be-
handelt werden: 

Ist/ '(x) < g' (x) fixr a < X und ist/(«) < g {a) =>/(x) < g {x) fiir a < x 

1 
Beispiel: f{x) = arctan x, g {x) = x : f {x) •• 

1 +x 
-0 = g{a) also f{x) = arctanx < x = g{x) fur x > 0 

<l=g'{x)ix> 0), /(O) = arctan 0 

Grenzwertrechnung 

Grenzwertrechnung bei unbestimmten Ausdriicken: Hier dient die Kegel von I'Hospital: 
Gilt/(x) -^/(xo) = 0((X)), gix)^g(x^) = 0(0)) bei x -^ 0, so gilt: 

1st a = lim —r-^ so ist a = lim —-—. 
x-^og (x) x-^o g{x) 

. . , ,. sinx ,. cosx ^ /O 
Beispiel: lim = lim = 1 —-Form 

^^0 X ;c-0 1 \ 0 

Andere unbestimmte Ausdriicke - wie 0 • oc (Bsp. x-cotx) oder 0^ (wie x̂ '""̂ ) oder oo — oo 

wie I ;: YT^ T̂  )) konnen durch Manipulation oder algebraische Umformung auf — - oder 
x - 2 x^ + 4 x - 1 2 y 

Form gebracht werden, denn nur dort kann man I'Hospitals Kegel anwenden. 

0 

Beispiel: limx^'"^= lim (e'"^)^'"^ = lim e^'""'"^= lim e^'' 
x^O x^O x-^0 

Da • 1 bei x-> 0, ist nur lim xlnx (0 • oo) zu berechnen. 
;c-0 

In X 1/x 
Man schreibt lim xlnx = lim —-̂  = lim x-^O 1/x -l/x^ 

-lim X = 0, 

also lim x*'"^ = e° = 1. 
x-*0 

A. 14 Integralrechnung 

Es gibt grundsatzlich zwei Moglichkeiten zu 
sagen, was „das" Integral einer Funkt ion/(x) , 
a < X < b, ist: 

- Einerseits soil dies - bei positivem f{x) die 
Flacheninhaltsfunktion sein (vgl. nebenste-
hende Figur) 

F{x) =\lf{t)dt\= Flacheninhalt unter 
G r a p h / ( x ) 

- Andererseits soil dies eine Funktion / sein, 
deren Ableitung gerade die gegebene Funk­
t i o n / ( x ) ist, also F' {x) =f(x), a < x < b. 
Man sagt dann, daB F(x) eine Stammfunk-
tion von f{x) ist. 
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Die Flacheninhaltsfunktion F{x) wird hierbei 
als Grenzwert ermittelt: 

Indem das Intervall [a,x] in n gleichbreite 
Rechtecke unterteilt wird, erhalt man gemafi 
Skizze eine Annaherung zum gesuchten Fla-
cheninhalt, i.e.: 

F(x) = lim 
k=o n 

Rieman'sche Summen 

•/fe) 

mit x^ = a -\- k- /r = 0, . . . , « - 1 

Theorem (Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung) 

Die vorstehende „ Flacheninhaltsfunktion" 
F{x) ist eine Stammfunktion von/(x). Es gibt 
im wesentlichen nur „eine" Stammfunktion zu 
einer Funktion /(x): Sind namlich F(x) und 
G (jc) Stammfunktionen zu ein und derselben 

Funktion / (x) , so ist F{x) — G(x) = const. 
Sie unterscheiden sich also nur durch eine ad­
ditive Konstante. 

F(x)^G{x)^C 

F{x) und G{x) sind Stammfunktionen 
zu f{x) 

Folgerung: Sind F{x) und G {x) zwei Stamm­
funktionen zu f(x), so ist 

Folgerung: j f{t) dr = Fix^) - F{x,) 

wobei F{x) irgendeine Stamm­
funktion von f(x) ist. 

Wahrend die Integration als Grenzwert Rie-
marmscher Summen technisch kaum durch-
fiihrbar ist (von einfachsten Fallen abgese-
hen), so gibt es dagegen zur Ermittlung von 
Stammfunktionen einige weitreichende Me-
thoden und Regeln: 

Ubersicht A-39. Rechenregeln fur Integrale. 

Im folgenden steht das Symbol \f{t)dt fur 

a) Stammfunktion von / 

b) unbestimmte Integrale, also F{x)\= \f{t)6.t 
b 

c) bestimmte Integrale, also \f{t)dt = F(b) — F{a) 

wobei F{x) irgendeine Stammfunktion zu f{x) ist. 
Alle Funktionen seien stetig. 

allgemein 

I [fix) + g (X)] dx = \f{x) dx±\g (X) dx 

Jc/(x)dx = c | / ( x ) d x furcGlR 

b c b 

\f{x) dx = j / ( x ) dx + J/(x) dx {a<c<b) 

J / ( x ) d x = - J / ( x ) d x 
b a 

^j/Wd,=/(x) 

^ ''ff(l)dt = f(b(x))b'(X) - /(a(X)) a-(X) 
a x a(x) 

Beispiel 

1 (x^ — sin x) dx = - x^ + cos x 

| 20xMx = [5x^]J = 5 
0 

d 7-
— J e'dt^ e '̂̂ '̂cosx 
dx 0 
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Ubersicht A -39 (Fortsetzung) 

Mittelwertsatz der Integralrechnung 

Es gibt Q\n ^, a < ̂  < b mit 

Fur/>Oin[f l ,^] : 

Umwandlung der Flache in gleichgroBes Rechteck 

b 

\ f{t)dit ist der Flacheninhalt unter dem 

Funktionsgraph gemaB Skizze 
b 

Merkregel: Nur fur/(x) > 0 ist J/(x)dx der Fla­
cheninhalt unterhalb des Graphen! Die Intepretation 
als Flacheninhalt - bzw. die Naherung mittels Rie-
mann'scher Summen - fiihrt zu zahlreichen numeri-
schen Integrationsmethoden 
- Rechteckformel 

\f{x)dx'. -(y« + j ' i + V2 + ••• +> ' „ - i ) 

n Anzahl gleich groBer Intervalle 

Trapezformel 

K b-a 

' 

Tangenten 

J/(.v)dx = 

n gerade 

In 

Jib-a 
n 

Simpsonsche Regel 

+ yb) 

-iy.. 

• ^j I 

73+>^5 + • > ' « - l ) 

J / ( x ) d x ^ — — iy, + 4 j i + 2j2 + 4^3 + 

- Reihenentwicklung 

Sei fix) = Y. a^{x — XQ)^ die analytische Ent-
lc = 0 

wicklung einer Funktion f{x) (sofern moglich), 
welche im Intervall ]XQ — R, XQ + R{ konvergieren 
moge. Sind dann a, b aus diesem Intervall, so gilt: 

j / ( x ) d x = E a J (x-Xo)*dx 
a k = 0 a 

\?o^^FTT 
(x - Xo)* 

y^ 

Va y\ H 

fix) 

IVb 

b X 

e"^^ — X 1 konvergiert in ganz R, also ist 
„ = o n\ 

i „%{2n + l)n\ 

Es gibt zu e""^ keine elementare Stammfunktion. 
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Ubersicht A-40 Uneigentliches Integral. 

allgemein Beispiel 

Integrale mit unendlichen Grenzen oder Integrale 
von Funktionen, deren Funktionswerte im 
Integrationsintervall unendlich werden oder 
allgemein von Funktionen, welche Unstetigkeits-
stellen aufweisen. 

]fix)dx= lim ]f{x)dx 
a b -* +CO a 

b b 

J f{x)dx= lim ^f(x)dx 
— 00 a -* — CO a 

f / ( x ) d x = lim if{x)dx 
— 00 a - • — 00 a 

b - » + 0 0 

lstf{x) stetig in ]a,b], aber vielleicht nicht in a, 
so ist 

J/(Od/ = lim I mdt 
0 E\0 a + E 

] -jdt=\im\--\ = l i m ( l - - = l 
1 t^ fe-ooL d i ^^~ \ bj 

J ^ d / = lim[2y7],^=2 

Ubersicht A-41. Grundintegrale. 

x" 

(f 

e 
1 
X 

1 
1 +x^ 

1 
1-x^ 

1 
x^-\ 

\ 

Jx^ + \ 

fix) 

unbestimmte Grundintegrale 

J/(x)dx (Stammfunktion) 

^ n + l 

^ i ^^^-'^ 

- — = flMog,e 
ma 

e 

\n\x\ 

arctan x = — arccot x 

artanh x = - In 
2 1 - X 

( | X | < 1 ) 

arcothx = - In 
2 x-1 

(\x\>\) 

— arcoth x = -m 
2 x + 1 

i\x\>l) 

arsinh x = \n{x-\- ^x^ + 1) 

file:///n/x/
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Ubersicht A-41 (Fortsetzung) 

unbestimmte Grundintegrale 

1 

v ' ^ ? ^ 
sinx 

cosx 

1 

sin^x 
1 

cos^x 

sinhx 

coshx 

1 
sinh^ X 

1 
cosh^ X 

fix) \f{x)dx (Stammfunktion) 

arcosh x = In (x + ^ x ^ — 1) 

— cos X 

sinx 

— cot X 

tanx 

cosh X 

sinh X 

— coth X 

tanh X 

bestimmte Grundintegrale, uneigentliche Integrale 

J/(x)dx Wert 

«"dx 

e~^Mx 

e~''x"dx 

Y 

dx 

dx 

dx 

ê  + 1 
X 

e ^ - 1 

1 
x^ + a^ 

a In a 

12 

6 

n 
2a 

1 
X" - a^ 

1 

rdx 

:dX 

y/(x-a){b - x ) 
dx 

oyr^ 
:dX 
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Ubersicht A-41 (Fortsetzung) 

bestimmte Grundintegrale, uneigentliche Integrale 

fix) J/(x)dx (Stammfunktion) 

1 

djc 

( l - x ) V x 
dx 

^ax — x^ 
Inx , 

7 ax 
x + 1 

: dx 

Inx 
X - 1 

Inx 

x ^ - 1 

sin {ax) 

dx 

dx 

dx 

cos{ax) 
dx 

X 

sin (ax) dx 

cos {ax) dx 

1 
1 + cos X 

dx 

sinx , °? cosx , 
- 7 ^ ^x = J -j=- dx 
Jx 0 /x 

tan X dx 

1 

0 

371 g^ 

8 

12 

-: a > 0 

fl<0 

1 — cos (air) 

sin(fl7i) 

'-Ml 

Ubersicht A-42. Integrationstechniken. 

partielle Integration (Produktintegration) 

allgemein 

\uv' 6.x = uv — Ji^w'dx 

Beispiel 

Jxsinxdx M = x; y' = sinx 
M' = 1; V = —cosx 

= —xcosx — Jl • ( —cosx)dx 

= — X cos X + sin X 
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libersicht A-42 (Fortsetzung) 

Substitution 

1st F{u) eine Stammfunktion von f{u), so ist 
G{x)\= F{u{x)) eine Stammfunktion von 
f{u {x)) u' (x) und umgekehrt. 

b u-Hb) 

if{u)du= j fiu(x))u'ix)dx 

Zur Anwendung kommt die Substitutionsregel zu-
meist in der Situation, da6 die Funktion/(x) von der 
Struktur/(x) = g(u(x)) ist. Indem man u = u{x) als 
neue Variable einfiihrt, also x = x(u) (umstellen), 
dx - x' (M) dw, gelangt man zum Integral 

\g{u)x'{u)du 

Gesetzt der Fall, letzteres ware losbar und die 
Stammfunktion ware G{u), so ist F{x)'.= G{u{x)) 
die gesuchte Stammfunktion zu/(x). Sehr oft aller-
dings wendet man Substitutionsformen an, die im 
algebraischen Ausdruck fur f{x) nicht vorliegen. 

Spezialfall: 
Ist F{u) Stammfunktion zu f{u) (Variable: u), so 
offenbar auch F{ax + b) zu af{ax + b) (Variable: x) 

Haufig kann folgende Struktur des Integranden er-
kannt bzw. manipulativ eingerichtet werden: 

f{x) = g{u{x))u'{x) 

Ist dann G (u) Stammfunktion von g (u), so ist 

F{x):=Giu(x)) 

das gewiinschte Integral. 

Insbesondere ist die Stammfunktion von 
uix) 

durch \n\u(x)\ + c gegeben, was bei Differential-
gleichungen haufig vorkommt. 

J ^ 7 w = 3 x - l 
3x - 1 . 

du — 3dx dx = -du 

i j ^ = i l n | « | = l l n | 3 x - l | 
3 M 3 3 

\J\ — x^dx\ X = cos/, dx = — sin/d/, 

->-jyi -cos^ / - ( - s inOd? = -Jsin^/d/ 

Die Stammfunktion von sin^ t wird partiell ermittel, 
also: 

J sin/ s in/d/^-sin/cos/ ^-Jcos-^/d/ 

1 - sin^ / 

= — sin / cos / + / — J sin^ / d/, also 

Jsin^ / d/ = - {/ — sin / cos /} und die 

Riicksubstitution (/ = arccos x) ergibt 

J J\— x^dx — — - (arccosx — x J\ ~ x^) 

J -2 dw = F{u) = — , also 

{ax -\-bf- a ax + b 

' I -

-.dx - a^ — x'^, dx = — -
du 
2^ ' 

2x 
du- -Uu-'^'du 

- d x •• 

= —u 

2x 

-y? 

•'x2 + 3 
. ^ P sinx J . (cosx)' , 
tan xdx =\ dx = dx 

** ^ cosx '' cosx 
= — In I cos XI 

file://-/-bf-
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Ubersicht A-42 (Fortsetzung) 

Partialbruchzerlegung 

Es ist P{x)IQ{x) zu integrieren; P, Q Polynome. 
Durch Abspalten (Polynomdivision) mu6 zunachst 
gewahrleistet sein, dafi Grad P < Grad Q ist (sowie 
keine gemeinsamen Nullstellen). Die weitere Vorge-
hensweise ist abhangig von der NuUstellenstruktur 
des Nenners. Es sei Grad Q = n. 

1. Fall: Q hat genau n (einfache), verschiedene, reelle 
Nullstellen 
Q{x)= {x-x^){x-X2)"- {x-x„) 
~* Es gibt Konstanten A^, A2, .-•, A„ mit 

P{x) AI A, A„ 

Q(x) X — Xj X — X2 ^ ~ ^n 

2. Fall: Q hat mit Vielfachheiten genau n reelle Null­
stellen (manche also vielleicht mehrfach), 
also 

Q (x) = {x-x^yix- X2)"' • • • (x - XJ"-

Dann ist nur folgender Ansatz erfolg-reich 

A 
X — 

'^ 1 
X, 

-^21 

X — X2 

+ - ^ m l 

^12 

(x - x^y 
A,, 

+ ••• + Am^ 
(x - x,r 

(X - X2Y ( X - X 2 ) " 

(^ - ^n.) (̂  - ^J"' 
3. Fall: Q hat auch komplexe Nullstellen (welche 

allerdings konjungiert auftreten: Ist 
Zj 2 = a ± î? eine solche Nullstelle, so ist 
(z-Zi)(z-Z2) = ( z -7 i ) ( z -Z i ) 
= z^ — laz + |zi p ein quadratischer Fak-
tor von Q) und Q ist von der Form 

Q (X) = ( X - X , r ' y ( x - X j - • 

reelle Nullstellen 

;(x^-2«iX + (KJ + ig?))"'^---(x^-2«,x + (a,̂  + jgf)r-

konjungiert komplexe Nullstellen 

~» Der Partialbruchansatz lautet 

l ^ = y ( T ^^J 

x^ + 4 

(x-l)2(x^ + 2x + 4) 

x2 + 2x + 4 = (x + 1)2 + 3 nuUstellenfrei in IR, 
also P5Z-Ansatz 

x̂  + 4 
( x - i r ( x 2 + 2 x + 4) 

A, Bx + C 
x - 1 (x-1)^ x^ + 2x + 4 
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Vbersicht A-42 (Fortsetzung) 

Partialbruchzerlegung 

Die Bestimmung der Koeffizienten A^^, B^., C^j er-
folgt so: 

- Multiplikation des Pi?Z-Ansatzes mit Nenner Q 
-^ Polynomgleichheit, dann 

- Berechnung der A, B, C-Konstanten durch 
a) Nullstellen einsetzen 
b) Koeffizientenvergleich 
c) Differenzieren, erneut vergleichen (bei mehr-

fachen Nullstellen geeignet) 

x^ + 4 = A,{x-l)ix^-^2x + 4) -\-A{x^ + 2x + 4) 

+ {Bx + C)ix-lf 

(Polynomgleichheit) 

x = l ergibt: 5 = ^̂ 2 ' '7. ^2 = f 
Koeff.verg. (x^): 0 = ^^ + 5 

Koeff.verg. (x^): 4 = -4A^ -VAA^ + C 

Differenzieren ergibt fiir x = 1 

2 = ^ i (7 ) + ^ 2 ( 2 - H - 2 ) + 0 

woraus ^ 1 = - ^ , ^ = ^ , C - | | folgt. 

•' {x-\f{x^ + 2x + A) "̂  

6 , , . , 5 1 3 

26 /- .x + r 
+ —- w 3 arctan —-^^ 

9 y3 -

ln(x^ + 2x + 4) 

Vbersicht A-43. Wichtige Integrale. 

{ax + bf 

X {ax + bf 

1 

ax + b 

X 

{ax + bf 

X 

{ax + /?)" 

1 

X {ax + Z?) 

1 

x^ + «^ 

(fur b^Q) 

fix) 

rationale Funktionen 

jf{x)6x + C 

{ax + br^' 

a{n + \) 
n^ - 1 ) 

{ax + br^^ b{ax^bf^' 

a^{n + 2) a^{n + 1) 

( « + - 2 ; « + - 1 ) 

- In 1 «x + ^ 1 

-^ In 1 «x + /? 1 + ' 1 flx + ^ / 

a{\ — n)x — b 

a"-{n - \){n - 2){ax + bf-' 

{n^\\n^2) 

- ! , . ax ^- b 

X 

1 (x\ 

a \aj 



A. 14 Integralrechnung 73 

tibersicht A-43 (Fortsetzung) 

irrationale Funktionen 

s/a'-x' 

X ^a^ — x^ 

> ' - x^ 
X 

1 

Ja'-x' 

^x' + a' 

X yjx^ + a^ 

Jx^ + a^ 
X 

1 

Jx' + a' 
X 

Jx^ + a^ 
x' 

Jx^ + a"-

1 

x^v^^T? 

1 

sjx'-a^ 

v^^^^ 

- ( X ^a^ — x^ + â  arc sin - j (| x | < fl) 

• i >^ -x^ )= 

y/fl^ — x-̂  — a In 
a + ^ 

- ( xjx^- + ̂  + fl^ ar sinh - 1 

^V^̂  + aV 

^x^ + â  — a In 
'a + Vx^ + â  

ar sinh - = In I x + Jx^ + â  I 
a ^ 

2-^^ +^ - T 

V^^T^ 

. X .̂ /x'̂  — a^ — a^ ar cosh -

ar cosh - = In 

v?^^ 

X + ^ x ^ - a^ 

X r-. J a"- , X 
- Vx^ — a -^ ̂  arcosh -
2 ^ 2 a 
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Ubersicht A-43 (Fortsetzung) 

trigonometrische Funktionen 

sin (ex) 

X sin {ex) 

sin {ex) 
X 

1 
sin {ex) 

1 
1 + sin {ex) 

1 
1 — sin {ex) 

cos {ex) 

X cos {ex) 

cos {ex) 
X 

1 
cos {ex) 

1 
1 + cos {ex) 

1 
1 — cos (ex) 

tan {ex) 

1 
tan (ex) + 1 

1 
tan {ex) — 1 

cot (ex) 

cos(ex) 
e 

sin (ex) x cos (ex) 
x^ c 

(ex)^ (ex)^ 

iln 
e '^"(T) 
1 /ex n\ 

1 / e x 7i\ 

- sin (ex) 
e 

cos (ex) X sin (ex) 
2 ' 

e e 
^ , , (ex)^^(ex)^ ^ 
^" ' ^ •^" -2 :2 ! + 4 : 4 ! - + - -

e 
/ex n\ 

J"(¥) 
-i-(?) 

In 1 cos (ex) | 
e 

X 1 
- + - - In 1 sin (ex) + cos (ex) | 
2 2e 

X 1 
1 In 1 sin (ex) — cos (ex) | 

2 2e 

- In 1 sin (ex) | 
e 
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Ubersicht A-43 (Fortsetzung) 

Hyperbelfunktionen 

sinh {ex) 

X sinh {ex) 

sinh^ (ex) 

cosh {ex) 

x cosh {ex) 

cosh^ {ex) 

tanh {ex) 

coth {ex) 

- cosh {ex) 
e 

1 1 
- X cosh {ex) J sinh {ex) 
e e 

1 X 
-—sinh (2 ex) —-
4c ' ' 2 

- sinh (ex) 
e 

- X sinh (ex) y cosh (ex) 
e e^ 
1 X 

-—sinh (2 ex) + -
4e 2 

- In 1 cosh (ex) | 
e 

1 
- In 1 sinh (ex) | 
e 

Arcusfunktionen 

/ x \ 
arcsin 1 — 1 

(A arccos ( —] 

(A 
arctan I — 

(A 
arccot I —1 

• iA 
X arcsin I —1 

A 
X arccos 1 — 

"̂1 
X arctan l — 

iA 
X arccot I — 

+ V c 2 - x ^ 

-Jc'-x' 

-'-\n{c' + x') 

+ ^-\n(c^ + x^) 

Areafunktionen 

/ x \ 
arsinh l—1 

(A arcosh (—1 

iA 
artanh l —1 

iA 
arcothi—1 

(A 
X arsinh 1—1 

(A 
X arcosh I — 

(A 
X artanh l—1 

(A 
xarcoth | —j 

- Jx^ + ê  

-^x^-c' 

+ ^ l n | e ^ - x ^ | 

+ ^ l n | x ^ - e 2 | 

( | x | < | e | ) 

( | x | > | e | ) 
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Vbersicht A-43 (Fortsetzung) 

QCX 

XQ'''' 

QCX 

X 

e*""̂  sin ibx) 

e'''' cos (bx) 

Exponentialfunktionen 

c 

^ ( c x - 1 ) 

, , , ex (cx)^ 

' " i^ i+n! + 2:2! + -
QCX 

-^ P7 (c sin (bx) — b cos (bx)) 
c^ + b^ 

QCX 

-5 pj (c COS (bx) + b sin (bx)) 
c^ + b^ 

Logarithmusfunktionen 

Inx 

(Inx)^ 

1 
Inx 

1 
xlnx 

sin (In x) 

cos (In x) 

x\nx — X 

x(lnx)^ — 2xlnx + 2x 

1 11 1^1 _,an^) '_^( lnx)^^ 
In 1 In X i + In X + y ^ + y - ^ + ... 

ln | lnx| 

- [sin (In x) — cos (In x)] 

X 
- [sin (In x) + cos (In x)] 

Vbersicht A-44. Anwendungen der Integralrechnung in der Geometrie. 

Flachenberechnung 

allgemein 

Funktion 
positiv 

y 

A 

m 
a b X 

= j/(x)dx 

Funktion 
negativ 

1 
1 a b 

A = -]f{x)dx 

Flachen zwischen 
zwei Kurven 

a \ / b X 
9{x) 

A=]\fix) 

- g{x)\dx 

Beispiel 

A= ^ sinxdx = [—COSX]Q 

= 0 + 1 - 1 
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Ubersicht A-44 (Fortsetzung) 

Flachenberechnung 

allgemein Beispiel 

Parameterdarstellung 

A= j xdy = j (p(t) if/\t) dt 

1 '2 
A=^l{xy' -yx')dt 

y = il/(t) = 3t; ^ ' ( 0 = 3 

0,5 0,5 

A = 3 / + -/" 12,375 

Fur geschlossene Randlinie 

A =:^j{xy -yx')dt 

(Leibnizsche Sektorenformel) 

Polarkoordinaten r = 1 + 2sin(^; (p^ = 0, (p2 = 7i/2 

1 It/2 

^ = - f (1 +2sm(pfd(p 
2 0 

1 it/2 

= - f (1 + 4sin{p + 4sin^(p)d<p 
2 0 

^ = - (p — 4cos(^ + 2((^—-sin2(;t)l 

^ = - 7 1 + 2 
4 

y 

p 

p 

s 

P2 s 

V 1/2 / ^ 

^2 

arameterform: x = 

ti 

olarkoordinaten: r 

Bogenlangen (Rektifikation) 

fuTy=fix) 
Pi 

1 

(p{t); y = \i/{t) 

*-iJ •*'•&)'" 

Zykloide von ĵ = 0 bis t2 = n 

X = (p{t) = r{t — sint); cp = r{l—cost) 

>' = (/̂  (r) = r (1 — cos 0 ; i}/ = rsint 
n 

s = I Jr^ (1 - cos 0^ + r^ sin^ t dt 
0 

s = rjl \ J\ - cos /d? 
0 

Benutze cos / = 1 — 2 sin^ ( - 1 

s = Ar 
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Ubersicht A-44 (Fortsetzung) 

Mantelflachen von Rotationskorpern (Komplanation) 

um x-Achse 

Kurve y =f{x) 

y\ y=f{x) 

M^ = 2niy^l+y'^dx 

um j-Achse 

-̂  = -̂  (>') 

^,=2t^^/l+(gj d. 

/ = 3 

M^ = 2n] (3x + 5) ^ 1 + 3^ dx 

M, = 27iyiO | (3x + 5)dx 

"3 
M^ = 2nJ\0 -x^ + 5x •• 3 6 7 , 6 

Parameterform x = (p(t); y = ij/(t) r = sinq) cp^ = 0, (p2 "=" n 

dr 
d(p 

•- COS(p 

M^ = 2n ^ rsin(p ̂ sin^ (p + cos^ (p dcp 
0 

= 1 

M^ = 271 J r sin (̂  dcp = 27i J sin^ (p d(p 
0 0 

= n[(p — sin (p cos(/)]5 = TT̂  

Volumen von Rotationskorpern (Kubatur) 

um x-Achse 

Kurve >' =fix) 

Xi 

um y-Achse 

x = g{y) 

V^^n]ig{yf)dy 

V^, = n ^ x-^ y' dx 

j ' = 3.Y + 5; Xi = 0 , ^ 2 = 3 

um v-Achse 

x^^-^iy-'S)-^ / = 3 

I/, = - J O - 5 ) 2 . 3 d x = : ^ J ( 3 x ) M x 
6f 0 3 0 

3 

Ĵ , = 371 J x^ dx = 71 [x^]^ = 2771 
0 
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Ubersicht A-44 ( 'Fort. ̂etzung) 

Parameterform x = (p{t); y = \l/{t) 

V, = n]cp 

Polarkoordinaten r =f{(p) 

x-Achse: 

<P2 

j'-Achse 

<P2 

Vy = n j r^ cos^ cp 

dr 
-— cos (p — rsincp 
acp 

dr . 
—- sin (jO + r cos (p 
Ci(p 

'\il,\dt 

d(p 

d(p 

1 
x = (p{t) = -; t, = \, t2 = 2 

(p= - p ; y = il/it) = i + t 

2 1 2 / \ 2 \ 

.̂=-[-p-̂ +^_ 
2 

= 5,571 
1 

r = const = R, 0 < (p < n 

n It 47C 

F^ = 7ri?^ Jsin^9/?d(p = 7i7?̂  J sin^cpdcp = — i?^ 

wobei 

jsin^rdf = | smr( l -cos^Od^ 
o 0 

= — cos (jo + - cos"* (p + ̂  

Ubersicht A-45. Anwendung der Integralrechnung in der Physik. 

allgemein Beispiel 

Arbeit 

Federkraft F 
F = cs 

S2 

W = \ csds 

W^-c{sl-s\) 

Impuls 

Kraftverlauf eines Schlagers auf einen Golfball 

A/7= j /^(Odr = --200N-4-10-3s=:0,4Ns 
0 2 
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statische Momente, Schwerpunkte 

homogenes, ebenes Kurvenstiick, y = f{x) 

Gesamtldnge (= Gesamtmasse, da ^ = const): 

a 

Schwerpunkt Q = {x^, y^ ist gegeben durch 

ys = \^ ]f{x)J\+{nx)fdx =:^i 

-M^ 

M^ und M^ heiBen statische Momente der Kurve; aus 
M^ = L • y^, My = L • x^ ergibt sich ihre Interpreta­
tion als gemittelte Drehmomente. 

Ist allgemeiner das Kurvenstiick in Parameterform 
(x, y) = {(p (t), \J/ (0), /i < / < ?2' gegeben, so ist 

1 '^ 
x, = j^(p(t) j(f>\t) + ii}'it)dt, 

1 ' } 
ys = T\^it) Jcp\t) + xji\t) dt. 

Der Spezialfall Polarkoordinaten: 
X = r cos (p,y = r -^mq) und r = r ((p), (f>^< (p < (pj 
ist enthalten, und man hat in dieser allgemeinen 
Parameterform 

\ <P2 

yk 

/'"'^''X^ 
f{x) 

j (x) = y p n ? , 0 < x < r , 

(Graphenform) 

L = i^l-^{y'ix)rdx={l-^ rdx 

-.dx = 

My = r]--I=dx = [-r^r'-x'Y, = r' 
0 ^ r ^ — jc^ 

r ^ I ^ ^ 
M^ = i^r'-x'-\+-^—-,dx = irdx = r' 

n n 

r 
-- y^ (also etwa 0,63 r) 

^s = 7 i r{(p) cos (p^r^i(p)-h r^i(p)d(p 

\ <P2 

- J r{(p) sin(p ^r^((p) + f^{(p)d(p 
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homogenes, ebenes Flachenstiick 

Sei y = f{x) > 0 und F sei die Flache unterhalb des 
Graphen gemaB Skizze. Dann sind 

b 

A = j f{x) dx (Flacheninhalt) 
a 

M^ = ]xf{x)dx, M=^-]fHx)dx 
(statische Momente) 

-Ml d - ^ (Koordinaten des 
^~ A '^''~ A Flachenschwerpunktes) 

1st F von zwei Funktionsgraphen begrenzt (gemaB 
Skizze), so sind 

A = ]iMx)-Mx))dx 
a 

M, = \](fi{x)-f,'{x))dx 

M^ = \x{f^{x)-f^{x))dx 

y\ f(x) 

fiix) = x\Mx) = 4, 
F = { (JO-) 10 < X < 2, x^ < >; < 4} 

Xi 

4 

1-

m 
r 
r 1 

f fzix) 

l-Mx) 

2 X 

2 r 1 1^ 16 

12 r 1 1^ 
M ^ - - J ( 1 6 - x ^ ) d x = 8 x - — x M =12,{ 

2 0 L 10 Jo 

M3, = j x ( 4 - x 2 ) d x = 2 x 2 - - x ' ^ = 4 

4 3 12,8 12 
x. = — = -. ys 16 4 ' 

T 
16 5 

T 
Tragheitsmomente 

allgemeine physikalische Definition 

/ = J r^dm dm = d(^F) = ^dK fiir ^ = const 
dV = Volumenelement 

r = Abstand von dm zur Drehachse 

Das Tragheitsmoment eines Massenpunktes m beziiglich der Rotation um einen Punkt, Abstand r betragt 
^^^ -« m 

I=m-r^ ""-"'^ 
Drehpunkt 

Hieraus erhalt man durch Aufsummieren die wichtige Formel 

1 
4cheibe = ~ ̂ ^ ^ (Tragheitsmoment einer Scheibe, Masse M, Radius R bzg. 

Rotation um Scheibenachse) 
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Tragheitsmoment eines Kurvenbogens 

Bei Rotation des „Drahtes" {{x,f{x))\a <x<h] 
um die x-Achse bzw. v-Achse 

h h 

/ , = J y^ (X) d̂  (X) = j >'2 (X) J\ + (V' {x)f dx 

I^ = 1 x^ d5 (x) = j x^ V l + (>-' (x))2 dx 
d a 

In Parameterform (x, ĵ ) = {(pit), ij/(t)) ergibt sich 
t-. 

4 = j.A'(/)v/^'(0 + ^'(Od/ 
fi 

A>= j(p'iO^(pHt) + ri}\t)dt 

c 3 
1 

a 

Ny=^(x) 

1 » r 

1. ^ 

Tragheitsmoment einer Flache 

aquatoriales Tragheitsmoment 
der Flache A 
allgemein 

4 = : J / d ^ ; /̂ . = |xM^ 

{dA Flachenelement) 

]t[C 

l̂ s 
D 

^ . „ y=^2{x) 

Xl X2 

>'t 

Satz von Steiner 

/j)̂  := Tragheitsmoment 
beziighch der durch 
den Schwerpunkt S 
parallel verschobe-
nen Drehachse (D^) 

A = Flacheninhalt 
a = Abstand Schwer-

punkt-Drehachse 
(D) 

h = \lifiix)-AHx))dx 

4 = T J(/W)'dx 
* X, 

/̂ ,= JxVWdx 

polares Tragheitsmoment (Ursprung) 

zentrifugales Tragheitsmoment 

fix) = b 
b 

4 = jy^dA = ly^ady = a 
A 0 

I^, = ^x^dA = ]xHdx = b\ 

ab' 

aH 

ab^ + aH 

Bezug auf den Schwerpunkt 

4 = 7^«^ 
"" 12 

i, = ^,aH I ) 

y 1 

a—.-

X 
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Tragheitsmoment eines Rotationskorpers 

Der Rotationskorper K entstehe durch Rotation der 
Flache {{x,y)\a <x <b,() <y < f{x)} um die x-Achse. 
Dann ist das Tragheitsmoment von K gleich 

•^ a 

Vbersicht A-46. Kurvenintegrale. 

Sei C eine parametrisierte Kurve {{x {t),y{t)),a<t <b}, gegeben seien ferner zwei auf C stetige Funktionen 
P{x,y) und Q{x,y) (Vektorfeld). Dann heiBt das Integral 

\Pdx-\-Qdy 
c 

Linien- oder Kurvenintegral (langs C), und es wird 
wie folgt berechnet: 

\PiXx + Qdy = ]{P{x{t\y{t))x'{t) + Q{x{tl y{t))y'{t))iit. 
C a 

Dabei ist das Integral unabhangig beziiglich der speziellen Wahl der Parametrisiening von C - im allgemeinen 
ist das Integral aber abhangig vom Verlauf von C. Das heiBt: Ist C eine andere Kurve mit gleichen Endpunkten 
A und 5, so ist im allgemeinen 

\Pdx + Qdy^\Pdx^Qdy (Wegabhangigkeit) 
C c 

Ist A = B, so spricht man von geschlossenen Integralen. Bin Kurvenintegral ist offenbar wegunabhangig, 
wenn alle entsprechenden Integrale des „Vektorfeldes" {P{x,y), Q {x,y)) langs geschlossener Wege verschwin-
den. Es gilt folgendes Fundamentalkriterium (Satz von Poincare): 

Satz (Exaktheit und Wegunabhdngigkeit) 
Seien P{x,y) und Q {x,y) differenzierbare Funktionen in einem Gebiet fi <= R^, welches keine Locher haben 
darf! Dann sind aquivalent: 

(1) \Pdx + Qdy 
c 

(2) ^P6x + Qdy = 0 

hangt nur von den Endpunkten A, B der Kurve C <= fi ab 

fur alle geschlossenen Kurven C in O 

dP do 
(3) :̂— (x, y) = ^^ (x, y) (Exaktheitsbedingung) 

oy ox 

file:///Pdx-/-Qdy
file:///PiXx
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libersicht A-46 (Fortsetzung) 

(4) Es gibt eine sogenannte Potentialfunktion/(x, y) des Vektorfeldes P, Q, das heiBt: Es gibt eine Funktion 
6 / 6 / 

/auf Q mit P(x, y) = ^r- (^^ >') und Q (x, v) = x- (-x:, v) 
dx ' ov 

Beispiel: P (jc, >̂ ) = Ixj^ + xv, 2 (-̂ . >0 = 2xv, C = {(x, j ) | x = /, >' = r^ 0 < r < 1} 
Endpunkte von C sind (0,0) und (1,1). 
Dann ist mit dx = dr, dv = 2rd/ = 2xdx 

j Pdx H- 2 dy = J 2xx'^ + xx dx + 2xx^ 2x dx 
C 0 

^ 1 1 4 83 
= J ( 2 . ' + .v3 + 4x^)dx = - + - + - = -

1st jetzt C parallel zu den Achsen ~ auch A mit B verbindend - , 

C = {(x,0) 10 < X < 1} u {(1,>•) 10 < J < 1}, so ist J Pdx + ed>' 

= JOdx + j 2 - l •>'d7 = l. 
0 0 

Beide Werte sind verschieden - die Exaktheitsbedingung ist schlieBlich verletzt: 

Gy ox 

Das Kurvenintegral einer skalaren Funktion /(x, >̂ ), welche auf einer Kurve C c R^ stetig ist, 
C = {(x (/), y (0) U e [«, ^]} lautet 

C a 

Dies ist ein Spezialfall des Kurvenintegrals zuvor, namlich 

P{x{t\y{t)) = 
f{x{t\y{t))x{t) 

Q{^{t\y{t)) 
J{x{t\y{t))y{t) 

Vbersicht A-47. Mehrfachintegrale 

Doppelintegrale 

Sei R = [a, b] x [c, d] ein Rechteck in IR.-̂  und/stetig auf R. Dann ist 

J /d;;dx = \\f{x, y) djdx = ] ( J / (x , >') d>') dx, 
R ac a \c / 

Funktion von x 

das Integral wird also iteriert berechnet. Ist nun ein Gebiet A (krumme Begrenzungen) gegeben, so fiihrt ein 
AusschopfungsprozeB mittels Rechtecke und anschliefiender Grenzwertbildung zum Integral 

J/(x,j)dxd>' 
A 

Bedeutung: ! ) / = ! => Jd jdx = | ^ | = Flacheninhalt von A 
A 

2) / > 0 => J/(x,>')djdx = Inhalt des saulenartigen 
A 

Korpers K = {(x,>',z)eIR^ | {x,y)eA, 0 <z <f{x,y)} 
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Doppelintegrale 

1st die Flache A in der Form 

A = {(x, y)\a<x<b,g^{x)<y<g^ {x)} 

durch zwei Begrenzungsfunktionen g^ (x), gfa (^) gegeben (Skizze), so gilt: 
b /92(X) \ 

if(x,y)dxdy = jl j f{x,y)dy)dx. 

Beispiel: f(x,y) = x^ + 2xy 

9i W = x^ 
92{x) = J^ 

A = {{x,y) I 0 < jc < 1, x^ < >- < y x } 

1 Vx 
J/(x, >̂ ) dxdy = j J (x^ + 2x>^)d '̂dx 

und A soil der durch g^ (x) und 
g2 (x) begrenzte Bereich sein, also 

= ] [x^y + xy^Yj dx = j (x^ V ^ + X • X - x^ - xx^)dx 
0 0 

1 5 r2 ^ 1 1 1 
= f (x2 + x ^ - x ' ^ - x ^ ) d x = -x2 + - x ^ - - x ^ - - x ^ 

6 [ 7 3 5 6 . 

_ 2 1 _ 1 _ 1 _ 53 
~ 7 "̂  3 ~ 5 ~ 6 ~ 210 

Die Substitutionsregel (Koordinaten-Transformation) lautet (x = X(M, v\y = y{u, v))\ 

j /(-^^ y) dx dĵ  = J / (x (w, v), y (M, r)) • | / (w, i;) | du dv 
A A 

wobei J{u, v) die Determinante der sogenannten Jacobischen Matrix ist, 

^6x SxN 
6M 6t7 

\du dv/ 

und ^ist das durch (M, y) beschriebene Gebiet ^ , d.h. (u, V)EA o (X(M, V), y {u, v))eA. Fiir Polarkoordina-
ten (x = r cos (p, y = r sin (/)) ist die Jakobi-Determinante gerade gleich r, also 

J fix, y) dx dj; = J /(r , (̂ ) r dr dcp 
A A 

mit/(r, (p) = / ( r cos cp, r sin (p). 

Anwendungen: Sei A eine Flache in R^ (begrenzt durch x = a, x = ^, >̂  = ^j (x), y ^ g2 {x)) 

I^ = \ y^ dx dy Axiales Flachentragheitsmoment 
A 

/̂  = J x-̂  dx dy Axiales Flachentragheitsmoment 
A 

Ip^ \ {x^ + j '^)dxdj Polares Flachentragheitsmoment 

= Jakobische Matrix der Koordinaten-Transformation 
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Dreifach-Integrale, Volumen-Integrale 

Es sei: F c R^ eine offene Menge und/: F-* R eine stetige Funktion dreier Variablen x, y, z. Dann ist das 
Volumen-Integral 

J fix, y,z)dV=i fix, y, z)dxdydz 
V V 

erklarbar als (additive) Zusammensetzung von Integralen iiber Wiirfel (welche als Grenzwert die Menge V 
ausschopfen). Ist W der Wurfel a^ < x < b^, a2< y < b2, a2< z < b^, so ist 

I fdV = ] n Hfix, v, z)d.v) dy) dz 

Funktion von i 

Funktion von ; 

Beispiel: fix, y, z) = x^ — lyz 4-
z + 2 ' 

W = [0,1]^ 

J/d^=l00f-^-2^- + 7^)dx)d^)dz = j( | 
0 \ 0 \ 0 

1 / 1 / 1 

-x" -Ixyz^—--
3 z + 2 

d̂ ' dz 

-im-'-^7^2)'n'-i 3 7 - Z / + — dz 

- z - - z ^ + log|z + 2| 
0V3 2 + 2 / 

1 1 , 3 , 3 1 

Der haufig auftretende Fall, daB iiber einen „Saulenkorper" integriert wird, sei an einem Beispiel durchge-
fiihrt. 

Beispiel: Es sei V definiert durch die Bedingungen a < x <b, g^ix) <y < QJ ix), / j ix, y) < z <f2 ix, y) 
Dann ist 

b /92 (X) / / 2 (X, y) \ \ 

J/df'=J I I f(x,y,z)dz)dy)dx 
V a \gi(x) \ / i ( x , z ) / / 

Zk f2{x,y) 

issm 
H-

f^{x,y) 

I ^ 



A. 14 Integralrechnung 87 

Ubersicht A-47 (Fortsetzung) 

Dreifachintegrale 

und fiir a = 0, 6 = 2, g^ (x) = -x, g2ix) = JxJ^ (x,;;) = 0,/2(x, y) = \+x^ - y^, 

fix, y,z) = \ ist 

P ^ ^ K / V 1 l d z j d j j d z = j ( ^ j ( l + x ^ + / ) d ^ j d x 

? r 2 1 . T " . ?/^ ^ 5 1 3 1 1 1 .X 
= I U + J'X^ + - / J ^ dx = n -'̂ 2 + x2 + -X2 - -X - -X^ - —X^j dx 

[ 2 ^ 2 2 2 5 1 1 1 - |2 

n.(^ . 2 „ 2 \ , ^ 1 436 ^ 19 = V^(3-2 + ^-8 + - . 4 J - l - 2 - - = - . v ^ - -

Bedeutung: Wird die Funktion /(x, y,z)^ 1 iiber einen Bereich K c R^ integriert, so folgt 

J 1 dF = J dxdj^dz = Vol (F) (Volumen). 
V V 

Transformationsformel: Bei Einfiihrung neuer Koordinaten mu6 die Determinante der Jacobi-Matrix be-
rechnet und miteinbezogen werden, analog zum 2-dimensionalen Fall. Im Fall der 
haufig vorkommenden Kugelkoordinaten ist 
X = r sin j9 cos (p 

zi y = rsmp sm (p 
z = r cos B 

P{x,y,z) 

X = rsmp cos (p 
y = rsin^ sin (p 
z = r cos jS 

z 
cosB = -: 

COS(p --

v?^ 
" = y/x^ -\-y^ + z^ 

dx dx dx 
6r 6^ 6^ 
dy dy dy 
8r 6̂ 8 a^ 
dz dz dz 

'dr d^ 'Kp 

det J = r^ sin jS 

sin p xos (p r cos p cos cp —rsmp sin (p 

sin Psincp r cos p sin cp r sin jS cos cp 

cos p —rsin^ 0 
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A.15 Summen, Folgen und Reihen 

libersicht A-48. Summen, Folgen und Reihen. 

Summen 

Unter Summen versteht man gewohnlich die Addition endlich vieler Zahlen 
a^, ..., ^„eC 

^ a^ = a^ + a2 + ... + a^', 
k = l 

unter Reihen dagegen die Addition unendlich vieler Summanden - letzteres wird iiber eine Grenzwertbetrach-
tung gefiihrt. 
Summen oder Reihen heifien alternierend, falls die Summanden abwechselnd verschiedene Vorzeichen haben. 
Beispiele fiir Summen: 

(1) a + {a-^d) + (a + 2d) + ... + {a + in-l)d) = "Y. ia-\-kd) = n • a+ '^in-\)d 
k = o 2 

(diese Summe heifit arithmetische Summe; die Differenz aufeinanderfolgender Glieder ist konstant (d)) 

(2) 1 + 2 + 3 + . . . + « = Z k =~n{n + l) (ein Spezialfall von (1)) 
k=l 2 

(3) 1-2+ 2-3 + ... + {n - l)n = Un - \)n{n + \) 

(4) 1̂  + 3^ + ... + (2/2 -\y =^n {In - 1) (2« + 1) 

(5) 1̂  + 2^ + 3^ + ... + «2 = ^ «(« + 1) (2« + 1) 
6 

(6) l3 + 2^ + 3^ + . . . + «^ = i«2(« + l)2 

(7) Die geometrische Summe ist dadurch gekennzeichnet, daB der Quotient aufeinanderfolgender Glieder 
konstant ist. Das heifit: 

«i = «o • ^' «2 = « i • ^ = «o • ^ ^ • • • ' « « = «o • ̂ " 

k=o k=o ^ ~ q 

Die geometrische Summe - ebenso wie die geometrische Reihe - hat eine auBerordentliche, anwendungs-
bezogene Bedeutung: 

Prozentuale Zuwachse, progressive Vorgange werden durch Zahlenfolgen 

a, aq, aq^, ... 

beschrieben, wie z. B. die Zinsrechnung im Finanzwesen: 

Vorgang 1: Ein Kapital {KQ) wird n Jahre mit Zinseszins verzinst. 

Zinssatz / = {p heiBt ZinsfuB) 

Auf-, Abzinsfaktor q+ = \ + i bzw. q_ = 1 — / 
K^ bezeichnet das Kapital am Ende der «-ten Zinsperiode (i.d.R. ein Jahr) 

K„ = K,^,=K,[\ + ^ 
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Vorgang 2: Es werden wahrend der Zinsperioden regelmafiige Einzahlungen konstanten Betrages {E) 
getatigt, welche mit p % 
- innerhalb der Zinsperiode linear 
- desweiteren mit Zinseszins 
verzinst werden. (z. B. monatliche Einzahlungen von 100 DM auf ein Sparbuch, Jahreszins 
5%). Nach Ablauf von n Jahren betragt das angesparte Kapital K^ (bei vorschiissigem 
Einzahlungsmodus) 

A:„ = m • £ 1 + — — —- — -
2m 100/ q - 1 

Folgen 

Eine Folge («„)„g(̂  (mit a^eB. oder C) heiBt konvergent, wenn es eine Zahl flGlR(C) gibt mit folgender 
Eigenschaft: 
Fur jedes e > 0 gibt es ein N, so daB fur n> N gilt 

\a„ — a\ < £. 

Man sagt dann: a„ > a, a= lim «„ 

Eine nicht konvergente Folge heiBt divergent. 

Regeln: 1) a^ ^ a, b„ ^ b => a„ + b„ ^ a + b 

2) a„ ^ a, b„ -^ b => a„' b^ -^ a • b 

3) a„ -* a, b„ -*• b] 

und b^O 

4) a„ -^ a o \a„ — a\ > 0 

^1 «„ a 

5) Sei 0<b„<a„. 
1st dann «„ -• 0, so gilt auch b„ -* 0. 

Eine Funktion/(x) heiBt stetig in XQ, falls gilt: 

^n ^^J ^0 => fM ^_,^> /(^o) 

Der Ausdruck lim f{x) = a bedeutet: 

Fiirjede Folge (x„)„gf̂  mit x„ ^ a gilt lim/(x„) = fl. 

Beispiele: ( -1 ->- 0 

1 + - I -^ e (Eulersche Zahl) 
nj 

x" ->> 0 o |x | < 1 

(sin«)„g^ ist divergent 

((-l)'')«6wist divergent 

Wichtiger Satz (Bolzano-WeierstraB) 
Ist (fl„)„gf̂  eine Folge (in R/C), welche beschrankt ist - d.h. es gibt eine Konstante K>0 mit |«„| < A f̂ur 
alle « - so gibt es eine unendliche Teilauswahl der a„ („Teilfolge"), welche konvergent ist. 
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Reihen 

Gegeben ist eine Folge von Summanden a^, aj, ... Man setzt 

*̂ n-= Z ^k («-te „Partialsumme") 

Dann: Die Reihe der â  heiBt konvergent o die Folge {S„)„^^ ist konvergent 

und Z k̂ = lir"̂  I Z ^k] = ^i^ ^n^ ^ 
k=l n ^ 3 o \ k = l / « ^ x 

Falls 5„ nicht konvergent: Reihe divergent 

Beispiele: konvergente Reihen 

^ \ 1 1 1 

1 ^ 1 1 1 1 

1 ^ 1 1 1 
y _ 1 1 4 „t'i «(« + l)(« + 2) 1-2-3 2 - 3 - 4 ' ' " ' 

00 1 1 1 1 

1 1 1 1 

" 1 1 1 
^ = .?„;^ = ^ + T! + 2! + --

1 cc 1 1 1 1 

4 „ r / ^ 2 « - l 3 5 7 

71̂  - 1 1 1 1 

71̂  ^ 1 1 1 1 
T " „ ? o ( 2 « + l ) 2 " l ^ " ^ 3 ^ " ^ ? " ^ - - -

^^ ^ . .̂  +1 1 1 1 1 
12 „ t / ^ «2 1̂  2 2 ^ 3 ^ ^• • -

X <7'' = l+<7 + <7̂  + .. . konvergent <s> | <71 < 1 und Y. (f =\ 

divergente Reihen 

E (-1)" 

Wichtige Konvergenz-Tests: 

« = i« 2 3 

(harmonische Reihe) 

® Z a. < 00 =>«„-» 0 (aber nicht „<=") 

(2) fl„ -^ 0 mit 0<<3„+i<a„ => Z (—1)"«„ konvergent (Leibniz) 
n = 0 

Gilt «„+i < ^ < 1 fur alle n> HQ, SO ist Y. ^„ konvergent (Quotientenkriterium) 
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Potenzreihen 

Satz von Taylor: Ist/(x) im Intervall A < x </? (n + l)-mal differenzierbar, 
ist Xoe]a, 6[, so ist 

K^o + h) =/(Xo) + ^ / ' ( x o ) + . . . + ^ / " ^ W + K Taylor-Formel 

wobei i?„ = R„{xQ,h) = — /^"^^H-^o + <5/2) mit einem gewissen 0 < <5 < 1 das soge-

nannte Lagrange-Restglied ist. 

Falls nun/(x) beliebig oft differenzierbar ist, falls ferner R^ > 0 (was leider nicht immer gilt), so 

gewinnt man aus der Taylor-Formel die Taylor-Reihe/McLaurin'sche Reihe/analytische Entwicklung der 
Funktion/(um XQ). Im folgenden einige Spezialfalle. 

Binomische Reihen 

m\ m(m — l)-...-{m — n-\-l) 

1 ) ^ ^ ( 2 ) ^ ^ ^ ( 3 ) ^ 
(1 + X)" = 1 + ^^j x + \^^jx'±\^^jx'+±... \x\<\ 

i 1 1 1 5 7 21 
(1 +X)2 = 1 +-x--X^ + — X^ -—-X'^ + —-X^ -——X^ + . . . |xl < 1 
^ - ^ - 2 8 - 1 6 1 2 8 - 2 5 6 1024 " ' ' 

Exponentialfunktionen 

, x\na x'^ln^a 
^x^^xlna ^ 1 + _ ^ + ^ + . . . | x | < 00 

a>0 

Logarithmusfunktionen 

x - 1 ( x - 1 ) ^ ( ^ - 1 ) ^ 
lnx = — ^̂ —T~ '̂̂  — 7 ~ ^ ~ +••• Q<x<2 

l n ( l + x ) = x - — - + — - — + - . . . - l < x < l 

lx + y + y + . . . ) - 1 < X < 1 In (1 — x) = — I X 

, ( 1 + ^ ) ^ , 
^^T, 7 = 2art 

(1 - x ) 

In^^ -4 = 2arcothx = 2 ( - + - - ^ + —^ + . . . I |x| > 1 
(x — 1) V^ x̂"* 5x^ / 

A X^ \ 

In^^—^ = 2artanhx = 2 ( x + ^ + — + ... I |x| < 1 
(1 + ^) . u ^f x^ x' 

I 7- = 2 ar tanh x = 2 x + —- + —-
(1 - x) V 3 5 
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Vbersicht A-49 (Fortsetzung) 

trigonometrische Funktionen 

X X X , , 

sin X = X - —- + — - -y + - . . . I X I < GC 

x^ Y"* X^ 
c o s x = l - - + - - - ^ + - . . . |.v|<=o 

1 , 2 , 17 , , , jt 

1 1 1 2 
c o t X = ::: -^ — 7 7 -^^ — TTTT X^ — • • • 0 < | x | < 7 C 

X 3 45 945 

zyklometrische Funktionen 

arc sin X = X + - —- + -—- —- + -—;—- —- + ... 
2 3 2-4 5 2 -4 -6 7 

n 1 x^ 1 • 3 x ' 1 • 3 • 5 x ' 
2 2 3 2-4 5 2 -4 -6 7 

arc tan x = x — ^ + "7 ^ + —... I-^|<1 

| X | < 1 

.. | X | < 1 

71 X ' ' X-' X ' , , . 

arccotx = - — x + — —-\- — — + ... |.x:|<l 

Hyperbelfunktionen 

sinh X = X + — x^ + — x^ + — x^ + ... | x | < 'X 

1 1 1 
COShx = 1 + — X^ + — X"̂  + — X^ + . . . |X | < 00 

1 3 2 5 17 , , , 71 

tanhx = x - - x 3 + - x - — x + - . . . | x | < -

Areafunktionen 

1 x^ 1 • 3 x^ 1 • 3 • 5 x^ 
arsinhx = x - - - 4 - — - - ^ - ^ - 4 - - . . . |x| < 1 

f, . . X 1 1 1-3 1 1 • 3 • 5 1 1 
arcoshx = + iln(2x) — - • -—^ — -—- • —-̂  — -—;;—- • -—E> X > 1 

t 2 2x^ 2-4 4x'̂  2 -4 -6 6x^J 

ar tanh x = x + —- + —- + —-+ . . . | x | < l 
3 5 7 

arcothx = --h - • —T + 7 •-T + . . . \x\>\ 
X 3 X 5 X 
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Ubersicht A-49 (Fortsetzung) 

Naherungen (s sehr klein) 

{a ± B)n ^ a" K a" ii ± n -] 

V l + e « 1 +:^e 

1 ± e 
A+E 

1 . - 1 

/I ± e 

1 ^ 1 A _ a \ 

1 
: . l T ^ a 

V(l ± £)̂  p 

e ^ » l + £ ; a*?^l + eln(3 

In (1 4- e) ?̂  e 

l n f | - i ^ j « 2 e ; ln(£ + ^ e ^ + 1) ;̂  e 

sin 8 ft; £; cos £ » 1 — - £̂  
2 

1 
tan £ ft £; cot £ ft -

£ 

arc sin £ ft £; arc tan £ ft £ 

£2 

sinh £ ft £; cosh £ ft 1 + — 

tanh £ ft £; coth £ ; 1 

ar sinh £ ft £; ar tanh £ ft 8 

allgemein: /(£) ft/(0) + £ / ' (0) 

Diese Entwicklungen konnen fur Naherungen verwendet werden, sowie die Taylorentwicklung selbst: 

f{h)=f{0) + h'r(0) + R2 mit R^^h^ 

A. 16 Fourier-Reihen 

Ubersicht A-50. Fourier-Reihen. 

Kurvenform Fourier-Reihe 

Rechteckimpulse 

a 

-n + b -b 
-+-

n+b 2n-b 

b n-b n 271 

-b \+b / 2 n \ X 
2n-b 2% + b 

^^ ^ 4a \cosb . cos3/? . ^̂  ^ 
j{x) = — < —— sinX H — sin (3x) + 

cos 5^ . ^̂  ^ 
H — sin(5x) + . 

^̂  ^ 2a \b sinh cos(2^7) ,^ ^ 
fix) = — <^ + — - c o s x + — ^ c o s ( 2 x ) • 

71 12 1 2 

sin (3^) ^̂  ^ 
+ — ^ c o s ( 3 x ) + • ] 

file:///cosb
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Ubersicht A-50 (Fortsetzung) 

Kurvenform Fourier-Reihe 

Rechteckkurve 

71 

2 

y 

a 

0 

-a 

TC 

71 

2 

271 

37C 
2 

X 

71/2 

- a - -

371 
2 

271 371 

4« f cos(3x) cos(5x) 
fix) = — ^cosx ^ + ^ - + . 

71 I 3 3 

4fl J . sin(3x) sin(5x) 

Dreieckimpuls 

y ^^ ^ ab 2a\{\-cosb) l-cos(2Z?) ,^ , 
f{x) = — + — \ -^ COSX + ^ cos(2x) 

271 7 1 ^ 1 

l-COS(3Z7) 
cos(3x) + . 

a \ ^ 8 / cos(3x) cos(5x) 
2 1 71̂  

^, , a ] ^ 8 / cos(3x) cos(5x) 

0 71 271 37C 471 ^ 

Dreieckkurve 
8 a j sin x sin (3 x) sin (5 x) 

/ W = n ^ T - -

8fl Jcosx ^ cos(3x) cos(5x) 
H r , r . ^W = ^ | - i T - + - 3, 
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tlbersicht A-50 (Fortsetzung) 

Kurvenform Fourier-Reihe 

Sagezahnkurve 

2% 

37U ^ 

a 

-27C -Tu % 2% 2% ^ 

gleichgerichteter Wechselstrom 
(Einweggleichrichtung 

Ẑ  71 ^ 271 
2 2 

gleichgerichteter Wechselstrom 
(Zweiweggleichrichtung) 

^ n ^ 2n 
2 2 

, , , 2fl f . sin(2:\c) sin(3x) ] 

^, , 2a fsinx sin(2x) sin(3x) 
7t 1 2 

a f 2/s inx sin(2x) sin(3x) 
• ' w - ' - i l - r + 2 • 3 )} 

a \ n 2 
/ (x) = - y +-COSX + -—- cos(2x) — 

2 2 
- ^-T COS (4x) + —— COS (6x) - + . 

2fl f 2 2 
fix) = — ^ 1 + -—- COS (2x) - — - COS (4x) + 

K I 1-3 3 • J 

+ — c o s ( 6 x ) - + . . . 
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A. 17 Fourier-Transformation 

Ubersicht A-5L Fourier-Transformation. 

Losungsansatz 

Frequenzfunktion 
(Spektraldichte) 

w 
Fourier-
Transfor­
mation 

Losung der 
Transformierten 

Problem 

c ̂  

/ (0 = :;^T^(«)e^J-'da> 

V •*(• 1 +• 

mverse 
Fourier-
Transformation 

Losung der 
Funktion 

Zeitfunktion: zeitlicher Verlauf des Signals 
Frequenzfunktion: Frequenzen, Amplituden und Phasen 

Eigenschaft der Verschiebung 

Verschiebung des Spektrums um COQ 
Zeitfunktion | Frequenzfunktion 

amplitudenmodulierte Kosinusfunktion 

if{t)-cos{a)Qt) 

Spektrum ist um + (DQ verschoben 

F{CO+O)Q) 

-COQ 

F{a)-Q)o) 

COQ 

Eigenschaft der Ahnlichkeit 

reziprokes Verhalten der Breite der Zeitfunktion At und der Breite der Frequenzfunktion Aw. 

At' Ao) = \ 

Physik: Ax • Ap^ ^ h Unscharferelation 
Ax Ortsscharfe; Ap^ Impulsscharfe in x-Richtung; 
h Plancksches Wirkungsquantum; h = 6,626 • 10"̂ "̂  J • s 
Nachrichtentechnik: T• 2B = 1 Shannonsches Abtasttheorem 
T Abtastintervall; B Bandbreite 
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Ubersicht A-51 (Fortsetzung) 

Eigenschaft der Ahnlichkeit 

Zeitfunktion 

breite Zeitfu 

fit) 

nktion 

t 

schmale Zei 

J 
tfunktion 

t 

Frequenzfunktion 

schmale Frequenzfunktion 

FicoH 

CO 

breite Frequenzfunktion 

A 
CO 

Fourier-Transformation 

Zeitfunktion Frequenzfunktion 

Rechteckimpuls 

4 / 1 1 
fit) = - sin(0 + - sin(30 + 7 sin(50 + 

71 \ 

, „ ) 

F{co) = 
2 sin (w T) 

Dreieckimpuls 

1 4 / 1 

Fico) = 
4 sin^ (CO Tjl) 

/ (O = 2 + ^ ( J2 c«s(0 + 32 cos(30 

+ -2COS(5/) + 
- ) 
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Ubersicht A-51 (Fortsetzung) 

Fourier-Transformation 

Zeitfunktion Frequenzfunktion 

Impuls einer cos"^-Funktion 

fit) = cos- I — • t Fiw) 
sin (co T) T 

Impuls einer GauB-Funktion 

Exponentialimpuls 

Fiw) = 

Einheitsimpuls 
(Dirac-Impuls) 
fit) ^d it) 

f{t)\ 

S{t)k 

Fico) = 1 

FML 
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A. 18 Gewohnliche 
Differentialgleichungen 

Differentialgleichungen sind Gleichungen, bei 
welchen als Losungen Funktionen gesucht 
sind. Handelt es sich bei diesen gesuchten 
Funktionen um solche einer einzigen Varia-
blen, so spricht man von gewohnlichen 
Differentialgleichungen - ansonsten von „par-
tiellen Differentialgleichungen". Die allge-
meine (oder implizite) Form einer gewohn­
lichen Differentialgleichung lautet 

und man nennt die hochste in der Gleichung 
auftretende Ableitungsordnung der zu suchen-
den Funktion y (x), die - in F{x, y,y',..., y^"^ 
= 0 eingesetzt - der Gleichung geniigt, die 
Ordnung der Differentialgleichung. Kann die 
Gleichung F{x,y,y\ ..., y^"^) = 0 explizit 
nach y^"^ aufgelost werden, so liegt mit 

die allgemeine, explizite Form einer Differen­
tialgleichung «-ter Ordnung vor. 

Z.B.: . eyy" = 1 <>/' = -
-1 

-ln:v 

Bei mehreren, gekoppelten Gleichungen fur 
mehrere (ebensoviele) gesuchte Funktionen 
spricht man von Differentialgleichungssyste-
men; Differentialgleichungen hoherer Ord­
nung konnen in der Kegel in Systeme 1. Ord­
nung uberfiihrt werden. 

In Physik und Technik sind insbesondere die 
beiden (expliziten) Grundtypen wichtig: 

y'=f(x,y) (Differentialgleichung 
1. Ordnung) 

y" —fi^^y^y') (Differentialgleichung 
2. Ordnung) 

A.18.1 Differentialgleichung y' = /(jc, y) 

Es sei / : IxM -^ R eine stetige Funktion; 
/und M seien Intervalle in ]R. Gesucht ist eine 
Funktion y: / -> R, welche differenzierbar 
ist und fiir die die Wohldefiniertheitsbedin-
gung / c: / und y(T) c: M gilt, so da6 

y'(x) = /(x,y(x)) fur alle xeT 

identisch erfuUt ist. Solche Differentialglei­
chungen haben i.a. viele Losungen, namlich 

a) eine Funktionsschar y;^ (x), 
(die „allgemeine Losung") 

abhangig von einem reellen Parameter 
AeIR 

b) sogenannte „singulare Losungen'', 

das sind solche, die in der allgemeinen 
Losung nicht vorkommen 

Beispiel: 

Fiir die Differentialgleichung 

y = x{y-2)^ 

hat man die Losungen 

2 
y^x)-

X-x^ 
(AeR) 

und 
y = const = 2 

Zentrale Bedeutung fur die gesamte Theorie 
und Praxis der Differentialgleichungen hat der 
Existenz- und Eindeutigkeitssatz. 

Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) 

Es sei/: IxM stetig und sei XQEI. Dann hat 
fur jedesy^eMdas sogenannte Anfangswert-
problem (AWP) 

y{^o) = yo 

mindestens eine Losung. Ist die Funktion / 
sogar noch differenzierbar auf/xM (allgemei-
ner: lokal gleichmaBig Hpschitzstetig bzgl. y), 
so hat das Anfangswertproblem genau eine 
Losung. (Die Vorgabe von y^ kann also als 
Parameter A der allgemeinen Losung (lokal 
um XQ) dienen). 

y\ 
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Eine geometrische Vorstellung der Losungs-
schar der Differentialgleichung y' — f{x, y) 
bekommt man durch Zeichnen des Richtungs-
feldes: 1st namlich y{x) eine Losung, so ist 
y {x) einerseits die Steigung an diese Kurve 
in X und andererseits gleich dem Wert 
/(jc, y {x)). Durch Zeichnen vieler kleiner Stei-
gungsgeraden erhalt man das Richtungsfeld 
und durch glattes Verbinden gelangt man zu 
den Losungskurven. 

A. 18.2 Lineare Differentialgleichung 
1. Ordnung 

Sie lautet: 

y + 9(x)y = h{x) 

mit stetigen Funktionen g und h auf einem 
Intervall /. Die Gleichung heifit homogen o 
h {x) = 0, sonst inhomogen. Es gibt mehrere 
LosungsmogHchkeiten: 

allgemein 

Methode 1 (Losung nach Formel): 

y {x) lost die gegebene Differentialgleichung o 

y{x)- k+][hit)e ]dt 
-f g(s)ds 

e 0̂ 

Hierbei ist ^ e R beliebig, x^elbeliebig. 
Offenbar gilt dann auch y{xQ) = k 

Methode 2 (Variation der Konstanten): 

Dies ist eine spezielle Form eines Ansatzverfahrens, 
welches in 2 Schritten verlauft: 

1. Losung der homogenen Gleichung: 
X 

Ist G{x) = \ g {s) d5 irgendeine Stammfunktion 

von g {x), so ist die Gesamtheit aller Losungen 
von y' -^ g{x)y = () durch 

y{x) = ke-^^''\ keWi 

gegeben. 

2. „Variation der Konstanten": 
Der spezielle Ansatz y{x) = k{x)e~^^^^ fiihrt 
auf die Bedingung k' {x) e~^''''^ = h{x), also 

k(x) = J [hit)e^^^^]dt in Ubereinstimmung 

mit der angegebenen Formel. 

Beispiel 

y' -\-2y = 3x^ + 1 

v(x) = k + ]ii3t^ + \)e^')dt 
0 

e-'^ 

= . . - + {3e-P-^ + i)^i}.-
1 V2 2 4 ; 2J 

= ke-'^ + -x'--x + - (keM) 

y' + 2 j = 3x^ + 1 

G(x)= J 2d5 = 2x 
Xo 

=> y{x) = ke-^\ kGR 

Ansatz: 

yix) = k{x)e-''' 

k(x)= J [i3t^ + \)e^']dt 

=> y{x) = C'e-'^ + ^x'-^x + ^, CeR 
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allgemein Beispiel 

Methode 3 (Spezielle Ansatzmethode) 

1st die Inhomogenitat h (x) von einem bestimmten 
Funktionstyp (z. B. ein Polynom) und ist der 
Zuwachsfaktor g (x) ahnlichen Typs, so sind auch 
oftmals Losungsansatze erfolgreich, bei der eine 
Losung y (x) ebenfalls von diesem Typ ist, 
dargestellt durch unbekannte Parameter, welche 
durch Einsetzen in die Differentialgleichung 
bestimmt werden. Hat man auf diese Weise eine 
Losung y^p der inhomogenen Differentialgleichung 
gefunden, so lautet die allgemeine Losung 

y(x) = y^(x) + y^p(x) mit /o + 9ix)yo = 0. 

y' + 2y = 3x^ + 1 

y^ix):= ke'^'' isi die allgemeine Losung der 
homogenen Differentialgleichung. Fiir eine spezielle 
Losung der inhomogenen Differentialgleichung 
macht man den Ansatz 

y{x) = ax^ -\~ ^x + y 

y + 2y = 2oLx + P + 2ax2 + 2^x -

= 3x^ + 1 

Koeffizientenvergleich ergibt: 
3 _ 3 5 

•2y 

y{x) = ke "4^' 3 5 
- 2 ^ + 4 ' 

keWi 

A. 18.3 Separierbare Differentialgleichungen 

Eine Differentialgleichung ist von separierter 
Form, falls 

y' = h(x)g(y), 

so daB man auch schreibt: 
9(y)' 

•• h (x) d x 

(die Variablen x und y erscheinen auf getrenn-
ten Seiten der Gleichung). 

Eine Differentialgleichung heiBt separierbar, 
falls man sie durch Umformungen auf sepa-
rierte Form bringen kann. 

allgemein 

Losung der separierten Differentialgleichung 

y = h{x)g(y). 

Zunachst Achtung: Jede Nullstelle von g (y) 
liefert eine konstante, singulare Losung: 

9 (Jo) = ^ =̂  yix) = yo ist eine Losung. 

Allgemeine Losungen lassen sich nur in 
Intervallen / angeben, in denen g (y) 
nullstellenfrei ist. 
Vorgehensweise: 

1 ^ 1 
1. Integriere -—- bzgl. y, also G(y):= \ —— dt 

diy) Git) 
X 

2. Integriere h {x) bzgl. x, also H{x):=\h{t)(it 

Beispiel 

y = k{a-yr 
(chemische Reaktionsgleichung «-ter Ordnung) 

Singulare Losung: y = a 

Allgemeine Losung: 

y k 
{a-yr 

o {a - yy ~" = kx + c 
1 — « 

1 

o y{x) = a-{{\-n)kx + cy-», CeK 

y = ky(a — y) (logistische Differentialgleichung) 
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allgemein 

3. Die implizite Darstellung der allgemeinen 
Losung lautet 

G{y) = H{x) + C, C e R . 

Umstellen nach y (sofern moglich) liefert die 
explizite Losung y {x). 

Beispiel 

Singulare Losungen 
y = {) oder y = a 
AUgemeine Losung: 

^' -k 
y{a-y) 

o -\- + \y' = k 
a ly a — y] 

o \ny — \n{a — y) = akx -\- c 

o — ^ = ke''''^ k>0 
a-y 

, 

(x)-a 

I 

logistische Gleichung fur A: > 0 

Besonders wichtige Beispiele fur separierte 
Differentialgleichungen liefern die sogenann-
ten „homogenen" Differentialgleichungen 
(nicht zu verwechseln mit den „homogenen 
linearen" Differentialgleichungen). Historisch 
bedingt, heiBt eine Differentialgleichung der 
Form 

y'=f 

homogen. Geometrisch bedeutet dies, daB das 
Richtungsfeld auf alien Halbstrahlen y = ax 
konstant ist. 

allgemein Beispiel 

Die Differentialgleichung ist separierbar: 
y 

Man setzt u = - , also 
X 

y{x) = xu(x) => y'{x) = u{x) + xu'(x) 

=> u ix) = (y ix)-u {x))lx = 
X 

Dies ist eine separierte Differentialgleichung fiir u. 
Ist M (x) bekannt, so erhalt man die Losung y (x) 
der urspriinglichen Differentialgleichung aus dem 
Transformationsansatz, 

y(x) = X'uix). 

xy' = y + yjx^ + y^, also 

y 
mit u = - erhalten wir eine Differentialgleichung 

fur u, namlich 

^ _U + y/\ +U^ - U _ 1 

yrr^ 

arsinh M = In | x | + c 

2M = 2sinh(ln|x| + c) 
== ^ ( l n | x | + c ) _ ^ - ( l n | x | + c ) 
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A.18.4 Exakte Differentialgleichungen 

Symbolisch kann die Differentialgleichung 
y' = / ( ^ ? y) auch so geschrieben werden: 

dy — f(x, y)dx = 0, 

so daB man mit einer zunachst willkurlichen 

Aufspaltung/(x,3;) = — auf die Form 
" (-̂ 5 y) 

g (x, y)dx + h (x, y)dy = 0 

kommt. Angenommen, es gabe eine Funktion 
F(x , y) („PotentiarO mit 

(b) Die Integrabilitatsbedingung 

ist iiberall erfiillt. 

ix,y) 

dV 
dx 

{x,y) = g{x,y) 

und 

dV 
dy 

{x,y) = h(x,y), 

dann wird durch die Gleichung V(x, y) = const 
eine implizit gegebene Abhangigkeit zwischen 
X und y erzwungen, lokal ist j ^ = ;; (x), und 
man hat 

^ T /̂ . x̂ n S F dVdy 
— V(x,yix)) = 0 = ^ + — / . 
dx dx dy dx 

Das bedeutet: Die Gleichung y (x, y) dx + 
h (x, y)dy = 0 ist erfiillt. Die Theorie ist in 
folgendem Theorem zusammengefaBt, wel­
ches sagt, wann eine solche Potentialfunktion 
existiert und wie man sie berechnet. 

Theorem (Exakte Differentialgleichungen) 

Gegeben ist eine Differentialgleichung in 
der Form g (x, y)dx -\- h (x, y) dy = 0, wobei 
g und h stetige Funktionen sind auf einem 
2-dimensionalen Bereich, welcher keine Locher 
hat („einfach zusammenhangendes Gebiet"). 
Dann sind aquivalent 

(a) Die Differentialgleichung ist exakt - d. h. 
per defmitionem: Es gibt eine Potential­
funktion K(x, y) mit 

- = g und - = h 

(c) Das Kurvenintegral J gdx -\- hdy ist 
wegunabhangig. ^^°' ^"^ 

Folgerung: Ist eine Differentialgleichung in 
der Form g (x, y)dx -\- h (x, >-) d;̂  = 0 gege­
ben, so priift man mittels Integrabilitatsbedin­
gung (b), ob die Gleichung exakt ist. Ist dies 
der Fall, so laBt sich die Potentialfunktion 
F(x , y) als Kurvenintegral fmden, 

(x,y) 
V{x, y) = j gdx -]- hdy 

(xo, yo) 

b 

= \g(x(tly(t))x'{t)dt 
a 

+ h{x{t),y{t))yit)dt, 

wobei [a, b]3t -*• {x{t),y{t))e'R^ eine Para-
metrisierung eines Weges von (xo,Jo) i^^ch 
(x, y) ist. Eine fiir viele Falle praktische Me-
thode besteht in folgender achsenparalleler 
Integration: 

Setze 

V{x,y)=]g(t,y)dt + C(y) 
xo 

y 

Vix,y)= j h(x,t)dt-\-Dix) 
yo 

und bestimme C und D durch Vergleich. 

Beispiel: 

2xdx -\-4ydy = 0 

Die Integrabihtatsbedingung (b) ist erfiillt. 
Dann ist 

V{x,y) = J 2tdt + C(y) = x^-\- C(y) 

V(x,y) = j 4 /d / + D{x) = ly^ + D{x)\ 

also ist D{x) = x^ -\-C und C{y) = ly^ - C, 
man hat 

F(x, j ) = x2 + 2 j 2 + c , 

file://-/-4ydy
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und die Gleichung 

x^ + 2>'̂  = const =: r^ 

liefert Ellipsen als Losungskurven der Diffe-
rentialgleichung. 

Methode des ,,integrierenden Faktors": 

Die Differentialgleichung 

g (x, y)dx -\- h (x, y)dy = 0 

ist gleichwertig zu derjenigen, wenn man sie 
mit einer beliebigen Funktion fiix,y) multi-
pliziert (/i + 0) 

^ (x, y) g (x, y) dx + ^ {x, y) h (x, >') dj = 0 

g{x,y) h{x,y) 

Ist nun die Integrabilitatsbedingung (b) fiir die 
Differentialgleichung g (x, y)dx + h (x, y) dy 
= 0 verletzt, so versucht man durch geschickte 
Wahl eines sogenannten integrierenden Fak­
tors /i (x, y), daB die neue Differentialgleichung 
// (x, y) g (x, y)dx + ft (x, y) h (x, j ) d>' = 0 
diese Bedingung erfiillt. 

A. 18.5 Lineare Differentialgleichung 
2. Ordnung 

Grundlegend fur alle Schwingungsprobleme 
der Mechanik wie auch der Elektrotechnik ist 
die Differentialgleichung 

y" + ay' -\- by = h {x) 

mit konstanten Koeffizienten a.beW^ und 
einer - bis auf eventuelle Sprungstellen - ste-
tigen Inhomogenitat h{x). Aufgrund der 
Linearitat der Gleichung ist die Vorgehens-
weise so: 

(I) Man ermittelt die Gesamtheit aller L6-
sungen y^ der homogenen Differential­
gleichung, 

y" + ay' •}- by =^0; 

dies ist eine von 2 reellen Parametern ab-
hangende Funktionsschar. 

(II) Man versucht irgendwie, eine (einzige) 
Losung y der inhomogenen Gleichung 

zu ermitteln. Die allgemeine Losung der 
Differentialgleichung lautet dann 

wobei yQ die Gesamtheit der Losungen 
der homogenen Gleichung durchlauft. 

Methode zu I: 

Universelle Methode liefert der Ansatz 
Jo W = ^^"^ "lit unbekanntem ^e^. Dann ist 

y'o (x) + ay'Q (x) + byo (x) = 0 

<^ X^ + al + b = 0 

mit den beiden Nullstellen Aj, A2GC. 

Aus dem Losungscharakter dieser quadrati-
schen Gleichung ergeben sich 3 Falle: 

0 Ai, ^2^^^ und Ai =j= A2-
Dann sind alle Losungen der homogenen 
Differentialgleichung von der Form 

mit Ci,C2 6 lR 

(2) Ai, A2eRund Ai = /l2: 
Dann sind alle Losungen der homogenen 
Differentialgleichung von der Form 

mi t Ci, C2e]R 

(J) Aj und A2 sind komplex (dann ist automa-
tisch ^2 = Ii): 
Dann sind die Losungen der homogenen 
Differentialgleichung von der Form 

yo W — "̂̂  {^1 ^^^ ^^ + 2̂ sin cox} 
mit Cj , C 2 6 R 

und Ai = a + /cL), ^2 = a — /co. 

Methoden zu II: 

1) Geeignete Ansatze vom Typ der Inhomo­
genitat h (x) 

2) Grundlosungsverfahren, Faltungsintegral: 
Man wahlt die Parameter c^, C2 so, daB die 
Losung yQ der homogenen Gleichung zu-
satzlich die Bedingungen 

;̂ o(-^o) = 0 ' y'oi^o) = 1 
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erfullt (wobei XQ fixiert ist). Dann ist 

yspM= 1 h(t)yo(xo + x-t)dt 
xo 

eine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung. 

3) Variation der Konstanten (der Losungs-
schar der homogenen Differentialgleichung). 

Beispiel: 

/ + 2y' -\- 2y = x^ + X - \ 

Mit e^"" lost man die homogene Gleichung, 

2^ + 2^ + 2 = 0 o Aî 2 = -^ ±i 
=̂  yo{x) — e~^{c^cosx + C2smx}; 

die inhomogene Gleichung lost man durch 
Ansatz: 

y (x) = ax^ + bx -^ c 

mit unbekannten a,b,celR. 

2a+ 2 {2ax + /?} + 2 {ax^ + bx-\-c} 

= x^ -{- X - 1 

o 2ax^ + ;c {4fl + 2b} +2a + 2b + 2c 

= x^ + X - \ 

o 2a = \, 4a-\-2b = 1 

und 2a + 2b-\-2c = -1 

1 1 1 
2 ' '=--2 

y(x) = e "" {ci cos x -h Cj sinx} 

+ ^-(x'-x-l) 

Diese Gleichung kann man sofort einmal inte-
grieren - mittels beidseitiger Multiplikation 
mit y erhalt man 

y"y' = y'f(y)• 

1st nun F(y) = J / (v)dj , so ist 

— (y'y = 2y'y' und ^F(y) =f(y) • /, 

also 

/ =f(y) (y'f - f(y) = const 

was gewohnlich als Energiesatz bezeichnet 
wird. 

A. 18.7 Spezielle Differentialgleichungen 
hoherer Ordnung 

Lineare Differentialgleichungen hoherer Ord­
nung mit konstanten Koeffizienten, 

y ^ ) -
d j c ' ' 

mit f̂c 6IR und gegebener Inhomogenitat h (x) 
werden so behandelt: 

Erstens bestimmt man die Gesamtheit VQ 
aller Losungen der homogenen Gleichung 
(h (x) = 0). Diese Gesamtheit ist ein reell 
«-dimensionaler Raum und man erhalt ihn so: 
Mit dem Ansatz y (x) = e^^ mit unbekanntem 
2,G(C erhalt man die Gleichwertigkeit von 
Differentialgleichung und polynomialer Glei­
chung, namlich 

A. 18.6 Differentialgleichungen 2. Ordnung 
und Energie-Satz 

Fehlt in der Differentialgleichung y^^-\-ay' 
-\- by = 0 der „Reibungsterm" ay' (d. h. ist 
a = 0), so liegt ein Sonderfall der allgemeinen 
Form einer exphziten Differentialgleichung 
2. Ordnung vor: 

/ =f(y) 

/"^ + «„ ,/"-'^ + a„_2/"~^^ + ----^aoy = o 

(charakteristische Gleichung) 

In C besitzt diese charakteristische Gleichung 
mit Vielfachheiten genau n Losungen. Weil die 
Koeffizienten a^ reell sind, ist mit jeder Wurzel 
AeC auch X eine Losung der charakteristi-
schen Gleichung gleicher Vielfachheit, so dafi 
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sich folgende allgemeine Vorgehensweise er-
gibt: 

- Es seien X^,..., X^ die reellen (paarweise 
verschiedenen) Nullstellen mit Vielfachhei-
ten « i , . . . , «̂  

- Es seien a^ + i^^,... ,(x^± ip^diQ (konjun-
giert) komplexen Nullstellen mit Vielfach-
heiten m^, ... , m^ 

Dann ist der Losungsraum VQ gegeben durch 
yeVQ <=> y (x) hat folgende Darstellung 

y{x) = e'^'P, (x) + . . . + e'^'^P^ix) 

+ e"''' {Qi M cosi^i X + i?i (x) sinP^ x} 

-i- ... + e"^"" {Q,{x)cos P,x-\- R^(x) sin P^x} 

Hierbei ist P^ ein beliebiges Polynom vom 
Grad < n^ik = 1,... ,r), 
Qj^ und Rj^ sind beliebige Polynome vom Grad 
< m^ik = 1,... ,s). 

Zweitens sucht man irgendeine Losung y^p der 
inhomogenen Differentialgleichung, wobei 
geeignete Ansatze fiir y^^ vorteilhaft sind. 
Rechnerische Methoden liefem die Laplace-
Transformation sowie die Variation aller Kon-
stanten, welche bei der Losung der homoge-
nen Gleichung auftreten. Die allgemeine 
Losung ergibt sich dann aus Griinden der 
Linearitat der Differentialgleichung zu 

allgemein 

y(x) = yspix)-^yoix) mit JOWGFO 

Beispiel 

y4) + 2/^^ + 8 / + 5>' = 5x2 + 26x + 5 

Losung der homogenen Gleichung mit ê "", und die 
charakteristische Gleichung lautet 

esgilt: P(A) = [ a - 2 ) 2 + l][A + lp 

mit den Nullstellen /j = — 1 (Vielfachheit 2) 
und 2̂ = 2 + / (Vielfachheit 1) 

>'o(x) = ^~*{«i + b^x} + e^^ {a2Q'0?>x + ^2 sinx} 

ist die allgemeine Darstellung der reellen Losungen 
der homogenen Gleichung mit den 4 freien Parame-
tern a^, b^, a2, bjE^. 

Fur die inhomogene Gleichung macht man einen 
Polynomansatz gleichen Grades wie die vorliegende 
Inhomogenitat: 

ysp (^) = ^^^ + bx + c 
=>y4) = 0, /^^ = 2a, y' = 2ax + b, also 

2 • 2a + 8 (lax + ^) + 5 {ax^ + bx + c) 

= 5x^ + 26x + 5 

o 5ax^ + X{16a + 5^} + {4a! + 8^ + 5c} 

= 5x^ + 26x + 5 

o5a = 5, 5b + 16a = 26, 4a + Sb + 5c = 5 

o a = l, b = 2, c= -3 
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A. 19 Elemente der 
Wahrscheinlichkeitstheorie 

A. 19.1 Kombinatorik 

Die Kombinatorik befaBt sich mit Anzahlpro-
blemen endlicher Mengen (das sind Mengen 
mit endlich vielen Elementen). Eine typische 
Fragestellung lautet etwa: Auf wie viele Weisen 
kann man bei einer Menge mit n Elementen 
Teilmengen mit k Elementen entnehmen (wo-
bei noch gewisse Bedingungen - wie die Rei-
henfolge der Elemente u. a. - eine Rolle spielen 
konnen). Diese Anzahlprobleme lassen sich 
strukturieren in die Prozesse: 

Permutationen, Kombinationen 
(mit und ohne Wiederholungen) und 
Variationen 
(mit und ohne Wiederholungen). 

Bezeichnungen: 

1st M eine Menge mit n Elementen, M = 
{a^,..., a„}, so schreibt man \M\ = n 
(manchmal auch # M = «). Fiir neN ist 
n\ = \ '2 ••• n, 0\ = 1 und fiir 0 < A: < « 
ist 

k\(n-k)\ 
(Binomialkoeffizient) 

Grundregeln fur Anzahlen bei endlichen Men­
gen: 

(1) M,nM2 = 0=> |Mi UM2I = |MJ + IM Î 

(2) \M,xM2\ = \M,\\M2\; 
allgemein 
IM.xM^x ••• xM,\ = \M,\\M2\--\M,\ 

(3) |P(M) | = 2l^l 
(P(M) = {N/N ist Teilmenge von M}) 

(4) I Ml I = IM21 <=> es gibt eine umkehrbar 
eindeutige (bijektive) Abbildung 
(p: M^ -^ M2 

Permutation: 

Sei |M| = «. Unter einer Permutation von M 
versteht man 

> M (a) eine bijektive Abbildung cp \ M • 

(b) eine bijektive Abbildung 

<p\ (1,...,«} -^M 

(c) ein - hinsichtlich der Aufreihung - modi-
fiziertes Anordnen (Aufschreiben) aller 
Elemente von M 
Beispiel: Alle Permutationen der Selemen-
tigen Menge M = {a,b,c} sind: 
(fl, b, c), (fl, c, b), (by a, c), (b, c, a), (c, a, b), 
(c, b, a). Eine Permutation von Mist eine 
Anordnung der Elemente von M 

Satz (Permutationen) 

\M\ = n => Es gibt n\ Permutationen von M 

Ist M = { « ! , . . . , a„}, also \M\ = n, so kann 
man auf folgende 4 unterschiedliche Weisen 
sogenannte „/:-Proben*' von Elementen von 
M bilden, das heiBt „/:-Platze mit Elementen 
aus M belegen"; hierbei sei A:eN 

I Es kommt auf die Reihenfolge an; 
Wiederholungen sind erlaubt 

II Es kommt auf die Reihenfolge an; 
Wiederholungen sind nicht erlaubt 

III Die Reihenfolge spielt keine Rolle; 
Wiederholungen sind erlaubt 

IV Die Reihenfolge spielt keine Rolle; 
Wiederholungen sind nicht erlaubt 

I und II nennt man Variationen mit/ohne Wie-
derholung von n Elementen zur ^-ten Klasse. 

Ill und IV nennt man Kombinationen mit/ 
ohne Wiederholung von n Elementen zur 
A:-ten Klasse. 

„Wiederholung" bedeutet, daB in einem k-
Tupel ein Element von M mehrmals auftre-
ten kann. 

Beispiel: 

SQi\M\=4,M= {a,b,c,d} und k = 2 
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zu I: (a, a), (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), 
(fl, d), (d, a), (b, b\ {b, c\ (c, b), 
(b, d\ (d, b), ic c), (c, dl (d, c) 
und (d, d) 
(das sind 16 = 4^ Moglichkeiten) 

zu II: (a, b), {b, a), {a, c), (c, a), {a, d), 
(d, a), {b, cl (c, b), {b, d), {d, b\ (c, d) 
und {d, c) 

4! 
das sind 12 = — == 4 • 3 Moglich-

\ 
keiten I 

zu III: («, a), {a, b\ {a, c\ {a, d), (b, b\ {b, c), 
(b, d), (c, c), (c, d) und {d, d) 

das sind 10 = 1 ) Moglich­

keiten j 

zu IV: (fl, b\ (a, c\ («, ^), (/?, c), (^, /?) 
und (c, ^) 

das sind 6 = ( ) Moglichkeiten 

Satz (Grundformeln der Kombinatorik) 

Es bezeichne a„ ^ (x) die Anzahl der Mog­
lichkeiten, aus einer w-elementigen Menge 
^-Proben zu entnehmen (mit x entweder Typ I, 
II, III Oder IV) 

(geordnet, mit Wiederholung) 

a^A^l) = \yjk\ = n - {n-\) • - {n-k+\) 

(geordnet, ohne Wiederholung) 

. „ , . ( i i i ) = ( " \ ^ - » ) 

(ungeordnet, mit Wiederholung) 

a„A^N) = \l 

(ungeordnet, ohne Wiederholung) 

A. 19.2 Wahrscheinlichkeiten 

Das zugrundeliegende Konzept kann am 
besten im Falle eines endlichen „Ereignis-
raumes £"' entwickelt werden: 

Es sei £• = { w j , . . . , w„} eine endliche Menge 
mit n Elementen. Jedes Element ŵ  stellt - als 
Teilmenge {w }̂ c: £* - ein sogenanntes Ele-
mentarereignis dar. Der Raum aller Ereignisse 
aus E ist nichts anderes als P (E) = {A\A ist 
Teilmenge von E}, und ein Wahrscheinlich-
keitsmaB p auf E ist eine Funktion 

p: P(E) ^ [0,1] 

mit folgenden Eigenschaften: 

(1) p{E) = \ {E heifit „sicheres Ereignis") 

(2) /? (0) = 0 (die leere Menge 0 ist das 
„unm6gliche Ereignis") 

(3) p{A^B)=p{A)+p{B){m AnB = ^ 
{Ad E mit Q < p{A)< \ heiBt „zufalliges 
Ereignis") 

Aus diesen definierenden Eigenschaften lei-
ten sich folgende Rechenregeln ab: 

{\) p{E\A) = \-p{A) 

(E\A = {we^lvv^^} 

(2) p(B)<p{A) fiir B^A 

(3) p{Au B) = p{A) + p(B) - p{A nB) 

(4) Ist^ = {w, | /G /c {!, . . . ,«}}, 

soistp(A)=J, p(Wi) 

Eine Menge E mit einem Wahrscheinlichkeits-
mafi p heiBt Wahrscheinlichkeitsraum (£*, /?). 
Wichtiger Spezialfall: 

Gleichverteilung: 

(alle Elementarereignisse, {Wf^}, sind „gleich-
wahrscheinlich", Laplace'scher PT-Raum) 

Ist (£",/?) ein Wahrscheinhchkeitsraum, so ist 
die ,,bedingte" Wahrscheinlichkeit p(B\A) 
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(BczE, AczE) diejenige Wahrscheinlichkeit 
fiir das Eintreten des Ereignisses B unter der 
Voraussetzung, da6 das Ereignis A schon ein-
getreten ist; es gilt definitionsgemafi 

p{B\A) = 
p(BnA)lp{A) (mrp(A)^0) 

0 {mTpiA) = o) 

Zwei Ereignisse A und B heiBen stochastisch 
unabhangig, wenn 

p{A\B)=p(A) und p{B\A)=p{B) 

gilt. Folgender Satz liefert die grundlegend-
sten Formeln: 

Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit) 

0 \sip{A^ n ^ 2 "̂  •• • ̂ ^fc + i) + 0' s^ ist 
p{A^nA2n...nA^^^)=p{A^)'p{A2\A^) 

•p{Ar^\A^r\A2)...p{A^^Mi<^'-'^A) 

(2) Sind /7(^) H= 0 und p{B) ^ 0, so gilt: 

A und 5 unabhangig 
o p{AnB)=p{A)-p{B) 

<3) Sind^i , . . . , 5fcE^mit 
(a)/7(5,) + 0 0 = 1,...,A:) 
(b) B,nB^^^ ( / , 7 e { l , . . . , ^ } , / + i ) 
(c) E=B^u...uBj, 

so heiBt {^i, . . . , ^ J ein (fur (^,/7)) voll-
stdndiges Ereignissystem. 

Satz Uber die vollstdndige Wahrscheinlichkeit: 

Es sei {^i,..., fifc} ein vollstandiges Ereignis­
system fur den PF-Raum {E, p). Dann gilt fiir 
AciE\ 

p{A)= J:P{A\BJ)P(BJ) 

@ Forme! von Bayes 
Es sei {^1, . . . , Bf^} ein vollstandiges Er­
eignissystem fiir den Pf̂ -Raum (£",/?). 
Dann gilt fiir ^ a E: 

A.19.3 Verteilungsfunktionen 

Es sei/?: P(M) ^ [0, 1] eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion (additive auf disjunkten Teil-
mengen,/?(M) = l,/?(0) = 0); dann lafit sich 
die Wahrscheinlichkeit folgendermaBen fiir 
eine „Zufallsvariable X" definieren: 

Sei M eine Menge und 

X: M - • ]R 

eine (mefibare) Funktion. Dann ist 

F(a):=p{X<a), F: R ^ [0, 1] 

die Wahrscheiniichkeitsverteilung (beziiglich 
des MaBes p) der Zufallsvariablen X. Berech-
nung: F(a) ist die /?-Wahrscheinlichkeit, daB 
die GroBe X Werte zwischen — oo und a an-
nimmt. In der Regel wird nun das MaB p 
durch eine „Dichtefunktion" / dargestellt, 

- das heiBt: Es gibt eine (o. E.) stetige Funk­
t ion / (x ) , /> 0, mit 

00 

j /(Od/ = l mit 
- 00 

F(a)= j /(Odf 

Inhalt der Flache gemaB Skizze 

f{t) 

J:P(A\B,)P(BI) 
i = l 

Mit Hilfe der Dichtefunktion lassen sich 
Quantile, Erwartungswerte, Standardabwei-
chungen u. a. wie folgt beschreiben: 

oo 

- jf(t)dt=p{X>a) = flf-Quantil 
a 

- 1st <p: R -> ]R eine Funktion, so ist mit X 
auch (p (X) eine mefibare Funktion auf M 
und 

E(q,iX))= ] (f>it)f{t)dt 
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heiBt Erwartungswert von (p (X) - also 

E(X)= J tf(t)dt = fi 
— 00 

ist Erwartungswert der Zufallsvariablen X. 

{t-iiyf{t)dt-o^ 

Normalverteilung: Die Funktion 

1 -(t-M)^ 

m = 2n(T 
•e 2^2 

ist die Dichte der sogenannten Normalvertei­
lung mit den Parametern (ju, a) - und die Zu-
fallsvariable X mit 

heiBt Varianz = (Standardabv^eichung)^ vonX p{X < a) 
1 

'Ino 
J e 2(T2 dt 

ist dann normal (p, a)-verteilt. Die Parameter 
jj und a^ sind hierbei Erwartungswert und 
Varianz von X. 
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Tabelle B-L Wichtige Normen. 

Norm Bezeichnung 

DIN 1319 Grundbegriffe der MeBtechnik 
DIN 55 302 Statistische Auswerteverfahren 
DIN 55 350 Qualitatssicherung und Statistik 

B.l MeBgenauigkeit 

In der Kegel weisen die Wiederholungsmes-
sungen einer physikalischen GroBe G Abwei-
chungen auf, die kennzeichnend fur die MeB­
genauigkeit sind. Dabei ist zwischen den 
systematischen, fur das MeBverfahren charak-
teristischen Abweichungen und den zufdlligen 
Oder statistischen, vom Experimentator ab-
hangigen Abweichungen zu unterscheiden. 

Zur grafischen Analyse der MeBwertschwan-
kungen dient das Histogramm (Bild B-1). In 
dieses wird balkenformig iiber dem MeBwert 
Xj die relative Hdufigkeit hj des MeBwerts auf-
getragen: 

hj relative Haufigkeit des MeBwertes Xj, 
N Gesamtanzahl der Messungen der GroBe 

X, 

Nj Anzahl der Messungen mit dem MeBwert 

Bei statistischen MeBabweichungen ist die 
Haufigkeitsverteilung symmetrisch zu einem 
hdufigsten Wert, dem Erwartungswert ^. 
Starke Asymmetrien im Histogramm sind im 
allgemeinen ein Hinweis auf systematische 
Abweichungen. 
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Bild B-1. Histogramm der Verteilungsdichte hj(T) bei 
einer Schwingungsdauermessung sowiedie Normal-
verteilungskurve nach Gl. (B-2)fur \i = T und o^ = s^j-
mit T = 1,2116 s undsj = 0,0172 s. 

B.2 Analyse statistischer 
MeBwertverteilungen 

Bei statistischen Abweichungen der MeBwerte 
geht die Haufigkeitsverteilung h(Xj) in eine 
glockenformige Normalverteilung der MeB­
werte iiber, wenn die Anzahl der Wieder-
holungsmessungen stark erhoht wird. Im 
Grenzfall N -^ oo liegen die Werte des Histo-
gramms auf der von C. R GAUSS aufgestellten 
Verteilungsfunktion h (x): 

h(x) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Mes-
sung des MeBwerts x, 

o^ Varianz der Normalverteilung, 
\i Erwartungswert der Normalverteilung 

bzw. MeBgroBe x mit der hochsten MeB-
wahrscheinlichkeit. 

Die Funktion h {x) ist zum Erwartungswert \i 
symmetrisch und durch den Faktor Xj-Jlno^ 
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auf die Wahrscheinlichkeit 1 so normiert, daB 
gilt: 

J h(x)dx = 1. (B-3) 

Die Varianz G^ ist ein Ma6 fiir die Breite der 
Verteilungsfunktion h{x): 68,3% der MeB-
werte liegen im Bereich x = ix ±G und 95,4 % 
im Bereich x = fi ±2(T. Die Varianz (T^ laBt 
sich aus der Halbwertsbreite b^j2, d.h. der 
Breite der Glockenkurve in halber Hohe des 
Maximums h{^) der Normalverteilung, be-
stimmen: 

8 i n 2 = 0,18Z)?/2- (B-4) 

Bei einer endlichen Anzahl Â^ von Messungen 
der m diskreten MeBwerte x^, ^2 , - •. x^ las-
sen sich fiir den Erwartungswert fi und die 
Varianz a^ aus der Haufigkeitsverteilung 
h(Xj) nach der Theorie der Beobachtungs-
fehler von GAUSS Schdtzwerte berechnen. 

Demnach ist der beste Schatzwert fur pi der 
arithmetische Mittelwert x nach Gl. (B-5) in 
Tabelle B-2 . Fiir x ist die Fehlersumme FS 
[FS = E (^i - ^y mit / = 1 . . . A ]̂ minimal 
und laBt sich nach Gl. (B-6) berechnen. Mit 
der auf die Anzahl der Wiederholungsmessun-
gen N — 1 normierten minimalen Fehler­
summe F5j„in errechnet sich nach Gl. (B-7) die 
Standardabweichung s, deren Quadrat der be­
ste Schatzwert fiir G^ ist. 

Eine Erhohung der Anzahl Â  der Messungen 
vermindert nicht die Standardabweichung s, 
welche die Breite der Haufigkeitsverteilung 
bestimmt und damit die Genauigkeit des ver-
wendeten MeBverfahrens beschreibt. Dagegen 
erhohen Wiederholungsmessungen die Ge­
nauigkeit, so daB der berechnete arithmetische 
Mittelwert x mit dem Erwartungswert n der 
MeBgroBe iibereinstimmt. Gl. (B-9) in 
Tabelle B -2 fiir die Standardabweichung Ax 
des arithmetischen Mittelwerts ist das MaB fiir 
die nach N Messungen bestehenden Abwei-
chung des Schatzwerts x zum wahren Wert /i. 

Bei einer geringen Anzahl von Wiederho­
lungsmessungen ist das arithmetische Mittel x 

Tabelle B-2. Beziehungen zur Berechnung der Kennwerte der Fehlerrechnung. 

Kennwerte der Fehlerrechnung Beziehungen 

arithmetischer Mittelwert; Schatzwert fiir den Erwartungswert 

s Standardabweichung des MeBwerts bzw. MeBverfahrens; 
Schatzwert fiir die Varianz 

5r̂ j relative Standardabweichung des MeBwerts bzw. MeBverfahrens 

AJC Standardabweichung des arithmetische Mittelwerts 

Ajĉ e, relative Standardabweichung des arithmetischen Mittelwerts 

u^ Zufallskomponente der MeBunsicherheit mit /p-Faktor 
der Student-Verteilung 

- 1 V 
^̂  = T; Z ,̂-

N i^i 

FS^,^= Y.{x,-xf 

(B-5) 

= I xf - Nx^ (B-6) 
« = i 

VA^-1 

s 

M = ^ 
^ 

A - ^ ^ 

u^ = Ax tp 

(B-7) 

(B-8) 

(B-9) 

(B-10) 

(B-11) 
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als Schatzwert fur fi sehr ungenau. Charakte-
ristischer fiir die Genauigkeit der Bestimmung 
des Erwartungswerts // ist in diesem Fall der 
Vertrauensbereich x — u bis x -\- u um den 
arithmetischen Mittelwert, in dem der Erwar-
tungswert n der MeBgroBe mit einer vorzuge-
benden Wahrscheinlichkeit, der statistischen 
Sicherheit P, liegt. Die Grenzen des Ver-
trauensbereichs um den arithmetischen Mit-
telwert werden durch die Mefiunsicherheit 
u = u^-\- u^ angegeben, welche sich aus dem 
Anteil der statistischen Mefiunsicherheit u^ und 
der systematischen Mefiunsicherheit u^ zusam-
mensetzt. 

Die systematische Mefiunsicherheit u^ muB ge-
schatzt werden. Die statistische MeBunsicher-
heit u^ wird nach GL (B-11) in Tabelle B-2 mit 
Hilfe der Standardabweichung AJc des 
arithmetischen Mittelwerts berechnet und mit 
dem ^p-Faktor der Student-Verteilung nach 
Tabelle B-3 gewichtet. Je nach gewahlter stati­
stischer Sicherheit P ist dieser unterschiedHch. 
In der physikalischen MeBtechnik rechnet 
man mit der statistischen Sicherheit 
P = 68,3%. In der Industrie ist ein Wert 
P = 95,4% iiblich. 

Das Ergebnis von Â  Messungen der MeB­
groBe X mit einem MeBverfahren, dessen 
MeBgenauigkeit durch die Standardabwei­
chung s und den Vertrauensbereich u^ mit der 
statistischen Sicherheit P gekennzeichnet ist, 
wird in folgender Form angegeben: 

Tabelle B-3. Zahlenwerte nach DIN 1319 und 
Anpassungspolynom des t-Faktors der Ver-
trauensgrenzen fur verschiedene statistische 
Sicherheiten. 

Xp Ergebnis der MeBwertanalyse der MeB-
werte x, 

X wahrscheinlichster Wert fiir die MeB­
groBe X, 

u^ Grenzwert des Vertrauensbereichs mit der 
statistischen Sicherheit P, 

tp Student-Faktor nach Tabelle B-3, 
s Standardabweichung nach GL (B-7), 
N Gesamtanzahl der Messungen der MeB­

groBe X. 

Anzahl der 
Wiederholungs-
messungen 
n^ = N-k 

1 
2 
3 
4 
5 
7 

10 
20 
50 

100 
>100 

Anpassungs­
polynom 

statistische Sicherheit P 

68,3% 
^0,68 

1,84 
1,32 
1,20 
1,15 
1,11 
1,08 
1,06 
1,03 
1,01 
1,00 
1,00 

^0,68 

+ 

+ 

= 1 

0,584 

rtw 
0,032 

~«r 
0,288 

« w 

95,4% 
^0,95 

12,71 
4,30 
3,18 
2,78 
2,57 
2,37 
2,25 
2,09 
2,01 
1,98 
1,96 

^0.95 = 1.96 

3,012 
+ 

1,273 

~~^ 
8,992 

"1 T~ 
« w 
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B.3 Fehlerfortpflanzung 

Tabelle B-4. Beziehungen fur die Kennwerte der Fehlerrechnung indirekt gemessener physikali-
scher Grofien. 

Kennwerte der Fehlerfortpflanzung 
der Fehlerrechnung 

7 

•5f 

A/ 

A/,., 

A/., 

wahrscheinlichster Wert der indirekt 
gemessenen physikalischen GroBe / 

Standardabweichung der GroBe / bzw. 
des indirekten MeBverfahrens fiir/ 

absoluter GroBtfehler der GroBe/bzw. 
des MeBverfahrens fiir/ 

relativer GroBtfehler der GroBe / bzw. 
des MeBverfahrens fiir/ 

pp relativer GroBtfehler eines Potenzprodukts 
/=x'^3;'"z" 

Beziehungen 

J=f(x,y,z,...) 

'̂ = ^ 

A/= 

/©"•^^(ij'^^d; 
Ax + 3 / 

dy 
\Ay + 

Bz 
Az + 

A/„, = J 

^frel PP ^ 

Ax 
k — 

X 

+ 
Ay 

m — 
y 

+ 
Az 

n — 
z 

(B-13) 

(B-14) 

(B-15) 

(B-16) 

(B-17) 

x,y 
s^,. 

ejc' 

, z, . 

^y.-^z 

9/ 
6 j ' 

8/ 
6z 

arithmetische Mittelwerte der TeilmeBgroBen x,y, z,... 

Standardabweichungen der TeilmeBgroBen x, y, z, ... 

partielle Ableitungen der Funktion f{x, y, z,...) nach den TeilgroBen x,y,z,... an 
der Stelle x, y, z, ... 

B.4 Regression - Kurvenanpassung 

Die Regressionsmethode laBt sich dazu ver-
wenden, Theorien von Naturvorgangen meB-
technisch zu iiberprufen und die Parameter 
cfi, ^2, ^ 3 , . . . solcher Theorien zu bestimmen. 
Dazu werden fiir die in / = 1, 2 , . . . A'̂  MeBrei-
hen verschieden eingestellten MeBvariablen 
x^i, X2i, x^i, . . . (auch Beobachtungen ge-
nannt), die durch das experimentelle Vorgehen 
festgelegt werden, die MeBwerte f der GroBe 
/gemessen, mit den aus der Theorie ermittel-
ten Werten/(xi;,X2i,X3i,...; a^, ^2, ^3,. . .) 
verglichen und die Theorieparameter a^, «2' 
^ 3 , . . . so gewahlt, daB die theoretischen Werte 
der physikalischen GroBe / im Rahmen der 
MeBgenauigkeit mit den MeBwerten mog-
lichst gut iibereinstimmen. 

1st die Anzahl Â  der MeBreihen gerade so 
groB wie die Anzahl der zu bestimmenden 

Theorieparameter, dann lassen diese sich aus 
den N Bestimmungsgleichungen ausrechnen. 
Mit der Methode der Fehlerfortpflanzung 
konnen dann die Standardabweichungen der 
Theorieparameter aus den MeBfehlern der 
MeBvariablen x̂ - und der MeBwerte /; be-
stimmt werden. Dieses Vorgehen hat aber das 
Risiko, daB schon bei einer Fehlmessung der 
MeBvariablen oder MeBwerte die ermittelten 
Regressionsparameter vollkommen falsch 
sind. 

In der MeBpraxis fiihrt man daher in der 
Regel weit mehr MeBreihen aus, als Theorie­
parameter zu bestimmen sind. Dadurch ent-
stehen unterschiedliche Wertesatze fiir die 
Theorieparameter, welche die MeBungenauig-
keit der MeBvariablen und MeBwerte wider-
spiegeln. Wird davon ausgegangen, daB die 
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MeBfehler zufallig und voneinander unabhan-
gig sind, dann sollte sich ein Wertesatz fiir die 
Theorieparameter ergeben, der bei der Ana­
lyse der MeBreihen gehauft auftritt, der also 
mit groBter Wahrscheinlichkeit bei einer wei-
teren MeBreihe zu erwarten ist. Ziel der Aus-
gleichsrechnung oder Regression ist es, aus 
der Ausgleichung der Differenzen zwischen 
gemessener und theoretischer GroBe / diesen 
wahrscheinlichsten Satz fiir die Theoriepara­
meter a als Regressionsparameter zu bestim-
men. 

Nach der Theorie der Beobachtungsfehler von 
GAUSS sind die Theorieparameter a^, a2, . . . 
am wahrscheinlichsten und damit die zu be-
stimmenden Regressionsparameter, fur die bei 
N MeBreihen die Fehlersumme FS, d. h. die 
Summe der Quadrate der Abweichungen zwi­
schen dem MeBwert/i und dem theoretischem 
Wert/(xij , X2i, . . . ; «i, «2» •••)» eiii Mini­
mum ist: 

FS = Z 9i [fi -f(Xu 
i=l 

« 1 , « 2 . « 3 . 

^ 2 i ' ^ 3 i ' • • • ' 

...)]^ ->-Minimum. 

(B-18) 

Durch die Gewichte g^ konnen die Beitrage 
einzelner MeBreihen / zur Fehlersumme unter-
schiedlich gewichtet werden. 

Die Forderung dieser Regressionsmethode der 
kleinsten Quadrate fiihrt auf ein System von 
Normalgleichungen fur die Regressionspara­
meter <3i, ^2^ • ••• 

N 

- 2 E gi[fi-f(xu,x2i,. 
i=l 

- 2 T.gi[fi-f(x,„x2,,. 
1 = 1 

9«2 

. . ; « i , f l 2 . " - ) ] 

(B-19a) 

. . ; a i , « 2 » - - - ) ] 

(B-19b) 

Qi Gewicht der Messung i, 
fi MeBwert der Messung i, 
^ii5 ^2M ••• Werte der MeBvariablen x^, Xj, 

. . . bei der Messung i, 
a^,a2,... anzupassende Regressionspara­

meter. 

Fiir Linearkombinationen der Regressions-
parameter ^1,(32' ist das Normalglei-
chungssystem Hnear und geschlossen losbar; 
im anderen Fall miissen in der Fachliteratur 
behandelte Reihenentwicklungen angewendet 
werden. Manchmal kann durch eine Koordi-
natentransformation v = v{f) ein lineares 
Normalgleichungssystem fiir die Regressions-
parameter erreicht werden; dadurch entsteht 
jedoch in der Regel eine andere Gewichtung 
der MeBreihen. Ist die Standardabweichung s^ 
fiir alle MeBwerte/^ gleich und kann der MeB­
fehler der MeBvariablen x^ ,̂ X2i, . . . vernach-
lassigt werden, dann ergeben sich die Ge­
wichte Qi aus 

1 

"• Cfjv 
(B-20) 

Ubersicht B-1 vermittelt einen Uberblick iiber 
die Regression verschiedener Funktionen mit 
linearen Normalgleichungen. Die Mittelwerte 
der M Regressionsparameter d^, ^2, . . . ^M 
folgen direkt aus der Losung des Normalglei-
chungssystems; die Standardabweichungen 
'^ai' ^a2^-" folgen aus dem Wert des Mini-
mums der Fehlersumme FS^^^, der Anzahl der 
Wiederholungsmessungen n^^ = N • 
den Gewichten g^ der MeBreihen. 

M und 

Spezialfalle der Regression mit zwei Regres-
sionsparametern a^ und a^ sind die Hneare 
Regression (Geradenanpassung) und die loga-
rithmische und exponentielle Regression, die 
sich beide durch eine Koordinatentransforma-
tion V =^ v(y) und u = u{x) in eine Geraden-
darstellung v = GQ -\- a^u bringen lassen, wo-
bei sich zum Teil die Gewichte g^ andern 
(Ubersicht B-1). Die Regressionsparameter 
Achsenabschnitt «(, und Steigung a^ der 
Regressionsgeraden lassen sich entweder gra-
fisch durch eine Ausgleichsgerade oder rech-
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Ubersicht B-2. Kurvenanpassung durch lineare, logarithmische und exponentielle Regression. 

Einlesen 
Anzahl MeBpunkte N 
MeBwerte x^ y^ 

Regressionsfall 

logarithmische 

v^ = y, 
«,. = In Xi 

lineare 

Vi = yi 

Ui = Xi 

exponentielle 

y,. = In;;, 

"i ~ ^i 

Gi = yf 

D= T^GiV, 

E= T OiUiVi 

i = l 

CD-BE 
AC-B^ 

AE-BD 
AC-B"^ 

_({F -la^D -la^E ^la^a^B ^- alA ^ a\C) C\'^ 
{N-2){AC-B'') 

(F-laQD- 2^1 E + 2aiaoB-halA-\-alQA^^ 
iN-2){AC-B'') 

Ausgabefall 

logarithmische 
Regression 

Ansatz: y = CQ + c^lnx 

Anpassung: 

^0 ~ ^ 0 ^cO 

Cl = « 1 ^1 = Sal 

lineare 
Regression 

Ansatz: y = CQ + c^x 

Anpassung: 

^0 ~ ^ 0 ^cO ~ ^aO 

<̂ 1 = « 1 ^cl = ^al 

exponentielle 
Regression 

Ansatz: y = CfyQ"^"^ 

Anpassung: 

^0 = ^"^ ^0=SaO^"' 

Cl = « 1 ^cl = ^al 

nerisch aus den Normalgleichungen der Feh-
lersumme FS ermitteln: 

FS = 
N 

Z 9t h- - « o - - f l i ",r; (B--21) 

Qi Gewicht der Messung / nach Gl. (B-20), 
Vi MeBwert i des Ordinatenwerts der Regres-

sionsgeraden, 
Ui MeBwert / des Abszissenwerts der Regres-

sionsgeraden, 
flg Regressionsparameter Achsenabschnitt, 
a^ Regressionsparameter Steigung der Re-

gressionsgeraden. 

In der Ubersicht B-2 sind die Algorithmen zur 
Berechnung der Mittelwerte der Regressions-
parameter mit den zugehorigen Standard-
abweichungen zusammengestellt. 

Mit Hilfe von Computern lassen sich die um-
fangreichen Regressionsrechnungen wesent-
lich einfacher und mit weniger Rechenfehlern 
ausfuhren. Dazu eignet sich jedoch die Fehler-
rechnung in Matrizenschreibweise wesentlich 
besser. In der Ubersicht B-3 ist die Vorgehens-
weise fur die Programmierung der poly-
linearen Regression zusammengestellt. Die 
Mittelwerte a^,d2, •• • df^ der M Regressions-
parameter ergeben sich als Elemente des 
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Ubersicht B-3. Matrizenmethode der polylinearen Regression. 

Bezeichnungen 

fi 

Sonderfalle 
X,,. = 1 

MeBwerte {i = \ ... N) 

/ l = ^ 1 ^ 1 1 + « 2 - ^ 2 1 + • • 

/ 2 = « l - ^ 1 2 + ^ 2 ^ 2 2 + --

• +«M-^JM 

Regressionsparameter (/ = 1 .. . M) 
MeBvariable/Beobachtungen (j = \ ... M; i ^ i . 
Gewichte der MeBwerte f^ii = \ ... N) 
(alle Gewichte gleich: gf- = 1) 

multilineare Regression 
polynome Regression 
lineare Regression mit M = 2 

(B-22) 

.N) 

Beispiel: 

Gewichte: 

Bestimmung der Abhangigkeit der NuBelt-Zahl Nu von der Prandtl-Zahl Pr und der 
Reynolds-Zahl Re bei der Warmeiibertragung an einem geraden Warmeiibertragerrohr ent-
sprechend dem theoretischen Ansatz: 

Nu = k Pr'" Re". 

k, m, n sind Warmeiibertrager-Kennwerte, die aus Messungen von Nu bei defmierten Werten 
fiir Pr und Re bestimmt werden sollen. 

Durch Logarithmieren kann die Bestimmungsgleichung zu einem Problem der multilinearen 
Regression gemacht werden: 

In Âw = In /: + w In Pr + /7 In Re 
mit V; = In/- = InNu^, .Y,,- = 1, 

a = \nk, a. = m sowie a-. 
, = In Pr., .x:3, = In Ref und den Regressionsparametern 

: n. 

Durch die Transformation verandern sich die Gewichte g^ der Messungen. Wegen vif^) = In/j 
gilt dv/dfi =fi~' = NurK Nach Gl. (B-20) sind demnach g^ = iNuJsj,j\ 

Um bei der EDV-Anwendung Rundungsproblemen entgegenzuwirken, wird der konstante 
Faktor s^^ = 100 gesetzt; dadurch liegen die Gewichte ,̂ in der rechentechnisch giinstigen 
GroBenordnung von ungefahr eins. 

Wertetabelle: 

/ Nu 

1 101 
2 113 
3 137 
4 154 
5 200 

5 Messungen entsprechend Gl. (B-22) 

Nu^ 

10201 
12 769 
18 769 
23 716 
40000 

fi 
In Nu 

4,615 
4,727 
4,920 
5,037 
5,298 

A'j; 

Pr 

1 7,00 
1 3,57 
1 4,33 
1 2,56 
1 3,00 

x^. 
InPr 

1,946 
1,273 
1,466 
0,940 
1,099 

Re 

16000 
26000 
30000 
45 000 
58 000 

•^3,-
InRe 

9,680 
10,166 
10,309 
10,714 
10,968 
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Vhersicht B-3 (Fortsetzung) 

AufsteUen der Regressionsmatrizen 

A Koeffizienten- oder Modellmatrix 
der Beobachtungen (Â , Af-Rechenmatrix) 

A = 

•^11 ^\2 -^13 • • • ^\M 

^ 2 1 -^22 •^23 • • • ^2M 

•^31 -^32 -^33 • • • ^2M 

•^M -^N 2 ^N 3 • • • ^NM 

f MeBwert-Vektor (1,A^-Matrix) 

/ = 

7i 
/ 2 

/ 3 

IN 

q Gewichtsmatrix der MeBwerte 
{N, A^-Diagonalmatrix) 

9 = 

g, 0 0 .. . 0 
0 g^ 0 . . . 0 
0 0 ^3 . . . 0 

0 0 0 ... g^ 

fur î = 1: q = E 
E Einheitsmatrix 

AufsteUen der Regressionsmatrizen 

A ] 

A = 

f ] 

/ = 

g ^ 

g = 

Coeffizienten- oder Modellmatrix 
der Beobachtungen (5, 3-Rechenmatrix) 

" l 1.946 9.680 ~ 
1 1.273 10.166 
1 1.466 10.309 
1 0.940 10.714 
1 1.099 10.968 

MeBwert-Vektor (5,1-Matrix) 

"4.615" 
4.727 
4.920 
5.037 
5.298 

3ewichtsmatrix der MeBwerte 
^5,5-Diagonalmatrix) 

"1.0201 0 0 0 
0 1.2769 0 0 
0 0 1.8769 0 

0 0 0 2.3716 
0 0 0 0 

0 
0 
0 

0 
4.0000 
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Ubersicht B-3 (Fortsetzung) 

Matrizenoperationen 
A^ transponierte KoefFizienten- oder 

Modellmatrix (Spiegelung von A an 
Hauptdiagonale zur (M, A^)-Matrix) 

A^--

N 

N = 

X j i A'21 .^31 . . . X^rj 

-^12 -^'22 -^32 • • • -^^2 

-^13 -^23 -^33 • • • ^N2, 

•^IM •^2M '^3M • • • % M 

Normalgleichungsmatrix 
(symmetrische M, M-Matrix 

""«!! ^̂ 12 1̂ 13 ••• «1M~ 

1^21 «22 «23 ••• «2M 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 • • • « 3 M 

^ M l '^M2 '^MS • • ^MM 

) 

(B-23) 

A^ = 

N 

N = 

~ 1 1 1 1 
1.946 1.273 1.466 0.940 

9.680 10.166 10.309 10.714 

Normalgleichungsmatrix 
symmetrische 3,3-Matrix) 

10.5455 12.9874 111.486" 
12.9874 16.8927 136.206 

111.486 136.207 1180.44 

1 
1.099 

10.968 

inverse Normalgleichungsmatrix 
(symmetrische M, M-Matrix) 
(Berechnung der Matrixelemente q 
iiber NQ = E Einheitsvektor 
mit Computerroutine) 

e= 

^ 1 1 

^ 2 1 

^ 3 1 

^ M l 

^ 1 2 

^ 2 2 

^ 3 2 

^ M 2 

^ 1 3 • 

^ 2 3 • 

^ 3 3 • 

^ W 3 • 

• ^ I M 

• ^ 2 M 

• ^ 3 M 

• ^MM 

= N-' =iA''qAy' 

Absolutgliedvektor 

A^qf 

(B-24) 

Spur Q Spurvektor der 
inversen Normalgleichungsmatrix Q 

Spur Q 

^11 

^22 

^MM 

Matrizenoperationen 
A^ transponierte Koeffizienten- oder 

Modellmatrix (Spiegelung von A an 
Hauptdiagonale zur (3, 5)-Matrix) 

inverse Normalgleichungsmatrix 
(symmetrische 3,3-Matrix) 
(Berechnung der Matrixelemente q 
iiber NQ = E Einheitsvektor 
z. B. mit Computerroutine) 

302.830801 -31.7898600 -24.9325887~ 
Q= 1-31.7898600 4.18716644 2.51923616 

24.9325887 2.51923616 2.06490758 

Absolutgliedvektor (3,1 -Matrix) 

53.116' 

64.901 

562.55 

Spur Q Spurvektor der 
inversen Normalgleichungsmatrix Q 
(5,1-Matrix) 

302.830801 
SpurQ = \ 4.18716644 

2.06490758 
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Ubersicht B-3 (Fortsetzung) 

Regressionsergebnis 
a) Mittelwerte der angepaBten 

Regressionsparameter a^, ... Uj^ 

a Regressionsparameter der Mittelwerte 

a = 

^1 ~| 

« 2 

« 3 

«M 

= N-'c = {A'qA)-' (A'^qf) 

(B-25) 

b) Standardabweichung der Regressionsparameter 
•^al ' • • • '^aM 

V Vektor der Abweichungen 

Vi=fi-f{xu, ••• XMi;a^, . . . «M) 

V = 

^1 

^2 

V3 

VN 

= f-Aa (B-26) 

v^ transponierter Vektor der Abweichungen 

V^ b l ^2 V^ ... V^] 

FS^i^ Wert der Fehlersumme im Minimum 
(Skalar) 

"̂̂ min = v^qv (B-27) 

Sg Vektor der quadratischen 
Standardabweichungen 

~„2 ~l 

*f = 
^a'2 

si. 

^IM 

F5' 
= ^ ^ SP'-'Q (B-28) 

Regressionsergebnis 
a) Mittelwerte der angepaBten 

Regressionsparameter a^, a2, a^ 

a Regressionsparameter der Mittelwerte 
(3,1-Matrix) 

a = 
~ -3.9307585"! 

0.4050047 

0.8010658J 

k =e' = 0.01963 
w = ^2 = 0.40500 
« =6(3 =0.80107 

b) Standardabweichung der Regressionsparameter 
•^al ' *^a2' -̂ 33 

V Vektor der Abweichungen (5,1-Matrix) 

Vi=fi-f{xn, ••• XMi;a,, ...aj^) 

V = 

0.0033027 
-0.0014471 
-0.0011654 

0.0044354 
-0.0024310 

v^ transponierter Vektor der Abweichungen 
(1,5-Matrix) 

r^ [0.0033027 -0.0014471 -0.0011654 
0.0044354 -0.0024310] 

FS^i^ Wert der Fehlersumme im Minimum 
(Skalar) 

FS^,„ = 0.00050655 

s^ Vektor der quadratischen 
Standardabweichungen (3,1 -Matrix) 
Es gilt: A ^ - M = 5 - 3 = 2 

3ai = k-'3k 

sl = 

^0.07670006 "I 

0.00106051 

_ 0.00052299 J 

'̂ k = ^ v ^ = 0-00544 

•̂m = y/^2 = 0.0326 

n̂ = V S = 0.0229 
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a Mittelwert des Regressionsparameters, 
?p(«w) ^Faktor nach Tabelle B-3 bei w^ 

Wiederholungsmessungen und der sta-
tistischen Sicherheit P, 

s.^ Standardabweichung des Regressions-
parameters a, 

N Anzahl der MeBreihen der Regres-
sionsanalyse. 

E my my 
K 

Regressionsparametervektors a von Gl. 3 0,044 
(B-25), deren Standardabweichungen .̂ a 1' '̂ a2 ̂  ^ 
... s^j^ als Quadratwurzeln aus den Elementen 
des Vektors s^ von GL (B-28). 

Die polylineare Regression enthalt als Spezial-
falle die multilineare und polynome Regres­
sion sowie die lineare Regression der Gera-
denanpassung. 

Die Vertrauensgrenzen ŵ , welche die statisti-
sche MeBungenauigkeit begrenzen, ergeben 
sich je nach geforderter statistischer Sicherheit 
P aus dem Faktor /(«w) "^^^ Tabelle B-3; 
Hy^ = N — K> Oisi dabei die Anzahl der Wie­
derholungsmessungen, die sich aus der Anzahl 
N der MeBreihen und der Anzahl M der 
Regressionsparameter ergibt. Das Ergebnis 
der Kurvenanpassung liefert als ermittelte 
wahrscheinlichste Regressionsparameter ein-
schheBHch Vertrauensgrenzen: 

n 

y ^ ^ 

<^' 

Q^ 

____ 

+ 

^^\ 

Lc^ ̂  
^ 
1 

'^ 

tvusgieicngeraae 1 1 
Srenzgerade I , II | | 
Schwerpunkt der MeBwerte 

1 1 1 1 1 

' 0,040 

• 0,038 

-c 0,036 
S -60-40-20 0 20 40 60 80 ^C 120 

Temperatur -b 
Bild B-2. Grafische Kurvenanpassung fur das Ther­
moelement Cu-CuNi an die Eichkurve nach 
DIN 43 710. 

weichungen Aâ  und Afl2 der Geradenpara-
meter genommen, welche sich aus den beiden 
Grenzgeraden I und II an die MeBwerte ab-
schatzen lassen. Diese miissen durch die in 
den Gin. (B-30) und (B-31) in Tabelle B-5 
angegebenen Koordinaten (/g, x^) des Schwer-
punkts der Mefiwerte gezogen werden. Aus den 
der Zeichnung entnommenen Werten a\, a\ 
sowie dl und a" ^^^ Grenzgeraden werden mit 
Hilfe der Gl. (B-32) die Standardabweichung 
A<2i des Achsenabschnitts und mit Gl. (B-33) 
Afl2 der Geradensteigung errechnet. Dabei ist 
A/s die geschatzte Standardabweichung der 
Ordinate /§ des Schwerpunkts der MeBwerte. 

B.5 Ausgleichsgeradenkonstruktion ^.6 Korrelationsanalyse 

Die zeichnerische Darstellung der MeBpunkte 
in einem Diagramm eignet sich besonders gut 
fiir die Analyse, ob die theoretische Kurve im 
Rahmen der MeBgenauigkeit mit den MeB-
werten iibereinstimmt. Wird ein linearer Zu-
sammenhang f=a^+a2X zwischen der 
MeBvariablen x und dem MeBwert/erwartet, 
so kann im MeBdiagramm die Ausgleichs-
gerade auch grafisch durch die MeBwerte 
gezogen und a^ aus dem Achsenabschnitt 
sowie a2 aus der Steigung bestimmt werden 
(Bild B-2). 

Als MaB fiir den MeBfehler der Ausgleichs­
geradenkonstruktion werden die Standardab-

Die Methode der Ausgleichsgeraden wird in 
der MeBwertanalyse benutzt, um zu unter-
suchen, ob zwischen den N MeBwerten x^ und 
y\ ein linearer Zusammenhang besteht. Dazu 
werden die MeBwerte y\ iiber den MeBvaria­
blen Xj in einem Diagramm aufgetragen und 
durch eine Ausgleichsgerade analysiert. Lie-
gen die Merkmale >', mehr oder weniger auf 
einer Regressionsgeraden, so ist von einer 
Korrelation der Merkmale x^ und yi auszuge-
hen. Die Regressionsgerade geht durch den 
Schwerpunkt S der Merkmale x^ und y^ nach 
den Gin. (B-34) und (B-35); die Steigung er­
gibt sich rechnerisch aus der Gl. (B-36) der 
Tabelle B-6. 
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Tabelle B-5. Schwerpunkt und Standardabweichung der Ausgleichsgeradenkonstruktion. 

Kennwerte der Konstruktion der Grenzgeraden Beziehungen 

/s , Xs Koordinaten des Schwerpunkts S 
der N MeBwerte 

Aflj Standardabweichung des Achsenabschnitts 
der Ausgleichsgerade aus den Grenzgeraden 
I und II 

Afli Standardabweichung des Steigungs-
parameters der Ausgleichsgerade aus 
den Grenzgeraden I und II 

1 ^ 

A^i = + /|«'.-4' 

\<fi-4\ 
2 1 

+ |A/sl 

(B-30) 

(B-31) 

(B-32) 

(B-33) 

Tabelle B-6. Kennwerte der Korrelationsanalyse. 

Kennwerte und Betrag des 
Korrelationskoeffizienten 

X Mittelwert der Merkmale x^ 

y Mittelwert der Merkmale y^ 

m^ Steigung der Regressionsgeraden 

Beziehungen 

X = -

r = 

r = 

N 

Z (Xiyi-Nxy) 

E {xf-Nx'') 

E {Xi-x){y,-y) 
i = l 

j N N 

/ Z (xf-Nx^) 

V ^(yf-Ny') 
i= 1 

yy 

(B-34) 

(B-35) 

(B-36) 

(B-37) 

(B-38) 

Quantitativ ist der Korrelationskoeffizient r 
ein MaB fur die Wahrscheinlichkeit, daB zwi-
schen den Merkmalen x^ und y^ eine Abhan-
gigkeit besteht, sie also eventuell korreliert 
sind. Mit Hilfe von Gl. (B-37) oder Gl. 
(B-38) der Tabelle B - 6 laBt sich der Korrela­
tionskoeffizient r der Merkmale x^ und y^ be-

rechnen. Liegt der Korrelationskoeffizient 
nahe bei r = 1 (also 0,8 < r ^ 1), dann besteht 
mit groBer bis bestimmter Wahrscheinlichkeit 
eine Korrelation zwischen den Merkmalen. 
Ein linearer Zusammenhang ist unwahr-
scheinlich bis ausgeschlossen, wenn der Kor­
relationskoeffizient 0 ^ r < 0,5 betragt. 



C Physikalische Grofien und Konstanten 

C.l Physikalische Basisgroiien 
und Definitionen 

C.l Umrechnungen gebrauchlicher 
GroBen 

Eine physikalische Grofie kennzeichnet Eigen-
schaften und beschreibt Zustande sowie Zu-
standsanderungen von Objekten der Umwelt. 
Eine physikalische GroBe G besteht immer 
aus einer quantitativen Aussage (ausgedruckt 
durch den Zahlenwert) und einer qualitativen 
Aussage (ausgedruckt durch die Einheit). 
Fiir die physikaHschen GroBen durfen nur 
noch die SI-Einheiten (Systeme International 
d'Unites) verwendet werden. Durch Vorsdtze 
oder Prdfixe konnen dezimale Vielfache oder 
Telle der MaBeinheiten angegeben werden 
(TabelleC-1). 

Die Einheiten aller physikalischen GroBen 
konnen auf sieben Basisgrofien zuriickgefiihrt 
werden (Tabelle C-2). 

Tabelle C-i. Bezeichnung der dezimalen Viel-
fachen und Teile von Einheiten. 

Zehner-
potenz 

10̂ '* 
10̂ ^ 
1Q18 

10^^ 
10^^ 
10^ 
10^ 
10^ 
10^ 
10̂  

10-^ 
10-2 
10-3 
10"^ 
10-9 
10-^2 
10-1^ 
lQ-18 
10-2^ 
10-2* 

Vorsilbe 

Yotta 
Zetta 
Exa 
Peta 
Tera 
Giga 
Mega 
Kilo 
Hekto 
Deka 

Dezi 
Zenti 
Milli 
Mikro 
Nano 
Piko 
Femto 
Atto 
Zepto 
Yocto 

Kurz-
zeichen 

Y 
Z 
E 
P 
T 
G 
M 
k 
h 
da 

d 
c 
m 
1̂  
n 
P 
f 
a 
z 
y 

Beispiel 

YQ 
Zs-^ 
Em, EJ 
Pm, PJ 
Tm, TJ 
Gm, GJ 
Mm, MJ 
km, kJ 
hPa, hJ 
dam, daJ 

dm, dJ 
cm, cJ 
mm, mJ 
jam, |aJ 
nm, nJ 
pm, pJ 
fm, fJ 
am, aJ 
zm 
ym 

In Tabelle C-3 sind die wichtigsten physikali­
schen GroBen und ihre Einheiten zusammen-
gestellt. Die weiteren Tabellen zeigen die 
Umrechnungen der Langen- (Tabelle C-4), 
der Flachen- (Tabelle C-5) und der Volumen-
einheiten (Tabelle C-6) sowie der Kraft 
(Tabelle C-7), des Drucks (Tabelle C-8), der 
Energie (Tabelle C-9), der Leistung (Tabelle 
C-10), der Zeit (Tabelle C-11) und der Ge-
schwindigkeit (Tabelle C-12). 

C.3 Naturkonstanten 

In den physikalischen Gesetzen befinden sich 
universelle Naturkonstanten. Die wichtigsten 
sind in Tabelle C-13 zusammengestellt. 
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Tabelle C-2. Basisgrofien, Basiseinheiten und Definitionen im SI-Mafisystem. 

BasisgroBe 

Zeit 

Lange 

Masse 

elektrische 
Stromstarke 

Temperatur 

Lichtstarke 

Stoffmenge 

Basiseinheit 

Sekunde 

Meter 

Kilogramm 

Ampere 

Kelvin 

Candela 

Mol 

Symbol 

s 

m 

kg 

A 

K 

cd 

mol 

Definition 

1 Sekunde ist das 9192 631770fache der 
Periodendauer der dem Ubergang zwischen 
den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des 
Grundzustands von Atomen des Nuklids 
^^^Cs entsprechenden Strahlung. 

1 Meter ist die Lange der Strecke, die Licht 
im Vakuum wahrend der Dauer von 
1/299 892458 Sekunden durchlauft. 

1 Kilogramm ist die Masse des internationa-
len Kilogrammprototyps. 

1 Ampere ist die Starke eines zeitlich 
unveranderlichen Stroms, der, durch zwei 
im Vakuum parallel im Abstand von 
1 Meter voneinder angeordnete, geradlinige, 
unendlich lange Leiter von vernachlassigbar 
kleinem kreisformigem Querschnitt 
flieBend, zwischen diesen Leitern je 1 Meter 
Leiterlange die Kraft 2-10"^ Newton 
hervorruft. 

1 Kelvin ist der 273,16te Teil der thermo-
dynamischen Temperatur des Tripelpunktes 
des Wassers. 

1 Candela ist die Lichtstarke in einer 
bestimmten Richtung einer Strahlungsquelle, 
die monochromatische Strahlung der 
Frequenz 540 THz aussendet und deren 
Strahlstarke in dieser Richtung 1/683 W/sr 
betragt. 

1 Mol ist die Stoffmenge eines Systems, 
das aus ebensoviel Einzelteilchen besteht, 
wie Atome in 12/1000 Kilogramm des 
Kohlenstoffnuklids ^̂ C enthalten sind. 
Bei Benutzung des Mol mussen die Einzel­
teilchen des Systems spezifiziert sein und 
konnen Atome, Molekiile, lonen, Elektronen 
sowie andere Teilchen oder Gruppen solcher 
Teilchen genau angegebener Zusammensetzung 
sein. 

relative 
Unsicherheit 

10-14 

10-14 

10-^ 

10"^ 

10-^ 

5-10-^ 

10"^ 
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Tabelle C-3. Wichtigste physikalische Grofien und ihre Einheiten. 

GroBe und 
Formelzeichen 

gesetzliche Einheiten 

SI Name 

Beziehung 

1. Lange, Flache, Volumen 

Lange / 

Flache A 

Volumen V 

m 

m^ 

m^ 

sm 

a 

ha 

1 

Meter 

Seemeile 

Quadratmeter 

Ar 

Hektar 

Kubikmeter 

Liter 

Ism = 1852 m 

1 a = 100 m^ 

l h a = 100a = 10'̂ m2 

1 1 = 1 dm^ 

3. Masse 

2. Winkel 

(ebener) 
Winkel 

Raumwinkel 

usw. 

Q 

rad 

sr 

° 

' 

" 

gon 

Radiant 

Grad 

Minute 

Sekunde 

Gon 

Steradiant 

1 m Bogen 
1 rad = - — ^ ,. 

1 m Radms 

1 rad = 180771 

= 57,296° » 57,3° 
1° = 0,017453 rad 
1° = 60' = 3600" 
1 gon = (7C/200) rad 

1 m^ Kugeloberflache 
1 sr = 

1 m^ Kugelradius 

Masse 

Dichte 

Tragheitsmoment 
(Massentragheits-
moment, 
Massenmoment 
2. Grades) 

m 

Q 

J 

kg 

kg/m^ 

kg • m^ 

g 

t 

Kt 

kg 
dm^ 

kg/1 
g/cm^ 

Kilogramm 

Gramm 

Tonne 

metr. Karat 

1 t = 1 Mg = 10^ kg 

1 Kt = 0,2 g 

1 kg/dm^ = 1 kg/1 
= 1 g/cm^ 
= 1000 kg/m^ 

i = Tragheitsradius 
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Tabelle C-3 (Fortsetzung) 

GroBe und 
Foraielzeichen 

gesetzliche Einheiten 

SI weitere Name 

Beziehung 

4. ZeitgroBen 

Zeit, 

Zeitdauer, 
Zeitspanne 

Frequenz 

Drehzahl 

(Umdrehungs-
frequenz) 

Kreisfrequenz 
CO = 2nf 

Geschwindigkeit 

Beschleunigung 

Winkel-
geschwindigkeit 

Winkel-
beschleunigung 

t 

f 
n 

CO 

V 

a 

(a 

OL 

s 

Hz 

s-^ 

s-^ 

m/s 

m/s^ 

rad/s 

rad/s^ 

min 

h 

d 

a 

1/min 

km/h 

kn 

Sekunde 

Minute 

Stunde 

Tag 

Jahr 

Hertz 

Knoten 

1 min = 60 s 

1 h = 60 min 

1 d = 24 h 

1 a = 365 d = 8760 h 

1 Hz = 1/s 

Is"^ = 1/s 

lmin-^ = l/min = (l/60)s-^ 

1 km/h = (1/3,6) m/s 

lkn = 1,852 km/h 

5. Kraft, Energie, Leistung 

Kraft F 
Gewichtskraft G 

Druck, allg. p 

absoluter p^^^ 
Druck 
Atmospharen- p^^^ 
druck 

Uberdruck p^ 
Pe = Pahs ~ Pamh 

N 
N 

Pa 

bar 

Newton 

Pascal 

Bar 

1 N = 1 kg • m/s^ 

1 Pa = 1 N/m^ 

1 bar = 10^ Pa 
= 10 N/cm^ 

1 nbar = 0,1 Pa 
1 mbar = 1 hPa 

Uberdruck usw. wird nicht mehr beim Einheitenzeichen angegeben, sondern 
beim Formelzeichen. Unterdruck wird als negativer Uberdruck angegeben. 
Beispiele: 
bisher jetzt 
3 atu, p^ = 2,94 bar « 3 bar 
10 ata, /ĵ bs = 9,81 bar » 10 bar 
0,4 atu, /?, = -0,39 bar 5̂̂  -0 ,4 bar. 
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Tabelle C-3 (Fortsetzung) 

Grofie und 

Formelzeichen 

mechanische 

Spannung 

Harte 

Energie, 
Arbeit 

Warme, 

Warmemenge 

Drehmoment 

Leistung 
Warmestrom 

G,X 

E,W 

Q 

M 

P 

gesetzliche Einheiten 

SI 

N/m^ 

weitere 

N/mm^ 

Name 

Beziehung 

1 N/m^ = 1 Pa 

1 N/mm^ = 1 MPa 

Als Einheit bei Brinell- und Vickersharte wird nicht mehr kp/mm^ angegeben. 
Statt dessen wird hinter den bisherigen Zahlenwert das Kurzzeichen der betr. 
Harte (gegebenenfalls mit Angabe der Priifkraft usw.) als Einheit geschrieben. 

J 

W s 

N - m 

W 

k W h 

eV 

Joule 
[dschul] 

Wattsekunde 

Kilowattstunde 

Elektronenvolt 

Newtonmeter 

Watt 

1J = l N - m = 1 W-s 
= 1 kg • m^/s^ 

lkW-h = 3,6MJ 

l e V = 1,60219'10-1^ J 

1 W = 1 J/s = 1 N • m/s 

6. Viskosimetrische GroBen 

dynamische r] 
Viskositat 

kinematische v 
Viskositat 

Pa-s 

m^/s 

Pascalsekunde 1 Pa • s = 1 N • s/m^ 
= 1 kg/(s • m) 

1 m^/s = 1 Pa • s/(kg/m2) 

7. Temperatur und Warme 

Temperatur 

Temperatur-

differenz 

T 

t,B 

AT 

At,AB 

K 

K 

°C 

°C 

Kelvin 

Grad Celsius 

Kelvin 

Grad Celsius 

r = ( r -273 ,15 K) — 

1 K = 1 °C 

Temperaturdifferenzen bei zusammengesetzten Einheiten in K angeben, 
z. B. kJ/(m • h • K); Schreibweise bei Toleranzangaben fur Celsiustemperaturen 
z.B. / = (40±2)°C Oder t = 40°C±2°C oder t = 40̂ 0̂ + 2 K. 

Warmemenge und Warmestrom siehe unter 5. 

spezifische c 
Warmekapazitat 
(spez. Warme) 

molare 
Warmekapazitat C^ 

Warmeleitfahigkeit X 

J 
kg-K 

J 
mol-K 

W 
m-K 

kJ 
m h - K 

1 W/(m • K) 
= 3,6kJ/(Ml i - K ) 
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Tabelle C-3 (Fortsetzung) 

GroBe und 

Formelzeichen 

8. Elektrische GroBen 

elektrische / 
Stromstarke 

elektrische U 
Spannung 

elektrischer G 
Leitwert 

elektrischer R 
Widerstand 

Elektrizitatsmenge Q 

elektrische C 
Kapazitat 

elektrische D 
FluBdichte, 
Verschiebung 

elektrische E 
Feldstarke 

9. Magnetische GroBen 

magnetischer FluB (P 

magnetische B 
FluBdichte, 
Induktion 

Induktivitat L 

magnetische H 
Feldstarke 

10. Lichttechnische GroBe 

Lichtstarke / 

Leuchtdichte L 

Lichtstrom (P 

Beleuchtungsstarke E 

gesetzliche Einheiten 

SI weitere Name 

A 

V 

s 

Q 

C 

F 

C/m^ 

V/m 

A-h 

Ampere 

Volt 

Siemens 

Ohm 

Coulomb 

Amperestunde 

Farad 

Wb 

T 

H 

A/m 

Weber 

Tesla 

Henry 

n 

cd 

cd/m^ 

Im 

Ix 

Candela 

Lumen 

Lux 

Beziehung 

1V = 1W/A 

1 S = 1 A/V = 1/Q 

1 Q = 1/S = 1 V/A 

l C = l A s 

1 A • h = 3600 C 

1 F = 1 C/V 

1 V/m = 1 N/C 

lWb = l V - s 

IT = 1 Wb/m^ 

1 H = 1 Wb/A 

1 Im = 1 cd • sr 
(sr = Steradiant) 

1 Ix = 1 Im/m^ 
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Tabelle C-3 (Fortsetzung) 

GroBe und 

Formelzeicher 

gesetzliche Einheiten 

SI 

11. Atomphysikalische u.a. GroBen 

Energie W 

Aktivitat einer A 
radioaktiven 
Substanz 

Energiedosis D 

Energiedosisrate D 

lonendosis / 

lonendosisrate / 

Aquivalentdosis H 

Aquivalentdosisrate H 

Stoffmenge n 

Bq 

Gy 

W/kg 

C/kg 

A/kg 

Sv 

Sv/s 

mol 

weitere 

eV 

R 

rem 

Name 

Elektronenvolt 

Becquerel 

Gray 

Rontgen 

Sievert 

Mol 

Beziehung 

l e V - 1,60219-10-'^ J 
lMeV = 106eV 

1 Bq = l s - ^ 

1 Gy = 1 J/kg 

1R = 2,580-10-^ C/kg 

lA/kg = lC/(kgs) 

1 Sv = 1 J/kg 
1 rem = 0,01 J/kg 

1 Sv/s = 1 W/kg 

Tabelle C-4. Umrechnung der Ldngeneinheiten. 

Einheit 

1 nm = 
1 )im = 
1 mm = 
1 cm = 
1dm = 
I m = 
1km = 
Einheit 

l in 
1 ft 
1yd 
1 mile 
1 n mile 
1 mm 
I m 
1km 

pm 

10^ 
10^ 
10^ 
10̂ « 
10̂ ^ 
10^2 
10^^ 
in 

= 1 
= 12 
= 36 
= 63 360 
= 72913 
= 0,03937 
= 39,3701 
= 39 370 

nm 

1 
10^ 
10^ 
10^ 
10« 
10^ 
10^2 

ft 
0,08333 
1 
3 
5280 
6076,1 
3,281 • 10-
3,2808 
3280,8 

l̂ m 

10-
1 
10^ 
10^ 
10^ 
10*' 
10^ 

- 3 

3 

yd 

mm 

10-^ 
10--* 
1 
10 
10^ 
10^ 
10** 

0,02778 
0,33333 
1 
1760 
2025,4 
1,094 • 
1,0936 
1093,6 

10-^ 

cm 

10-"̂  
10"^ 
10-^ 
1 
10 
10^ 
10̂  

mile 

-
-
-
1 
1,1508 
_ 
-
0,62137 

dm 

io-« 
10-^ 
10-^ 
10-^ 
1 
10 
10* 

n mile 

-
-
-
0,86898 
1 
_ 
-
0,53996 

mm 

m 

10 
10 
10 
10 
10 
1 
10 

25,4 
304,̂  \ 
914,4 
-
-
1 
1000 
10^ 

-9 

-6 

- 3 
- 2 

- 1 

3 

m 
0,0254 
0,3048 
0,9144 
1609,34 
1852 

0,001 
1 
1000 

km 

10-12 
10-9 
10-^ 
10-^ 
10-"^ 
10-3 
1 

km 

-
-
-
1,609 
1,852 
JQ-6 

0,001 
1 

in = inch, ft = foot, y = yard, mile = statute mile, n mile = 

Weitere anglo-amerikanische Einheiten: 
1 jiin (microinch) = 0,0254 nm 
1 mil (milliinch) = 0,0254 mm 
1 link = 201,17 mm 
1 rod = 1 pole = 1 perch = 5,5 yd = 5,0292 m 
1 chain = 22 yd = 20,1168 m 
1 furlong = 220 yd = 201,168 m 
1 fathom = 2 yd = 1,8288 m 

nautical mile 

Astronomische Einheiten: 
ILj (Lichtjahr) = 9,46053 lO^^m 

(von elektromagnetischen Wellen in 1 Jahr 
zuriickgelegte Strecke) 

1AE (astronomische Einheit) = 1,496 • 10̂ ^ m 
(mittlere Entfernung Erde-Sonne) 

1 pc (Parsec, Parallaxensekunde) = 206 265 AE 
= 3,0857-lO^^m 
(Entfernung, von der aus die AE unter 
einem Winkel von 1 Sekunde erscheint) 
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Tabelle C-5. Umrechnung der Fldcheneinheiten. 

Einheit 

lin^ 
Ift^ 
lyd^ 
1 mile^ 

Icm^ 
Idm^ 
Im^ 
l a 
Iha 
Ikm^ 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

in^ 

1 
144 
1296 
-
0,155 
15,5 
1550 
-
-
-

ft̂  

-
1 
9 
-
_ 
0,1076 
10,76 
1076 
-
-

yd^ 

-
0,1111 
1 
-
-
0,01196 
1,196 
119,6 
-
-

mile^ 

-
-
-
1 

-
-
-
-
-
0,3861 

cm^ 

6,4516 
929 
8361 
-
1 
100 
10000 
-
-
-

dm^ 

0,06452 
9,29 
83,61 
-
0,01 
1 
100 
10000 
-
-

m^ 

-
0,0929 
0,8361 
-
-
0,01 
1 
100 
10000 
-

a 

-
-
-
-
-
-
0,01 
1 
100 
10000 

ha 

-
-
-
259 

-
-
-
0,01 
1 
100 

km^ 

-
-
-
2,59 

-
-
-
-
0,01 
1 

* = square inch (sq in), yd^ = square yard (sq yd), ft̂  = square foot (sq ft), mile^ = square mile (sq mile) 

Weitere anglo-amerikanische Einheiten: 

1 miF (square mil) = 10"^ in^ = 0,0006452 mm^ 

1 cirmil (circular mil) = ^ miP = 0,0005067 mm^ 

(Kreisflache mit Durchmesser 1 mil) 

1 cir in (circular inch) = ^ in^ = 5,067 cm^ 
(Kreisflache mit Durchmesser 1 in) 

1 line^ (square line) = 0,01 in^ = 6,452 mm^ 
1 rod^ (square rod) = 1 pole^ (square pole) = 1 perch^ 

(square perch) = 25,29 m^ 
1 chain^ (square chain) = 16 rod^ = 404,684 m^ 
1 rood = 40 rod2 = 1011,71 m^ 
1 acre = 4840 yd^ = 4046,86 m^ = 40,4686 a 
1 section (US) = 1 mile^ = 2,59 km^ 
1 township (US) = 36 mile^ = 93,24 km^ 

Papierformate: (DIN 476) 
MaBe in mm 
AO 841 X1189 
Al 594x841 
A2 420 X 594 
A3 297x420 
A4 210 X 297 
A5 148 X 210 
A6 105 X 148 
AT 74x105 
A8 52x74 
A9 37x52 
AlO 26 X 37 
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Tabelle C-6. Umrechnung der Volumeneinheiten. 

Einheit yd^ gal(GB) gal (US) cm^ dm^ (1) m^ 

lin^ 
Ift^ 
lyd^ 
Igal(GB) = 
1 gal (US) = 

1 
1728 
46656 
277,42 
231 

-
1 
27 
0,16054 
0,13368 

-
0,03704 
1 
-
-

-
6,229 
168,18 
1 
0,83267 

" 
7,481 
201,97 
1,20095 
1 

16,3871 

-
-
4546,09 
3785,41 

0,01639 
28,3168 
764,555 
4,54609 
3,78541 

-
0,02832 
0,76456 

-
-

1 cm-* 
Idm^ 
Im^ 

(1) = 
0,06102 
61,0236 
61023,6 

0,03531 
35,315 

0,00131 
1,30795 

0,21997 
219,969 

0,26417 
264,172 

1 
1000 
10^ 

0,001 
1 
1000 

0,001 
1 

in^ = cubic inch (cu in), yd^ = cubic yard (cu yd), ft̂  = cubic foot (cu ft), gal = gallon 

Weitere Volumeneinheiten 
Schiffsvolumen 
lRT(Registerton) = 100ft^ 

= 2,832 m^ BRT (Brutto-RT) 
= gesamter Schiffsinnenraum, 
Netto-Registerton = Laderaum eines Schiffes. 

BRZ = (Bruttoraumzahl) = gesamter 
Schiffsraum (AuBenhaut) in m^. 

1 ocean ton = 40 ft̂  = 1,1327 m l 

Grofihritannien (GB) 
1 min (minim) = 0,059194 cm^ 
1 fluid drachm = 60 min = 3,5516 cm^ 
1 floz (fluid ounce) = 8 fl drachm = 0,028413 1 
lgi l l= 5 floz = 0,142071 
1 pt (pint) = 4 gills = 0,568261 
1 qt (quart) = 2 pt = 1,136521 
1 gal (gallon) = 4qt = 4,54611 
1 bbl (barrel) = 36 gal = 163,61 
fiir Trockengiiter: 
1 pk (peck) = 2 gal = 9,0922 1 
1 bu (bushel) = 8 gal = 36,3691 
1 qr (quarter) = 8 bu = 290,95 1 

Vereinigte Staaten (US) 
1 min (minim) = 0,061612 cm^ 
1 fluid dram = 60 min = 3,6967 cm^ 
1 fl oz (fluid ounce) = 8 fl dram 

= 0,029574 1 
1 gill = 4 floz = 0,118291 
1 liq pt (Hquid pint) = 4 gills = 0,47318 1 
1 liq quart = 2 liq pt = 0,94635 1 
1 gal (Gallon) = 231 in^ = 4 Hq quarts 

= 3,78541 
1 Hq bbl (hquid barrel) = 119,241 
1 barrel petroleum = 42 gal = 158,99 1 
fur Trockengiiter: 
1 dry pint = 0,55061 dm^ 
1 dry quart = 2 dry pints = 1,1012 dm^ 
1 peck = 8 dry quarts = 8,8098 dm^ 
1 bushel = 4 pecks = 35,239 dm^ 
1 dry bbl (dry barrel) = 7056 in^ 

= 115,63 dm^ 

Tabelle C-7. Umrechnung der Krafteinheiten. 

Einheit Ibf 

1 N (Newton) = 1 
1 Ibf (pound-force) = 4,44822 

0,224809 
1 
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Tabelle C-8. Umrechnung der Druckeinheiten. 

Einheit 

lPa = lN/m2 = 
1 |ibar = 
1 hPa = 1 mbar = 
Ibar 
1 N/mm^ 

Pa 

1 
0,1 
100 
10̂  
10^ 

|ibar 

10 
1 
1000 
10^ 
10^ 

Anglo-amerikanische Einheiten 
1 Ibf/in^ 
1 Ibf/ft̂  
1 tonf/in^ 

6894,76 
47,8803 
-

68948 
478,8 
-

hPa 

0,01 
0,001 
1 
1000 
10000 

68,948 
0,4788 
-

bar 

10- ' 
10-^ 
0,001 
1 
10 

0,0689 
-
154,443 

N/mm^ 

10"^ 
10-^ 
0,0001 
0,1 
1 

0,00689 
-
15,4443 

at 

_ 
-
-
1,0197 
10,197 

0,07031 
-
157,488 

Ibf/in^ 

-
-
0,0145 
14,5037 
145,037 

1 
-
2240 

Ibf/ft̂  

-
-
2,0886 
2088,6 
20886 

144 
1 
-

tonf/in^ 

-
-
-
-
0,06475 

-
-
1 

Ibf/in^ = pound-force per square inch (psi), Ibf/ft̂  = pound-force per square foot (psf), tonf/in^ = ton-force 
(UK) per square inch, 1 pdl/ft^ (poundal per square foot) = 1,48816 Pa, 1 barye = 1 jibar; 1 pz (piece) 
= 1 sn/m^ (sthene/m^) = 10^ Pa. 

Tabelle C-9. Umrechnung der Energieeinheiten. 

Einheit J 

1J = 1 
1 kW • h = 3,6 • 10^ 

Anglo-amerikanische Einheiten 
Ift-lbf = 1,35582 
1 Btu = 1055,06 

kW-h 

277,8 • 10-^ 
1 

376,6-10"^ 
293,1-10-^ 

ft • Ibf 

0,73756 
2,6552 • 10^ 

1 
778,17 

Btu 

947,8-10-^ 
3412,13 

1,285-10-^ 
1 

ft Ibf = foot pound-force, Btu = British thermal unit 
1 in ozf (inch ounce-force) = 0,007062 J 
1 in Ibf (inch pound-force) = 0,112985 J 
1 ft pdl (foot poundal) = 0,04214 J 
1 hph (horsepower hour) = 2,685 • 10^ J = 0,7457 kW • h 
1 thermic (franz.) = 1000 frigories (franz.) = 4,1868 MJ 
1 kg SKE (Steinkohleneinheiten) = 29,3076 MJ = 8,141 kWh 
1 t SKE (Steinkohleneinheiten) = 29,3076 GJ = 8,141 MWh 
lkcal = 4,1868 kJ 

Tabelle C-10. Umrechnung der Leistungseinheiten. 

Einheit W kW hp Btu/s 

IW = 1 
1 kW = 1000 

Anglo-amerikanische Einheiten 
1 hp = 745,70 
1 Btu/s = 1055,06 

0,001 
1 

0,74570 
1,05506 

1,341-10-^ 
1,34102 

1 
1,4149 

947,8-10-^ 
947,8-10-3 

0,70678 
1 

hp = horsepower 
1 ft •lbf/s = 1,35582 W 
1 ch (cheval vapeur) (franz.) = 0,7355 kW 
1 poncelet (franz.) = 0,981 kW 
menschliche Dauerleistung « 0,1 kW 
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Tabelle C-ll. Umrechnung der Zeiteinheiten. 

Einheit mm 

1 s (Sekunde) 
1 min (Minute) 
1 h (Stunde) 
1 d (Tag) 

1 
60 
3600 
86400 

0,01667 
1 
60 
1440 

0,2778 • 10" 
0,01667 
1 
24 

11,574-10-^ 
0,6944-10-^ 
0,041667 
1 

1 biirgerliches Jahr = 365 (bzw. 366) Tage = 8760 (8784) Stunden (fiir Zinsberechnungen im Bankwesen 
1 Jahr = 360 Tage) 
1 Sonnenjahr = 365,2422 mittiere Sonnentage = 365 d, 5 h, 48 min, 46 s 
1 Stemenjahr = 365,2564 mittiere Sonnentage 

Tabelle C-12. Umrechnung der Geschwindigkeitseinheiten. 

1 km/h = 0,27778 m/s 
Imile/h =1,60934 km/h 
Ikn(Knoten) =1,852 km/h 
1 ft/min = 0,3048 m/min 

60 . 3600 
X km/h = — mm/km = s/km 

X X 

X s/km 
3600 

km/h 

1 m/s = 3,6 km/h 
Ikm/h = 0,62137 mile/h 
Ikm/h = 0,53996 kn 
1 m/min = 3,28084 ft/min 

., „ 37,2824 . „ 2236,9 ,, 
X mile/h = mm/km = s/km 

Tabelle C-I3. Wichtige Naturkonstanten 

Bezeichnung 

Vakuum-Lichtgeschwindigkeit 

Gravitationskonstante 

Avogadro-Konstante 

Elementarladung 

Ruhemasse des Elektrons 

Ruhemasse des Protons 

Plancksches Wirkungsquantum 

Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante 

elektrische Feldkonstante 

magnetische Feldkonstante 

Faraday-Konstante 

universelle Gaskonstante 

Boltzmann-Konstante 

Stefan-Boltzmann-Konstante 

Symbol 

c 

G 

N, 

e 

Woe 

'Wop 

h 

a 

£o 

Fo 

F 

Rm 

k 

a 

Wert 

m 
2,99792458- l O ^ -

s 
N - m 2 

0,0/4z • lU , -
kg2 

6,0221415- 1023 moH 

1,60217653- l O ' ^ A - s 

9,1093826 • 10-31 kg 

1,67262171 • 10-27 kg 

6,6260693- l O - ^ ^ J s 

7,297352568 • lO^ 

8,854187817- lO-*^-
V • m 

V - s 
47T- 10-^-

A • m 
A • s 

9,648533383- 10^ 
mol 

J 
»,J 144/2 

mol - K J 
1,3806505- 10-23-

W 
5,670400- 1 0 - 8 — — ; -

m2 • K'* 

relative 
Unsicherheit 

0 

1,0- 10^ 

1,7- 10-^ 

8,5 - 10-8 

1,7 - 10-^ 

1,7- 10-^ 

1,7- 10-^ 

3,3- 10-9 

0 

0 

8,6 - 10-« 

1,7 - 10^ 

1,8- 10^ 

7- 10^ 



D Kinematik 

In der Kinematik wird die Bewegung materiel-
ler Korper und Systeme untersucht, ohne die 
verursachenden Krafte zu betrachten. In die-
sem Abschnitt wird lediglich die Kinematik 
des Punktes behandelt. Auf die Besonderhei-
ten der Kinematik starrer Korper wird im 
Abschnitt E.7 eingegangen. 

D.l Eindimensionale Kinematik 

Bei gefuhrter Bewegung langs einer vorgege-
benen Bahn, z. B. Gerade, Kreis, Achterbahn, 
hat ein Punkt nur einen Freiheitsgrad. Zur Be-
schreibung des Ortes des Punktes genugt eine 
Koordinate. 

D.1.1 Geschwindigkeit 

Der Zusammenhang zwischen der Geschwin­
digkeit eines Punktes und dem langs der Bahn 
vom Anfangspunkt A aus gemessenen Weg 
geht aus der Ubersicht D-1 hervor. Bei Kreis-
bewegungen ist es sinnvoll, die Lage eines 
Punktes durch einen Winkel zu beschreiben 
und anstatt der Bahngeschwindigkeit die Win-
kelgeschwindigkeit zu benutzen. 

0,0 1.0 2,0 s 3,0 
Zeit t 

D.1.2 Beschleunigung 

Eine beschleunigte Bewegung liegt vor, wenn 
die Geschwindigkeit nicht konstant ist 
(Ubersicht D-2). 

D.l.3 Kinematische Diagramme 

In einer Darstellung der Betrage des Weges 
(Winkels), der Geschwindigkeit (Winkelge-
schwindigkeit) und der Beschleunigung (Win-
kelbeschleunigung) iiber der Zeit (Bild D-1) 
gilt: 

- Die Geschwindigkeit ist die Steigung der 
Kurve im Weg-Zeit-Diagramm, 

-LS*-

Bild D-1. Kinematische Diagramme. 
a) Weg-Zeit-Diagramm, 
h) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm, 
c) Beschleun igung- Zeit-Diagramm. 
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Ubersicht D-1. Geschwindigkeiten. 

Bahngeschwindigkeit Winkelgeschwindigkeit 

mittlere Geschwindigkeit 

s{t + AO - s{t) _ Â  
" ~ {t + ^t)-1 ~ ^t 

Momentangeschwindigkeit 

Â  d5 
V = lim -T- = T" = ^ 

Af̂ o A/ at 

[v] = 1 m/s 

Weg 

^(^i) = '^o+ \v{t)dt 

(D-1) 

(D-3) 

(D-5) 

mittlere Winkelgeschwindigkeit 

_ (p(r + A/) - (p{t) _ A(p 
"" ~ (/ + AO - / ~ A/ 

momentane Winkelgeschwindigkeit 

A(̂  d^ 
oj — hm —— = —^ = (P 

At-o A? d/ 

M = lrad/s = I s -^ 

Winkel 

(pit,) = cpo+ i oj(t)dt 

(D-2) 

(D-4) 

(D-6) 

Verknupfungen fur Kreisbewegung 

(p = sjr (D-7) 

CO = vjr (D-9) 

(y = Inn = 27i/r (D-

5(/i) Weg zur Zeit t^ 
SQ Weg s {IQ) zur Zeit t^ 
n Drehzahl, -frequenz 

^{t,) 

(Po 
T 

Winkel zur Zeit t^ 
Winkel q? (to) zur Zeit t^ 
Periodendauer 
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Ubersicht D-2. Beschleunigungen. 

Verkniipfung fiir Kreisbewegung 
a = ajr 

Bahnbeschleunigung 

mittlere Beschleunigung 

u ( f 4 - A 0 - y ( 0 Ay 
"" ~ {t + ^t)- t ~ A? 

Momentanbeschleunigung 

At? dy d^5 
a= lim -— = — = y = ---^ = 5 

At̂ o A/ d/ d r 

[a] = 1 m/s^ 

Geschwindigkeit 

(D-

(D-

(D-

-10) 

-12) 

-14) 

Winkelbeschleunigung 

mittlere Winkelbeschleunigung 

ft) ( /+ Ar) - w (0 Aco 
" ~ (f + AO - / ~ A; 

momentane Winkelbeschleunigung 

Aft) dft) d̂ «> 
a = lim --— = —- = « = -—^ = (p 

M^o A? d̂  dr 
[a] = lrad/s2 = l s -2 

Winkelgeschwindigkeit 

G;(/I) = Wo + J a(Od/ 

(D-

(D-

(D-

-11) 

-13) 

-15) 

(D-16) 

At; 
M 
v{t,) 
^0 

Geschwindigkeitsanderung 
Zeitspanne 
Geschwindigkeit zur Zeit t^ 
Geschwindigkeit v (to) zur Zeit t^ 

Aw Anderung der Winkelgeschwindigkeit 
co{t^) Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t^ 
(OQ Winkelgeschwindigkeit ^ ( / Q ) zur Zeit tQ 

die Beschleunigung ist die Steigung der 
Kurve im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm, 
der Wegzuwachs ist die Flache unter der 
Kurve im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm, 
der Geschwindigkeitszuwachs ist die Flache 
unter der Kurve im Beschleunigung-Zeit-
Diagramm. 

D.1.4 Spezialfalle 

Die kinematischen Beziehungen fur die Spe­
zialfalle gleichmdfiige Geschwindigkeit sowie 
gleichmdfiige Beschleunigung sind mit den zu-
gehorigen Diagrammen in der Ubersicht D-3 
zusammengestellt. 

Ubersicht D-3. Spezielle Bewegungsformen. 

gleichmafiige Geschwindigkeit ^ = 1̂0 

Beschleunigung 
Geschwindigkeit 

Weg 
Anfangsbedingung: 5 (0) = 0 

« = 0 

5(0) = ^0 5 = t?o/- l -5o 

(D-17) 

(D-18) 

(D-19) 
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Ubersicht D-3 (Fortsetzung) 

gleichmaBige Beschleunigung a = UQ 

Beschleunigung 

Geschwindigkeit 
Anfangsbedingung: i; (0) = 0 v = a^t = -J^a^s 

5(0) = 0 v^ = aotl2 = slt 

Weg 
Anfangsbedingung: t;(0) = 0 

s{0) = 0 

5(0) - 5 o 

(D-20) 

v(0) = VQ v = aQt + VQ = Jvl + 2ao{s-SQ) (D-21) 

^i^) = ^0 V^ = VQ + UQ til = {S- SQ)lt 

(D-22) 

(D-23) 

a 
ao 

V 

Vm 

V 

Vrn 

Vo 

#1, 
t 

x < ^ ^ ^ . 
i 

~~Z^^^^ 

^ 

D.2 Dreidimensionale Kinematik 

D.2.1 Ortsvektor und Bahnkurve 

Bei einer allgemeinen Bewegung hat ein Punkt 
drei Freiheitsgrade. Zur eindeutigen Lagebe- Oer Vektor v der Geschwindigkeit liegt stets 
schreibung sind drei Koordinaten erforder- tangential zur Bahnkurve. 
Hch. Dies sind die Komponenten des Ortsvek-
tors r, der in kartesischen Koordinaten lautet: 1st t̂an der Einheitsvektor in Richtung der Tan-

gente an die Bahnkurve, dann gilt 

(D-26) 

D.2.2 Geschwindigkeitsvektor 

Der Vektor v der Geschwindigkeit ergibt sich 
durch Differentiation des Ortsvektors r{t) 
nach der Zeit. 

V = \v\ = dsjdt ist der Betrag der Geschwin­
digkeit. 
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D.2.3 Beschleunigungsvektor 

Der Vektor a der Beschleunigung ist als Ablei-
tung des Geschwindigkeitsvektors v nach der 
Zeit t defmiert: 

dr 
a = — = v = 

dt 

AA 
"0 = 

\v,/ 

/ x \ 

=U)-
\z/ 

(D-27) 

Bahn des Korpers 

^tan 

BildD-2. Tangential- und Normalkomponente des 
Beschleunigungsvektor s. 

Im allgemeinen steht der Beschleunigungsvek­
tor a schief zur Bahnkurve und kann in zwei 
Komponenten zerlegt werden (Bild D-2): 

a = 

«tan 

dv 
~d7̂ *̂ " und 

mit 

^norm 

v^ 
~ R 

(D-
P 
*'norm > 

-28) 

« t a n 

"norm 

P P 
*^tan 5 *^norm 

V 

R 

Tangentialkomponente 
der Beschleunigung, 
Normalkomponente 
der Beschleunigung, 
Einheitsvektoren tangential und 
normal zur Bahnkurve, 
Momentangeschwindigkeit, 
Kriimmungsradius 
der Bahnkurve. 
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D.2.4 Kreisbewegungen 

Bei Kreisbewegungen weist die Normalbe-
schleunigung stets zum Kreismittelpunkt und 
wird als Zentripetalbeschleunigung a^^ bezeich-
net: 

a = v^jr = rw^ = (Dv; (D-29) 

V Bahngeschwindigkeit, 
w Winkelgeschwindigkeit, 
r Kreisradius. 

D.2.5 Wurfbewegungen 

Beim Wurf im Schwerefeld der Erde (tJber-
sicht D-5) gilt unter Vernachlassigung des 
Luftwiderstands fiir die Beschleunigung 

(D-33) 

gf = 9,81 m/s^ Erdbeschleunigung. 

Die Ubersicht D-4 enthalt die vektorielle Be-
schreibung der Winkelgeschwindigkeit und 
-beschleunigung. 

Durch zweimalige Integration in x- und y-
Richtung ergeben sich der Geschwindigkeits-
vektor v und der Ortsvektor r sowie die Bahn-
kurve. 

Ubersicht D-4. Vektoren der Kreisbewegung. 

perspektivische Darstellung ebene Darstellung 

Verkniipfungen 

a,3„ = <xx r 

(D~30) 
(D-32) 

a^„ = CO X V = —wr (D-31) 

Geschwindigkeit 
Winkelgeschwindigkeit 
Ortsvektor 
Zentripetalbeschleunigung 
Tangentialbeschleunigung 
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E Dynamik 

Die Dynamik untersucht die Ursachen fur die 
Bewegung eines Korpers. Dieser hat eine 
Masse und eine geometrische Ausdehnung, 
d.h. ein Volumen. Bei der Modellvorstellung 
des materiellen Punktes ist die Masse des Kor­
pers in einem Punkt ohne raumliche Ausdeh­
nung vereinigt, der nicht rotieren und sich ver-
formen kann und somit eine mathematisch 
einfachere Beschreibung seiner Reaktionen 
auf Einwirkungen von auBen erlaubt. Wie 
materielle Punkte lassen sich Korper behan-
deln, deren Volumen klein ist im Vergleich zu 
den Dimensionen (Abmessungen, Abstande), 
in denen er sich bewegt. Aus materiellen Punk-
ten bauen sich im allgemeinen Systeme mate-
rieller Punkte auf; sind die Abstande der mate­
riellen Punkte in Systemen konstant, dann 
werden diese Korper als starve Korper be-
zeichnet. 

E.l Grundgesetze der klassischen 
Mechanik 

E.l.l Die Newtonschen Axiome 

Die von I. NEWTON im Jahre 1687 veroffent-
lichten Grundprinzipien der Dynamik sind 

in Tabelle E-1 zusammengestellt. Als Grund­
gesetze der klassischen Mechanik beschreiben 
sie die dynamischen Vorgange exakt; sie ver-
sagen, wenn die Geschwindigkeiten nicht 
mehr erheblich kleiner als die Lichtgeschwin-
digkeit sind (Relativitatstheorie) oder bei 
Wechselwirkungen in der mikroskopischen 
Welt (Quantentheorie). 

Dichte Q 

Die Masse m und das Volumen V der Korper 
sind liber eine materialspezifische GroBe, die 
Dichte Q, defmiert: 

Die Dichte fester, fliissiger oder gasformiger 
Korper (Tabelle E-2) ist mehr oder minder 
stark temperatur- und druckabhangig. Bei 
Gasen ist die Dichte im Vergleich zu Fest-
korpern und Fliissigkeiten etwa tausendmal 
kleiner und andert sich besonders stark mit 
der Temperatur und dem Gasdruck. 

Die mittlere Dichte Q^ von Korpern mit einem 
Gesamtvolumen K, das sich aus unterschied-
lichen Materialien zusammensetzt, wie z. B. 

Tabelle E-L Die Newtonschen Axiome. 

Newtonsche Axiome Formulierung Beziehung 

1. Axiom 
Tragheitsgesetz 

2. Axiom 
Aktionsgesetz 
Grundgesetz 
der Mechanik 

3. Axiom 
Wechselwirkungsgesetz 
actio = reactio 

Jeder Korper behalt seine Geschwindigkeit nach Betrag 
und Richtung so lange bei, wie er nicht durch auBere Krafte 
gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu andern. 

Die zeitliche Anderung der BewegungsgroBe des Schwer-
punktes, des Impulses p = mv, ist gleich der resultierenden 
Kraft F. Um eine konstante Masse zu beschleunigen, ist eine 
Kraft F erforderlich, die gleich dem Produkt aus Masse m 
und Beschleunigug a des Schwerpunktes ist. 

Wirkt ein Korper 1 auf einen Korper 2 mit der Kraft F^2^ 
so wirkt der Korper 2 auf den Korper 1 mit der Kraft /^^; 
beide Krafte haben den gleichen Betrag, aber entgegen-
gesetzte Richtungen. 

(mv) 

allgemein: 

speziell: 

F = ma 

M2 — ""^21 
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Tabelle E-2. Dichten von Materialien in kg/m^ 

Festkorper 

Platin 
Gold 
Blei 
Kupfer 
Messing 
Stahl 
Eisen 
Marmor 
Glas 
Normalbeton 
PVC-Kunststoff 
Eis 
Fichtenholz 

21400 
19290 
11340 
8930 

%8 500 
^ 7 800 
^ 7 500 
^2700 
^ 2 500 
;^2400 

1400 
920 

^ 700 

Fliissigkeiten 

Quecksilber 
Schwefelsaure 
Glycerin 

bei Normaldruck. 

Schweres Wasser D2O 
Wasser H2O 

Petroleum 

0°C 
4°C 

20 °C 
60 °C 

100 °C 
20 °C 

Alkohol(100%)20°C 
Kfz-Benzin 
Leichtbenzin 

13 546 
1834 
1260 
1105 

999,84 
999,97 
998,21 
983,21 
958,35 
810 
790 
780 
700 

Gase(0°C) 

Xenon 
Chlor 
CO2 
Sauerstoff 
Stickstoff 
Luft 0°C 

-100°C 
+ 100°C 

+ 1000°C 
Ammoniak 
Methan 
Helium 
Wasserstoff 

5,90 
3,21 
1,98 
1,43 
1,25 
1,29 
2,04 
0,95 
0,28 
0,77 
0,72 
0,18 
0,09 

bei Lochsteinen oder Verbundwerkstoffen, er-
rechnet sich folgendermaBen: 

^m 
^1 V, + P.F. 

V 

+ ... 
' (E--2) 

V 

Kraft 

Dichte der Korperanteile, 
Teilvolumina der Korperanteile, 
Gesamtvolumen des Korpers 

Das zweite Newtonsche Axiom defmiert die 
Kraft Fsils Ursache einer Bewegungsanderung 
und stellt den Zusammenhang zwischen der 
BewegungsgroBe eines Korpers, also dessen 
Impuls, und der Einwirkung von Krdften als 
Ursache der Bewegungsanderung her: 

F = 
d du 

m—--\-
dt 

dm 

(E--3) 

F Kraft auf den Korper, 
p Impuls des Korpers {p = m v), 
V Momentangeschwindigkeit des Korpers, 
m Masse des Korpers. 

Bleiben die Massen bei den dynamischen Vor-
gangen konstant (dm/dt = 0), dann folgt 
aus dem zweiten Newtonschen Axiom das 
Newtonsche Grundgesetz der Mechanik: 

F =z m—- = ma; 
dt 

(E-4) 

a Beschleunigung des Korpers. 

Die Kraft F ist eine vektorielle GroBe, deren 
Richtung parallel zur Beschleunigung a und 
deren Betrag F = ma ist. Die Einheit fiir die 
Kraft ist [F] = 1 N (Newton) = 1 kg • m/s^. 

Fur die Addition von Kraften und die Zer-
legung einer Kraft in verschiedene Kraftrich-
tungen gelten die Regeln der Vektorrechnung 
(Tabelle E-3). 

Krdftegleichgewich t 

Das dritte Newtonsche Axiom beschreibt die 
Wechselwirkungen zwischen Korpern iiber 
Krafte und sagt aus, daB es eine einzelne iso-
lierte Kraft nicht gibt. Wird eine Systemgrenze 
vorgegeben, dann kann zwischen dufieren 
Krdften, die von einem Korper auBerhalb 
der Systemgrenzen herriihren, und inneren 
Krdften, die nur innerhalb des Systems wirken, 
unterschieden und die Beschreibung dynami-
scher Vorgange wesentlich vereinfacht werden 
(AbschnittE.4.1). 

Ist die nach dem Newtonschen Aktionsprinzip 
resultierende Kraft auf den Korper null, dann 
ist auch nach Gl. (E-4) die Beschleunigung 
des Korpers a = 0 und er verharrt in seinem 
Bewegungszustand; war er also vorher in 
Ruhe, dann bleibt er in Ruhe. Dies ist 
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Tabelle E-3. 

F=F,+F, 

Krafte-
addition; 
gegeben 
F„F,,^,^ 

Krafte-
zerlegung; 
gegeben 
F, y , oi, P 
Oder 
F,y.F,,F, 

Kraftediagramm und Kraftzerlegung. 

Krafteparallelogramm 

y 

L /A 
p ^ y ' T i l ^ 

a X 

Krafte 

i^ = Fj cos a + F2 cos p 

i^ = Fj sin a + F2 sin /S 

F=^Fi^F^ 

F = jFl + Fl + 2Fi F̂  cos (/?-a) 

s in(^-y) 
' s i n (^ -a ) 

sin() '-a) 
^ sin(i9-a) 

Richtungswinkel 

F sin a + F, sin j? 
y = arctan -^ ;f r 

Fy cos a + iF2 cos p 

F'-^Fl-Fl 
a = y -arccos ^^ 

F^ + Fi-Ff 
j8 = y + arccos -—-; 

IFF^ 

die Bedingung des statischen Krdftegleich-
gewichts: 

N 

I.F,--
t = l 

-F, + f2 + • • . = 0. (E--5) 

E.l.2 Wechselwirkungskrafte der Mechanik 

Schwer- oder Gewichtskraft FQ 

Auf der Erdoberflache fallen im freien Fall 
alie Korper konstanter Masse mit der kon-
stanten Fallbeschleunigung g, wenn andere 
Wechselwirkungen, z. B. die Luftreibung, ver-
nachlassigbar sind. Die Ursache dieser gleich-
maBig beschleunigten Fallbewegung ist die 
Schwer- oder Gewichtskraft FQ auf die Masse 
m des Korpers: 

F^ = mg\ (E-6) 

g Fallbeschleunigung auf der Erdoberflache 
(in Paris: g'= 9,81 m/s^). 

Die Schwerkraft ist, wie die Fallbeschleuni­
gung, zum Erdmittelpunkt hin gerichtet. Ur­
sache der Schwerkraft ist die Gravitations-
kraft zwischen der Erd- und der Korpermasse 
(Abschnitt F). 

Hangabtriebskraft F^ 
Die Schwerkraft fuhrt, wie Bild E-1 zeigt, bei 
Korpern auf einer schiefen Ebene zu einer 

Bild E-1. Krafte auf schiefer Ebene mit Neigungs-
winkel e. 

hangabwarts, parallel zur schiefen Ebene 
gerichteten gleichmaBig beschleunigenden 
Kraft, der Hangabtriebskraft F^, mit dem 
Betrag 

(E-7) 

e Neigungswinkel der schiefen Ebene. 

Senkrecht zur schiefen Ebene entsteht durch 
die Gewichtskraft die Normalkraft F^ mit dem 
Betrag 

: m g cos £. (E-8) 

Zentripetalkraft F^^ 

Nach dem Newtonschen Grundgesetz ist die 
Kraft, die einen Korper bei der gleichformigen 
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Kreisbewegung (Abschnitt D.2.4) auf 
Kreisbahn halt, die Zentripetalkraft F : 

der 

F,„ = m a^„ = -mcD r; (E-9) 

m Masse des Korpers, 
â p Zentripetalbeschleunigung nach 

Gl. (D-29), 
CO Winkelgeschwindigkeit des Korpers auf 

der Kreisbahn, 
r Radiusvektor (Ortsvektor) der Kreis­

bahn. 

Die Zentripetalkraft ist antiparallel zum 
Radiusvektor r, d.h. zum Mittelpunkt der 
Kreisbahn hin gerichtet. 

Elastische oder Federkraft F̂ j 

Krafte verursachen nicht nur beschleunigte 
Bewegungen (dynamische Kraftwirkung), 
sondern andern auch die geometrische Form 
von Korpern (Deformationswirkung). Umge-
kehrt iiben daher deformierte Korper Krafte 
aus, die elastischen oder Federkrdfte F ĵ. Nach 
dem dritten Newtonschen Axiom sind die 
elastischen Krafte F^^ entgegengesetzt gleich 
der von auBen wirkenden deformierenden 
Kraft F,. 

Alle Festkorper zeigen innerhalb maximaler 
Deformationsgrenzen ein elastisches Verhalten 
(Abschnitt G). Nach dem Hookeschen Gesetz 

F. = 0 

:lMMAWvV -

hartere Feder 

weichere Feder 

Langenanderung (Auslenkung) s 

BildE-2. Elastische Deformation, a) dufiere Kraft F^ 
und elastische Riickstellkraft F^^; b) Federkostante c. 

ist die Langenanderung s (Bild E-2) der elasti­
schen Deformation ein Mafi fiir die elastische 
Kraft F,,: 

(E-10) 

s Langenanderung des elastischen Korpers 

c RichtgroBe oder Federkonstante. 

Tabelle E-4 zeigt die resultierende Federkon-
stante c^^^ fur gekoppelte Federn. 

Tabelle E-4. Resultierende Federkonstante. 

Federkopplung Resultierende Federkonstante 

Parallelkopplung 
/////, 

Serienkopplung 

I ^/m—wuv—vbw—..•-
^1 ^ 2 

Zwischenkopplung 

f-^m—ii4-H]-^m—vn^—I 

= Cj + C2 + C3 + . . . 

1 1 1 
— + — + — +. 

1 1 1 1 

(E-11) 

(E-12) 

(E-13) 
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Tabelle E-5. Reibungskrdfte. 

Reibungskraft 

Ansatz 

Proportional! tats-
faktor 

Spezialfalle 

auBere Reibung 
Festkorperreibung 
(Newtonsche Reibung) 

F^ = ^F^ (E-14) 

/i: Reibungszahl 
/I ist unabhangig von der 
Kontaktflache zwischen 
Korper und Unterlage; 
hangt ab von der Kontakt-
geometrie und den 
Materialien von Korper 
und Unterlage. 

/IR Rollreibung 
^Q Gleitreibung 
Ĥ Haftreibung 

innere Reibung 
Fliissigkeitsreibung 
(Stokessche Reibung) 

. _- ZZ— ^ZZH 

^'^~S:rT=2^^^^^''^ 
• ^ 

F^ = bv (E-15) 

b: Zahigkeitskoeffizient 
b hangt von der Form des 
Korpers und der Viskositat 
f] der Flussigkeit ab. Es 
wird laminare Stromung 
vorausgesetzt. 

b = 671 ^/r 

laminare Umstromung 
einer Kugel vom Radius r 
in einem Medium mit der 
Zahigkeit r\ 

turbulente Reibung 
Luftreibung 
(Coulombsche Reibung) 

—"ZZ-̂  ' ^ ^ 1 7 ~~~̂--

r::r\ii^ 
z:^^J 9̂0 

F^ = dv^ (E-16) 

d Luftreibungskoeffizient 
<i hangt von der Anstrom-
flache und der Ober-
flachenbeschaffenheit des 
Korpers sowie von der 
Dichte und Art des stro-
menden Mediums ab. 

d = lcy,QA 
Korper mit Anstrom-
flache A und dem 
Widerstandsbeiwert c^ 
im Medium der Dichte Q 

Reibungskraft F^ 

Durch Reibung an der Unterlage (Festkorper­
reibung), an der Grenzschicht zur umgeben-
den Flussigkeit (Fliissigkeitsreibung) oder dem 
umgebenden Gas (Luftreibung) wird die Bewe-
gung von Korpern verlangsamt. Die Ursache 
der Bewegungsanderung ist die Reibungskraft 
Z^; sie ist der Richtung der Momentange-
schwindigkeit v des Korpers stets entgegen-
gerichtet: FR U ^' Der Betrag von FR setzt sich 
je nach Situation in unterschiedlicher Weise 
aus den drei Grenzfallen in Tabelle E-5 zusam-

Die Festkorperreibung hangt von der Ober-
flachenbeschaffenheit der beiden reibenden 
Korper ab. Die Haft- und Gleitreibungszahlen 
unterscheiden sich stark (Tabelle E-6). Bei 
niedrigen Geschwindigkeiten ist auch die 
Rollreibung noch naherungsweise proportio­
nal zur Normalkraft des Rades auf die Unter­
lage. In diesem Fall laBt sich die Rollreibungs-
zahl R̂ definieren; sie ist abhangig vom 

Tabelle E-6. 
zahlen. 

Haft-, Gleit- und Rollreibungs-

Stoffpaar 

Stahl auf 
Stahl 

Stahl auf 
Holz 

Stahl auf 
Eis 

Holz auf 
Holz 

Holz auf 
Leder 

Gummi auf 
Asphalt 

Gummi auf 
Beton 

Gummi auf 
Eis 

/^H 

0,15 

0,5 bis 0,6 

0,027 

0,65 

0,47 

0,9 

0,65 

0,2 

ÂG 

0,12 

0,2 bis 0,5 

0,014 

0,2 bis 0,4 

0,27 

0,85 

0,5 

0,15 

/^R 

0,002 

0,02 bis 0,05 
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Radius R der aufeinander abrollenden Kor-
per. Beispielsweise gilt fiir das Abrollen von 
Kugeln auf einer ebenen Unterlage /XR = f/R, 
wobei der Faktor/vom Material und von der 
Oberflachenbeschaffenheit abhangt. So gilt 
fiir Stahlkugeln auf einer ebenen Kunststoff-
unterlage/= 0,0013 cm. In Tabelle E-6 sind 
die Werte von fx^ fiir Eisenbahn- und Auto-
rader angegeben. 

Nur Bewegungen mit Festkorperreibung ver-
laufen gleichmaBig beschleunigt oder verzo-
gert; bei den anderen Reibungsarten sind die 
Bewegungsgesetze kompliziert. 

E.2 Dynamik in bewegten 
Bezugssystemen 

E.2.1 Geradlinig bewegtes Bezugssystem 

Fiir den Fall geradlinig gleichmaBig gegenein-
ander beschleunigter Bezugssysteme sind im 
Bild E-3 die Vektoren fiir die Beschreibung der 
Bahnkurve eines Punktes P aufgezeichnet und 
die Transformationsgleichungen fiir die Orts-, 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvek-
toren angegeben, welche sich zwischen dem 

ruhenden System S (x, y, z) und dem sich ge-
geniiber S mit der Beschleunigung as bewegen-
den Bezugssystem S' (x\ y\ z') ergeben. Dabei 
ist die fiir Geschwindigkeiten klein gegeniiber 
der Lichtgeschwindigkeit zulassige Transfor-
mationsbedingung einer absoluten Zeit, also 
einer von den Koordinatensystemen unabhan-
gigen Zeitkoordinate t = t\ angewandt wor-
den {Galilei-Transformation); der Fall hoher 
Relativgeschwindigkeiten wird in Abschnitt U 
(Relativitatstheorie) beschrieben. 

Trdgheitskraft /J 

Wird in jedem der beiden Bezugssysteme S 
und S' die gemessene Beschleunigung auf 
die Wirkung einer beschleunigenden Kraft 
zuriickgefiihrt, so ergibt sich im ruhenden 
System S die Kraft F = ma, und in S' die 
Kraft F' = ma' = ma — ma^. Die Differenz 
ist die nur im bewegten Bezugssystem als 
Scheinkraft auftretende Tragheitskraft F^\ 

/ ; = - m a s ; (E-17) 

as Beschleunigung des bewegten Koordina-
tensystems S' in bezug auf das ruhende 
Systems: a^\iF,. 

ruhendes 
Bezugssystem S 

gleichmaBig 
beschleunigtes 
Bezugssystem S' 

Koordinaten-
Systeme 

Ortsvektoren 

Geschwindigkeitsvektoren v= v'+ v^ = v'+a^t: v'= V- Ve= v-aJ 

Beschleunigungsvektoren a^a' + a^; a'=a-a^ 

Bild E-3. Galilei-Transformation in gleichmdfiig gegeneinander beschleunigten Bezugssystemen. 
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Die Tragheitskraft wirkt im beschleunigten 
Bezugssystem auf alle Massen. Durch Mes-
sung der Tragheitskraft auf einen Korper im 
beschleunigten Bezugssystem S' laBt sich so-
mit as bestimmen. 

Prinzip von D'ALEMBERT 

Nach dem Prinzip von D'ALEMBERT (1717 bis 
1783) ist in einem, geradhnig gleichmaBig 
beschleunigten Bezugssystem die Tragheits­
kraft /; zu der resultierenden Kraft F^^^ aus den 
Wechselwirkungskraften vektoriell zu addie-
ren. Demnach ist in bewegten Bezugssystemen 
S' ein Korper im Gleichgewicht (a' = 0), wenn 
das dynamische Krdftegleichgewicht erfiillt ist: 

r̂es + ^ t= Z ^ - ' ^ « S = 0; (E-18) 

fls Beschleunigung des bewegten Bezugs-
systems, 

F^ Wechselwirkungskrafte auf den Korper 
mit der Masse m im bewegten Bezugs­
system. 

£.2.2 Gleichformig rotierende Bezugssysteme 

In rotierenden Bezugssystemen treten wegen 
der beschleunigten Bewegung ebenfalls 
Scheinkrafte auf, die nur der mitbewegte 
Beobachter wahrnimmt. Zum einen verspurt 
der bewegte Beobachter eine Kraft, die ihn 
von der Drehachse wegtreibt, die Zentrifugal-
kraft; zum anderen eine weitere, bei alien 
nicht mit der Drehachse von S' iibereinstim-
menden Geschwindigkeitsrichtungen im be­
wegten System S' wirkende abtreibende Kraft, 
die Coriolis-Kraft. 

Es besteht der Zusammenhang: 

V — (oxr: (E-19) 

V Geschwindigkeit im ruhenden Koordina-
tensystem S, 

v' Geschwindigkeit im bewegten Koordina-
tensystem S', 

(o Winkelgeschwindigkeit des um die z-
Achse rotierenden Koordinatensystems S'. 

Fiir die Beschleunigung a' = d' r'/df im rotie­
renden Bezugssystem S' ergibt sich aus Gl. 
(E-19) folgende Verkniipfung: 

a — Im X v' — m X {m X r)', (E-20) 

a' = d'v'jdt Beschleunigung im rotierenden 
Bezugssystem, 

a = dvjdt Beschleunigung im ruhenden 
Bezugssystem. 

Ist R die Komponente des Ortsvektors r, die 
senkrecht zur Winkelgeschwindigkeit m steht, 
dann geht Gl. (E-20) uber in 

-2v' X CO -m^R, (E-21) 

Coriolis- Zentripetal-
Beschleunigung Beschleunigung 

a' Beschleunigung im rotierenden Koordi-
natensystem, 

a Beschleunigung im ruhenden Koordi-
natensystem, 

o) Winkelgeschwindigkeit des rotierenden 
Koordinatensystems, 

v' Bahngeschwindigkeit im rotierenden Ko-
ordinatensystem, 

R Abstand des Korpers von der Drehachse. 

Im rotierenden Bezugssystem wirken also zwei 
weitere Beschleunigungen, die vom Stand-
punkt des ruhenden Beobachters aus fiir be­
wegte Bezugssysteme Scheinkrafte sind. 

Zentrifugalkraft F^f 

Im gleichformig rotierenden Bezugssystem 
tritt eine Tragheitskraft auf, die Zentrifugal­
kraft /̂ f. Sie ist senkrecht zur Drehachsen-
richtung und entgegengesetzt der Zentripetal-
kraft /̂ p radial nach auBen gerichtet. 

F̂ f = +mco^r; (E-22) 

m Masse des Korpers, 
I* Ortsvektor des Korpers auf der Kreis-

bahn, 
(o Winkelgeschwindigkeit der Drehbewe-

gung. 

Die Betrage von Zentrifugal- und Zentripetal-
kraft sind gleich, die Richtungen jedoch entge­
gengesetzt:/^f ti F^P . 
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Coriolis-Kraft F^ 

Verlauft in einem rotierenden Bezugssystem 
der vom mitbewegten Beobachter gemessene 
Geschwindigkeitsvektor nicht parallel zur 
Drehachse, dann erfahrt der bewegte Korper 
der Masse m eine weitere Tragheitskraft, die 
Coriolis-Kraft F^. 

F^= •\-2m{v' X (o)\ (E-23) 

m Masse des Korpers, 
v' Bahngeschwindigkeit des Korpers im be-

wegten System S', 
m Winkelgeschwindigkeit des bewegten Be-

zugssystems um die Drehachse. 

Die Coriolis-Kraft hat den Betrag F^ = 
2mv' CD sin {v\ o)) und ist senkrecht zur Dreh-
achsenrichtung o) und senkrecht zur Ge-
schwindigkeit v' gerichtet. 

E.3 Arbeit, Leistung und Energie 

E.3.1 Arbeit W 

Wirkt eine Kraft F auf einen Korper und ver-
schiebt ihn dabei um ein Wegelement As, so ist 
durch die Wirkung dieser Kraft der Zustand 
des Korpers verandert worden; die Kraft hat 
an dem Korper Arbeit verrichtet. Die mechani-
sche Arbeit dPF auf dem Weg d^ ist durch das 
Skalarprodukt zwischen der Kraft F und dem 
Wegelement ds defmiert (Bild E-4): 

dH^=F-d5 = |F| |ds|cos(F,ds); (E-24) 

Ist der Weg von s^ nach 2̂ gekriimmt oder die 
Kraft F(r,t) nicht konstant, dann ergibt sich 
die Arbeit aus der Integration der Einzelbei-
trage d W auf dem Wegelement d*: 

W,2 
S2 

SI 

S2 

SI 

d*. (E--25) 

W^2 mechanische Arbeit fiir die Verschie-
bung des Korpers vom Wegpunkt s ̂  
nach dem Wegpunkt Sj, 

Bild E-4. Zur Definition der Arbeit. 

Eine Kraft F, die senkrecht auf das Weg­
element ds wirkt, verrichtet keine Arbeit, d W 
ist null. 

In Tabelle E-7 ist die Arbeit W^2 zusammen-
gestellt, welche gegen die im erdnahen 
Gravitationsfeld naherungsweise konstante 
Schwerkraft FQ und die von ihr verursachte 
Hangabtriebskraft F^ sowie die auf dem 
Verschiebungsweg konstante Festkorper-Rei-
bungskraft FR aufzuwenden ist. Mit aufge-
nommen ist die Beschleunigungsarbeit gegen 
die Tragheitskraft /\ der beschleunigten 
Masse, welche nur von der Differenz der 
Quadrate der Geschwindigkeiten zu Beschleu-
nigungsbeginn und Beschleunigungsende ab-
hangt. 

Die Verformungsarbeit beim Dehnen und 
Stauchen von elastischen Korpern und die 
Hubarbeit gegen die Gravitationskraft werden 
gegen ortsabhangige Krafte verrichtet; Tabelle 
E-8 enthalt die fur diese Falle sich ergebenden 
Arbeiten W^2 • 

E.3.2 Leistung P 

Die Leistung P ist das MaB dafiir, in wel-
cher Zeitspanne At die Arbeit AW verrichtet 
wird: 

Die Einheit der Leistung ist [P] = 1 N • m/s 
= IJ/s = 1W (Watt). 
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Tabelle E-7. Arbeit gegen ortsunabhdngige Krdfte. 

Geometric erforderliche 
konstante 
Kraft 

Weg verrichtete Arbeit 

Hubarbeit 
gegen 
Gewichtskraft Q) 

-4-/72 

0 

F=mc W^2 = w^ / i 
nur abhangig von 
der Hohendifferenz 

(E-26) 

Arbeit auf 
reibungsfreier 
schiefer Ebene 
gegen hang-
abtriebskraft 
Fu 

F = mgsinoL 
nur abhangig von 
der Hohendifferenz 

(E-27) 

Festkorper-
reibungsarbeit 
gegen Reibungs-
kraft F„ 

F=fiF^ 
= Hmg 

s = s-j — s. W^2 = ^^^ds 
Reibungszahl ^ auf 
Weg konstant 

(E-28) 

Beschleunigungs-
arbeit ohne 
Reibung gegen 
Tragheitskraft F, 

Q _ Q 

F = ma 
la 

W,2 = \m{vl-v\) 
nur abhangig von 
Anfangs- und End-
geschwindigkeit 

(E-29) 

Tabelle E-8. Arbeit gegen ortsabhdngige Krdfte. 

System Kraftgesetz Arbeit 

Verformungs-
arbeit 

Feder-Masse-System 

mmmmimmi-C 

mmmmmm%mw 

W,2 = \c{xl-x\) (E-30) 

normiert: W^= 0 fur x^ = 0 

X2 X 

Hubarbeit 
gegen die 
Gravitations-
kraft 

Zentralgestirn und 
Satellit 

^ mM r 
fV„ = y^Mm(---] (E-31) 

normiert: W = 0 flir r2 ^ oo 

r^ r2 



152 E Dynamik 

Die Momentanleistung P zu einem Zeitpunkt t 
ergibt sich aus Gl. (E-32) fur ein unendlich 
kurzes Zeitintervall dt: 

P-
dW 

~~di^ 
Fds 

~~^ = t v; (E--ii) 

d W Arbeit im Zeitintervall dt, 
F momentan wirkende Kraft, mit der Ar­

beit verrichtet wird, 
s Ortsvektor des Korpers, 
V Momentangeschwindigkeit des Kor­

pers. 

Die mittlere Leistung P^ im Zeitraum t^ ergibt 
sich wie folgt: 

W^ 
(E-34) 

/g Zeitraum fiir die mittlere Leistungsbe-
stimmung, 

W^ gesamte, in der Zeit t^ verrichtete Arbeit. 

Aus der in der Zeitspanne t^ in meBbare Rei-
bungsarbeit bzw. Reibungswarme umgewan-
delten Arbeit lassen sich Leistungen von An-
trieben bestimmen. 

Wirkungsgrad 

Der mechanische Wirkungsgrad rj eines An-
triebs oder eines mechanischen Wandlers ist 

w ^p^dt 
(E-35) 

W^^ zugefiihrte Arbeit im Zeitraum 
At = t^- to, 

W^^ abgefuhrte Nutzarbeit im Zeitraum 
Ar' = t[-t'c,. 

abgegebenen effektiven Leistung P̂ ff iiberein, 
dann ergibt sich als Wirkungsgrad rj: 

Pen _ ^ Py , (E-36) 

Py Leistungsverluste durch Reibung oder 
andere Verlustmechanismen wie beispiels-
weise Abstrahlung von Warme 
(iy = P^ — P^ff), 

P^ momentane zugefiihrte Nennleistung. 

Werden mehrere Antriebe und Wandler hinter-
einandergeschaltet, dann ist der Gesamtwir-
kungsgrad rj^^^ der Anlage: 

% ^ l - ^ 2 ' ^ 3 ' (E-37) 

E.3.3 Energie E 

Korper und Systeme aus materiellen Punkten 
unterscheiden sich in ihrem physikahschen 
Zustand dadurch, in welchem MaBe ihnen me­
chanische Arbeit zugefiihrt oder entnommen 
wurde. Das MaB hierfiir ist die Korpereigen-
schaft Energie E. Die Anderung der Energie 
durch Zufuhr oder Abfuhr von Arbeit ^wird 
durch den Energiesatz der Mechanik beschrie-
ben: 

A£ = E„, W. (E-38) 

Ein Korper besitzt demnach die mechanische 
Energie: 

\mv^ + {\cs^ -\-mgh); (E-39) 

m Masse des Korpers, 
c Federkonstante oder RichtgroBe des Kor­

pers, 
effektive momentane Leistungsabgabe. v Momentangeschwindigkeit des Korpers, 

s Weg der elastischen Verformung, 
h Hohe der Lage des Korpers. 

P^ momentan zugefiihrte Nennleistung, 

Der Wirkungsgrad ist dimensionslos, der 
Wertebereich 0 ^ ri S 1 • 

Stimmen bei Leistungswandlern die Zeitinter-
valle der zugejuhrten Nennleistung P^ und der 

Die Energieanteile des Korpers hangen davon 
ab, wo das Bezugsniveau /z = 0 und der ver-
formungsfreie Ausgangszustand 5 = 0 liegen 

file://-/-mgh
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und auf welches Bezugssystem die Geschwin-
digkeit v bezogen ist. 

Die Reibungsarbeit kann im Gegensatz zu den 
anderen mechanischen Arbeitsformen nicht 
vollstandig in die anderen Arbeitsarten iiber-
gefiihrt werden; die Reibungsarbeit verandert 
den Warmezustand des Korpers. Die mecha-
nische Energie eines Korpers umfaBt nur 
Energieanteile, die vollstandig ineinander um-
wandelbar sind. 

Energieerhaltungssatz 

In einem abgeschlossenen System, also einem 
System aus Korpern, in das weder ein Massen-
strom flieBt noch Arbeit zu- oder abgefiihrt 
wird, gehorchen alle Naturerscheinungen 
einem fundamentalen Gesetz, dem Satz von 
der Erhaltung der Energie: 

In einem abgeschlossenen System bleibt 
der Energieinhalt konstant. Energie kann 
weder vemichtet werden noch aus nichts 
entstehen; sie kann sich in verschiedene 
Formen umwandeln oder zwischen Teilen 
des Systems ausgetauscht werden. 

Nach alien Erfahrungen mit Energieumwand-
lungsprozessen gibt es kein perpetuum mobile 
erster Art. Es ist also unmoglich, eine Ma-
schine zu bauen, die dauernd Arbeit verrich-
tet, ohne daB ihr von auBerhalb des Maschi-
nensystems ein Energiebetrag zugefuhrt wird. 

Ist ein mechanisches System abgeschlossen, 
wird also keine auBere Arbeit verrichtet 
( ^ = 0 ) , und sind die Verluste durch Rei­
bungsarbeit vernachlassigbar, dann gilt fur die 
kinetische und potentielle Energie des Systems 
materieller Punkte bzw. Korper der Energie­
erhaltungssatz der Mechanik: 

(raumlich und zeitlich) 
konstant. 

(E-40) 

Sind die Voraussetzungen des Energieerhal-
tungssatzes der Mechanik erfullt, dann ergibt 
sich fur zwei Zeitpunkte t und t' die folgende 
Gleichung, ohne daB der zeitliche Verlauf der 

einzelnen Geschwindigkeiten und Koordina-
ten dazwischen bekannt sein muB: 

^mi {v\ - v'l) + \m2{vl - v'i) + . . . 

-\-m^g{h^-h\) + m2g{h2-h'2) + .^. = 0 

(E-41) 

E.4 Impuls und Stofiprozesse 

Nach dem zweiten Newtonschen Axiom ha-
ben Korper eine Bewegungsgrofie als Korper-
eigenschaft, den Impuls p; dieser ist defmiert 
als 

p = mv; (E-42) 

m Masse des bewegten Korpers, 
V Momentangeschwindigkeit des Korpers. 

Der Impuls hat die Einheit [p] = 1 kg • m/s 
= 1 N • s. Nach dem Newtonschen Grundge-
setz der Mechanik andert sich nach Gl. (E-3) 
der Impuls p unter dem EinfluB einer Kraft F 
gemaB F = dp/dt. 

Die Wirkung einer Kraft F im Zeitintervall 
At = tj — t^ wird als KraftstoB bezeichnet; 
durch ihn andert sich der Impuls eines Kor­
pers um Ap: 

Im allgemeinen hangt die wirkende Kraft von 
der Zeit ab, wie Bild E-5a zum Ausdruck 
bringt. Ist die Kraft wahrend der Kontaktzeit 
At des KraftstoBes konstant, wie im Bild 
E-5b, dann vereinfacht sich Gl. (E-43) zu 

Ap = FoAt = F{t2-t,). (E-44) 

E.4.1 Systeme materieller Punkte 

Der Gesamtimpuls p = ^ Py, von Systemen 

aus mehreren materiellen Punkten der Masse 
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a) 

E Dynamik 

Zeitf 

b) 

JFodf=Fo(f2-fi) 

t^ t2 Zeit t 

BildE-5. Kraftstofie mit a) zeitabhdngigem Kraft-
verlauf und b) zeitlich konstanter Kraft. 

m^ und mit dem Einzelimpuls p^, wie bei-
spielsweise die N Kugelchen einer abgeschos-
senen Schrotladung oder die N beteiligten 
Korper bei StoBprozessen, gehorcht einem mit 
dem zweiten Newtonschen Axiom vergleich-
baren Impulssatz fur ein System materieller 
Punkte: 

Fgj, auBere Kraft auf den materiellen Punkt 

p^ Impuls des materiellen Punkts k, 
p Gesamtimpuls des Systems, 
Â  Gesamtanzahl der materiellen Punkte 

des Systems. 

In den Bewegungsgleichungen nach Gl. (E-3) 
fixr die N materiellen Punkte unter den inne-
ren Wechselwirkungskroften F^ -^^ und den 
dufieren Krdften F^^. im Bild E-6 kompensie-
ren sich namlich nach dem dritten Newton­
schen Axiom gerade die inneren Krafte: 

N 

kj=i(k^j) 

Als Wechselwirkungskraft auf das System ma­
terieller Punkte bleibt also nur die Summe der 

Bild E-6. Krafte auf Punkt k in einem System mate­
rieller Punkte. 

auBeren Krafte F^ auf die einzelnen Massen m^ 
iibrig. 

Der Impulssatz fur ein System materieller 
Punkte stimmt formal mit dem Newtonschen 
Grundgesetz Gl. (E-4) fur einen einzelnen 
Massenpunkt iiberein, wenn der Massenmit-
telpunkt oder Schwerpunkt S eingefuhrt wird, 
dessen Ortsvektor r^ folgendermaBen defmiert 
ist: 

'•s(0 = 
E ^k''k(0 

J k = l 
(E-46) 

m Gesamtmasse des Systems materieller 

Punkte \m= Z ^k 

rtiy. Masse des A:-ten materiellen Punkts, 
1*̂ (0 momentaner Ortsvektor des materiel­

len Punkts. 

Weisen Systeme von Massenpunkten mit glei-
chen Massen eine Symmetrieachse auf, dann 
liegt der Schwerpunkt S auf dieser Achse. 

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit v^{t) ergibt 
sich aus der Differentiation von Gl. (E-46): 

»s(0 = 
di-sO) 

dt 
N 

m 

N 

fc=i 

m 

d 
'dt 
m 

»-k(0 

(E-47) 

p Gesamtimpuls der A'̂  materiellen Punkte, 
m Gesamtmasse der Â  materiellen Punkte. 
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Mit der Schwerpunktsbeschleunigung a^ = 
dv^jdt und dem Impulssatz von Gl. (E-45) 
folgt fur ein System materieller Punkte der 
Schwerpunktssatz: 

nung der Impulsanderungen/ij^ — p'^ der betei-
ligten Korper: 

Der Schwerpunkt S eines Systems mate­
rieller Punkte bewegt sich so, als sei im 
Schwerpunkt die Gesamtmasse m des Kor-
pers vereinigt, und als wiirden alle auBeren 
Krafte im Schwerpunkt angreifen. 

Mit dem Schwerpunktssatz lautet das 
Newtonsche Grundgesetz fur die Bewegung 
von Systemen materieller Punkte unter der 
Wirkung auBerer Krafte F^: 

F^ = ma^; (E^8) 

F^ Summe der auBeren Krafte auf das 
System, 

m Gesamtmasse der materiellen Punkte, 
as Beschleunigung des Schwerpunkts S des 

Systems materieller Punkte. 

Sind die Abstande der materiellen Punkte in 
den Systemen konstant, dann handelt es sich 
um starre Korper; auch fiir diese gelten der 
beschriebene Impuls- und Schwerpunktssatz 
nach GL (E-45) und Gl. (E-48). Wegen ihrer 
groBen Bedeutung in der Praxis wird die 
Dynamik der starren Korper im Abschnitt E.7 
beschrieben. 

Wirkt auf ein System materieller Punkte oder 
starrer Korper keine resultierende auBere 
Kraft, ist also F^ = 0 und damit dp/dt = 0, 
dann ist der Gesamtimpuls/? konstant. Fiir die 
Einzelimpulse des Systems gilt der Impulser-
haltungssatz: 

Wi t?! 4- m21?2 4- . . . + W N VN 

(E-50) 

Wi, W2, . . . WN Massen der am StoB beteilig-
ten Korper, 

r^, tJ2, . . . UN Geschwindigkeiten der Kor­
per vor dem StoB, 

v'l, V2, . . . UN Geschwindigkeiten der Kor­
per nach dem StoB. 

Gl. (E-50) gilt auch eingeschrankt auf die 
Zeitpunkte kurz vor und kurz nach dem StoB, 
wenn auBere Krafte wirken. 

E.4.2 StoBprozesse 

Bei einem StoBprozeB beruhren sich die StoB-
partner kurzzeitig mit kleinen StoBzeiten und 
andern ihre jeweihgen Bewegungszustande. 
Bei StoBvorgangen wird prinzipiell zwischen 
StoBen ohne Energieverlust in der StoBzeit, 
den elastischen Stofien, und jenen mit Energie-
umwandlungen, den inelastischen Stofien, un­
ter schieden. 

Dazu kommt noch die Unterscheidung der 
StoBarten nach der StoBgeometrie, wie diese 
in Tabelle E-9 klassifiziert sind. 

Die Geschwindigkeitsvektoren v^ und V2 
zweier StoBpartner vor dem StoB spannen 
die Stofiebene auf. Bis auf den exzentrischen 
StoB verlaufen die Bahnen der StoBpartner 
auch nach dem StoB in der StoBebene. Im 
X, j-Koordinatensystem der StoBebene gel-
ten dann der Impulserhaltungssatz nach Gl. 
(E-49): 

/?i +/?2+ +PN=P 
= (zeitlich) konstant. (E-49) 

miVi^-\-m2V2^ = m^v\^ + m2v'2^, (E-51) 

m^ Uiy + m2 t2y = ^ 1 I'ly + ^2 ^'ly » ( E - 5 2 ) 

Bei einem StoBprozeB erlaubt der Impulser­
haltungssatz auch ohne die genaue zeitliche 
Beschreibung des StoBvorgangs die Berech-

Nach dem Energiesatz der Mechanik von Gl, 
(E-38) ist fiir den Energieaustausch anzuset-
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Tabelle E-9. Klassifikation der Stofiprozesse. 

StoBart 

gerade 

schief 

zentral 

exzentrisch 

Bild 

r^ . o ^ 
Ly ^ 

O Q H -
\J 

/ 

% 

Charakteristika 

Die Geschwindigkeitsvektoren liegen 
auf einer Geraden. 

Die Geschwindigkeitsvektoren liegen in einer 
Ebene und schlieBen einen Winkel ein. 

Die Schwerpunkte der StoBpartner liegen auf 
der Normalen zur Beriihrungsebene durch den 
Beriihrungspunkt (StoBnormale). 

Die Schwerpunkte liegen nicht auf der 
StoBnormalen. Es tritt Rotation auf. 

(E-53) 

^w 

' ' ly *'2y 

Energieverlust beim StoB durch in-
elastische Verformungsarbeit und 
dissipative Reibungsvorgange, 
Massen der am StoB beteihgten 
Korper, 
Geschwindigkeitskomponenten der 
Korper in x-Richtung vor dem StoB, 
Geschwindigkeitskomponenten der 
Korper in >^-Richtung vor dem StoB, 

t?2x Geschwindigkeitskomponenten der 
Korper in x-Richtung nach dem 
StoB, 

t?2y Geschwindigkeitskomponenten der 
Korper in >'-Richtung nach dem 
StoB. 

Zur Beschreibung der inelastischen StoBe ge-
niigen die Gin. (E-51) bis (E-53) nicht; dazu 
sind zusatzlich im Fall des zentralen StoBes 
noch eine weitere Randbedingung und beim 
schiefen StoB sogar zwei weitere Angaben be-
ziiglich der Energieumwandlung oder der Ge-
schwindigkeiten nach dem StoB notwendig. 

In Tabelle E-10 sind die StoBverlaufe und die 
StoBgleichungen der StoBe zusammengestellt, 
fur die einfache Beziehungen aus den Gin. 
(E-51) bis (E-53) folgen. 

Bei den geraden, zentralen StoBen bewegen 
sich die Stofipartner nach dem StoB auf dersel-
ben StoBhnie wie vor dem StoB. Wird daher 
die x-Achse in diese StoBlinie gelegt, dann sind 
die >^-Komponenten in Gl. (E-52) null. 

Ohne spezielle, problemabhangige Angaben 
zum Energieiibertrag wahrend des StoBzeit-
punkts lassen sich die StoBgleichungen schie-
fer StoBe nicht angeben. In die Tabelle E-10 
aufgenommen ist der schiefe, zentrale, elasti-
sche StoB. Ohne Verformungsarbeit wirken 
keine Reibungskrafte, welche eine Kraft senk-
recht zur StoBgeraden des schiefen StoBes, 
also der x-Richtung, ubertragen konnen. Da-
mit ist die Impulsanderung der jc-Kompo-
nenten der StoBpartner nach dem Impulssatz 
Gl. (E-45) null, und es gilt p\^ = p^^ und 

£.4.3 Raketengleichung 

Bei einer Rakete ist bei der Bewegungsande-
rung die Masse des Korpers nicht konstant, 
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der Raketenimpuls also p = m(t) v(t); durch 
den MassenausstoB heiBer Gase gemaB 
Bild E-7 wird die Schubkraft der Rakete er-
zeugt. Der Impulssatz nach Gl. (E-45) fiir die 
Raketenbewegung lautet 

^ a 

dp 

dr 
dv 

m-- -
dt - t ' r e l 

dm 

~di^ = ma -— F 

(E-62) 

t+dt 

dmj 

-H 

l i i i i i is. r 
tiiiiP 

m+6m 

mmmm>. 

liiP 
v+6v 

*schub 

auBere Gesamtkraft, z. B. Gravita­
tion, Reibung, 
Schubkraft (F,,hub = v^^idm/dt), 
Momentangeschwindigkeit der Ra­
kete, 
Absolutgeschwindigkeit der Treib-
gase, 
Strahlgeschwindigkeit der Treibgase 
beziiglich der Rakete 
kei = Vj-(v-^ dr)]. 

Die Schubkraft ist dabei der Relativgeschwin-
digkeit v^^i der ausstromenden Gase entgegen-
gesetzt. 

Die in der Tabelle E-11 zusammengestellten 
Bewegungsgleichungen der Rakete ergeben 
sich, wenn Gl. (E-62) unter den folgenden 
Randbedingungen integriert wird: 

- Der Treibstoff wird im Zeitintervall 
0 ^ ^ ^ B̂ bis zur BrennschluBzeit t^ ausge-

BildE-7. Massen und Geschwindigkeiten von Rakete 
und Treibstoff zur Zeit t und t -\- dt. 

- die Strahlgeschwindigkeit v^^^ ist wahrend 
der Brennzeit konstant; 

- der Massenstrom dm/dt ist konstant und 
ergibt sich aus der Differenz der Anfangs-
masse mQ der mit Treibstoff beladenen 
Rakete und der Masse Wie„ der bis zur 
BrennschluBzeit t^ ausgebrannten Rakete 
zu dm/dt = - ^^ = - (mo - mi.J/t^; 

- die Zeitabhangigkeit der Raketenmasse ist 
linear entsprechend m{t) = m^ — ^^t\ 

- der Luftwiderstand ist vemachlassigbar; 
- die Erdbeschleunigung g{h) wird nahe-

rungsweise als konstant angenommen und 
damit die Schwerkraft auf die Rakete mit 
F G ( 0 = m(t)go angesetzt. 

Mit der Geschwindigkeit v(t^) nach Gl. 
(E-65) erreicht die Rakete nach BrennschluB 
in der Hohe h (t^) noch eine zusatzliche Steig-

stoBen; hohe von ^zusatzlich = V^ ihWg^). 

Tabelle E-11. Raketengleichungen nach K. ZIOLKOWSKIJ. 

Bahnparameter 

Raketen-
Beschleunigung 

Raketen-
Geschwindigkeit 

Raketen-
Steighohe 

zum Zeitpunkt / nach Ziindung 
mit Anfangsgeschwindigkeit VQ 

«W = ; ; ; ^ . . . - . o (E-63) 

(E-64) 

h(t) = '"^^"'''-^-'^ 

X r '"̂  1 Inf '̂ ^ \\ 
-^0 - ^ m ^ V'^O - ^ m ^J. 

-{got^' + vot 

bei BrennschluB t^ nach Start 
von Erdoberflache 1̂0 = ^ 

«(^B) = 0 

(E-65) 

h{t,) = " ^ ^ 

L'^leer V'^leer/J 

--Qotl (E-67) 
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E.5 Drehbewegungen 

Drehbewegungen von Systemen (insbesondere 
starrer Korper) werden durch Gleichungen 
beschrieben, die strukturell gleich gebaut sind 
wie jene der Translation (Tabelle E-12), wenn 
die folgenden charakteristischen GroBen der 
Rotation definiert werden. 

E.5.1 Drehmoment 

Um einen K5rper in Rotation um eine vorge-
gebene Drehachse zu versetzen, muB ein 
Drehmoment auf ihn ausgeiibt werden. Das 
Drehmoment M definiert die Wirkung einer 
Kraft bezuglich eines Punktes; es ist als 
Vektorprodukt definiert: 

Tabelle E-12. Analogie 

Translation 

GroBe, Formelzeichen 

Weg 
5, d* 

Geschwindigkeit 

d* 

Beschleunigung 

d» d^s 
''"d7~d7^ 

Masse 

m 

Kraft 

F = ma = —-
dt 

Impuls 
p = mv 

Krai 

c = 

\kc 

F 
s 

)nstante 

Arbeit 
dW=Fds 

Spannarbeit 

kinetische Energie 
r-trans \ ,^ ,.2 

Leistung 

dW ^ 

dt 

Translation und Rotation. 

Einheit 

m 

m/s 

m/s^ 

kg 

kg • m/s^ = N 

kg • m/s = N • s 

N/m 

N.m = J = W s 

J = N-m 

J = N-m 

W = J/s 

Rotation 

GroBe, Formelzeichen 

Winkel 
(p, dtp 

Winkelgeschwindigkeit 

dfl) 

dt 

Winkelbeschleunigung 

do) d^ip 

Massentragheitsmoment 

Drehmoment 

dL 

dt 

Drehimpuls 
L = Jo) 

Wink elric 

M 

htgroBe 

Arbeit 
dW=Md(p 

Spannarbeit 

kinetische Energie 

Leistung 

dt 

Einheit 

r a d = l 

rad/s = 1/s 

rad/s^ = l/s2 

kg-m^ 

N-m 

kg • m^/s = N • m • s 

N • m/rad = N • m 

N m = J = W s 

N m r a d 2 = J 

J = N-m 

W = J/s 
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Bild E-8. Zur Definition des Drehmoments M. 

M = r X F; (E-68) 

F Kraftvektor, 
r Ortsvektor zum Angriffspunkt der Kraft, 
M Drehmoment der Kraft F beziiglich des 

Koordinatennullpunkts. 

Das Drehmoment hat die Einheit [M] = 1N • m 
und den Betrag M = rFsin(r,F) = rFsinP; 
der Drehmomentvektor steht senkrecht auf 
der Ebene, die von r und F aufgespannt wird 
(Bild E-8). 

£.5.2 Drehimpuls 

Ein materieller Punkt m fuhrt am Ort r auf 
einer Bahnkurve (Bild E-9), mit der Momen-
tangeschwindigkeit v eine Drehbewegung aus, 
wenn sein Impuls p eine Komponente senk­
recht zum Ortsvektor r hat, das Vektorpro-
dukt r xp also nicht verschwindet. Diese fiir 
die Drehbewegung charakteristische Bewe-
gungsgroBe wird als Drehimpuls L defmiert: 

L = r xp; (E-69) 

r Ortsvektor des Korpers, 
p Impuls des Korpers auf der Bahnkurve 

(p = m v). 

Der Drehimpuls hat die Einheit [L] = 
1 N • m • s. L steht senkrecht auf den Richtun-
gen des Ortsvektors r und der Momentan-
geschwindigkeit v. Bei Bewegung in einer 
Ebene zeigt der Drehimpuls L in Richtung der 
Drehachse der Drehbewegung und ist 

L = JCD; (E-70) 

0) Winkelgeschwindigkeit der Drehbewe­
gung des Korpers, 

/ Massentragheitsmoment. 

Durch Einsetzen von v = o x r aus Uber-
sicht D-4 in Gl. (E-69) laBt sich fiir die Dreh­
bewegung eines materiellen Punkts dessen 
Massentragheitsmoment J herleiten: 

(E-71) 

m Masse des materiellen Punkts, 
r Abstand des materiellen Punkts von der 

Drehachse. 

Fiir starre Korper, bei denen alle materiellen 
Punkte mit derselben Winkelgeschwindigkeit 
0) rotieren, laBt sich ebenfalls uber J =^m^rl 
ein Massentragheitsmoment definieren, wie 
Gl. (E-97) zeigt, fiir Systeme materieller 
Punkte dagegen ist dies nicht sinnvoll. 

Unter Beriicksichtigung der verschiedenen 
Winkelgeschwindigkeiten o)^ der Systemteile 
ist der Gesamtdrehimpuls L eines Systems ma­
terieller Punkte (Bild E-10) 

L 
N 

= Z ^ k rlo}^ = 
N 

- E 
k = i 

Ao)^; (E--72) 

Bild E-9. Zur Definition des Drehimpulses L. 

m^ Masse des A:-ten von N materiellen Punk-
ten, 

r^ Abstand des A:-ten materiellen Punkts 
von der Drehachse, 

ft>k Winkelgeschwindigkeit des A:-ten mate­
riellen Punkts, 

A Massentragheitsmoment des A;-ten mate­
riellen Punkts. 
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Bezugspunkt 

BildE-10. System aus drei materiellen Punkten. 

Die zeitliche Differentiation der GL (E-69) 
liefert den Drehimpulssatz der Rotation: 

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses 
ist gleich dem Drehmoment der auBeren 
Krafte auf den Korper. 

-r- = M; 
dt 

(E-73) 

Drehimpuls des Korpers oder Gesamt-
drehimpuls des Systems materieller 
Punkte mit Einzeldrehimpulsen L^ 

k=l 

M Gesamtdrehmoment der auBeren Krafte 
auf den Korper oder das System mate­
rieller Punkte 

M= Z M,,, 

Der Drehimpulssatz der Rotation fiir ein 
System materieller Punkte (Bild E-10) ent-
spricht GL (E-73) voUig; in diesem Fall ist der 
Gesamtdrehimpuls L der Drehimpulse L^ der 
einzelnen materiellen Punkte und das Gesamt­
drehmoment M der am System angreifenden 
auBeren Drehmomente M^^ ̂  einzusetzen. Die 
Drehmomente der inneren Krafte Fj j ^ kom-
pensieren sich wegen des dritten Newtonschen 
Axioms. 

Zentralkrafte, z. B. die Gravitationskraft 
(Abschnitt F), die entgegengesetzt zum Ra-
diusvektor r (F jj, r) des materiellen Punkts ge-
richtet sind, iiben auf diesen wegen r x F = 0 

kein Drehmoment aus; der Bahndrehimpuls L 
der Korper ist konstant. 

Die Integration von Gl. (E-73) ergibt die als 
Drehmomentenstofi bezeichnete Drehimpuls-
anderung AL: 

Bei einem konstanten auBeren Drehmoment 
MQ ist der DrehmomentenstoB, also die Dreh-
impulsanderung, AL = MQ A?. 

Drehimpulserhaltungssatz 

Wirken auf ein System von materiellen Punk-
ten oder starren Korpern keine auBeren Dreh­
momente oder kompensieren sich die Dreh­
momente auBerer Krafte, so daB das Gesamt­
drehmoment M = 0 ist, dann ist nach dem 
Drehimpulssatz und der Gl. (E-73) die Dreh-
impulsanderung dL/dr = 0 und somit der 
Gesamtdrehimpuls L konstant. Fiir das 
System aus Â  starren Korpern folgt dann 
fur zwei beliebige Zeitpunkte t^ und 2̂ ^^s 
Gl. (E-72) der Drehimpulserhaltungssatz 

= Jl «>1 (^2) + •̂ 2«>2 (^2) + . • • + ^ 0 > N ( ? 2 ) ; 

(E-75) 

7i, J2... J^ Massentragheitsmoment der N 
Korper, 

ft)i, a>2.. .CON Winkelgeschwindigkeiten der N 
Korper. 

E.5.3 Dyamisches Grundgesetz der Rotation 

Mit der Gl. (E-70) laBt sich Gl. (E-73) um-
schreiben in eine der Newtonschen Grundglei-
chung vergleichbare Differentialgleichung fiir 
die Drehbewegung: 

M = JOL -\- O) 
dJ 
dt' 

(E-76) 

a Winkelbeschleunigung der Drehbewegung 
oL = do)ldt = d^(pldt^l 

o) Winkelgeschwindigkeit (o) = dip/dt), 
<p Drehwinkel, 
M Gesamtdrehmoment der auBeren Krafte, 
/ Massentragheitsmoment. 
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1st das Massentragheitsmoment von Korpern 
konstant, wie beispielsweise bei einem starren 
Korper oder einem Massenpunkt auf einer 
Kreisbahn, dann geht Gl. (E-76) iiber in das 
dynamische Grundgesetz der Rotation fiir den 
Drehwinkel ^ der Rotationsbewegung: 

M dr 
. ^ ^ ,E-7,) 

£.5.4 Arbeit, Leistung und Energie 
bei der Drehbewegung 

Arbeit 

Ein Drehmoment M((p% das einen Korper um 
eine Drehachse in eine Drehbewegung ver-
setzt, verrichtet die Arbeit W^^^ der Rotations­
bewegung: 

M((p) Drehmoment auf den Korper mit 
Drehbewegung [M((p) = r x F{(p)], 

dip Drehwinkelanderung, 
ds Wegelement auf der Bahnkurve im 

Abstand r von der Drehachse 
(ds = d(p X f). 

Fur ein konstantes Drehmoment MQ paral­
lel zur Winkelanderung d<p gilt W^^^ = 
Mo((pi -(Po)-

Zur Torsion von Korpern im elastischen Be-
reich oder bei Torsionsfedern ist ein Dreh­
moment aufzuwenden, das proportional zum 
Drehwinkel (p ansteigt: M = c* (p. Analog 
zum Hookeschen Gesetz wird die Propor-
tionahtatskonstante c* mit der Einheit 
[c*] = 1 N • m als Richtmoment oder Dreh-
federkonstante bezeichnet. Aus der Integra­
tion der Gl. (E-78) fiir das Drehmoment der 
Torsion ergibt sich als Torsionsarbeit ^Torsion * 

Wr„,.i„„=ic*(<p?-<pJ); Torsion (E-79) 

(p Drehwinkel der Torsion, 
c* Richtmoment der elastischen Torsion 

oder der Torsionsfeder. 

Die Beschleunigungsarbeit W^^^, welche gegen 
das Drehmoment der Tragheitskraft zur Er-
hohung der Winkelgeschwindigkeit m eines 
Korpers zu verrichten ist, ergibt sich fiir Kor­
per mit einem konstanten Massentragheits­
moment / , wenn in GL (E-78) die Gl. (E-77) 
des dynamischen Grundgesetzes der Rotation 
und d^ = mdt eingesetzt wird, zu 

m 1 

00 ^ 
0 \ (E-80) 

(̂ 0 5 <?>i Ausgangs- und Enddrehwinkel der 
Drehbeschleunigung, 

/ Massentragheitsmoment des rotie-
renden Korpers, 

a)o,ft)i momentane Winkelgeschwindigkeit 
des Korpers zu den Zeitpunkten t^ 
und t^ bei den Drehwinkeln (p^ und 
<Pi' 

Leistung 

Aus Gl. (E-78) folgt die momentane Leistung 
P der Kraft, welche das Drehmoment und die 
Drehbewegung bewirkt: 

M wirkendes momentanes Gesamtdrehmo-
ment auf den Korper, 

o) momentane Winkelgeschwindigkeit des 
Korpers, 

W Dreharbeit. 

Energie 

Die Zufuhr oder Entnahme von Torsions­
arbeit Wporsion andert die potentielle Energie 
^pot, rot <î r Torsionskorper: 

^pot,rot = i ^ > ' ; (E-82) 

c* Richtmoment des elastisch verdrehten 
Korpers, 

(p Drehwinkel der elastischen Torsion. 

Die Beschleunigungsarbeit F^̂ t* welche die 
Geschwindigkeit der rotierenden Korper ver-
andert, erhoht als Rotationsanteil die kineti-
sche Energie der Korper, welche um eine 
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Drehachse rotieren. Ein rotierender Korper 
besitzt demach die kinetische Rotationsenergie 

^kin,rot = i -^C0 ' ; (E-83) 

/ Massentragheitsmoment des rotierenden 
Korpers, 

(D Winkelgeschwindigkeit des rotierenden 
Korpers. 

Im allgemeinen Bewegungsfall miissen im 
Energiesatz der Mechanik nach Gl. (E-38) die 
rotatorischen Energieanteile zu E^^^ und E^^^ 
dazu genommen werden. Fiir reine Rotations-
bewegungen ohne Arbeitszufuhr oder -abfuhr 
durch auBere Drehmomente, wie beispiels-
weise bei freien Drehschwingungen von Tor-
sionskorpern, laBt sich ein Energieerhaltungs-
satz der Rotation formulieren: 

= konstant; (E-84) 

c* Richtmoment der Torsionsfeder, 
/ Massentragheitsmoment des Torsionskor-

pers, 
(p Drehwinkel der Torsionsfeder zum Zeit-

punkt t, 
(p' Drehwinkel der Torsionsfeder zum Zeit-

punkt t', 
CO Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t 

bei (p, 
co' Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t' 

bei cp'. 

Tabelle E-13. Erhaltungssdtze der Mechanik. 

Energieerhaltungssatz 

In einem abgeschlossenen System, in dem 
nur konservative Krafte wirksam sind, bleibt 
die Gesamtenergie konstant: 

^kin + p̂ot = const, 

d^ki„= -^E^x-

Ein abgeschlossenes System nimmt weder von 
der Umgebung Arbeit auf, noch gibt es Arbeit 
nach auBen ab. 

Impulserhaltungssatz 

Haben die auf ein System einwirkenden auBeren 
Krafte keine Resultierende, dann bleibt der Gesamt-
impuls des Systems konstant: 

P = 'LPk = const, oder 
d/7 = 0, falls/v,,,3 = i : / ; , , = 0. 

1st die Resultierende der auBeren Krafte null, 
dann ist die Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
konstant: 

v^ = const, falls F^^^ a ̂  0-

Drehimpulserhaltungssatz 

Ist die Vektorsumme aller an einem System 
angreifenden auBeren Drehmomente null, dann 
bleibt der Gesamtdrehimpuls konstant: 

L = ^L^. = const, oder 

dL = 0, falls M,, , , = 0. 

In einem Zentralkraftsystem bleibt die 
Flachengeschwindigkeit konstant (Flachensatz, 
2. Keplersches Gesetz). 

E.7 Mechanik starrer Korper 

£.6 Erhaltungssatze der Mechanik 

Mit den Erhaltungssatzen fiir die mechani-
schen GroBen Energie, Impuls und Drehim-
puls lassen sich viele Probleme auf elegante 
Art und Weise losen. In Tabelle E-13 sind die 
Erhaltungssatze und die Voraussetzungen fiir 
ihre Anwendbarkeit dargestellt. 

Der starre Korper ist ein makroskopisches 
System von Massenpunkten, die starr mitein-
ander verbunden sind. Unabhangig von der 
Beanspruchung durch auBere Krafte behalt 
der starre Korper seine Form bei. 

£.7.1 Freiheitsgrade und Kinematik 

Ein starrer Korper benotigt zur vollstandigen 
Beschreibung seiner Lage im Raum sechs 
Koordinaten; er hat sechs Freiheitsgrade, die 
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BildE-ii. Bewegung eines starren Korpers. 
a) Translation, b) Rotation, 
c) zusammengesetzte Bewegung 

in je drei Freiheitsgrade der Translation und 
der Rotation zerlegt werden konnen (Bild 
E-11). 

E.7.2 Statik 

Aus der Voraussetzung der Formstabilitat 
starrer Korper folgt, daB Krafte, die am star­
ren Korper angreifen, langs ihrer Wirkungs-
linie beliebig verschoben werden konnen: 

Krafte am starren Korper sind linien-
fliichtig. 

Bild E-12 zeigt die zeichnerische Konstruktion 
der resultierenden Kraft, wenn an einem star­
ren Korper zwei Krafte, die in einer Ebene 
verlaufen, an verschiedenen Punkten angrei­
fen. 

BildE-13. Kraft-und Seileck. 
a) Lageplan, Seileck, b) Krdfteplan, Krafteck 

Die Reduktion einer ebenen Kraftegruppe mit 
mehrere Kraften kann grafisch mit Hilfe des 
Seileckverfahrens durchgefuhrt werden (Bild 
E-13). Betrag und Richtung der resultierenden 
Kraft FR werden grafisch im Krdfteplan ermit-
telt. Die Polstrahlen R l , 12, 23, 34 und 4R zu 
einem beliebig wahlbaren Pol P werden paral­
lel verschoben in den Lageplan. Durch den 
Schnittpunkt der Geraden Rl und 4R ist die 
Lage der Resultierenden FR festgelegt. 
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BildE-14. Krdftepaar. 

Krdftepaar 

Zwei gleich groBe antiparallele Krafte 
F = —F', die nicht auf einer Wirkungslinie 
liegen, werden als Krdftepaar bezeichnet 
(Bild E-14). Ihre Resultierende ist null 
(F + F' = 0); sie konnen daher keine Transla-
tionsbeschleunigung hervorrufen. Ein Krafte-
paar iibt auf den Korper ein Drehmoment aus 
vom Betrag 

M = Fs; (E-85) 

M Drehmoment, 
F Betrag einer Kraft, 
s Abstand der beiden Krafte. 

Der Vektor M steht senkrecht auf der von F 
und F' aufgespannten Ebene (Drehsinn nach 
Rechtsschraubenregel, Bild E-14). Als freier 
Vektor ist M beliebig parallel verschiebbar. 
Durch ein Kraftepaar erfahrt ein starrer Kor­
per eine Winkelbeschleunigung. 

Gleichgewichtsbedingungen der Statik 

Ein starrer Korper ist im statischen Gleichge-
wicht, wenn die Vektorsummen aller an ihm 
angreifenden auBeren Krafte und Drehmo-
mente null sind: 

Bei der ebenen Kraftegruppe sind die Gleich­
gewichtsbedingungen erfullt, wenn Kraft- und 
Seileck geschlossen sind. Greifen nur drei 
Krafte am starren Korper an, dann miissen 
die Wirkungslinien aller drei Krafte durch 
einen Punkt gehen, und das Krafteck muB ge­
schlossen sein. 

Freimachen eines Korpers 

Der Korper wird als losgelost von der Umge-
bung betrachtet. Anstelle der mechanischen 
Verbindungs- oder Beriihrungsstellen werden 
die Krafte eingesetzt, die von der Umgebung 
auf den Korper ausgeiibt werden. Auf den frei 
gemachten Korper werden die Gleichge­
wichtsbedingungen der Statik angewandt. Die 
Kraftrichtungen der Wechselwirkungskrafte 
hangen von der Art der Kontaktstellen zur 
Umgebung ab. 

Schwerpunkt, potentielle Energie, 
Standsicherheit 

Ein Korper ist in jeder beliebigen Lage im 
statischen Gleichgewicht, wenn er im Schwer­
punkt oder Massenmittelpunkt unterstiitzt 
wird (Tabelle E-14). 

Tabelle E-14. Schwerpunktskoordinaten. 

N diskrete 
Punktmassen 

homogene 
Dichte 

j l c = l 

y Vol 

(E-88) 

(E-89) 

1*5 Ortsvektor des Schwerpunkts 
r^ Ortsvektor des Punktes k 
m^ Masse des Punktes k 
m Gesamtmasse 

Die potentielle Energie eines starren Korpers 
im Schwerefeld der Erde ist 

N 

(E-90) 

9 

m 

potentielle Energie, 
Masse des Massenpunkts k, 
Erdbeschleunigung, 
Hohenkoordinate des Punkts k, 
Gesamtmasse des Korpers, 
Hohenkoordinate des Schwerpunkts. 

Abhangig davon, ob bei einer Auslenkung des 
Korpers aus seiner Ruhelage die Hohenkoor­
dinate Zs des Schwerpunkts steigt, fallt oder 
konstant bleibt, unterscheidet man die Gleich-
gewichtsfalle stabil, labil und indifferent. 
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E.7.3 Dynamik 

Kinetische Energie 

Eine beliebige Bewegung eines starren K5r-
pers ist darstellbar als Uberlagerung der 
Translationsbewegung des Schwerpunkts S 
und der Rotation aller Telle um S. Entspre-
chend laBt sich die kinetische Energie als 
Summe von Translations- und Rotationsener-
gie berechnen (Tabelle E-15). 

Drehimpuls 

Der Drehimpuls eines starren Korpers setzt 
sich aus einem Bahndrehimpuls und einem 
Eigendrehimpuls zusammen (Tabelle E-16): 

Tabelle E-15. Kinetische Energie des starren 
Korpers. 

Gesamtenergie 

Translations-
energie 

Rotations-
energie 

Fges _ 
^kin — 

rtrans . 

rtrai 
^kin 

1 

. f rot (E-91) 

(E-92) 

(E-93) 

prot _ 1 I 

Masse des Korpers 
Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
Masse des Massenpunkts k 
Abstand des Massenpunkts k von der Dreh-
achse durch den Schwerpunkt 
Winkelgeschwindigkeit der Rotation 
Massentragheitsmoment beziiglich der Dreh-
achse durch den Schwerpunkt 

Massentrdgheitsmomen t 

Das Massentragheitsmoment eines Korpers 
berechnet sich als Summe aller Punktmassen, 
multipliziert mit dem Quadrat ihres Abstands 
von einer Bezugsachse (TabellenE-17 und 
E-18). 

Tabelle E-17. Massentragheitsmoment. 

diskrete 
Massenverteilung 

kontinuierliche 
M assenverteilung 

homogene Dichte 

Tragheitsradius 

Steinerscher Satz 

P̂ = E W k 4 (E-97) 

/p = j r^ dm 
Vol 

= J Qir)r'-dV (E-98) 
Vol 

/p = ^ J r^dV (E-99) 

Vol 

i = V V m (E-lOO) 

/p = /s + w r|p (E-101) 
Jp Massentragheitsmoment beziigHch einer Ach-

se durch P 
m^ Masse des Massenpunkts k 
/"pij Abstand des Massenpunkts k von der Bezugs­

achse durch P 
r Abstand des Volumelements dF von der 

Bezugsachse 
Q Dichte 
m Masse des Korpers 
/g Massentragheitsmoment beziiglich Schwer-

punktsachse 
rgp Abstand von zwei parallelen Achsen durch S 

bzw. P 

Tabelle E-i6. Drehimpuls des starren Korpers. 

Gesamtdrehimpuls 

Bahndrehimpuls 

Eigendrehimpuls 
beziiglich einer 
Achse durch den 
Schwerpunkt 

ĝes = Ls + L (E-94) 

Ls = mi'sX»s (E-95) 

i = I]'«k''skX(«*X'"sk) 
k 

= Js(o (E-96) 

Masse des Korpers 
Ortsvektor des Schwerpunkts 
Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
Masse des Massenpunkts k 
Ortsvektor vom Schwerpunkt zum Massen-
punkt k in einem korperfesten Koordinaten-
system 
Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Kor­
pers 
Massentragheitsmoment (Tragheitstensor) 

Trdgheitstensor 

Bei der Rotation eines beliebig geformten 
Korpers um eine in beliebiger Richtung durch 
den Schwerpunkt gehende Achse ist im allge-
meinen die Richtung des Drehimpulses L 
nicht parallel zum Vektor der Winkelge­
schwindigkeit oj. Gleichung (E-96) zur Be-
rechnung des Drehimpulses ist nur richtig, 
wenn / als Tensor defmiert wird: 
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mit den Tragheitsmomenten 

Vol 

J^,= j (z' + x')pdV 
Vol 

•4z= f {x'+y')pdV 
Vol 

und den Deviations- oder Zentrifugalmomen-
ten 

''xy ~ ''yx ~ 

•̂ yz ~ •'zy ~ 

•'zx ~ -̂ xz ~ 

— J xypdV 
Vol 

- J j^z/?dF 
Vol 

— J zxpdV 

BildE-15. Prdzession eines einseitig aufgehdngten 
Kreisels. M Drehmoment aus Gewichtskraft FQ und 
Stutzkraft —FQ im Punkt A. 

Fiir den Vektor L des Drehimpulses gilt dann 
nach den Regeln der Matrizenmultiplikation: 

L = J ° oj. 

Ein Korper kann nur dann ohne dynamische 
Lagerkrafte um eine Achse rotieren, wenn be-
ziiglich dieser Achse die Deviationsmomente 
verschwinden. Eine solche Achse wird als/re/e 
Achse Oder Haupttrdgheitsachse bezeichnet. 
Jeder Korper hat drei senkrecht aufeinander 
stehende Haupttragheitsachsen. Die zugehori-
gen Massentragheitsmomente / , , /„ und /i„ 
heiBen Haupttrdgheitsmomente. Das kleinste 
und das groBte Massentragheitsmoment eines 
Korpers (jeweils beziigHch Schwerpunktsach-
sen) bilden zwei der Haupttragheitsmomente. 

Trdgheitsellipso id 

Bestimmt man die Massentragheitsmomente 
eines Korpers um verschiedene Schwerpunkt-
achsen und tragt in Polarkoordinaten jeweils 
in Achsenrichtung die Lange R — cons t /yv 
ab, so liegen alle Endpunkte auf einem Ellip­
soid (P6>/>2^o^Konstruktion). Die Haupt-
achsen des Ellipsoids werden durch die 
Haupttragheitsachsen gebildet. Aus dem 
Tragheitsellipsoid kann das Massentragheits­
moment bezuglich willkiirlicher Schwerpunkts-
achsen grafisch oder analytisch bestimmt 
werden. Bei rotationssymmetrischen Korpern 
ist das TragheitselHpsoid ein Rotationsellip-
soid, bei hochsymmetrischen Korpern wie 

Kugel, Wiirfel, Tetraeder usw. bekommt es 
Kugelform. Diese Korper besitzen keine 
Deviationsmomente. 

Kreisel 

Ein schnell rotierender starrer Korper wird als 
Kreisel bezeichnet. Ein konstantes Drehmo­
ment M, das senkrecht zur Kreiselachse steht, 
verursacht Qmc Prdzession, wobei der Vektor 
L versucht, sich auf dem kiirzesten Weg paral­
lel zu M einzustellen (BildE-15, Tabelle 
E-19). 

Tabelle E-19. Kreiselprdzession. 

Ursache 

Dreh­
moment 

Zwangs-
drehung 

Auswirkung 

Prazession 

Dreh­
moment 

Zusammenhang 

a,, = ̂  = f (E-,05) 
L Jco 

LxM 

M=Lxo)p (E-106) 

M 
L 
J 
a> 
M 

Winkelgeschwindigkeit der Prazession 
Drehmomente senkrecht zur Kreiselachse 
Drehimpuls 
Massentragheitsmoment des Kreisels 
Winkelgeschwindigkeit des Kreisels 
vom Kreisel auf die Umgebung ausgeiibtes 
Moment 
Winkelgeschwindigkeit der Zwangsdrehung 
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Tabetle E-18. Massentrdgheitsmomente ausgewdhlter Korper. 

169 

Hohlzylinder 

diinnwandiger 
Hohlzylinder 

J,= '-m{rl + rf) 

J=J^ = \m{2r^ + \l^) 

Vollzylinder 

J=J = \mr' + ^ml' 

diinne Scheibe 
(Kr) 

diinner Stab (/ > r) 
unabhangig von der 
Form des Querschnitts Jy = J^ = h^^" 

dunner Ring 

Jy = J. = \rnr^ 

Kugel, massiv J=J=J=^mr^ 

diinne Kugelschale J =j =j =ltnr^ 

Quader 



F Gravitation 

Die Gravitation bezeichnet die gegenseitige 
Anziehung von Korpern / = 1, 2, 3 . . . mit 
den jeweiligen Massen m-^ {Massenanziehung). 
Die physikalische Beschreibung dieser Kraft-
wirkung zwischen einer Masse und anderen 

Massen wurde von ISAAC NEV^TON aus den 
in Tabelle F-1 dargestellten, von JOHANNES 
KEPLER empirisch aus astronomischen Be-
obachtungen abgeleiteten GesetzmaBigkeiten 
der Planetenbewegung aufgestellt. 

Tabelle F-L Die Keplerschen Gesetze. 

1. Keplersches Gesetz 
(Astronomia nova 1609) 

Die Planeten bewegen sich 
auf Ellipsen, in deren 
gemeinsamen Brennpunkt 
die Sonne steht. 

Planet 

Perihel 
(Sonnennahe) 

Aphel 
(Sonnenferne) 

2. Keplersches Gesetz 
(Astronomia nova 1609) 

Der von der Sonne zum 
Planeten gezogene 
Radiusvektor r uberstreicht 
in gleichen Zeiten At 
gleiche Flachen AA: 
AA , 
-— = konstant. 
At 

Sonne ^ A /Planet 

3. Keplersches Gesetz 
(Harmonices mundi 1619) 

Die Quadrate der Umlaufzeiten 
Tj, Tj zweier Planeten 
verhalten sich wie die 
Kuben der groBen Halbachsen 
a J und 02-

Planet 

Planet 
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F.l Newtonsches Gravitationsgesetz 

Zwischen zwei Korpern mit den Massen m^ 
und ^ 2 wirkt eine anziehende Kraft, die 
Gravitationskraft FQ; sie ist dem Abstandsvek-
tor ri2 der Massenschwerpunkte S^ und Sj der 
beiden Korper entgegengerichtet (BildF-1), 
und hat den Betrag 

FQ Gravitationskraft, 
Wi, ^ 2 Massen der Korper 1 und 2, 
r^j Abstandsvektor der Korper 1 und 2, 
G Gravitationskonstante 

Die Gravitationskonstante G hat als Propor-
tionalitatskonstante des Gravitationsgesetzes 
den experimentell mit der Gravitationsdreh-
waage bestimmten Wert 

G - ( 6 , 6 7 4 2 ±0,0007)-10-11 
kg- s2 

F.2 Gravitationsfeldstarke 

Die Massenanziehungskrafte F^Q verschiede-
ner Korper / = 1, 2 , . . . summieren sich am 
Ort i-Q eines Korpers mit der Masse niQ 
vektoriell. Nach dem Gravitationsgesetz er-
gibt sich fur die resultierende Kraft FQQ auf 
den Probekorper mit der Masse m^: 

^ G 0 ~ -mo 

-mo 

G 

G 

M] 

MO 

^ 2 

' 2 0 

''lO 

kiol 
^20 

k20l *"' 
(F-2) 

FQQ resultierende Kraft auf den Korper 
mit der Masse MQ , 

Wi, ^ 2 Massen der Korper, welche auf MQ 
eine Massenanziehung ausiiben, 

''lO' ''20 Abstandsvektoren von den Kor­
pern 1 bzw. 2 zum Korper der 
Masse MQ , 

G Gravitationskonstante. 

Das Minuszeichen beriicksichtigt, daB die 
Gravitationskrafte FQ und die Abstandsvekto­
ren r antiparallel gerichtet sind. 

BildF-1. Massenanziehung, Gravitation. 

Die Gravitationsfeldstarke g{r) am Ort r = r^ 
faBt die Wirkung der Massenanziehungen der 
umgebenden Korper / = 1 ... N ortsbezogen, 
aber unabhangig von der Masse m^ des Probe-
korpers zusammen: 

mi Masse des /-ten Korpers, welche auf den 
Probekorper mit der Masse m^ eine 
Massenanziehung ausiibt, 

fio Abstandsvektor vom /-ten Korpers zum 
Probekorper mit WQ ' 

G Gravitationskonstante. 

Durch Messung der Gravitationskraft F{r) 
am Ort r auf eine Probemasse m^ laBt sich die 
Gravitationsfeldstarke g (r) experimentell be-
stimmen. 

Fallen Korper nur unter dem EinfluB der 
Gravitationskraft bzw. sind andere Krafte wie 
CorioHs- oder Reibungskrafte vernachlassig-
bar, dann ist die Fallbeschleunigung gleich der 
Gravitationsfeldstarke g. Auf der Erdober-
flache betragt die Gravitationsfeldstarke der 
Erdmasse 

/WE Erdmasse {m^ = 5,972 • 10^^ kg), 
r^ Erdradius {r^ = 6370 km). 

Wegen der Geoidform der Erde ist die Gravi­
tationsfeldstarke bzw. die Fallbeschleunigung 
abhangig von der geografischen Breite (p; es 
gilt g^{(p) = (9,832 - 0,052 cos^ cp) m/s^. Der 
Normwert der Fallbeschleunigung gfE.Norm = 
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9,80665 m/s^ gilt fiir Meereshohe in etwa 45° 
geografischer Breite. In der Technik wird im 
allgemeinen mit einer mittleren Fallbeschleuni-
gung Ê,m = 9,81 m/s^ gerechnet. 

F.3 Gravitations- oder Hubarbeit 

Wird ein Korper der Masse ^2 von einem 
Korper der Masse m^ wegtransportiert oder 
angehoben, so ist gegen (deshalb Minuszei-
chen) die Gravitationskraft FQ zwischen den 
beiden Korpern Gravitations- oder Hubarbeit 
W^2 zu verrichten. Da nur Kraftkomponenten 
in Wegrichtung dr zur Hubarbeit beitragen, 
ergibt sich 

ri ri '12 

(F-5) 

G 

Ortsvektor des Korpers mit der 
Masse m2 in der Ausgangslage, 
Ortsvektor des Korpers mit der 
Masse m2 in der Endlage, 
Abstand der beiden Korper mit den 
Massen m^ und ^ 2 , 
Massen der Korper 1 und 2, 
Gravitationskonstante. 

Unabhangig vom Weg, auf dem der Korper 
mit der Masse ^2 gegen den Korper mit der 
Masse m^ angehoben wird, ergibt sich als 
Gravitations- oder Hubarbeit W^ 2 • 

r^ Abstand der beiden Korper in der 
Ausgangslage, 

r2 Abstand der beiden Korper in der 
Endlage nach der Hubarbeit, 

m^, m2 Massen der Korper 1 und 2, 
G Gravitationskonstante. 

F.4 Potentielle Energie 
der Gravitation 

Die Gravitationsarbeit wird als potentielle 
Energie E^^^ des Korpers mit der Masse ^ 2 , 
bezogen auf den Korper m^, gespeichert. Die 

potentielle Energie der Gravitation ist so 
normiert, daB fur einen unendlich groBen Ab­
stand der beiden Korper E^^^ = 0 ist. Wird 
von dieser Ausgangslage der Korper mit der 
Masse m2 auf den Korper mit der Masse w^ zu 
bewegt, dann wird Arbeit frei, und es ver-
mindert sich mit dem Massenschwerpunkts-
abstand die potentielle Energie E^^^ des Kor­
pers mit der Masse m2 auf: 

m^, jfij Massen der Korper 1 und 2, 
r Abstand des Massenschwerpunkts 

des Korpers 2 von demjenigen des 
Korpers 1, 

G Gravitationskonstante. 

F.5 Gravitationspotential 

Die potentielle Energie eines Korpers mit der 
Masse IHQ , der von mehreren Korpern 1 ... N 
angezogen wird, setzt sich additiv aus den 
potentiellen Energien zusammen, die er beziig-
lich der umgebenden Korper im Abstand r^ 
bis rjsj zu ihm hat. Das Gravitationspotential 
(PQ (r) faBt, bezogen auf den Ort r des Probe-
korpers und dessen Probemasse MQ , die Bei-
trage der umgebenden Korper zusammen: 

k= 1 rv 
(F-8) 

m^. k-iQT Korper mit der Masse m^, 
r̂  Abstand des A:-ten Korpers zum Probe-

korper mit der Masse WQ , 
G Gravitationskonstante. 

Aquipotentialfldchen sind Flachen im Raum, 
auf denen das Gravitationspotential einer 
raumlichen Massenverteilung konstant ist. 

Ist der Gravitationspotentialverlauf (pQ im 
Raum bekannt, so ergibt sich die potentielle 
Energie E^^^ zu: 

^ p o t W = ^o<PG( ' ' ) ; {F-9) 

Masse eines Korpers am Ort r, 
Gravitationspotential der raumhchen 
Massenverteilung am Ort r. 



F.6 Planetenbewegung 173 

Aus dem Gradienten des Gravitationspoten-
tials berechnet sich die Gravitationskraft 
fo(r): 

^ G W = 

= 

- m o 

- m o 

dcpa 

gmd (Pair); 

dz J 

(F--10) 

mo Masse eines Probekorpers am 
Ort*', 

grad (pQ (r) Gradient des Gravitationspo-
tentials cp^ (r) am Ort r. 

F.6 Planetenbewegung 

Die Bahnkurve der Planeten mit der Masse m 
im Gravitationsfeld einer groBen Sonnen-
masse M mit der Gravitationskraft als Zen-
tralkraft ist eben und daher am besten in 
Polarkoordinaten zu beschreiben. Die Bahn-
gleichung lafit sich aus folgenden Erhaltungs-
satzen der Mechanik herleiten: 

Energiesatz: 

1 mM 1 mM 
-mv^-G = -mvl- G 
2 r 2 ' ro 

Drehimpulssatz: 

df 
\L\ 

dt 
= mr^ -i- = konstant 

dt 

= m2C. 

dA = (1/2) r (r dcp) ist die Flache, die der Orts-
vektor r der Bahnkurve bei einer Drehung um 
d(p liberstreicht. C = dA/dt = 1/2 r^ (dcp/dt) 
= (1/2) r^ CO = (1/2) rt; entspricht also gerade 
der Fldchengeschwindigkeit AA/At in Tabelle 
F-1. Der Drehimpulserhaltungssatz bestatigt 
somit das 2. Keplersche Gesetz. 

Mit den Beziehungen v^ = (dr/dty + 
r^idcp/dt)^ und dr/dt = (dr/d(p) (d(p/dt) lassen 
sich die obigen Gleichungen integrieren; als 
Bahnkurve ergibt sich die Polargleichung der 
Kegelschnitte, in Ubereinstimmung mit dem 
1. Keplerschen Gesetz: 

r (cp) Betrag des Planeten-Radiusvektors, 
(p Polwinkel des Planetenorts, 
p Kegelschnitt-Parameter, 
8 numerische Exzentrizitat. 

Die Parameter der Bahngleichung der Plane­
tenbewegung sind 

4C2 

IC 

^~ GM 1 

(F-12) 

(F-13) 

p Kegelschnitt-Parameter, 
C Flachengeschwindigkeit C = Ll{2m) der 

Bewegung des Planeten^mit der Masse m 
und dem Drehimpuls L, 

M Masse des Zentralkorpers der Planeten-
bahn (Sonnenmasse), 

1̂0 Geschwindigkeit des Planeten am Ort ^o, 
z. B. im Bahnscheitel, 

£ numerische Exzentrizitat der Bahnkurve, 
G Gravitationskonstante. 

Das Verhaltnis der kinetischen Energie 
^kin = l/2muo ciii^s Planeten, SateUiten oder 
ballistischen (antriebslosen) Flugkorpers der 
Masse m und der Bahngeschwindigkeit VQ in 
der Entfernung r^ von der Zentralmasse M 
zur potentiellen Energie der Gravitation 
£'pot = GmM/rQ an diesem Bahnpunkt be-
stimmt die Bahnkurve (Tabelle F-2). Korper 
mit einer Geschwindigkeit kleiner als die 
1. kosmische Geschwindigkeit v^-^ fallen wieder 
auf den Zentralkorper, beispielsweise die Erde 
oder Sonne, zuriick; genaugenommen sind 
damit alle Wurfbahnen auf der Erde elHpti-
sche Bahnkurven und nicht Wurfparabeln, 
wie in der Naherung einer konstanten Gra­
vitationskraft hergeleitet wird. Fiir Bahn-
geschwindigkeiten zwischen den beiden kos-
mischen Geschwindigkeiten î î und v^j sind 
die Umlaufbahnen elliptisch, eingeschlos-
sen der Spezialfall der Kreisbahn. Ab der 
2. kosmischen Geschwindigkeit ist die Bahn­
geschwindigkeit ausreichend, um das Gravi­
tationsfeld einer Zentralmasse auf einer 
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Tabelle F-2. Bahnkurven um Zentralkorper 

Bahnkurven 

Kreis 

Ellipse 

Parabel 

Hyperbel 

numerische 
Exzentrizitat 

£ = 0 

e<\ 

£=\ 

£>\ 

Energiebilanz 

1 1 mM 

1 mM 
-mvl<G 
2 ro 

1 mM 
-mvl = G 
2 ro 

1 mM 
-mvl>G 
Z ^0 

Bahngeschwindigkeit 

/ M 
VO = J G - = V , , ( F - 1 4 ) 

1. kosmische Geschwindigkeit 

/ M 

/ M 
v,= 2G-=v^ (F-15) 

2. kosmische Geschwindigkeit 

/ M 

Tabelle F-3. Planetendaten des Sonnensysterns. 
Sonnenmasse m^ = 1,989 • 10^̂  kg 
Sonnenradius re = 6,96 • 10^ km 
mittlere Sonnendichte g^= 1410 kg/m^ 

Planet 

Merkur 
Venus 
Erde 
Mars 
Jupiter 
Saturn 
Uranus 
Neptun 
Pluto 

groBe 
Bahnhalb-
achse a in 
m 

5,79 • 10̂ 0 
1,08 • 10" 
1,50- 10" 
2,28 • 10" 
7,78 • 10" 
1,43 • 10̂ 2 
2,87 • 10̂ 2 
4,50 • 10̂ 2 
5,91 • 10'2 

Umlauf-
zeit r in s 

7,60 • 10^ 
1,94 • 10^ 
3,16 10^ 
5,93 • 10^ 
3,74 • 10« 
9,29 • 108 
2,64 • 10^ 
5,17 • 10^ 
7,83 • 10^ 

nume­
rische 
Exzen­
trizitat 
der El-
lipsen-
bahn e 

0,206 
0,00677 
0,0167 
0,0934 
0,0484 
0,0542 
0,0472 
0,00859 
0,249 

Radius 

Erdradius 

Erdradius 
Ê = 6,371 

•lO^m 

0,383 
0,950 
1,00 
0,532 

10,97 
9,14 
3,98 
3,87 
0,188 

Masse 

Erdmasse 

Erdmasse 
/WE = 5,972 
•1024 m 

0,055 
0,815 
1,00 
0,107 

317,8 
95,2 
14,5 
17,1 
0,00245 

mittlere 
Dichte Q 
in kg m"3 

5,4- W 
5,2 • 103 
5,5 • 103 
3,9 • 103 
1,3 • 103 
0,69 • 103 
1,3 • 103 
1,6- 103 
2,0 • 103 

Fallbe-
schleu-
nigung 
»Aquator 
in m/s"2 

3,7 
8 
9,78 
3 

23 
8 
8 

11 
0,68 

Rotations-
dauer in s 

5,07 • 10^ 
2,10 10^ 
8,62 • 10^ 
8,86 • lO'* 
3,57 • 104 
3,84 • 104 
6,21 • 104 
5,80 • 104 
5,52 • 10^ 

Anzahl 
der 
Monde 

0 
0 
1 
2 

17 
18 
20 

8 
1 

parabel- oder hyperbelformigen Bahnkurve zu 
verlassen. 

Fiir Ellipsenbahnen mit der grofien Halbachse 
a gilt p = a(l — s^) bzw. 1 — e^ — p/a. Dem-
nach betragt unter Berucksichtigung der Gl. 
(F-12) der Flacheninhalt A der Bahnellipse 
A = na^^/Y^^ = na^ ICI^fGMa. Dieser 
ist andererseits aber nach dem Flachensatz 
iiber A = CTmit der Umlaufdauer T auf der 

Ellipsenbahn verkniipft. Die Gleichsetzung 
ergibt das 3. Keplersche Gesetz fur Planeten-
bahnen: 

Umlaufdauer auf der Ellipsenbahn, 
groBe Halbachse der Ellipsenbahn, 
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Tabelle F-4. Satellitendaten bei Erdgravitation. 

physikalische GroBe 

Gravitationsfeldstarke, Erdbeschleunigung g 

auf der Erdoberflache 

in der Hohe h 

Umlaufdauer T eines Erdsatelliten auf einer 
Kreisbahn in der Hohe h 

Bahnradius r eines Erdsatelliten mit der 
Umlaufdauer T 

Bahngeschwindigkeit v eines Erdsatelliten 
in der Hohe h 

mit der Umlaufdauer T 

Hohe eines Erd-SynchronsatelUten 
uber der Erdoberflache 

1. kosmische Geschwindigkeit v^^ (Erdoberflache) 

2. kosmische Geschwindigkeit Vy.2 (Erdoberflache) 

Beziehung 

ME m 
g„ = G - = 9 , 8 1 -

s(/,)=,„(i+Ay^ 

^ ^ ^ > - " # ^ 
= 5060s(l +hlr^fi'' 

-{^-T 
= 2 ,16 .10 '^^ r^ /3 

s ' 

,.(U\ — J. ^ 

t W ^ ' • H S O I ^ ^ / ^ ^ 

= 7 ,91 -10 ' - (1 +hlr^)-"^ 

.m = (^)" ' 

= 35 800 km 

^ k i = V ^ = 7 , 9 M 0 ^ ^ 

t̂ k2 = % i V ^ = l l , 2 . 1 0 ^ ' ^ 

(F-18) 

(F-19) 

(F-20) 

(F-21) 

(F-22) 

(F-23) 

(F-24) 

(F-25) 

(F-26) 

F = 
1 

" 2 
mvl- -G 

mM 
-G 

mM 

2a 

(F--17) 

p Ellipsenparameter, 
M Masse des Zentralkorpers der Ellipsen-

bahn (Sonnenmasse), 
k^ Zentralkorperkonstante (k^ Erde = ^fi^ 

. 10^^ m V ; ẑ.Sonne = 3,36 • iO^^mV), 
G Gravitationskonstante. 

Durch Einsetzen von Gl. (F-12) und Gl. m Masse des Planeten bzw. Satelliten, 
(F-13)indieEllipsenbeziehung/7 = a(l — e )̂ M Masse des Zentralkorpers (Sonnen-
laBt sich die Gesamtenergie E^^^ der Planeten- masse), 
bewegung auf der Ellipsenbahn berechnen: a groBe Halbachse der Ellipsenbahn, 
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1̂0 Bahngeschwindigkeit des Planeten oder 
Satelliten am Bahnort TQ , z. B. im 
Ellipsenscheitel, 

G Gravitationskonstante. 

Auf Ellipsenbahnen, zu denen auch die Kreis-
bahn zahlt, ist die Gesamtenergie nur von der 
groBen Halbachse a der Bahnkurve, der Zen-
tralmasse m und der Massee m des Umlauf-
korpers abhangig. 

Eine Ubersicht uber die Daten der Planeten 
des Sonnensystems gibt die Tabelle F-3. 

F.7 Schwereeigenschaften der Erde 

Mit der Erdmasse m^ = 5,972 • 10̂ ^ kg als 
Zentralmasse und dem Erdradius r^ = 
6,371 • lO^m ergeben sich die speziellen Be-
ziehungen der Tabelle F-4 fur die Gravita-
tionswirkungen der Erde. Zum Teil sind diese 
auf die Hohe h der Korper iiber der Erdober-
flache umgerechnet. 

Daten der Erde, des Monds und der Mond-
bahn sind in Tabelle F-5 zusammengestellt. 

Tabelle F-5. Daten der Erde und des Erdmonds. 

Parameter 

Masse 

Radius im Mittel 

Aquatorradius 

Polradius 

mittlere Dichte 

Fallbeschleunigung auf der 
Oberflache 

Rotationsdauer 

groBe Bahnhalbachse 
(Kreisbahnradius) 

Ellipsenparameter 

numerische Exzentrizitat 
der Ellipsenbahn 

Umlaufdauer 
(siderische Umlaufzeit) 

Erde 

WE = 5,972- 1024 kg 

''E,m = 6371 km 

r g ^ = 6378,160 km 

rg p = 6356,775 km 

eE = 5514kg/m^ 

g^ = 9,80665 m/s^ 

rRE = 23h, 56min, 3,95 s 

= 8,616395 •lO'^s 

a^= 1,496-10^ km 

p^=: 1,496-10^ km 

£E = 0,017 

7;jE = 365d, 5h, 48min, 46 s 

= 3,1556926-10's 

Erdmond 

m^ = 0,0549 WE 

= 7,352 - 10^2 kg 

TM = 0,273 rE= 1738 km 

M̂ = 0,61 Q^ = 3342 kg/m^ 

Qy^ = 0,1669fE = 1,63 m/s^ 

rR,M = 2,36-10^s = ru,M 
(gebundene Rotation) 

a^ = 3,844 - 1 0 ' km 

Py^ = 3,832 • 10' km 

£M = 0,0549 

ru,M = 2 7 d , 7 h , 43min 

= 2,360580 • l O S 
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Unter dem EinfluB von Krdften und Momen-
ten treten Form- oder Gestaltdnderungen auf, 
die beim praktischen Einsatz von Werk-
stoffen und geometrisch geformten Werkstiik-
ken von Bedeutung sind. Bei den elastischen 

Tabelle G-1. Wichtigste DIN-Normen. 

Formandeningen gehen die Verformungen 
nach Ende der Belastung wieder vollstandig 
zuriick; bei den plastischen Formandeningen 
nicht. 

Norm 

DIN EN 

DIN 

DIN 

DIN 

DIN 

DIN 

DIN 

DIN 

DIN ISO 

DIN ISO 

DIN ISO 

Nummer 

10002 

50103 

50111 

50115 

50125 

50133 

50145 

50351 

409 

410 

3878 

Bezeichung 

Metallische Werkstoffe; Zugversuch 

Priifung metallischer Werkstoffe; Hartepriifung nach Rockwell 

Priifung metallischer Werkstoffe; Technologischer Biegeversuch 

Priifung metallischer Werkstoffe; Kerbschlagbiegeversuch 

Prufung metallischer Werkstoffe; Zugproben 

Priifung metallischer Werkstoffe; Hartepriifung nach Vickers 

Prufung metallischer Werkstoffe; Zugversuch 

Prufung metallischer Werkstoffe; Hartepriifung nach Brinell 

Metalhsche Werkstoffe; Hartepriifung 
Tabellen zur Bestimmung der Vickersharte 

Metalhsche Werkstoffe; Harteprufung 
Tabellen zur Bestimmung der Brinellharte 

Hartmetalle; Vickers-Harteprufung 

G.l Spannung und Spannungszustand 

Ubersicht G-1. Spannung und Spannungszustand fur isotrope Materialien. 

Spannung S = 
d^ 
dA 

Spannungstensor 

(G-1) 

Normalspannungen a 

(drei Normalspannungen: G^, Uy, a^) 
Schubspannungen T 

dA 

(sechs Schubspannungen: î y, T^ ,̂ ly^, ly^, T^ ,̂ T^) 

(G-2) 

(G-3) 
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Ubersicht G-1 (Fortsetzung) 

Einachsiger Spannungszustand 

Beanspruchung nur mit Zugkraft F^ 

dF 

•F^^ 
xy "xz yz 

Fiir Flache ^ ^ unter Winkel (p gilt: 
/7 f 

(T^ = - ^ = - COS^ (p = (T, COS^ (p 

Oder 

% = y[l+cos(2(p)] 

Mohrscher Spannungskreis: 

' A^ - sin (̂  cos (p 

T,p= - y sin(2(p) 

Mittelpunkt M ! y /o j ; Radius r = y 

(G-4) 

(G-5) 

(G-6) 

dA Flachenelement 
A ^ Flache unter Winkel cp 
dF Kraftelement 
F„ Normalkraft 

Tangentialkraft 
Normalspannungen in x-, y-, z-Richtung 
Schubspannungen in /-, /:-Richtung 

G.2 Verformungsarten 

Tabelle G-2. Verformungsarten. 

Verformungsart 

/ r 
/ 

f"" . 
' / . 

A . 
/ 

•/^n 

/ 

1 
A/ 

( 
/ 

Dehnung e 
A/ 

(Form-
anderung 
und 
Volumen-
anderung) 

KenngroBe 

Elastizitatsmodul F 
allgemein: 

Hookesches Gesetz: 

£ = - (G-8) 
e 

GesetzmaBigkeit 

F A/ 
- = £ - (G-9) 

(7 = £e (G-10) 
(Hookesches Gesetz) 

A/ = ^ (G-11) 
F 

Zusammenhang 

> Spannung c 

Zugbereich 

Dehnung ^ 

1 Druckt jereicn [ 
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Tabelle G-2 (Fortsetzung) 

Verformungsart KenngroBe GesetzmaBigkeit Zusammenhang 

-1 ^d^^^\^']_ 
Quer-

-J- dehnung e 
^' Ad 

Querdehnungszahl fi 
(Poisson-Zahl) 

Ad 

^Fn 

fi= - - (G-12) 

/ (Form-
I anderung 
1 und 

Volumen-
anderung) 

A/ 
T 
(G-13) 

£^=-fis (G-14) 

AV 
— = £(1-2/.) (G-15) 

0<fi<0,5 

allseitige 
Kompres-
sion 
(nur 
Volumen-
anderung) 

Kompressionsmodul K 
Kompressibilitat x 

AV 
— = 3 e ( l - 2 / i ) 

(G-16) 

K^-'-lf (G-17) 

- = x (G-18) 

AV= --VAp 
K 

= -xVAp (G-19) 

K = -
3(1-2 ft) 

(G-20) 

Fi 

• \ 1 

yl\ I 
— / 1 / 

/ 1 / 

^ J - • J 
•U* 

7 / / / / / / / 
y 

Ft 
Schemng 
(nur Form-
anderung) 

Schubmodul 
(Torsionsmodul) G 
allgemein: 

dt 
(G-21) 

= Gy (G-23) 
2(1+/ i ) 

(G-24) 

speziell: 

G = '-

E ^ E 
^<G<-
3 2 

(G-25) 

(G-22) 

A 
d,Al 
E 
F 
G 
K 

k 

Flache 
Dicke, Dickenunterschied 
Elastizitatsmodul 
Kraft 
Schubmodul 
Kompressionsmodul 
Ausgangslange 

/, A/ Lange nach Dehnung, Langenunterschied 

Ap 
V, AV 

£ 

G 

y 
T 

Druckunterschied 
Volumen, Volumenanderung 
Dehnung 
Querdehnung 
Spannung 
Querdehnungszahl, Poisson-Zahl 
Scherwinkel 
Schubspannung 
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Tabelle G-3. Elastische Kenngrofien einiger Werkstoffe. 

Werkstoff 

Eis 
Blei 
Al (rein) 
Glas 
Gold 
Messing 
(kaltverf.) 

Kupfer 
(kaltverf.) 

V2A-Stahl 

Elastizitats-
modul 
E 
GN/m^ 

9,9 
17 
72 
76 
81 

100 

126 

195 

Querdehnungs-
zahl 
M 

0,33 
0,44 
0,34 
0,17 
0,42 
0,38 

0,35 

0,28 

Kompressions-
modul 
K 
GN/m^ 

10 
44 
75 
38 

180 
125 

140 

170 

Schubmodul 

G 
GN/m^ 

3,7 
5,5 bis 7,5 

27 
33 
28 
36 

47 

80 

Bruch-
dehnung 
R^ 

0,5 

0,5 
0,05 

0,02 

0,45 

Zug- bzw. 
Druckfestigkeit 
^B 
GN/m^ 

0,014 
0,013 
0,09 
0,14 
0,55 

0,45 

0,7 

Tabelle G-4. Rdumliche Spannungszustande. 

x-Komponente 

>'-Komponente 

z-Komponente 

Normalspannung o 

E ( ,ie \ 

E ( tic \ 

Dehnung e 

^x = -^K-^^i^y + ^z)] 

1 

ez = -^K- /^ (^x + S)l 

Schub-
spannung T 

^xy = G^7xy 

^xz = Gy^^ 

ŷz = G 7ŷ  

Schiebung y 

1 
V = — T ' x y /-< ^xy 

1 
T x z - ^ T^xz 

1 
V = — T '̂ yz Q "yz 

G.3 Zugversuch nach DIN 50145 

Zur Bestimmung von Zug und Druck wird 
haufig die Fldchenpressung p = F/A angege-
ben. Sie ist bestimmt durch die Druckbean-
spruchung in der Beruhmngsflache (Bild G-1). 

F 
A 

Im Zugversuch nach DIN 50145 wird der 
Spannungs-Dehnungs- Verlauf verschiedener 
Werkstoffe untersucht. Ublicherweise wird die 
0,2-%-Dehngrenze î po.2 ermittelt. Beim nicht 
stetigen Ubergang wird eine obere Streck-
grenze R^^ und eine untere Streckgrenze R^^^ 
unterschieden. Eine weitere wichtige Werk-
stoffkenngroBe ist die Bruchdehnung &^. bei 
der das Material bricht (Bild G-2). 

Bild G-1. Fldchenpressung p. 
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a) FlieBgrenze S 

plastischer ^ 
Bereich 

''plastisch - B 
elastischer Bereich B^^hpunkt 

(ZerreiGgrenze) 

b) N 

Federstahl 55 Si7 

C) (J 

p0,2 

^ N 

/ / / / / / 
/ / / / 

/ / 1- dcr 
/ / as 

/a/\ 

\ h-

Rm 

B 

s% 
0,2% 

1 2 3 4 5 6 7 8 
Dehnung s 

BildG-2. Zugversuch und Spannungs-Dehnungs-Ver-
Idufe. 
a) Spannungs-Dehnungsdiagramm 
b) Spannungs-Dehnungsdiagramm fur Federstahl 
c) stetiger Ubergang elastisch -plastisch 
d) unstetiger Ubergang elastisch-plastisch 

G.4 Elementare Belastungsfalle 

Tabelle G-5. Elementare Belastungsfalle. 

Skizze Bemerkung Normal-
spannung 
G 

Schub-
spannung 
T 

Dehnung Schiebung 

y 

Beispiele 

Zug bzw. Druck 

Zug: 
Druck 

^ 

z, 

X 

Fy positiv 
: Fy negativ 

y 

Kraft Fy 
greift im 
Flachen-
schwer-
punkt 5 
des Quer-
schnitts A 
an. 

•A 
0 

^' E 

^. = ^z 

= -^E 

0 Seile, Ketten, 
Zugstabe, 
Stiitzen, 
Kolben-
stangen, 
Druck-
spindeln 
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Tabelle G-5 (Fortsetzung) 

Skizze Bemerkung Normal-
spannung 
o 

Schub-
spannung 
T 

Dehnung Schiebung 

y 

Beispiele 

Scherung 

Meist tritt 
Scherung 
in Verbin-
dung mit 
Biegung 
auf. 

•..=-§ 

sonst T = 0 

sonst 
7 = 0 

Scherglieder, 
Nieten 

Biegung 

z. 

^^y t 1 

12 

- -

1 

"y 

reines 
Biege-
moment sonst 0- = 0 

0 
^ y ( z ) - ^ 

^x(z) = ^z(z) 

^ E 

0 Kragbalken, 

Achsen 

Torsion 

Zl 

-—J-^h) ^JV 

1 

"Tyx 

J ^ y 

"̂5̂^̂  X i^d^ 
nd"" 

ŷ 32 

reines 
Torsions-
moment 
Mt = My 

0 My 

My 
T = — ^ Z yx r 

•̂ y 

sonst T = 0 

0 T-
/xy ^ 

sonst 
7 = 0 

Torsions-
stabe 

A Querschnittsflache 
F Kraft 
Z) Breite 
h Hohe 
fi? Durchmesser 

E Elastizitatsmodul {E = G/S) 
G Schubmodul (G = y/x) 
J Flachentragheitsmoment 
M Drehmoment 
(7 Normalspannung 

T Schubspannung 
£ Dehnung 
y Scherung 
fi Querdehnungszahl 
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G.4.1 Biegung 

Wird ein Bauteil um die x-Achse auf Biegung Mb vom Lastangriffspunkt (M^ = 0) t>is zum 
beansprucht, dann wachst das Biegemoment hochsten Wert an der Einspannstelle. 

Ubersicht G-2. Belastungsfalle bei Biegung. 

ez\ 

^d 

/ i 

V 
/ 

Til. 
• \ j 

/ V 
Maximale Biegespannung 
(Randspannung) 

M, 
"^^W. 

Biegemoment M^ 

M^ = \a{y)AAy 

M, = a, 
jdiAy' , jJAy' _ J, 

^m^^mv 

X 

F>. = F 

K„a« = IF 

f. = yf ; ^3 = 7 ^ 

^bmax = y ^ 

F, = F 

t 1_ 
' 3' EJ 

3/ ' EJ 

D max 1^ 

Â = -fB=f 

D max Q 

f 

^ 

F 

(G-27) 

(G-28) 

Flachentragheitsmoment / 

axiale Flachentragheitsmomente J^ 

J, = ^dAy'; J^^ldAx' 

polare Flachentragheitsmomente /p 

/p = Jr^d^ = J(x2 + / ) d ^ = /y + /x 

Steinerscher Satz bei paralleler Achse 
nicht durch den Schwerpunkt S: 

X = J, + Ad^ 

Bezugsachse 

(G-29) 

(G-30) 

(G-31) 

Widerstandsmoment FK, 

WC, (G-32) 
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Ubersicht G-2 (Fortsetzung) 

A, dA Flache, Flachenelement 
a, b Abstand von den Aufhangepunkten 
e^, e^ Abstand der auBersten Faser auf 

der Zug- bzw. Druckseite 
F Kraft 
E Elastizitatsmodul 
/ Flachentragheitsmoment 
W^ Widerstandsmoment 

x,y 
s 
I 
d 
r 
^z,d 

Koordinatenachsen 
maximale Durchbiegung 
Lange 
Abstand vom Schwerpunkt 
Radius 
Zug- bzw. Druckspannung 

Tabelle G-6. Widerstandsmomente und Fldchentrdgheitsmomente einiger Geometrien. 
NL = „Neutrale Faser" 

Widerstandsmoment 
Wy^ bei Biegung 
W. bei Torsion 

Flachentragheitsmoment 
J^ axial, bezogen auf NL 
Tp polar, bezogen auf den 
Schwerpunkt 

W^ = 0,098 d^ 
ff: = 0,196^' 

y, = 0,049^* 
X = 0,098 J^ 

m d NL 

1 

W^ = 0,098 id"" - di)/d 
Ŵ  = 0 ,196(^^-4 ) /^ 

y, = 0,049(^^^-4) 
/p = 0,098 ( ^ ^ - 4 ) 

J^ = 0,049 dH 

a NL 

W^^ 0,09%{a^b - alb^)!a 

W, = 0,\96{ab^ -a^bDlb 

J^ = 0,049 {aH-al bo) 

Ĥb = 0,118 «^ 
W, = 0,20Sa^ 

/ , = 0,083 «^ 
J =0,140 a* 

"T 
- h NL W^ = 0,167 bh^ 

W, = xbH 

y, = 0,083 6 Â  
F^ribH 

W^ = 0,104 d^ 
K̂ = 0,188^^ 

/, = 0,060^^ 
/„ = 0,115^^ 
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Tabelle G-6 (Fortsetzung) 

Widerstandsmoment 
W^ bei Biegung 
W. bei Torsion 

Flachentragheitsmoment 
J^ axial, bezogen auf NL 
/p polar, bezogen auf den 
Schwerpunkt 

d NL 
W^ = 0,120 d^ 
Ŵ  = 0,188^2 

J, = 0,060 J^ 
X = 0,115 J-̂  

NL 
W.^ 12{2a + b) J. = 36(« + Z?) 

/3H [ _ b ^ 

w^ 
bh^-b^hl 

'' ell 

J. = 
bh^-b^hl 

12 

.̂ = 
bh^ + bphl 

12 

G.4.2 Knickung 

Um ein seitliches Ausknicken eines gedriick-
ten Stabes zu vermeiden, mu6 die Druckspan-
nung (7 = F/A stets kleiner sein als die zu-
Idssige Knickspannung o^^^^. Die zulassige 
Knickspannung o^.^^^ wird aus der Knick­
spannung a^ berechnet, unter Berucksichti-
gung eines Sicherheitsfaktors S (je nach An-
griffspunkt der Kraft zwischen 3 und 6). Fiir 
die Berechnungen wird der Schlankheitsgrad X 
eingefuhrt, der mit der freien Knickldnge 4 
zusammenhangt. 

Ubersicht G-3. Knickung und Knickfdlle. 

Knickung 

S 

fur schlanke Stabe gilt 

^V-r»\ — 

Ubersicht G-3 (Fortsetzung) 

Knickfalle 

Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4 

4 = 2 / = / =0,707/ =0,5/ 

A 
E 
J. 
k 
S 
X 

'^kzul 

Querschnittsflache 
Elastizitatsmodul 
axiales Flachentragheitsmoment 
Knicklange 
Sicherheitsfaktor 
Schlankheitsgrad 
Knickspannung 
zulassige Knickspannung 
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Tabelle G-7. Ndherungsformeln fur die Knick-
spannungen a^. 

Werkstoff 

StahlSt37 

StahlSt52 

GrauguB GO 25 

Nadelholz 

schlanke 
Stabe 
(A groB) 

llA 

A ^100 

X^./E[R^ 
A ^ 8 0 

A ^100 

nicht schlanke 
Stabe 
(/t kleiner) 

a^ in N/mm-̂  

G^ = 284 - 0,8 A 

(7̂  = 578-3 ,74 / 

^̂  = 7 6 0 - 12A 
4-0,05/2 

(7̂  = 2 9 - 0 , 1 9 / 

G.4.3 Torsion 

Ubersicht G-4. Torsionsbeanspruchung. 

Drehwinkel 
IM _lW,x 
~GJ~~GT (P 

zylindrischer Stab 
2/M 

(p = - •-c*M 
nGr^ 

Torsionsspannung i 
M 

WinkelrichtgroBe c* 

(G-39) 

(G-40) 

2/ 
(G-41) 

c* WinkelrichtgroBe 
G Schubmodul 
/p polares Flachentragheitsmoment 
M Drehmoment 
/ Lange des Korpers 
r Radius des Zylinders 
W^ Widerstandsmoment bei Torsion 
(p Drehwinkel 
T Torsionsspannung 

G.5 Bruchmechanik 
Fiir glatte Stabe gelten je nach Beanspm-
chungsfall verschiedene Nennspannungen a^. 
Kerben (z.B. Rillen und Bohrungen) und 
Querschnittsdnderungen (z.B. Absatze und 
Kropfungen) erzeugen hohere Spannungen 
(7„a^, die mittels Formzahlen a,, beriicksichtigt 
werden. 

Um ein Versagen des Werkstoffes durch Ver-
formung oder Bmch zu verhindern, durfen die 
Grenzspannungen G^^ bzw. ig^ in der Praxis 
nicht erreicht werden. Dazu wird ein Sicher-
heitsfaktor 5 eingefuhrt, mit dem die zulas-
sige Spannung G^^^ bzw. x^^^ berechnet wird 
(^zui = o-g,/S bzw. T̂ „i = Tgr/^). Es gilt fiir 
zahe Werkstoffe S = 1,2 bis 4 und fur sprode 
Werkstoffe 5 = 2 bis 10. 

Ubersicht G-5. Formzahlen aĵ  verschiedener 
Geometrien und Kerbformen. 

Nennspannungen G^ 
Zug: G^ = FjA 
Biegung: G^ = MJW^ 
Torsion: x^ = MJW^ 

maximale Spannung G^^^ 
^,n.v = a . G„ 

} (G-40) 

(G-41) 

A Querschnittsflache 
F Kraft 
M^, Mj Drehmoment der Biegung bzw. Torsion 
W^, W^ Widerstandsmoment der Biegung bzw. 

Torsion 
(T„, T̂  Nennspannung 
G^^^ Maximalspannung 
OL^ Formzahl 

Formzahlen a,̂  fur Flachstabe 

0 0,1 0,2 0,3r/t» 0 0,1 0,2 0,3 r/b 

3 

2 

1 

\ 1 1 1 
\b/B=OA. . .0,5 

\/6,95 
T99 

0 0,1 0,2 0,3 r/d 0 0,2 0,4 0,6d/B 

Zug/Druck Biegung 
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Ubersicht G-5 (Fortsetzung) 

Formzahlen OL^ fur Rundstabe 

-\D 

>^ 
N d/D=0.5 

0,95 

o.98| r ^ 

\ d/D=0,S 

w^ 
0,95 

0,98 

r-̂ -i----̂ ^ 
0 0,1 0,2 0,3 r/d 

\\km\ 
^d/L ?=0,5 

/0,9 5 
0,98 

0 0,1 0,2 0,3 r/d 0 0,1 0,2 0,3 r/d 

^ £?ohneKeil 

3 

2 

1 

d/D=0,5 
0,95 

0,98 
^^^^%^^ 

0 0,1 0,2 0,3 r/d 

t~0,^D 

W=0,125D,b=0,25D_ 
\ V l !o'/O=0,5 

0 0,1 0,2 0,3 r/b 
bzw. r/d 

Zug/Druck 

Biegung Torsion 

G.6 Schwingende Beanspruchung 

Wenn die Beanspruchung zwischen zwei Span-
nungen, dem oberen Spannungswert a^ und 
dem unteren a^, schwankt, dann treten gerin-
gere Grenzspannungen a^^ auf. Die grofite um 
eine gegebene Mittelspannung schwingende 
Spannung, bei der gerade noch kein Bruch 
Oder keine Verformung auftritt, wird Dauer-
schwingfestigkeit (JD genannt. Schwankt die 
Spannung zwischen zwei entgegengesetzt 
gleich groBen Grenzwerten (Mittelspannung 
^m = 0)5 dann spricht man von Wechselfestig-
keit (jyf. Zwischen der Wechselfestigkeit a^ 
und der statischen Bruchfestigkeit a^ bestehen 
folgende Zusammenhange: 

Stahl (Zug-Druck) 
Stahl (Biegung) 
Nichteisenmetalle 

(Zug-Druck) 
Nichteisenmetalle 

(Zug-Druck) 

(7w = (0,30 bis 0,45) (7B, 
(Tw = (0,40 bis 0,45) (7^, 
(Tw = (0,20 bis 0,40) a^, 

(Tw = 0,30 bis 0,50^8. 

G.7 Zeitstandverhalten 

Werden Werkstoffe iiber lange Zeit erhohten 
Temperaturen oder hohen Spannungen ausge-
setzt, dann kann Kriechen oder Relaxation ein-
setzen. Dabei ist Kriechen eine gleichbleibende 
Verformung bei gleicher Belastung und glei-
cher Spannung. Bei der Relaxation lassen die 
Spannungen bei der konstanten Verformung 
nach. 

Tabelle G-8. Relaxation verschiedener Werkstoffe. 

Werkstoff 

ZA14Cul 

MgAlSZnl 

AlSil2(Cu) 

Cq35 

40CrMoV47 

Bauteil 

Gewinde 

Druck-
probe 

Schraube 

Zugstab 

N/mm^ 

280 

157 

207 

800 

850 

Anfangs-
spannung 
N/mm^ 

150 

60 

60 

540 

372 

Temperatur 

20 

150 

150 

160 

300 

Zeit 

h 

500 

500 

500 

500 

1000 

Relaxation 

% 

30 

63 

3,3 

11 

12 
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G.8 Energie 

Ubersicht G-6. Elastische und plastische Ener­
gie sowie mechanische Hysterese. 

Elastische Energie 

Verformungsenergie fiir die Langen- bzw. Volumen-
anderung von Korpern 

W=\aAld&= F|(Td£ (G-42) 

Plastische Verformungsenergie 

mechanische Hysterese 
eines Spannungs-Dehnungs-
Zyklus 

Arbeit, die im Korper verbleibt: 

W= F J(7de + Jcrde 
\ P Q 

= Fjade (G-43) 

Verlustdichte w = W/V entspricht der Flache 
der Hysteresekurve 

^ f A (G-44) 

A Querschnittsflache 
/ Lange des Korpers 
V Volumen 
W Arbeit 
w Verlustdichte 
<T Spannung 
e Dehnung 
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G.9 Harte 

Tabelle G-9. Hdrteprufverfahren. 

Bezeichnung 

MeBprinzip 

Berechnung 

Angabe der 
Prufbedin-
gung 

Bemerkung 

Anwendungs-
gebiete 

Brinell-Verfahren 
DIN 50 351 

IF 

-777777777, 

( D \ 

7777777777. 

D Durchmesser der 
Prufkugel 
d Durchmesser des 
Kugeleindrucks 

HB = 0,102 4 A 

K 

0,102-2/^ 

DiD-jD^-d"") 

280 HB 2,3/160/20 
D = 2,3 mm, 

160 N 
î  = ——-=1568N, 

0,102 

/ = 20s 

vergleichbare Hartewerte 
furO,2Z><^<0,7Z) 

weiche Werkstoffe 
(max. 450 HB) 

Vickers-Verfahren 
DIN 50137 

11 

^77777>)J^.j7 

^^d^+d2 

y///A 

^ 

Z 

F"^ 
^ 

N 

. > 

ŵ 

HV = 0,102^ 
A 

= 0,189 J 

700 HV 50/30 

F = ^ ^ = 490N, 
0,102 

r = 30 s 

HB « 0,95 HV 
fiir F > 49 N und 
Belastungsgrad 

F 
(Brineil)0,102—2 von 

30 bis 4070 HV 

weiche Werkstoffe 
( l ,96<i^<49N), 
z.B. Blei3HV 
harte Werkstoffe 
(49<F<980N), 
z.B. Hartmetall 
1500HV) 

Rockwell-Verfahren 
DIN 50103 

0) 

:C0 

J. 

" -Sh 

-^A V 
• Hartewert 

Rockwell-B 
(HRB) 

2|im je 
Harteeinheit 
F^ = 883 N 
Priifkorper: 
Stahlkugel 

«1,5875 mm 

Rockwell-C 
(HRC) 

Fo = 98N 
2jimje 
Harteeinheit 
fi = 1373N 
Priifkorper: 
Diamantkegel 
Kegelwinkel 
120° 
Bezugsharte-
wert 100 

automatische Hartemessung 

mittelharte 
Werkstoffe 
(zwischen 
35 HRB und 
100 HRB) 

gehartete und 
angelassene 
Stahle 
(zwischen 
20 HRC und 
70 HRC) 



H Hydro- und Aeromechanik 

Die Hydro- und Aeromechanik beschreibt Zu-
stande und Bewegungen von Flussigkeiten und 
Gasen. Flussigkeiten sind kaum zusammen-
driickbar (inkompressibel), aber ihre Molekiile 
lassen sich leicht gegeneinander bewegen 
(unbestimmte Gestalt). Gase haben dagegen 
weder eine bestimmte Gestalt, noch ein be-
stimmtes Volumen (kompressibel). Sind die 
Flussigkeiten oder Gase in Ruhe, so gelten die 
Gesetze der Hydro- und Aerostatik. Bewegen 
sich Flussigkeiten oder Gase, gelten die Glei-
chungen der Hydro- und Aerodynamik. 

In der Hydrostatik sind der Kolbendruck, der 
Schweredruck und der Auftrieb von Bedeu-
tung, in der Aerostatik der Zusammenhang 
zwischen Druck und Volumen (Boyle-
Mariottesches Gesetz) sowie die Abhangigkeit 
des Drucks von der Hohe (Barometrische 
Hohenformel). 

In der Hydro- und Aerodynamik unterscheidet 
man ideal-reibungsfreie, laminare und turbu-
lente Stromungen. Ihnen liegen die Newton-
schen Gesetze der Flussigkeitsbewegungen zu-
grunde, die in den Navier-Stokes-Gleichungen 
zusammengefaBt sind. Bei den ideal-rei-
bungsfreien Flussigkeiten und Gasen gilt die 
Bernoullische Gleichung, bei den laminaren 
Stromungen sind die Stromungsverhaltnisse 
fiir Rohre, Kugeln und Flatten von Bedeu-
tung. Bei den turbulenten Stromungen treten 
Wirbel auf, die zum Stromungswiderstand fuh-
ren und eine Stromungsleistung erfordern. Der 
Ubergang von laminarer zu turbulenter Stro-
mung wird durch die Reynolds-Zahl bestimmt, 
die aus Ahnlichkeitsgesetzen berechnet wird. 

Ubersicht H-2. Ubersicht iiber die wich tigs ten 
DIN-Normen. 

DIN 1952 

DIN 4320 

DIN 24 255 

DIN 24 312 

DIN/IEC 607 

DIN/ISO 3019 

DIN/ISO 4391 

Drosselgerate 

Wasserturbinen; Benennungen 
nach der Wirkungsweise und 
nach der Bauweise 

Pumpen 

Fluidtechnik; Druck; Werte; 
Begriffe 

Thermodynamische Methode 
zur Messung des Wirkungsgrades 
von hydraulischen Turbinen, 
Speicherpumpen und Pump-
Turbinen 

Fluidtechnik - Hydraulik; 
Hydropumpen und -motoren 

Fluidtechnik - Hydraulik; 
Pumpen, Motoren und Kompakt-
getriebe 
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H.l Ruhende Fliissigkeiten 

Fliissigkeiten haben keine Gestalt, sondern 
nehmen die des GefaBes an. Unter dem Ein-
fluB einer Kraft stehen die Oberfldchen der 
Fliissigkeiten immer senkrecht zur wirkenden 
Kraft. Deshalb gilt: 

Unter dem EinfluB der Schwerkraft ist der 
Fliissigkeitsspiegel, unabhdngig von der 
Gefdfiform, stets waagrecht und bei ver-
bundenen GefaBen gleich hoch. 

Tabelle H-1. Kompressibilitdt x einiger Fliis­
sigkeiten bei einer Temperatur von 20 °C. 

Fliissigkeit 

Aceton 
Benzol 
Brom 
Chloroform 
Essigsaure 
Ethanol 
Glyzerin 
Methanol 
Nitrobenzol 
Olivenol 
Paraffin 
Pen tan 
Petroleum 
Quecksilber 
Rizinusol 
Schwefelsaure 
Terpentinol 
Tetrachlorkohlenstoff 
Toluol 
Wasser 
Xylol 

Kompressibilitat x 
1/(10^ Pa) 

1,28 
0,87 
0,67 
1,16 
0,83 
1,18 
0,21 
1,21 
0,45 
0,63 
0,85 
1,45 
0,83 
0,039 
0,48 
2,85 
0,83 
1,15 
0,91 
0,47 
0,87 

H.1.1 Druck, Kompressibilitat, 
Volumenausdehnung 

An jeder Stelle der Fliissigkeit wirkt ein 
Druck p. 

Ubersicht H-3. Druck, Kompressibilitdt und 
Volumenausdehnungskoeffizient. 

Druck p 

dF 

L ^ d F 

. ^ 
6A 

p = dA 
(H-1) 

MaBeinheit: N/m^ = Pa 
1 bar = 10' Pa 

Kompressibilitat x 
Verhaltnis der relativen Volumenanderung AV/V 
zur erforderlichen Druckanderung Ap 

AV AQ 

V • Ap Q • Ap 

AF= -xApV 

d F = -xdpV 

(H-2) 

(H-3) 

Volumenausdehnungskoeffizient y 
Relative Volumenanderung AF/F ist proportional 
zur Temperaturanderung A5 

AF 
— = yA^ (H-4) 

(wegen QQ = m/Fo und AF = Fo(1 + y A9)) 

Fliissigkeiten: y klein 
ideale Case: y = 1/7; = 1/273,15K"^ = 0,00366K"^ 

dA 
dF 
m 
AV/V 
Ap 
Fo 
r„ 
y 
Aa 
AQIQ 
X 

Flachenelement 
Kraftelement 
Masse 
relative Volumenanderung 
Druckanderung 
Volumen bei 0 °C 
Normal-Temperatur (T^ = 273,15 K) 
Volumenausdehnungskoeffizient 
Temperaturdifferenz 
relative Dichteanderung 
Kompressibilitat 



H.l Ruhende Fliissigkeiten 193 

H.1.2 Kolbendruck, Schweredruck 
und Seitendruck 

In GefaCen eingeschlossene Fliissigkeiten wird dieser Z u s a m m e n h a n g bei hydraulischen 
haben iiberall den gleichen Druck , wenn der Pressen, wie beispielsweise Hebebi ihnen , 
Schweredruck vernachlassigbar ist. Bei unter-
schiedlichen Kolbenfldchen A werden deshalb 
verschiedene Kraf te F wi rksam. Angewand t 

Wagenhebern , Druckwand le rn u n d hydraul i ­
schen Bremsen. 

Ubersicht H-4. Kolbendruck, Schweredruck und Seitendruck. 

Kolbendruck 

F'"^'-: '^1 _ -"^ 

->!-", 
/ 

1 L rmmm--
i [ 
ii 

Schweredruck p 

Pa 

1 1 M M 1 - - 1 f - -

--.- A M-_-

A2 

S 

t 

h 

'P^ 

Pa + 

1 

pgho 

IF2 

Phydr 

pgh 

/̂  F. ^=irt '^-''' 
F, A , J? 

i-itrii («-"> 

Entspricht der Gewichtskraft 
einer Fliissigkeitssaule F^ bezogen auf 
die Flache A 
Ps = Q9h (H-7.1) 

Druck ist unabhangig von der GefaBform: 
nur die Fiillhohe ist entscheidend (hydrostatisches 
Paradoxon) 

Hydrostatischer Druck p^^^^ = statischer Druck p^ + Schweredruck p^ 

(H-7.2) 

Seitendruck 

5'i I T '^Sres-

Seitenkraft Fg 

F,= fQghdA = QglhdA = QghsAs (H-8.1) 

F, = -
a 

J 

J= ^ h^'dA 

^s^s ^ s 

(H-8.2) 

A Flache 
A^ Seitenflache 
dk Flachenelement 
a Druckmittelpunktsabstand 
F Kraft 
Fs Seitenkraft 
g Erdbeschleunigung {g = 9,81 m/s^) 

h 
hs 
J 

Hohe 
Hohe bis zum Flachenschwerpunkt S 
Flachentragheitsmoment 
statisches Moment 
(Ms =/is A ) 
Dichte 
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H.1.3 Auftrieb 

Der Schweredruck von Flussigkeiten und Ga-
sen ist dafiir verantwortlich, daB alle in Fliis-
sigkeiten oder Gasen eingetauchte Korper 
leichter sind als auBerhalb dieser Medien. Die 
Kraft, die den scheinbaren Gewichtsverlust er-
moglicht, wird Auftriebskraft F^ genannt. Sie 
errechnet sich aus der Differenz aus den unter-
schiedlichen Druckkraften auf der Unterseite 
{F2) und der Oberseite (FJ des Korpers. 

F^ = F2-F^=A (p2 -Pi) = A f̂, g {hj - h^). 

(H-9) 

Da A (/?2 — h^ das Volumen des Korpers bzw. 
das durch den eingetauchten Korper ver-
drdngte Flussigkeitsvolumen P̂ ĝ d î t, gilt: 

•• Qn 9 Ke \9^FG (H-10) 

f̂j Dichte der Flussigkeit, 
g Erdbeschleunigung (^ = 9,81 m/s^), 
Fygrd Verdrangtes Flussigkeitsvolumen, 
m̂ ĝ d Masse der verdrangten Flussigkeit, 
^,verd Gewichtskraft der verdrangten Fliis-

sigkeit. 

^ 
1̂ ' 

'/=2 

^^S2 

:b 1 

BildH-l. Krdfte auf einen eingetauchten Korper. 

Die Auftriebskraft F^ ist demnach die Ge­
wichtskraft des verdrangten Fliissigkeits- bzw. 
Gasvolumens. 

Je nach dem Gewicht FQ des eingetauchten 
Korpers sind drei Falle zu unterscheiden: 

^G < ^ A : 

^G = = FA' 

^G > F^: 

Der 
Der 
Der 

Korper schwimmt. 
Korper schwebt. 
Kdrper sinkt. 

Beim Schwimmen konnen StabiHtatsprobleme 
auftreten, weil die Auftriebskraft i^ im 
Schwerpunkt S^^ ^^r verdrangten Flussigkeits-
menge angreift, und die Gewichtskraft FQ im 
Schwerpunkt S^ des Korpers. 
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H.1.4 Bestimmung der Dichte 

libersicht H-5. Bestimmung der Dichte fester Korper und der Dichte von FlUssigkeiten. 

Hydrostatische Waage 
Ermitteln der Auftriebskraft F^ aus dem Gewichts-
unterschied zwischen dem Korper in Luft FQ L und in 
der Fliissigkeit FQ ^ 

(H-11) 

Dichte fester Korper ĝ : 

FG,L _ Qn 
QK = Qn 

FQ, L ~ ^G, E 1 — (-̂ G, BIFQ, L) 
(H-12) 

Dichte von Flussigkeiten Q^^ 

Qn = QA^ -FG,EIFG,L) 

Eintauchen in Fliissigkeiten unterschiedUcher Dichte Qf^ und Qfi2 

MJ,L ~ ^G.El 
^fu — Qfu 

M J , L ^ G , E 2 

(H-13) 

(H-14) 

F^ Auftriebskraft 
FQ L Gewicht des Korpers in Luft 
FQ E Gewicht des Korpers in Fliissigkeit eingetaucht 
m Masse des Korpers 
g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s^) 
V Volumen des Korpers 
f̂, Dichte der Fliissigkeit 

Qfr^ Dichte des Korpers 

H. 1.5 Grenzflacheneffekte 

Kohdsion und Adhdsion 

Anziehende Krafte, die zwischen gleichartigen 
Atomen oder Molekiilen eines Stoffes wirken, 
werden Kohdsionskrdfte (Zusammenhangs-
krafte) genannt. Die auch als van-der-Waals-
sche Krafte bezeichneten zwischenmolekula-
ren Krafte haben elektrischen Ursprung. 
Wahrend bei Festkorpern und Flussigkeiten 
Starke Kohasionskrafte auftreten, sind sie bei 
Gasen relativ klein und nur bei tiefen Tempe-
raturen (nahe der Kondensationstemperatur) 

feststellbar; sie verursachen Abweichungen 
vom idealen Gasverhalten. 

Anziehungskrdfte, die zwischen den Molekii-
len zweier verschiedener Stoffe wirken, wer­
den Adhdsionskrdfte genannt. Sie konnen 
zwischen festen Korpern, zwischen festen 
Korpern und Flussigkeiten sowie zwischen 
Flussigkeiten und Gasen wirken. 

Oberfldchenspannung 

Im Inneren einer Flussigkeit heben sich die 
Kohasionskrafte auf. An der Oberflache dage-
gen fehlen die nach auBen gerichteten Krafte. 
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Gas 

Flussigkeit 
Bild H-2. Oberfldchenspannung. 

Es gilt: 

^W FAs 

AA llAs 2V 
(H-16) 

F Zugkraft am Biigel, 
2 / gesamte Randlange der Fliissigkeitshaut 

(Vorder- und Riickseite), 
Â  Abstand zwischen Flussigkeitsoberflache 

im Biigel und in der Umgebung. 

Deshalb entsteht eine ins Innere der Fliissig-
keit gerichtete resultierende Kraft F^^^. 

Um ein Molekul an die Oberflache zu bringen, 
muB deshalb gegen diese Kraft Arbeit ver-
richtet werden, weshalb die Molekiile an der 
Oberflache eine Oberfldchenenergie (poten-
tielle Energie) aufweisen. Wird die Arbeit d W 
zur OberflachenvergroBerung auf die Oberfla-
chenanderung dA bezogen, dann ergibt sich 
die Oberfldchenspannung o\ 

(7 = dW/dA; (H-15) 

Weil in der Physik das Gesetz der Minimierung 
der potentiellen Energie gilt, sind Fliissigkeits-
oberflachen stets Minimalfldchen. Zur Mes-
sung der Oberflachenspannung G wird die 
Drahtbugelmethode nach Bild H-3 herange-
zogen. 

F 
i 

CA 

As 

Bild H-3. Drahtbiigelmethode zum Messen der Ober­
fldchenspannung. 

Aus Gl. (H-16) laBt sich der Druck p in 
einer Fliissigkeitskugel mit dem Radius r er-
mitteln: 

Der Druck ist um so groBer, je kleiner der 
Radius der Kugel ist. 

Kapillaritdt 

Bei der Beruhrung von Fliissigkeitstropfen 
mit einer festen Unterlage kommt es, je nach 
Uberwiegen der Adhasions- uber die Koha-
sionskrafte, zu einer Benetzung oder nicht. 

Von besonderer Bedeutung ist die Kapillarwir-
kung in engen Rohren. Es gilt fur die kapillare 
Steighohe h^^^,^: 

"steig ~ 
2 0-12 cos a 

QQr 
(H-18) 

Oberflachenspannung zwischen gasfor-
miger und fliissiger Phase, 
Winkel zwischen fester Phase und Flus­
sigkeitsoberflache, 
Dichte der Flussigkeit, 
Erdbeschleunigung {g = 9,81 m/s^), 
Radius des Rohres. 

Wie Gl. (H-18) zeigt, hangt die Steighohe 
/igteig neben Materialkonstanten nur vom 
Radius r ab: Je kleiner der Radius, desto 
hoher die Steighohe: h^^^-^^ ^ 1/r. 
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Tabelle H-2. Kapillaritdt und Benetzung. 

Benetzungsform Benetzung keine Benetzung 

Ursache Adhasionskrafte > Kohasionskrafte Adhasionskrafte < Kohasionskrafte 

Wirkung Ausbreitung der Fliissigkeit 
auf der Oberflache des festen Korpers 

Flussigkeit zieht sich 
tropfenformig zusammen 

Skizze gasformig (1) gasformig (1) 

Gleichung 0-12 cos a : 

Randwinkel 
n 

0 < a < -
- -2 

< a ^ 7U 

Kapillaritat Kapillaraszension 

Z.B. 
Wasser 

~yy:~?~~~~~-

y 

-.V. 

V J 

''steig 

--_-_-_----------

Kapillardepression 

Z.B. 
Quecksilber 

k ' ^ 

^-57:7 
/7ff.-. 

H.2 Ruhende Gase 

Bei Gasen sind die Kohasionskrafte vemach-
lassigbar klein. Deshalb sind sie unbestimmt in 
Gestalt und Volumen. 

H.2.1 Druck und Volumen 

Sind Temperatur T und Stoffmenge v kon-
stant, dann gilt das Boyle-Mariottsche Gesetz, 
nach dem das Produkt von Druck/? und Volu­
men V konstant ist: 

pV= konstant oder ^ = ^ ; (H-19) 
Pi Vi 

Pi,P2 Anfangs- bzw. Enddruck des Gases, 
V^, V2 Anfangs- bzw. Endvolumen des 

Gases. 

Der Gasdruck wird haufig als Uberdruck p^ 
(Differenz zwischen Innendruck p und au6e-
rem Luftdruck/7L = 10^ Pa) angegeben: 

PU=P-PL- (H-20) 

Ist der Luftdruck p^^ groBer als der Gasdruck, 
dann existiert ein Unterdruck. 

H.2.2 Schweredruck 

Der Schweredruck p (Druck der iiber der 
Bezugsebene stehenden Gassaule) eines Ga­
ses fallt mit zunehmender Hohe h (bei glei-
cher Temperatur) exponentiell {barometrische 
Hohenformel). 
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Ubersicht H-6. Barometrische und internationale Hohenformel. 

Barometrische Hohenformel 

15 ' 20 km 
11 16,5 

H6he/7 

(H-21) 

p Luftdruck in Hohe h 
PQ Luftdruck an der Erdoberflache 
^0 Dichte der Luft an der Erdoberflache 

(̂ 0 = 1,293 kg/m^) 
g Erdbeschleunigung {g = 9,81 m/s^) 
h Hohe iiber der Erdoberflache 
T, TQ Temperatur, TQ = 273,15 K 

Alle 8 m verringert sich an der Erdoberflache der Luftdruck um 100 Pa. In 5,4 km Hohe ist der Luftdruck halb 
so groB wie an der Erdoberflache. 
Fur/7o = 1,01325 • 10^ Pa und S = 0°C giU: 

Oder 

/i = 18,4kmlg 

(H-22) 

Po 

Internationale Hohenformel 
Berucksichtigt die Temperaturabnahme mit steigender Hohe. Gilt bis zur Tropopause (11 km). 

1,013 10^ Pa 1 ''' -nr' 
288 km 

(H-23) 

Pn Normdruck (entspricht dem Jahresmitteldruck auf Meereshohe) 
/?„ = 101 325 Pa (1013,25 hPa) 

Der tatsachUche Luftdruck ist von der Temperatur, dem Ort und dem Wetter abhangig 

Dichteverlauf 

/ 5 5 \4,255 

^ = 1,2255 k g / m ^ ^ l - ^ . / z j (H-24) 
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H.3 Stromende Flussigkeiten 
und Gase 

In der Stromungsmechanik wird der Transport 
von Massen (Flussigkeiten oder Gasen) be-
schrieben, der wegen der Schwerkraft oder 
aufgrund von Druckdifferenzen unter Beriick-
sichtigung der Reibungskrdfte zustande-
kommt. Nach dem Newtonschen Gesetz tre-
ten Beschleunigungen (Summe der Krafte 
dividiert durch die Masse) auf, wenn die 
Summe dieser drei Krafte nicht null wird. 
Wird die Bewegungsgleichung auf Kraftdich-
ten (Kraft pro Volumen) umgerechnet, dann 
ergibt sich als Bewegungsgleichung die Navier-
Stokessche Gleichung fur inkompressible 
Medien (Ubersicht H-1): 

Fur die idealen Stromungen gelten zwei Glei-
chungen: 

i. Massen-Erhaltungssatz 
(Kontinuitdtsgleichung) 

2. Energie-Erhaltungssatz 
( Bernoulli-Gleichung) 

Fur diesen Fall lassen sich analoge Gesetz-
maBigkeiten auch auf die Warmelehre (Trans­
port von Warme) und die Elektrizitatslehre 
(Transport von Ladungen) iibertragen, Dabei 
konnen mit Hilfe der Potentialtheorie und mit 
komplexen Funktionen stromungstechnische 
Probleme gelost werden. 

Kraft-
dichte 

= Ky - gmdp + t]Av; (H-25) 

aufiere Druckkraft- Reibungskraft-
Kraft dichte dichte 
pro 
Volumen 

Q Dichte der Fliissigkeit (des Gases), 
dv/dt Beschleunigung des Teilchens am Ort 

des Teilvolumens, 
Ky auBere Kraft pro Volumeneinheit, 
grad p Gradient des Druckes, 
rj dynamische Viskositat, 
A Laplace-Operator 

dx'^ a / "̂  dz' 

Wie Ubersicht H-1 zeigt, konnen die Stro­
mungen in reibungsfreie, laminare und tur-
bulente eingeteilt werden, fiir die entspre-
chende Teile der Navier-Stokes-Gleichungen 
gelten. 

H.3.1 Ideale (reibungsfreie) Stromungen 

Die Stromung idealer Flussigkeiten und Gase 
ist reibungsfrei. Hierbei gilt der in Ubersicht 
H-1 dargestellte Teil der Navier-Stokes-
Gleichung. 
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Ubersicht H-7. Massen- und Energie-Erhaltungssatz. 

Massen-Erhaltungssatz (Kontinuitatsgleichung) 

A 2 A Massenstrom —- = m = konstant 
--Y — ^ 3 dt 

Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt 
(da Q konstant): 

dV . 
Volumenstrom -r- = ^ = konstant 

dt 
(kleine Flachen, hohe DurchfluBgeschwindigkeiten 
und umgekehrt) 

dm/dt = QiV^Ai = Q2V2A2 = QvA = konstant (H-26.1) 

dVjdt = {dmldt)JQ = Av = konstant (H-26.2) 

Energie-Erhaltungssatz (Bernoulli-Gleichung) 

^ 1 2 , , 
— p + 7:fnv + mgh = konstant 
Q 2 

Druckenergie + kinetische Energie + potentielle Energie = konst. 

(H-27) 

Auf den Druck p umgerechnet, ergibt sich die Bernoulli-Gleichung 

Druck |(T) Energie 

statischer Druck ^ , Druckenergie 

kinetische 

dynamischer 
Druck p^T 

2 

geodatischer 

Druck pg/7^ 

potentielle Energie 

statischer 
Druck 

P2 

dynamischer pv^ 
Druck 2 

geodatischer 
Druck pgh2 
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Ubersicht H-7 (Fortsetzung) 

P\ •^\QVI -\- ggh^ = P2 + \Q^I-^ 09^2 = konstant 

Oder 

p + \Q^^ + Qd^ = konstant 

statischer + dynamischer Druck + Schweredruck = konstant 
Druck (Staudruck) (geodatischer 

Druck) 

(H-28) 

A DurchfluBflache des stromenden Mediums 
dmjdt Massenstrom 
dVj&t Volumenstrom 
V Geschwindigkeit der Stromung 
g Erdbeschleunigung (^ = 9,81 m/s^) 

p Druck 
h Hohe 
m Masse 
Q Dichte des stromenden Mediums 

Tabelle H-4. Druckmessung in Stromungen. 

Bezeichnung Drucksonde Pitot-Rohr Prandtlsches Staurohr 

Skizze 

Pstat 
Pstai 

T 
Differenzmessung von 
Pitot-Rohr und Drucksonde 

MeBgroBe statischer Druck statischer Druck 
und Staudruck 

Staudruck, 
Stromungsgeschwindigkeit 

Berechnungs-
Formel 

P=PsX Pgcs = Psi Pdyn ~ 2 
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Ubersicht H-8. Volumenstrommessung durch Drosselgerdte nach DIN 1952. 
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Venturi-Duse Einlaufdiise Blende 

v//////////m y//////////A 

Beriicksichtigung der Reibungsarbeit W^ und des Kompressionsverlustes Ŵ  am Drosselgerat: 

1 , 1 , ^ R W^K 
(H-29) 

Die Verlustanteile werden auf die kinetische Energie der Stromung bezogen und als Expansionszahl e 
(Kompressionsverlust) oder als Durchflufizahl a (Reibungsverlust) berucksichtigt: 

(H-30) 

a = J l (H-31) 

Stromungsgeschwindigkeit v^ an der Drosselstelle: 

Volumenstrom dF/df — A^v-^-

dF/d/ = a £^2 
/ ^iPi-Pi) 

/••('-M-'-) 
(H-33) 

Das Korrekturfaktorprodukt as ist von der Bauweise des Drosselgerates abhangig (fiir Normdrosseln in 
DIN 1952 tabelliert). Fiir Venturi-Rohre, die haufig zur Bestimmung der Stromungsgeschwindigkeiten einge-
setzt werden, ist as = 1. 

A^, A2 Flache der Eintrittstelle, Austrittstelle 
(Drosselstelle) 

v^, V2 Geschwindigkeit an der Eintrittstelle, 
Drosselstelle 

Pi, P2 Druck an der Eintrittstelle, Drosselstelle 

AV Volumenelement 
f̂ , PFK Reibungsarbeit, Kompressionsverlust 
Q i , Q2 Dichte an der Eingangstelle, Drosselstelle 
a Durchflufizahl (Reibungsverlust) 
e Expansionszahl (Kompressionsverlust) 
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Ubersicht H-9. Ausfliefien von Flussigkeiten. 

kleine BodenofTnung 

1-[ 

W/////A <i///^//r. 

# 

dV 

dt 
•• n A Jl g h (H-34) 

pi = (p(x AusfluBzahl 
(p Geschwindigkeitsziffer 

(Wasser: cp = 0,97) 
a Kontraktionszahl 

(AusfluBform; scharfkantig: a ;% 0,61) 

kleine Seitenoffnung 

t- /,_ 

U 
kt^ \ 

l^s 

17 = ju y ' 2 ^ /z 

dV I 
- = ^A^lgh 

s = 2fiy/hh2 

(H-35) 

groBe Seitenoffnung 

-6; 

dt 3 
(H-36) 

Druck p^ auf Fliissigkeitsspiegel 

JPa 

///////////////zz: 

,.,j2[,ht'-i 

V:='VH"*7 (H-37) 

Druck /?3 an der AusfluBstelle 

v = fi , 

d/ V ^ 
(H-38) 
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Ubersicht H-10. Saugeffekte durch Erhohen der Stromungsgeschwindigkeit. 
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dynamischer Druck 
2 

Geschwindigkeit v 

Mit zunehmender Stromungsgeschwindigkeit 
nimmt der Betriebsdruck p ab. Es entstehen 
Saugeffekte. 

Effekt p + ^v^ = konst. Beschreibung 

Zerstauber Punkt A: Stromungsgeschwindigkeit v nimmt zu; 
dadurch wird der Betriebsdruck p kleiner. 
Der Luftdruck p^ laBt die Fliissigkeit im Steigrohr 
steigen, so daB sie zerstaubt. 

Wasserstrahlpumpe Punkt A: Hohere Stromungsgeschwindigkeit v\ 
dadurch nimmt Umgebungsdruck p ab, Luft wird 
angesaugt und ein Rezipient leergepumpt. 

Aerodynamisches Paradoxon i y Platten: Hohe Stromungsgeschwindigkeit zwischen 
den Platten; dadurch nimmt der statische Druck p 
ab; der Luftdruck p^ druckt die Platten aneinander. 

Magnus-Effekt Oberflache: Durch Rotation des Zyhnders nimmt die 
Stromungsgeschwindigkeit v an der Oberseite zu; 
dadurch nimmt der statische Druck/? ab, so daB eine 
Querkraft F (Magnuskraft) entsteht. 
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H.3.2 Stromungen realer Fliissigkeiten 
und Gase 

HJ.2.1 Laminare Stromung 

Laminare Stromungen sind, wie Ubersicht 
H-1 an Hand der Navier-Stokesschen Glei-
chung zeigt, Stromungen mit innerer Reibung. 
Dabei gleiten die einzelnen Fliissigkeitsschich-
ten (Laminate) mit verschiedenen Geschwindig-
keiten iibereinander, ohne sich zu vermischen. 
Es entsteht ein Geschwindigkeitsgefalle di;/dx. 

Ubersicht H-11. Laminare Stromung. 

d d ^ i ^ 
di/ 

•nA 
di; 

d^ 
(H-39) 

FR dt; 
(H-40) 

Reibungskraft 

Schubspannung v ^ ., , 
A QiX 

Temperaturabhangigkeit der dynamischen 
Viskositat r\ 

Fliissigkeiten n = B ê ^̂  (H-41.1) 

Gase ri = rjo^/f/¥o (H-41.2) 

(nicht druckabhangig, wenn mittlere freie 
Weglange der Molekule wesentlich kleiner als 
Gefafidimensionen) 

Fluiditat (p = -

kinematische Viskositat v = 

(H-42) 

(H-43) 

A 
B,b 

T,To 
dy/dx 
n, no 
Q 

Beriihrungsflache 
empirisch ermittelte Konstanten 
Reibungskraft 
Temperatur, Bezugstemperatur 
Geschwindigkeitsgefalle 
dyn. Viskositat, dyn. Viskositat bei TQ 
Dichte 

Tabelle H-5. Dynamise he Viskositat rj und 
kinematische Viskositat v einiger Fliissigkeiten 
(bei 20 °C) und Gase (beiO°C). 

Fliissigkeit 

Aceton 
Ameisensaure 
Benzol 
Chloroform 
Essigsaure 
Ethanol 
Glyzerin 
Methanol 
Nitrobenzol 
Olivenol 
Pentan 
Quecksilber 
Rizinusol 
Schwefelsaure 
Terpentinol 
Tetrachlorkohlenstoff 
Toluol 
Wasser 
Xylol 

Gas 

Chlorwasserstoff 
Ethan 
Ethylen 
Helium 
Kohlendioxid 
Kohlenmonoxid 
Krypton 
Luft 
Methan 
Neon 
Propan 
Sauerstoff 
Schwefeldioxid 
Schwefelwasserstoff 
Stickoxid 
Stickstoff 
Wasserstoff 
Xenon 

dynamische 
Viskositat rj 
lO^'Pa-s 

0,33 
1,80 
0,65 
0,58 
1,23 
1,21 

1485 
0,59 
2,0 

81 
0,23 
1,56 

985 
30 

1,47 
0,98 
0,59 
1 
0,59 

dynamische 
Viskositat rj 
10-^Pa-s 

13,0 
8,7 
9,3 

18,9 
13,8 
16,7 
23,5 
17,4 
10,1 
30,1 
7,7 

19,5 
11,7 
11,7 
18,1 
16,4 
8,4 

21,2 

kinematische 
Viskositat v 
mm^/s 

0,41 
1,45 
0,74 
0,37 
1,17 
1,50 

1175 
0,75 
1,68 

88 
0,37 
0,12 

1932 
15 
1,72 
0,62 
0,68 
1 
0,70 

kinematische 
Viskositat v 
mm^/s 

8,1 
6,4 
7,5 

104,5 
7,0 

13,5 
6,3 

13,5 
14,3 
33,3 
3,8 

13,5 
4,0 
7,5 

13,3 
13,3 
94,1 
3,6 
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Bernoulli-Gleichung bei Reibung 

Die Reibungskraft F^ verursacht in einer Stro-
mungsrohre (Ubersicht H-7) einen Druckver-
lust p^ und vermindert dadurch die Druck-
differenz p-^ — Pi- Es gilt: 

Qgh^^\Qvl+p^ = Qgh2^^Qvl+p2 + p,\ 
(H-44) 

Q 

g 

Pi 
Pi 
Pv 

Dichte des Mediums, 
Erdbeschleunigung {g = 9,81 m/s^), 
Hohe an der Stelle 1, 
Hohe an der Stelle 2, 
Geschwindigkeit an der Stelle 1, 
Geschwindigkeit an der Stelle 2, 
Druck an der Stelle 1, 
Druck an der Stelle 2, 
Druckverlust infolge der Reibung. 

In der Praxis wird der Druckverlust oft als 
Verlusthohe h^ angegeben. Sie entspricht der-

jenigen Hohe, um die der ZufluB angehoben 
werden muB, um am AusfluB denselben 
Druck wie im reibungsfreien Fall zu erreichen. 
Es gilt: 

QgK (H-45) 

Fiir die Verlusthohe h^ in geraden Rohrleitun-
gen mit konstantem Querschnitt gilt: 

'2dg' 
(H-46) 

X Rohrreibungszahl (dimensionslos), 
/ Lange der Rohrleitung, 
V Stromungsgeschwindigkeit, 
d Durchmesser des Rohres, 
g Erdbeschleunigung (g = 9,81 m/s^). 

Ubersicht H-12. Laminare Stromungen in einem Rohr (Hagen-Poiseuillesches Gesetz), um eine 
Kugel (Stokessches Reibungsgesetz) und zwischen Flatten. 

Rohr v{r)=\^{R^-r') 

^V _TiR\p,-p^) 

dt Sr^l 

dm nR'^ipi — p^) 

dVjdt 
r(0)/2 

nR' 
R Rohrradius 

Stromungsgeschwindigkeit 

Volumenstrom 

Massenstrom 

Reibungskraft 

mittlere Geschwindigkeit 

Kugel 

-^"y^^^^:^— 

^ ! ^ 

^̂  " 

^ _2gr^{Qj^-Qp^) 

9ri 

FR = 6nrjrv 

_2gr^iQK-QFi) 
^ 9v 

(̂ K Dichte des Korpers, ^Fl 

Sinkgeschwindigkeit einer fallenden 
Kugel 

Reibungskraft 

Viskositat aus Kugelfall-
geschwindigkeit 

Dichte der Fliissigkeit) 
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Ubersicht H-12 (Fortsetzung) 

Platte 

XX 
t 

2a ./T 
f^i 

-"•̂ "̂  ,/ 
' 

X 

32 

2rjl 

dV_2b{p,-p,)a' 

dt 3ril 

dm 2b (p^ — Pi)^^ 

dVjdt 

2ab 

Stromungsgeschwindigkeit 
(Profil) 

Volumenstrom 

Massenstrom 

Reibungskraft 

mittlere Geschwindigkeit 

H.3.2.2 Turbulente Stromung 

Bei der turbulent en Stromung entstehen Wir-
bel und damit eine Widerstandskraft F^ • Sie 
setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, der 
Reibungskraft F^^ an der Korperoberflache 
und der Kraft der Druckdifferenz vor und hin-
ter dem umstromten Korper. 

Grenzschicht 

Bei der Umstromung von Korpern bildet 
sich eine Grenzschicht der Dicke D aus, inner-
halb der die Stromungsgeschwindigkeit von 
V = 0 m/s auf den vollen Wert ansteigt. Es 
wird zunachst eine laminare und spater eine 
turbulente Grenzschicht gebildet. 

Ubersicht H-i3. Stromungswiderstand und Stromungsleistung. 

reiner 
Reibungswiderstand 

^~~ '''' ' ' 

langs iiberstromte 
Platte 

— 

Widerstandskraft Fyf = Cy^-Av^ 

Stromungsleistung P = c^^- Av^ 

A gegen die Stromung stehender Querschi 
(Schattenflache) 

F^ Widerstandskraft 
P Stromungsleistung 
ĉ v Widerstandsbeiwert (dimensionlos) 
V Relativgeschwindigkeit zwischen Korpe 
Q Dichte des stromenden Mediums 

reiner 
Druckwiderstand 

1 ^ © 

quer angestromte 
Platte 

litt 

r und Medium 

Reibungs- und 
Druckwiderstand 

—^^x^^^x>x^^^ 
— xX''' x^ rM 

^ j ;̂  '///^ ,,'''A ^-^ 
-—-^XK^^'^/XW ^ 

^ — ^ 

iiberstromte 
Kugel 

(H-47) 

(H-48) 
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Tabelle H-6. Widerstandsbeiwert einiger Kor- Tabelle H-6 (Fortsetzung) 
per. 

Korper 

Platte 

• r 
: 

langer Zylmder 

Kugel 

Halbkugel (v orn) 

Widerstandsbeiwert 

1,1 bis 1,3 

Re > 5•10^ 
Cw = 0,35 
5102<Re<5-10^ 

Re > 10^ 
Cw = 0,18 
10'< Re < 10' 
Cw = 0,45 

mit Boden 0,4 
ohne Boden 0,34 

Korper 

Halbkugel (hjnten) 

Kegel mit Halbkugel 

Halbkugel mit Kegel 

Stromlinienkorper 

Widerstandsbeiwert 

mit Boden 1,2 
ohne Boden 1,3 

0,16 bis 0,2 

0,07 bis 0.09 

0,055 

Vbersicht H-14. Laminare und turbulente Grenzschichten. 

Beschleunigung 
Verzogerung 

laminare 
Grenzschicht 

turbulente 
Grenzschicht 

Umschlagspunkt 

Geschwindigkeits-
verteilung 

Grenzschicht D 

laminare Grenzschicht 

V 1 

Z7, 
• — ^ ' " ^ J 1 ' 

^.-^ 1 1 
'///, ''//'/, ^// V//////. 

A = 5 / V -
V V 

turbulente Grenzschicht 

1 V 
1 
1 
1 

i J 
1 . y 

' > 

ungestorte 
Stromung 

^ turbulente 
j^ Grenzschicht 

! ^.---''^ laminare Grenzschicht 
^//////yyyy//^/^y/^MM/////, 

^̂  fx-^n ^\ ^^ V kincmatischc 
^ \J V Viskositat 
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Ahnlichkeitsgesetze 

Um Stromungsvorgange im Labor studieren 
zu konnen, werden sie in dhnlichen Modellen 
abgebildet. Dabei unterscheidet man zwischen 
geometrischer und hydromechanischer Ahn-
lichkeit. 

Reynolds-Zahl Re 

Wirken auBere Druck- und Reibungskrafte, 
so ist fur die hydromechanische Ahnlichkeit 
die Reynolds-Zahl Re maBgebend. Die Varia­
ble L ist eine charakteristische Ldnge. Sie wird 
durch den Versuchsaufbau bestimmt, mit dem 
die Reynolds-Zahl gemessen wird (z.B. ein 
Rohr- Oder Kugeldurchmesser oder die Lange 
einer Platte). 

Re 
LQ V 

n 
Lv 

V 
(H-49) 

Dichte des stromenden Mediums, 
Relativgeschwindigkeit zwischen Korper 
und Medium, 
dynamische Viskositat, 
kinematische Viskositat. 

Reynolds-Zahlen, oberhalb derer die Stro-
mung turbulent wird, werden kritische 
Reynolds-Zahlen genannt. 

Tabelle H-7. Kritische Reynolds-Zahl i?̂ krit 
sowie Rohrreibungszahl X bzw. Widerstands-
beiwert c^^ (bei Re < Re^^^) fUr verschiedene 
Stromungsgeometrien. 

kreisrundes 
Rohr 

Kugel 

Platte 

^^krit 

2320 

1,7-105 bis4-105 

3,2 • 10^ bis 10^ 

A; C ^ 

, 64 

12 

1,328 

jRe 

In der Praxis ist man auf empirische Messun-
gen angewiesen, die laminare und turbulente 
Bereiche beschreiben. 

Tabelle H-8. Rohrreibungszahl I und Widerstandsbeiwert Cy^fUr Rohre mit dem Durchmesser D 
und Flatten mit der Ldnge I in Abhdngigkeit von der Rauhigkeit k und der Reynolds-Zahl. 

Rohre 

Platten 

laminare 
Grenzschicht 

. 64 

1,328 

jRe 

turbulente Grenzschicht 

hydrauHsch glatt 

Blasius 

0,3164 

~ XfRe 

(2320 <Re< 10') 

Prandtl/Karman 

0,309 

0,0745 

l/Re 

hydraulisch rauh 

Nikuradse 

Voraussetzung: 

Re-> 100 

0,418 

"" (-^0)-

Ubergangsgebiet 

Colebrook 

y i \Re^X D) 

c^ff aus empirischen Tabellen-
werken 
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Froude-Zahl Fr 

Sie beschreibt die Ahnlichkeit von Stromun-
gen, wenn vor allem die Schwerkraft FQ von 
Bedeutung ist (z. B. beim Fordern von Sand 
Oder Bewegen von Schiffen in Gewassern). 
Ihre Gleichung lautet: 

Fr = 
/Lg 

(H-50) 

V Relativgeschwindigkeit zwischen Korper 
und Medium, 

L charakteristische Lange des Korpers 
(z.B. Rohrdurchmesser, Kugeldurchmes-
ser, Plattenlange), 

g Erdbeschleunigung {g = 9,81 m/s^). 

Auftrieb bei umstromten Korpern 

Treten bei der Umstromung von Korpern an 
der Oberseite hohere Geschwindigkeiten als 
an der Unterseite auf, dann entsteht an der 
Oberseite ein Gebiet des Unterdrucks und auf 
der Unterseite ein Gebiet des Uberdrucks, und 
daraus eine Auftriebskraft i ^ . Zusammen mit 
der Widerstandskraft F^ entsteht eine resultie-
rende Kraft F^. Sie greift am Druckpunkt P 

Ubersicht H-15. Dynamischer Auftrieb an umstromten Korpern. 

'̂ ^c/c ,̂\AnstglJwinkel a{< 15°) 

Auftriebskraft 

Widerstandskraft 

Drehmoment 

Gleitzahl 

F^ = c^\Av' 

MV ~ ^W ^ ^ ^ 

M = -QAv'-r{Cf, 

= -C^QAV^I 

(H-51) 

(H-52) 

(H-53) 

CM 

A 

Auftriebsbeiwert, Widerstandsbeiwert 
Momentanbeiwert (% / = r (c^ cos OL -h c-^ sin a) 
Flugelflache 

Fj^, Fyf Auftriebskraft, Widerstandskraft 
M Drehmoment 
/ Fliigellange 
r Abstand zum Schwerpunkt 
a Anstellwinkel 
e Gleitzahl 
Q Dichte 
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Bernoulli-Gleichung fur kompressible Medien 

Gase zeigen bei hohen Stromungsgeschwin-
digkeiten {v > 0,3 c; c: Schallgeschwindigkeit) 
nicht vernachlassigbare Dichteanderungen. 

Ubersicht H-16. Bernoulli-Gleichung fur kom­
pressible Medien. 

AUgemeine Bernoulli-Gleichung 

v^ .dp , 
— + J — = konstant (H-54) 

Pumpen 

Pumpen sind Arbeitsmaschinen zum Fordern 
fliissiger Medien von einem niedrigen Energie-
niveau h^ zu einem hoheren h^. Pumpenkenn-
linien zeigen die Forderhohe //^ in Abhangig-
keit vom Forderstrom Q{Q = Av). Die Kenn-
linie zeigt einen statischen Anteil, der vom 
Forderstrom unabhangig ist und einen dyna-
mischen Anted, der eine Funktion des Forder-
stroms Q ist. 

Adiabatische Stromungen idealer Gase: 

PIQ" = konstant 

v^ yi p ^ 
— H 7 - = konstant 
2 K - \ Q 

Ideale Gase: x = c^l{c^ — R-) 

— + Cp r = konstant 

(H-55) 

(H-56) 

Cp, Cy spezifische Warmekapazitat bei konstantem 
Druck, Volumen 

p Druck 
i?i individuelle Gaskonstannte 
T Temperatur 
V Geschwindigkeit 
X Isentropenexponent (x = c^/cy) 

Ubersicht H-17. Pumpe und Pumpenkennlinie. 

0 
Jd 
:0 
X 

:C0 
•D 
O 
CD 

dynamischer 
Anteil 

statischer 
Anteil 

p — p V — V 
Forderhohe H^ = (h^ - hj + ̂ —^ + \ ' + K 

QG 29 

QQ 2g 

(H-57) 

h^, h^, h^ Austrittshohe, Eintrittshohe, Verlusthohe 
A^, A^ Austrittsflache, Eintrittsflache 
g Erdbeschleunigung (gr = 9,81 m/s^) 
p^, p^ Austrittsdruck, Eintrittsdruck 
Q Forderstrom {Q = A • v) 
v^, v^ Austrittsgeschwindigkeit, Eintrittsgeschwindigkeit 
Hj^ Forderhohe 
Q Dichte des zu fordernden Mediums 
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H.4 Molekularbewegungen 

Wahrend die Atome in Festkorpern um einen 
festen Punkt im Kristallgitter schwingen, bewe-
gen sich die Molekiile in Flussigkeiten um eine 
veranderliche augenblickliche Lage. Bei Ga-
sen fehlt die Kohasionskraft weitgehend, wes-
halb sich dort die Molekiile mit relativ hohen 
Geschwindigkeiten bewegen konnen. Die re-
gellose Bewegung in Fliissigkeiten und Gasen 
wird Brownsche Molekularbewegung genannt. 

H.4.1 Diffusion 

Unter Diffusion versteht man die Mischung 
zweier StofTe (meist von Flussigkeiten und Ga­
sen) ohne Einwirkung von auBeren Kraften. Der 
Massenstrom dm/dt folgt dabei dem Konzen-
trationsgefdlle, das durch den Dichteunterschied 
d^/dx beschrieben wird {Ficksches Gesetz): 

semipermeable Membran 

dm r^ .<^Q 
d̂  dx 

(H-58) 

D Diffusionskoeffizient 
(Einheit: z. B. m^/s), 

d^/djc Dichtegefalle in jc-Richtung, 
A senkrecht durchstromte Flache. 

Osmose 

Unter Osmose versteht man eine Diffusion in 
nur einer Richtung. Haufig findet sie bei Fliis­
sigkeiten statt, die durch eine semipermeable 
Scheidewand getrennt sind. In diesem Fall 
konnen nur die Molekiile einer Sorte durch-
diffundieren, weil die Poren so groB sind, daB 

II I 
n I rj 
rJ I I — — — — \A 
M j F-— — — — — -n 

Bild H-4. Osmotischer Druck. 

nur die Molekule der einen Sorte durchgehen. 
Dadurch entsteht in dem einen Raum ein Uber-
druck, der osmotische Druck. Die Osmose ist 
dann beendet, wenn der osmotische Druck 
Posm so groB ist, daB ebenso viele Molekiile 
wieder durch die semipermeable Wand zu-
riickgedriickt werden, wie hineindiffundieren. 

Der osmotische Druck p^, 
Gasgesetz (Abschn. O): 

gehorcht dem 

V Stoffmenge, 
R^ molare Gaskonstante 

{i?^ = 8,314 J/(mol.K)), 
T absolute Temperatur, 
V Gesamtvolumen der Losung. 

H.4.2 Losungen 

Wenn Teile eines Stoffes gleichmaBig in einem 
andern verteilt sind, spricht man von dispersen 
Losungen. Je nach Aggregatzustand des gelo-
sten Stoffes in der Losung sind andere Be-
zeichnungen ublich. 

Tabelle H-9. Bezeichungen von Losungen. 

^—-^^geloster Stoff 

Losung "~"̂ "̂ —...>̂ ,̂ ^ 

fest 

fliissig 

gasformig 

fest 

festes Sol 
(Glas) 

Suspension 
dispers (Gleichverteilung) 
molekular-dispers 
(Teilchen in MolekiilgroBe) 
koUoid-dispers 
(sehr kleine Stoffteile: 
10""^mm bis 10~®mm 

Rauch, Aerosol 

flussig 

feste Emulsion, 
Gel 

Emulsion 

Aerosol, Nebel 

gasformig 

poroser Korper 

Schaum 



J Schwingungen und Wellen 

Ubersich t J-1. Wich tige Normen. 

DIN 1311 Schwingungslehre 
Blatt 1 Kinematische Begriffe 

DIN 1311 Schwingungslehre 
Blatt 2 Einfache Schwinger 

DIN 1311 Schwingungslehre 
Blatt 3 Schwingungssysteme mit endlich 

vielen Freiheitsgraden 

DIN 1311 Schwingungslehre 
Blatt 4 Schwingende Kontinua, Wellen 

elektromagnetischen Systemen betrifft dies die 
elektrische und die magnetische Feldenergie. 
Die Periodizitdt des Energieaustausches wird 
beschrieben durch die Schwingungsdauer T fur 
einen Energieaustauschzyklus bzw. durch die 
Frequenzf, die die Anzahl der Zyklen je Zeit-
einheit angibt: 

f=VT. (J-1) 

Bei Schwingungen und Wellen fmden periodi-
sche Zustandsdnderungen statt. In mechani-
schen Systemen (im festen, fliissigen und gas-
formigen Zustand) werden die potentielle und 
kinetische Energie periodisch bewegt, und in 

J.l Schwingungen 

Bei freien Schwingungen wird ein Schwinger 
einmalig aus seiner Ruhelage entfernt und sich 
selbst iiberlassen. Er schwingt im ungeddmpf-

Tabelle J-1. Einteilung der harmonischen Schwingungen. 

freie Schwingung 

Masse 

einmalige Auslenkung 

erzwungene Schwingung 

Modell 

periodische Erregung von auBen 

unge-
dampft y\ Y 

180° 

90° 
- 0° 

zeitlich konstante Amplitude: 

ge-
dampft 

zeitlich abnehmende Amplitude: 

yi> y2>y3> h 
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ten Fall mit einer konstanten Eigenfrequenz/Q , 
und seine Auslenkung y{t) schwankt zwischen 
zwei konstanten Maximalwerten (Amplituden 
y). Bei geddmpften freien Schwingungen 
nimmt die Amplitude im zeitlichen Verlauf 
ab. Ferner ist die Frequenz der geddmpften 
Schwingungf^ kleiner als die Eigenfrequenz/o 
der ungedampften freien Schwingung. 

Wird einem schwingungsfahigen System (Os-
zillator) durch einen Erreger eine Erregerfre-
quenz/g aufgezwungen, so werden erzwungene 
Schwingungen stattfinden. Ist die Erregerfre-
quenz/e gleich der Eigenfrequenz/o des Oszil-
lators, dann tritt Resonanz ein, Im ungedampf­
ten Fall wachst die Amplitude auf einen 
unendlich groBen Wert an {Resonanzkatastro-

phe); im geddmpften Fall erreicht die Ampli­
tude einen endlichen Maximalwert. 

J. 1.1 Freie ungedampfte Schwingung 

JJ,1J Grundlagen 

Die wichtigste Eigenschaft aller Schwingun­
gen ist die Periodizitdt, d.h., bestimmte Zu-
stande kehren in konstanten Zeitabstanden 
wieder. 

Dies wird mathematisch durch die harmoni-
schen Funktionen Sinus bzw. Kosinus be-
schrieben. 

Tabelle J-2. Charakteristische Kenngrofien ungeddmpfter Schwingungen. 

KenngroBe Bedeutung 

Periodizitat 

Periodendauer T 

Frequenz/ 

Kreisfrequenz m 

Zeitspanne zwischen zwei aufeinanderfolgenden, gleichen 
Schwingungszustanden (z. B. zeitlicher Abstand zwischen zwei Maxima 
oder Minima) 

Anzahl der Schwingungen je Zeit 

/ = i lHz = ls-^ 

o /• ^ ^ - 1 co = 2nf=— s 

Auslenkungen 

Augenblickswert y (t) 
Amplitude y 

momentane Auslenkung zur Zeit / 
maximaler Wert der Auslenkung (fiir sin(cy/ + (po) oder cos(cy/ -\- (po) = 1) 

Nullphasenwinkel cpQ 
(Anfangsphase) 

allgemeiner 
Phasenwinkel (p 

Phasenwinkel 

Anfangslage des schwingenden Systems zur Zeit / = 0. Er folgt aus 
y(t)=ycos(cot+(po): 

y(0) 
(pQ = arc cos—^^ 

y (pQ> 0: voreilend 
(PQ < 0: nacheilend 

(p = cot + (PQ 
Summe der Phasenlage eines Punktes zur Zeit t(cot) und des 
Nullphasenwinkels cpQ 

Phase 

Phase augenblicklicher Zustand einer Schwingung (bestimmt durch zwei 
SchwingungsgroBen, z. B. Weg und Zeit) 
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Vbersicht J-2. Mathematische Beschreibung 
harmonischer Schwingungen. 

Cosinus-Schwingung 

y(f)-ycos(6>oO 

Sinus-Schwingung 

y\ 1 

1 
7C/2 

-(OQTQ ^ 

\ ' J 
7 l \ 37C/2 / 2K o)Qt 

y{t) = ys\n{o}ot) 

Phasenverschobene Schwingung 

y^ 

" X ^ L f 

y{t) = ycos{coot + (pQ) 

y 

<Po 

Auslenkung, 
Amplitude, 
Kreisfrequenz, 
Zeit, 
NuUphasenwinkel. 

JJ,1,2 Allgemeine Beschreibung 
durch eine Differentialgleichung 

Differentialgleichungen der harmonischen 
Schwingung werden mil dem in der Uber-
sichtJ-3 zusammengestellten Ansatz gelost. 
Dabei ergeben sich auch die Verlaufe des 
Weg'Zeit-Gesetzes, des Geschwindigkeits-Zeit-
Gesetzes und des Beschleunigungs-Zeit-Ge-
setzes mit ihren maximalen Werten fiir die 
Auslenkung, die Geschwindigkeit und die Be-
schleunigung. 

J J.1,3 Schwingungssy Sterne 

Fiir das mathematische Pendel (punktformige 
Masse an einem unelastischen Faden aufge-
hangt) gelten die Angaben nur fiir kleine Win-
kel jS. TabelleJ-4 zeigt den Korrekturfaktor 
der Schwingungsdauer TQ fiir groBere Aus-
lenkungen. 

Mit dem Torsionspendel konnen Massentrdg-
heitsmomente J^ um den Drehpunkt A experi-
mentell ermittelt werden. 

JJ.1,4 Gesamtenergie 

Fiir Schwingungen gilt zu jedem Zeitpunkt 
der Energieerhaltungssatz. Die Gesamtenergie 
^ges ist proportional zum Quadrat der Schwin-
gungsampiitude 
schwindigkeit v^ 

bzw. der Maximalge-



J.l Schwingungen 217 

Ubersicht J-S. Ansatz zur Losung der Differentialgleichung; zeitlicher Verlauf von Auslenkung, 
Geschwindigkeit und Beschleunigung. 

Gleichungen 

Weg-Zeit-Gleichung: 

Geschwindi gkeit-Zeit-Gleichung: 

Beschleunigungs-Zeit-Gleichung: 

i ; ( 0 = -y(DQsin{cOot-h (po) 

a{t)= -y(Dlcos{(DQt + (PQ) 

Schwingungsverlauf 

0 

F=-cy 

y=-r y=0' y=y 

Periodische Funktionen der Auslenkung y , der Geschwindigkeit v und der Beschleunigung a 

si,v,y 

Winkel 

0 
CD 

3 

y{t) 

v{t) 

a{t) 

X 
0 

y 

0 

" " ^max 

/ 
/ 

/ 
\ / \ / \ / 

/ \ / ^ 

7C/2 

0 

~^max 

0 

a(0 = 

A 

n 

-y 

0 

^ m a x 

-ym\ 

\/ 
/\ / \ 

\ 
\ 
\ 

37t/2| 

0 I 

^max 

0 

)COS(<yoO 
= -y6PoSin(<yoO 

' ^y (0=ycos (<yoO 

\ \ 

|x 
271 

y 

0 

" ^ m a x 

(D^t 

/ (0=ycos((yoO 

v{0 = -y<yoSin(<yoO 

a(f) = -y6?ocos(dyo0 

ymax = / 

^max = y ^ O 

Qmax=y<yo 

J ( 0 
y 
V 

^max 
<3 

Auslenkung, 
Amplitude, 
Geschwindigkeit, 
maximale Geschwindigkeit, 
Beschleunigung, 

«^g^ maximale Beschleunigung, 
WQ Kreisfrequenz, 
(p(y Nullphasenwinkel, 
t Zeit. 
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Tabelle J-3. Schwingungssysteme, ihre Differentialgleichungen und Losungen. 

Schwingungssystem Kraft-Momentenansatz 
Differentialgleichung 

Wo = 27l/o /o 

Feder-Masse-System 

y . V y /> / /• y . 

F = ma 

-cy = my 

y+-y=0 
m 

c 
I m 

1 In 

mathematisches Pendel 

^ 

I 

F = ma 

— mgP = mil 
In-

In 

Torsionspendel 

1 
Yn-

2nl'^ 

physikalisches Pendel 

.. mar ^ 

imgr _1_ 
In' 

In 
^ mgr 

Fliissigkeitspendel F = ma 

-2Agy = m^^J^ 

lAoq 
y + ^ ^ y = 0 

' " ge s 

7 + y J = 0 

lAqg 

11 

In' 

1 
Yn' 

lAgg 
In 

In, 

lAgg 

/ ^ 
12^ 

elektromagnetischer 
Schwingkreis 

uX "'{^•^ "^ItL r^, 
Uj = — L -

dt' 
1 

ILC 
1 

2n' LC 
InjLC 

1 

^^LC"^-' 
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Tabelle J-3 (Fortsetzung) 

A 
a 
c 
C 
c* 
9 
I 
r 

m 
«L 

«c 

Querschnitt, 
Beschleunigung, 
Federkonstante, 
Kapazitat, 
WinkelrichtgroBe, 
Erdbeschleunigung, 
Pendellange, Lange des Wassers, 
Abstand vom Aufhangepunkt zum 
Schwerpunkt, 
Masse, 
Spannung an der Spule, 
Spannung am Kondensator, 

^ 
L 
F 
M 

A 
y 
a 

P 
Q 

y = 

Ladung, 
Induktivitat, 
Kraft, 
Drehmoment, 
Massentragheitsmoment um die Drehachse A, 
Auslenkung, 
Winkelbeschleunigung, 
Winkel, 
Dichte, 

d'y .. d'^ .. d'q 
dr^' ^ dP"' ^ dr̂  

Tabelle J-4. Korrekturfaktoren fur T^fiir gro-
fiere Winkel des mathematischen undphysikali-
schen Pendels. 

Winkel 

V 
5° 

10° 
30^^ 
450 

Korrekturfaktor 

1,00002 
1,00048 
1,00191 
1,01741 
1,03997 

Ubersicht J-4. Energieverlauf und Energieerhaltungssatz fur den ungeddmpften Einmassen-
schwinger. 

Energie- Erhaltungssatz 

^ges = ^ p o t ( 0 + £ k i n ( 0 = c o n s t 

1 1 1 [c 

hy' 

7 ^ 
\ / \ / \ / \ / \ "̂  ^ .OSol^S/ 

X -K X X ) 
^A^Ekin{0 = ̂ cy^sin'^(6>of) 

X 
y \ x / 

V^pot(0 = ^cy2cos2(^of) 

l b 
2 

m 

Federkonstante, 
Gesamtenergie, 
kinetische Energie, 
potentielle Energie, 
Masse, 

v maximale Geschwindigkeit, 
y Amplitude, 
t Zeit, 
(DQ Kreisfrequenz. 
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Ubersicht J-5. Geddmpfte Schwingung. Ubersicht J-5 (Fortsetzung) 

Geschwindigkeitsproportionale Reibung 

F R = -bv 

Differentialgleichung 

m m 

y-\-2DcOoy + (oly = 

Abklingkoeffizient 

Dampfungsgrad 

Verlustfaktor 

Giite 

= 0 

^_ b _ l n ( j ) f / j ) f + i ) _ A 

2m T^ T^ 

3 b b 

. . b b d=lD = = _ = 

^ ^0 ^m c 

1 1 mcog ^mc 

Amplitudenverhaltnis 

«-te Amplitude 

logarithmisches Dekrement 

b 
c 
m 
k 
yi 

yi+i 
V 

T, 

A 

Dampfungskoeffizient, 
Federkonstante, 
Masse, 
Amplitudenverhaltnis, 
Amplitude /, 
Amplitude / + 1, 
Geschwindigkeit, 
Schwingungsdauer der 
Schwingung, 
logarithmisches Dekrei 
Kreisfrequenz der ung( 
Schwingung. 

yt+i 

yi+n 

= \n(k) = dT, 

gedampften 

nent, 
jdampften 

J. 1.2 Freie gedampfte Schwingung 

Reibungskrafte F^ bringen eine freie Schwin­
gung im Laufe der Zeit zur Ruhe (Tabelle J-1). 
Je nach Ansatz fur die Reibungskraft F^ ent-
stehen unterschiedliche Differentialgleichun-
gen. 

Im folgenden wird die geschwindigkeitspropor­
tionale Reibung untersucht, bei der die Rei­
bungskraft FR proportional zur Geschwindig­
keit zunimmt (Newtonsches Reibungsgesetz). 
Tabelle J-6 zeigt die drei moglichen Falle: den 
Schwingfall, den Kriechfall und den aperiodi-
schen Grenzfall. 

Tabelle J-5. Unterschiedliche Reibungskrafte und Differentialgleichungen Jur das Feder-Masse-
System. 

Reibungskraft 

Differentialgleichung 
des Feder-Masse-
Systems 

geschwindigkeits-
unabhangige 
Reibungskraft 

my±fiF^ + cy = 0 

Substitution: 

c 

s = y±yo 

- y 

5 + — 5 = 0 
m 

geschwindigkeits-
abhangige viskose 
Reibungskraft 
F^ = bv 

rr y -\- by ->r cy = 0 

b c ^ 
7 + —3> + —j = 0 

m m 

geschwindigkeits-
abhangige 
Luftreibungskraft 

my + ky^ + cy — ^ 

y + -y^ + -y = 0 
m m 
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Tabelle J-6. Losungen fur die drei Fdlle der geddmpften Schwingung. 

Schwingfall Kriechfall aperiodischer Grenzfall 

:0 

D<\ D> 1 D = \ 

m 

y{t) = yo^ ^'Qo?>{o}^t + (po) y{t) = y,Q^-''-^''-<^' 

-yi^' X-s-V6^ <)t 

y{t) = iyi+y2^i)^~ 

y{t) = {y,+y^dt)Q-^-''' 

y{t) = y,o-^o 

+ y2^~ 

(o^ imaginar (o, = 0 

b Dampfungskoeffizient, 
c Federkonstante , 
D Dampfungsgrad {D = dloo), 
T^ Schwingungsdauer der gedampften Schwingung, 
TQ Schwingungsdauer der ungedampften Schwingung, 
y(t) Auslenkung, 
y AmpHtude, 
3 Abklingkoefifizient (3 = COQD), 
COQ Kreisfrequenz der ungedampften Schwingung, 
Q)^ Kreisfrequenz der gedampften Schwingung, 
t Zeit. 

Schwingfall fur COQ > S (D < 1) 

Wie die Losung nach Tabelle J-6 und der Kur-
venverlauf zeigen, ist die Kreisfrequenz co^ der 
gedampften Schwingung kleiner als die der 
ungedampften COQ {CO^ < OJQ) . Entsprechend 
gilt: T^> TQ. Wie die Losungsgleichung nach 
Tabelle J-6 ferner zeigt, nehmen die Amplitu-
den entsprechend der Exponentialfunktion 
e"*** ab. Das bedeutet, daB die Amplituden-
verhdltnisse gleich sind (Amplitudenverhaltnis 

k). Zur Bestimmung des AbkUngkoeffizienten 
d wird dieses logarithmiert und das logarithmi-
sche Dekrement A gebildet (Ubersicht J-5). 

Kriechfall fir OJQ < S (D > 1) 

Wie Tabelle J-6 zeigt, tritt keine Schwingung 
auf; die Amplitude nimmt monoton ab. Die 
Anfangsbedingungen fur y(0) und y{0) be-
stimmen die beiden Integrationskonstanten y^ 
und yj • 
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Aperiodischer Grenzfall fur CDQ = d {D = \) 

In diesem Fall tritt gerade eben keine Schwin-
gung mehr auf. Der aperiodische Grenzfall 
spielt fiir viele Mefigerate eine wichtige Rolle, 
wenn Schwingungen vermieden und die MeB-
werte moglichst schnell angezeigt werden sol- geddmpfte Schwingungen 

len. Die Losung ist in Tabelle J-6 zu erkennen. 
Die beiden Integrationskonstanten werden 
aus den Anfangsbedingungen y (0) und y (0) 
ermittelt. 

Mechanische und elektromagnetische 

Ubersicht J-6. Vergleich mechanischer und elektromagnetischer geddmpfter Schwingungen. 

mechanisch elektromagnetisch 

Masse 
Feder I Dampfung 

|-VsAAr-CZ> 

d/^ m dt m 

Masse m 
Dampfungskonstante b 
Federkonstante c 
Auslenkung y 
Geschwindigkeit v 
Federkraft F = cy 

d^i R di \ 
dF + Zd^ + I c ' ^ ^ 
Induktivitat der Spule L 
Widerstand R 

1 
Kehrwert der Kapazitat — 
Ladung q 
Strom / 

1 
Kondensatorspannung Uc = — q 

elektrische Energie E^^ = -—- ô  
el 2 C 

kinetische Energie £ î„ = -mv^ 

"̂  = V^-(^) 

2m 

3 b [T 
COQ 2 \J mc 

^ 2D b 

magnetische Energie E^^^^ = - Li^ 

ungedampfte Kreisfrequenz (OQ 

''"'^Jlc 
Dampfungsfrequenz cô  

'"' = JIC-{YL) 
Abklingkoeffizient 5 

'-A 
Dampfungsgrad D 

3 R [c 
Q)Q 2 \I L 

GuiQQ 

^ 2D R \l C 
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J. 1.3 Erzwungene Schwingung schwingt das System mit der Frequenz des 
Erregers co^. 

Bei einer erzwungenen Schwingung wird einem 
mechanischen (oder elektrischen) System jjjj Erzwungene mechanische Schwingung 
(dem Resonator) von einem aufieren Erreger ® » o 
eine periodische Kraft (oder Spannung) auf- Ubersicht J-7 zeigt als Resonator ein schwin-
gezwungen. Nach der Einschwingdauer gungsfahiges Feder-Masse-System, auf das ein 

Ubersicht J-7. Erzwungene Schwingung. 

Erzwungene Schwingung 
' \F. 

Differentialgleichung 

FECOS(6>EO m m m 

^/^Fed^-cy ^ a '"Reib .dn 

Resonator|{6?o) 
Erreger 

y -\-lDm^y + (D%y = —cosCwgO 

Schwingungsverhalten des Systems 

^ 2 

E 1 

< -2 
-3 

3 
^ 2 
g> 1 
5 0 
g -1 

-3 

3, 

^ 2 

- 1 

< - 2 
-3! 

Resonator 

^^/s=yo^''^*cos(ft7dO 

(yo = 2 c m ; 

10 15 20 25 30 
I 

Zeit f 
I 

Erreger (j? = 1cm; 
y^=yoos{co^t) 6>E = 0,87:5-^) 

10 15 20 25 30 

Zeit f 

Erzwungene Schwingung 

y = ys + yE ! 

10 15 20 25 30 
Zeit / 

k-Elnschwingvorgang-
I stationarer 

Zustand 
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Vbersicht J-7 (Fortsetzung) 

Kraft als komplexer Zeiger 

ImaginarA 

Amplituden-Resonanzfunktion 

3 

Q. 
E < 
(D 1 

\ \ ^̂ • 

\JlO = 0,2 

\ \ 0,3 

y ^ 0 , 5 

3 ^^^^^<. ̂  

y = 

y = 

Kreisfrequenzverhaltnis TJ=—^ 

Resonanzamplitude Resonanzfrequenz 

>^R, 

Giite des Schwingkreises 

1 Ks 

% = Vl-2i)^ 

Q = 
2/) At 

Phasen-Resonanzfunktion 
7Cr 

taiKip = 
IDcOpCOn 2Dt] 

(col-col) i^-r) 

rj = arctan 
2Dri 

rj<i 

n 2D 
•• - — arctan -^—- w > 1 
2 ri^-1 
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Vhersicht J-7 (Fortsetzung) 

b 
c 
D 

J 
y 

J^stat 
t 
Q 
3 

y 
n 

F^.F^ 

Dampfungskoeffizient (b = 2mS), 
Federkonstante, 
Dampfungsgrad {D = S/COQ), 
Federkraft, Reibungskraft, erregende Kraft, 
imaginare Einheit (j = V^—T), 
Auslenkung des Schwingers, 
Amplitude im Resonanzfall, 
Amplitude bei quasistatischer Anregung 
Zeit, 
Giite, 
Abklingkoeffizient 

(^ = ^"° = 2^)' 
Kreisfrequenz des ungedampften Systems, des Erregers, 
Phasenverschiebung zwischen schwingendem System und Erreger, 
Frequenzverhaltnis (rj = (O^/COQ; normierte Frequenz). 

Erreger mit der Kreisfrequenz co^ periodisch 
einwirkt. Dabei wirken drei Krafte: 

Federkraft 

Reibungskraft 

Erregende Kraft 

^ dt 

Wie UbersichtJ-7 zeigt, fmdet eine Uber-
lagerung der Schwingungen des gedampften 
Systems (mit der Kreisfrquenz co^) mit den 
Schwingungen des erregenden Systems (Kreis­
frequenz der erregenden Schwingung co^) 
statt. Nach der Einschwingdauer schwingt das 
gesamte System mit der Kreisfreuqenz der er­
regenden Schwingung cOg. Die erregende 
Kraft FE ist ein komplexer Zeiger F^Q'^^'^^'\ 
der mit der erregenden Kreisfrequenz <x>^ 
schwingt. Die Auslenkung des Schwingers 
j)gj(o>E?-y) rotiert als Zeiger mit derselben 
Frequenz cog, jedoch um die Phasenverschie­
bung y verzogert. Die Phasenverschiebung 
hangt von der Kreisfrequenz des Erregers w^, 
der Eigenfrequenz des Resonators COQ und der 
Dampfung D ab. 

Folgende Falle treten auf: 

Quasistatische Anregung {r\ < \) 

Als AmpHtude ergibt sich: y^^^^ = F^/c (stati-
sche Auslenkung aufgrund der Federkraft). 
Zwischen Erreger und Resonator ist die Pha­
senverschiebung gleich null, weil die erregende 
Kraft sich so langsam andert, daB der Schwin-
ger folgen kann. 

Resonanzfall ohne Dampfung (rj = 1; D = 0) 

Es tritt ein Phasensprung von 0 auf n auf. Die 
Amplitude wird unendlich grofi (Ubersicht 
J-7). Es kommt zur Resonanzkatastrophe. Sie 
kann verhindert werden durch: 

- Vermeidung periodischer Kraftwirkungen, 
- Einbau geeigneter Dampfungsgheder, 
- groBen Unterschied zwischen der Eigenfre­

quenz des schwingungsfahigen Systems OJQ 
und der Erregerfrequenz co^. 

Resonanzfall mit Dampfung (rj < 1; D > 0) 

Mit steigendem Dampfungsgrad nehmen die 
Amplituden bis zur Grenzddmpfung DQ^ = 
1/^/2 ab. Wird die Grenzdampfung iiber-
schritten, dann tritt keine Resonanziiber-
hohung mehr ein. Die Gute Q eines Schwing-
kreises wird naherungsweise durch das Ver-
haltnis der Amplitude Resonanzfall ĵ Rĝ  
und der Amplitude im statischen Fall y^^^^ 
bestimmt (Q = 1/(2D) = y^Jy,,J. Wichtige 
Anwendungsgebiete sind die (mechanischen) 
Frequenzfilter in der Nachrichtentechnik. 

Hochfrequente Anregung {Y] > 1) 

Der Erreger und der Resonator schwingen an-
nahernd gegenphasig (fiir ŷ -̂ ^ oo ist y = 7t), 
und zwar um so genauer, je geringer die 
Dampfung D ist. Unabhangig vom Damp­
fungsgrad D geht die AmpUtude der erzwun-
genen Schwingung gegen null {y ^ 0). In der 
Praxis wird damit die Ubertragung von Eigen-
schwingungen vermieden. 
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Tabelle J-7. Amplituden- und Phasenverlauf einer erzwungenen Schwingung fur verschiedene 
Ddmpfungsgrade und unterschiedliche Kreisfrequenzen. 

^ \ ^ ^ Dampfung D 

Kreisfrequenz- ^ ^ ^ 
verhaltnis r] ^ ^ ^ 

quasistatische 
Anregung ?/ « 0 

Resonanz r\ T^ \ 

hochfrequente 

Anregung ?y > 1 
(WE > ft>o) 

ohne Dampfung 

Amplitude y = — 
c 

bis rj ^ \ zunehmend 

Phasenverschiebung y = 

Amplitude 

y ^ CO 

Phasenverschiebung y = 

Amplitude y ^0 

Phasenverschiebung 
y = n 

geringe Dampfung 

0 

Amplitude 

y -)• Maximum 

n 
2 

Phasenverschiebung y -^ 
(abhangig von D) 

uberkritische Dampfung 

mit rj > 0 abnehmend 

Amplitude 

C 

n 

J.1.3.2 Erzwungene elektrische Schwingung 

Der elektrische Reihenschwingkreis wird mit 
einer Wechselspannung UQ = UQ cos(a)^t) der 
Kreisfrequenz co^ angeregt (Ubersicht J-8). Es 
ist fiir die Bauteile zu beachten: Bei Schwing-
kreisen mit hoher Gute Q liegt im Resonanz-
fall an Kondensator und Spule das g-fache 
der Generatorspannung an. 

Ubersicht J-8. Erzwungene elektrische Schwingung. 

Elektromagnetischer Schwingkreis 

R 

1 . > 
uo 

Differentialgleichung 

d^i ^ d/ _1_ 

J- d^-
d/2 

+ 2DCOQ — + COII= - -
^ dt 

• s in(a)E?) 

- sin (co^t) 
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Ubersicht J-8 (Fortsetzung) 

Stromamplitude 

I i i = 
JR^ + {m^L-

l_ u^n 
m^LjilDnf 

• _ " o _ 

1/K 

^-(^/' 

Mo 

,C)f 

- 1 ) ^ 

n 
^ w,L^{l-rj'r-^{2Drir 

3 ;; 

Spannungsverlauf 
Spannung am Widerstand: Ug^ = iR = u^ cos((y^/ — y); MR = iR 
(wie Stromamplitde) 

ĵR, Res ~ ^ 0 

3 , 

Spannung am Kondensator 

J{2Dnf + {r^'-~\f J{\-ri^f + {2Dn? 

"C, Kes / r 

D = ^ ^ 
2^J L 

"C.Res . 

"o 2 i ) y ( l - Z ) 2 ) 2Z) 
T7^ = e 

Spannung an der Spule 

3 rj 

UQT UoT 

^i2Dr^)' + itj'-iy y ( l - ^ , Y + (2Z)^)' 

/) = 

2 / ) V ( l - / ) ^ ) 

2yjl 
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Ubersicht J-8 (Fortsetzung) 

Phasenwinkel y zwischen Erregerspannung und Strom 

Wo(0 = UQCO?> CO^t 

i{t) = i cos (co^t — y) 

D = 0 

tan}' — 

tan> 

cog 
COg 

n'-

-COQ 

R/L 

- 1 
2Drj 

C 
D 
L 

"o 

y 

n 

Kapazitat, 
Dampfungsgrad, 
Induktivitat, 
elektrischer Strom, 
ohmscher Widerstand, 
Amplitude der Spannung am Widerstand, am Kondensator, an der Spule, 
Amplitude der auBeren Wechselspannung, 
Phasenwinkel zwischen erregender Spannung und Strom im Schwingkreis, 
Kreisfrequenz der erregenden Spannung, 
Eigen-Kreisfrequenz des Schwingkreises, 
Verhaltnis der Kreisfrequenzen {r\ = (O^/OJQ). 

J. 1.4 Uberlagerung von Schwingungen 

Schwingungen iiberlagern sich innerhalb des 
elastischen Bereichs ungestort {Superposi-
tionsprinzip). Tabelle J-8 zeigt die verschiede-
nen Moglichkeiten, wenn sich die Frequenzen 
andern und die Bewegungsrichtungen parallel 
verlaufen oder aufeinander senkrecht stehen. 

Tabelle J-8. Resultierende Schwingung bei 
Schwingungsuberlagerung. 

Frequenzart 

gleiche 
Frequenzen 

unter-
schiedliche 
Frequenzen 

Bewegungs­
richtungen 
parallel 

Schwingung 
gleicher 
Frequenz, 
verschiedener 
Amplitude 
und/oder 
Phase 

Schwebungen 
Fourier-Synthese 

Bewegungs­
richtungen 
senkrecht 

verschiedene 
Ellipsen, je 
nach Amplitude 
und Phasenlage 

ganzzahlige 
Frequenz-
verhaltnisse 
Lissajous-Figuren 
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J J.4 J Uberlagerung in gleicher Raumrichtung 
und mit gleicher Frequenz 

iJbersicht J-9. Uberlagerung von Schwingungen. 

Ausgangsschwingungen 

yi (0 = 7i cos(a>r + (poi); yiit) = y2 cos{cot + (P02) 

Neue Schwingung 

J'neu = yi ( 0 + yi ( 0 = yncrx COS (ft)/ + (?)„ J 

Phasenverschiebung Acp = (p^^ — (pQ2 

Im I ' ^'^'^ X / Zeiger-Darstellung 

Real 

Neue Amplitude 

j'neu = ^y\ + '^yJl COS((Poi " (Poi) + fl 

JiSiiKpoi +>?2sin(po2 
tan (i9„_ = -^ -^ 

J^jCOSCjOoi +>^2COS(;9o2 

beliebige Uberlagerung 

Fiir y^=y^=y 

, /^<Poi - <Po2 
Aeu = 2 j ^ COS 

<P01 - <P02 

maximale Verstarkung 
Ĵ neu = \ / j^?+2j l J2+> ' l 
Fiir y^=y^=y 
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Ubersicht J-9 (Fortsetzung) 

Ausloschung 

y\ 

\ /^\ N/ \ / 
-¥-

, y2 

\ / \ / yneu \ 

A(p = n 

y..„ = 0 

/ \ / \ / \ / \ / y \.y 
yi 

./ 

yi, y2 Schwingung 1, Schwingung 2, 
j^gy Ampl i t ude der neuen Schwingung, 
<Poi' ^02 Phasenversch iebung Schwingung 1, Schwingung 2, 
<p„gu Phasenversch iebung der neuen Schwingung, 
CO Kreisfrequenz. 

J J,4,2 Vberlagerung in gleicher Raumrichtung 
und mit geringen Frequenzunterschieden 
(Schwebung) 

Ubersicht J-10. Schwebungen. 

Fiir gleiche Phase ((^QI = ^oi) ^^^ gleiche Amplitude {y^ = yj) gilt: 

^neu ( 0 = ^1 ( 0 + ^2 ( 0 = y COS (Wi 0 + y COS (^2 t) 

JneuCO = 2y COS ( ^ ?) COS ( ^ ^ / 

Fur geringe Frequenzunterschiede: Schwebung 

Zeit f 

Schwebungsdauer 

^ T2-T, 

Schwebungsfrequenz 

/ s ~Jl ~J2 

Zeit f 
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Ubersicht J-10 (Fortsetzung) 

Neue Schwingung: 

30 '''" 2 

/ i '/2'/neu Frequenz 1. Schwingung, 2. Schwingung, neue Schwingung, 
T^, T2, T^eu Schwingungsdauer 1. Schwingung, 2. Schwingung, neue Schwingung, 
cwj, ©2 Kreisfrequenz 1. Schwingung, 2. Schwingung, 
J i ' >'2' >̂neu Auslenkung 1. Schwingung, 2. Schwingung, neue Schwingung, 
7̂  Schwebungsdauer, 

f^ Schwebungsfrequenz. 

J J,4,3 Vberlagerung in gleicher Raumrichtung 
und mit grofien Frequenzunterschieden 

Wie BildJ-1 zeigt, schwingt die schnellere 
Schwingung um die periodische Achse der 
langsameren Schwingung. 

J,l,4,4 Vberlagerung in gleicher Raumrichtung 
mit ganzzahligen Frequenzverhdltnissen 
(Fourier'A nalyse) 

Ein periodisch wiederkehrendes Muster kann 
in eine Reihe von elementaren Sinus- und Ko-
sinus-Schwingungen zerlegt werden {Fourier-
Analyse). Die Fourier-Koeffizienten aj, (fur die 
Kosinusfunktion) und bj^ (fur die Sinusfunk-
tion) geben an, wie stark die einzelnen Anteile 
vertreten sind. Ubersicht J-11 zeigt dies fur 
Kreisfrequenzen mit o), 3 co und 5 co. Durch 
Uberlagerung bestimmter Sinus- und Kosi-
nusfunktionen {Fourier-Synthese) konnen 
auch beliebige Kurvenformen erzeugt werden 
(Abschnitt A, Ubersicht A-50). 

BildJ-1. Schwingungsiiberlagerung bei grofien Fre­
quenzunterschieden. 
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Ubersicht J-ii. Fourier-Analyse. 

^ ^ 'Si-. 

Periodische WechselgroBe 

yiO = ^+ I Kcos(^wO)+ Z (b^sinikcot)) 
2 k = i fc=i 

Fourier-Koeffizienten 

2 ^ 

i 0 

ak = - iy{t)cos{kcot)dt, 
i 0 

bk^- iyit)sm(kcot)dt (fiir A: = 1, 2, 3, . . . ) 
i 0 

periodische 
WechselgroBe 

Amplltuden-
^<^ Spektrum 

Fourier-Zerlegung am Beispiel 

a) Ausgangsschwingung 

b) Zerlegung in Einzelschwingungen 

3r 
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Ubersicht J-11 (Fortsetzung) 

c) Frequenzanteile 

^a) Zo) 5co 

a^ Fourier-Koeffizienten fur die Cosinusfunktionen, 
bf^ Fourier-Koeffizienten fur die Sinusfunktionen, 
k — i Anzahl der Oberschwingungen, 
y{t) periodische WechselgroBe, 
/ Zeit, 
CO Kreisfrequenz der Schwingung. 

J,L4,5 Vberlagerung von Schwingungen 
mit ganzzahligen Frequenzverhaltnissen, 
die senkrecht aufeinander stehen 
(Lissajous-Figuren) 

Schwingungen mit gleicher Kreisfrequenz 

Schwingungen mit ungleicher Frequenz 

Fiir ganzzahlige Frequenzverhaltnisse ergeben 
sich geschlossene Kurven. Aus der Anzahl k 
der senkrechten Maxima und der Anzahl / der 
waagrechten Maxima konnen die Frequenz­
verhaltnisse festgestellt werden. 

Ubersicht J-12. Senkrechte Vberlagerung gleich-
frequenter Schwingungen. 

Ausgangsschwingungen 

x{t) = xsm{o)t) 

y(t) = ysm((ot + (p) 

Daraus wird Ellipsen-Gleichung 

y^ x^ lyx . , 
-y + ^5- cos (p = sin^ (p 
y^ x^ yx 
Berechnung der Phasenverschiebung 

ym x(0) 
sin (p = —z- = ^ir-
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J. 1.5 Gekoppelte Schwingungen 

Zwei Schwinger, die miteinander elastisch, 
iiber Reibung oder aufgrund der Tragheit ge-
koppelt sind, tauschen uber diese Kopplung 
Energie aus. Die Geschwindigkeit des Ener-
gieaustausches ist vom Kopplungsgrad k ab-
hangig. Die folgenden Ausfuhrungen beziehen 
sich auf gekoppelte Pendel gleicher Masse m, 
gleicher Federkonstante c und gleicher Eigen-
frequenz (DQ . 

Die beiden Schwingungszustdnde, in denen 
keine Energie iibertragen wird, werden Funda-
mentalschwingungen genannt. Sie entstehen 
bei einer gegenphasigen und einer gleichphasi-
gen Schwingung. 

Im allgemeinen Fall sind n Schwinger mitein­
ander gekoppelt; sie besitzen n Fundamental-
schwingungen. Solche Systeme sind in der 
Molekiil- und Festkorperphysik von Bedeu-
tung. 

Ubersicht J-13. Elastisch gekoppelte Feder-
Masse-Schwinger. 

Gekoppelte Pendel 

0 72 

Gleichphasige Schwingung 
Koppelglied nicht wirksam 

Gegenphasige Schwingung 
Kopplungsfeder bleibt in der Mitte in Ruhe 

J_ jc + 2̂ 12 
2^-f2 

J.l Schwingungen 235 

Ubersicht J-13 (Fortsetzung) 

Allgemeiner Fall 

i s ~J2 ~J\ 

Kopplungsgrad 

k = c,2 _T}-Ti_fl-fl 

c 
Cl2 

/o 

/; 

./. 

/s 
k 
T,,T, 

Federkonstante der einzelnen Feder, 
Federkonstante der Kopplungsfeder, 
Frequenz der ungedampften harmonischen 
Schwingung, 
Eigenfrequenz bei gleichphasiger 
Schwingung, 
Eigenfrequenz bei gegenphasiger 
Schwingung, 
Schwebungsfrequenz, 
Kopplungsgrad, 
1., 2. Schwingungsdauer. 

J. 1.6 Orts- und zeitabhangige Schwinger 

In Tabelle J-9 sind die Differentialgleichungen 
fur die orts- und zeitabhangigen Schwingun­
gen zusammengestellt. 

Bei den parametrischen Schwingungen hangen 
die Systemparameter (z. B. die Eigenfrequenz) 
von der Zeit ab. Dem Schwinger kann zusdtz-
lich Energie zugefuhrt werden, wenn dem 
Schwingungssystem wahrend des Schwingens 
eine parametrische Erregung mit der doppel-
ten Eigenfrequenz zugefuhrt wird (z. B. Pendel 
mit periodisch bewegtem Aufhangepunkt). 
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Tabelle J-9. Orts- und zeitabhdngige Schwingungen. 

^^-^^ zeit-
"̂""̂ -v..̂ ^̂  abhangig 

orts- ^ '̂̂ -^^^ 
abhangig ^^^^^^^ 

linear 

nichtlinear 

sklero- (nicht parametrisch) rheo- (parametrisch) 

J.2 Wellen 

Eine Welle ist ein sich raumlich ausbreitender 
Erregungszustand, bei dem Energie weiterge-
leitet wird. Zur Ausbreitung elastischer Wellen 
ist es erforderlich, daB schwingungsfahige 
Systeme gekoppelt sind. Elektromagnetische 
Wellen brauchen kein Ubertragungsmedium, 
sie breiten sich auch im Vakuum aus (zur Ein-
teilung der elektromagnetischen Wellen in ver-
schiedene Spektralgebiete s. Tabelle L-1). Die 
Merkmale der fundamentalen Wellentypen 
sind in Tabelle J-10 zusammengestellt (weitere 
Details zur Polarisation s. Tabelle L-14). 

Die Begriffsbestimmungen zur Beschreibung 
schwingender Kontinua und Wellen sind in 
DIN 1311, Blatt 4 definiert. 

J.2.1 Harmonische Wellen 

Bei harmonischen Wellen ist die raumliche 
und zeitliche Abhangigkeit der schwingenden 

GroBe durch harmonische Funktionen gege-
ben (Tabelle J-11, BildJ-3). 

J.2.2 Energietransport 

In einem Medium, in dem eine Welle lauft, 
ist Energie gespeichert. Die wichtigsten Glei-
chungen zum Energietransport bringt Tabelle 
J-12. 

Wellenamplitude 

Wahrend bei der ebenen Welle die Energie-
dichte w und damit die Amphtude in Aus-
breitungsrichtung konstant bleibt (abgesehen 
von Absorptionsverlusten im Ubertragungs­
medium), muB sich bei anderen Wellenformen 
die Energie auf immer groBere Flachen ver-
teilen, wodurch die Amphtude abnimmt 
(Tabelle J-13). 

Wellenwider stand 

Der Wellenwider stand, charakterisiert die 
Ubertragungseigenschaften eines Mediums. 

Tabelle J-W. Wellentypen. 

Wellentyp 

Transversal-
oder 
Querwellen 

Longitudinal-
oder 
Langswellen 

Merkmale 

Schwingungsrichtung steht senkrecht 
auf Ausbreitungsrichtung. 
Bei raumlich und zeitlich defmierter 
Schwingungsrichtung ist die Welle 
polarisiert. 

Schwingungsrichtung ist parallel 
zur Ausbreitungsrichtung. 

Beispiele 

Elastische Wellen in Festkorpern 
(Torsions- und Biegewellen). 
Elektromagnetische Wellen. 
Oberflachenwellen an Grenzflachen 
(z.B.: Wasser-Luft: Wasserwellen). 

Elastische Wellen in Gasen, Fliissigkeiten 
und Festkorpern (Schallwellen). 
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Tabelle J-IL Harmonische Wellen. 

GroBe 

In x-Richtung laufende Welle 

Gegen die x-Richtung laufende Welle 

Phasengeschwindigkeit 

Wellenzahl 

Schnelle 

Funktion 

y (x, t) = y cos 2.(f-5) + J 
y {x,t) = y cos {(ot — kx + (p^) 

y{x, t) = y co%{(ot + kx + (p^) 

c = XjT=lf=(Dlk 

k = InjX 
^y 

y = — = — y(o sm{(ot — kx -\- (po) = — vsm{cot — kx + (po) 

y Auslenkung (Elongation), 
X Ort, 
t Zeit, 
y Amplitude, 
T Periodendauer, 

/ 
A 
<Po 
(0 
V 

Frequenz, 
Wellenlange, 
Nullphasen winkel, 
Kreisfrequenz, 
Schnelleampli tude 

y 

t=o 

F 

a' 

8 ' 

ir 

¥ 
t-^T 
* 8 ' 

I 
/ 

/ 
Y 

\ 

L 
X /^ 

K-^. 
i V ^ 

.̂̂ "x 
• '"^^-^ 

A x 
/ 1 ^^^ 

/ ^ 

^A^ 
v _ ^ 1 \ 

x ^ 
^^^ i 
\ / ^ 

^--^ 

X 

^N^ / ^ X y 

A _ A X 

A A 
A A A ^ 

A_A 
A A X 

^ V_A 
x^x -̂  ^A "̂ 

-^A V ^ " 
x̂ ~x 

\ A~X . 
f ^ ^ ^ 

^X /^"^x 
^X^-A X 

BildJ-2. Momentbilder einer laufenden Transversal-
welle. Der Pfeil markiert einen Wellenberg. 

Bel elektromagnetischen Wellen werden Span-
nung (elektrische Feldstarke) und Strom 
(magnetische Feldstarke) in Analogie zum 
Ohmschen Gesetz durch den Wellenwider-
stand Z verkniipft. Tabelle J-14 gibt eine 
Ubersicht. 

Bei Schallwellen werden Schallwechseldruck 
(Abschnitt K.1.5) und Schallschnelle ver­
kniipft: 

V 
Qc; (J-2) 

p Amplitude des Schallwechseldrucks, 
V Amplitude der Schallschnelle, 
Q Dichte des Ubertragungsmediums, 
c Schallgeschwindigkeit. 

Reflexion und Transmission 

Wenn an der Grenzflache zweier Medien oder 
Leitungen der Wellenwiderstand eine Ande-
rung erfahrt, dann wird ein Tell der Welle re-
flektiert. Reflexions- und Transmissionsgrad 
der Intensitat bei senkrechtem Einfall zeigt 
Ubersicht J-14, den Reflexions- und Trans-
missionsfaktor der Amplitude Tabelle J-15. 
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Tabelle J-12. Energietransport. 

Energiedichte 

Intensitat oder 
Energiestromdichte 

Elastische Wellen 

^E 1 .2 2 

Jz=wC=-QV-^C 

2 

=1..-

Elektromagnetische Wellen 

^' = 2 ^r So ^ ^ = 2 '"̂  <̂̂  -^^ 

w 
I 
Q 

y 
(JO 

V 

c 
E 

Energiedichte (Energie pro Volumen, J/m^), 
Intensitat (Leistung pro Flache, W/m^), 
Dichte des Ubertragungsmediums, 
Schwingungsamplitude, 
Kreisfrequenz, 
Schnelleamplitude, 
Phasengeschwindigkeit, 
relative Permittivitat, 

^0 

/̂ r 

^^0 

E 
H 

elektrische Feldkonstante, 
(£o = 8,854-10-^2As/Vm), 
relative Permeabilitat, 
magnetische Feldkonstante 
(/io = 47r-10-^Vs/Am), 
Amplitude der elektrischen Feldstarke, 
Amplitude der magnetischen Feldstarke. 

Tabelle J-13. Energiedichte und Amplitude ver-
schiedener Wellen. 

Wellenflache 

eben 

Zylinder 

Kugel 

Energiedichte 

w = konst. 

1 
r 

1 

Amplitude 

y = konst. 

1 
y 

1 
r 

Abstand von der Quelle. 

Ubersicht J-14. Reflexion und Transmission 
von Wellen: Intensitdten. 

Energieerhaltung 

Reflexionsgrad 

4 = /, + /, 

Transmissionsgrad T = 1 — ^ = 
h 4Z,Z2 

h (2i + Z^f 

4 einfallende Intensitat, 
/̂  reflektierte Intensitat, 
/, transmittierte Intensitat, 
Zj Wellenwiderstand im Medium 1, 
Z, Wellenwiderstand im Medium 2. 
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Tabelle J-14. 

Definition 

verlustbehaftet 

verlustlos 

Wellenwiderstand elektromagnetischer Wellen im 

Leitungen 

z.-{ 
^ _ JR'+jcoL' 

z - /^ 

freien Raum und auf Leitungen. 

freier Raum 

-̂=1 
/ /^r/^O 

~^ V fif ̂ 0 ~ J ^1^ 

Zpo = / ^ = 376,7 n 
V 0̂ 

Z 
Z 
f/ 
/ 
i?' 
G' 
L' 
C 
E 
H 
^r 

/̂ O 

^r 

eo 
«: 
(D 

= Rll 
= Gll 
= Ljl 
= Cll 

Wellenwiderstand (reell), 
Wellenwiderstand (komplex, frequenzabhangig), 
komplexe Spannung, 
komplexer Strom, 
Widerstand pro Lange, \ 
Ableitung (Querleitwert) pro Lange, 1 ^ ,.. 
Induktivitat pro Lange, | ^ ̂ ^^ 
Kapazitat pro Lange, J 
komplexe elektrische Feldstarke, 
komplexe magnetische Feldstarke, 
relative Permeabilitat, 
magnetische Feldkonstante, 
relative Permittivitat, 
elektrische Feldkonstante, 
elektrische Leitfahigkeit, 
Kreisfrequenz. 

Tabelle J-15. Reflexion 

Elastische Wellen 

h ^1 + ^2 

^ _ A _ 2Z, 

h ^1 + ^2 

und Transmission von Wellen: 

Elektromagnetische Wellen 

elektrische Feldstarke 

E^ Z2 — Zj «i — «2 

^ £^ Z^ + Z2 «i + «2 

E, 2Z2 2rti 
^ E^ Zi + Z2 «i + «2 

Amplituden. 

magnetische Feldstarke 

H^ Zj — Z2 ^2 " "1 
'"'" " ^ " Zi +Z2 " «i +«2 

^ , 2Zi 2«2 

"̂̂  ~ : ^ " z , + Z 2 " «i + «2 

r Reflexionsfaktor, 
/ Transmissionsfaktor, 
jpg, E^, H^ Amplituden der einfallenden Wellen, 
y^, E^, H^ Amplituden der reflektierten Wellen, 
yi, E^, H^ Amplituden der transmittierten Wellen, 
Zi , Z2 Wellenzahl im Medium 1 bzw. 2, 
«i, «2 Brechungsindex im Medium 1 bzw. 2 (Abschnitt LJ.3). 
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J.2,3 Phasengeschwindigkeit 

Die Phasengeschwindigkeit c ist die Ge-
schwindigkeit, mit der sich ein Zustand kon-
stanter Phase {ojt — kx -\- (PQ = const) aus-
breitet. Sie tritt als Konstante in der Wellen-
gleichung auf, die fiir die Ausbreitung von 
Wellen charakteristisch ist: 

Tabelle J-16. Phasengeschwindigkeiten ver-
schiedener Wellentypen. 

Wellentyp 

Longitudinalwellen 
in Gasen 

Longitudinalwellen 
in Flussigkeiten 

Longitudinalwellen 
in Staben 

Torsionswellen 
in Rundstaben 

Transversalwellen 
auf Saiten 

Elektromagnetische 
Wellen im Vakuum 

Elektromagnetische 
Wellen in Materie 

Elektromagnetische 
Wellen auf Leitungen 

Phasengeschwindigkeit 

c = 

c = 

c = 

c = 

c = 

c = 

c = 

xp 

V Q 

Jl V Q 

IE 

V Q 

IG 

V ^ 

rw 
\l AQ 

1 

V ^0 A'o 

1 

V^r £0 i"r Mo 

1 

^C'L' 

K 

P 
Q 

K 
E 
G 
F 
A 
fin 

/̂ o 

fir 

^r 

c 
L 

Isentropenexponent, 
Druck, 
Dichte, 
Kompressionsmodul, 
Elastizitatsmodul, 
Schubmodul, 
Spannkraft, 
Saitenquerschnitt, 
elektrische Feldkonstante 
(eo = 8,854-10-^2As/Vm), 
magnetische Feldkonstante 
(/io = 47c-10-^Vs/Am), 
relative Permittivitat, 
relative Permeabilitat, 
langenbezogene Kapazitat, 
langenbezogene Induktivitat. 

(J-3) 

dx^ e / 6z2 

Fur eindimensionale Wellen gilt: 

Laplace-Operator. 

6 ^ 
dx'' 

(J-4) 

In Tabelle J-16 sind Formeln fur die Phasen­
geschwindigkeit verschiedener Wellen zusam-
mengestellt. 

Die Beldge C und L' von Leitungen hangen 
von der Leitergeometrie ab. Tabelle J-17 zeigt 
zwei Beispiele. 

Tabelle J-17. Beldge fiir lange Leitungen. 

Leitungstyp 

Doppelleitung 

4^T 
Koaxialleitung 

® 
k-D-

Kapazitat 
pro Lange 

C = 
\n{alr) 

Induktivitat 
pro Lange 

L' = Moin(«/^) 

L' = ^\niD/d) 
In 
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J.2.4 Gruppengeschwindigkeit 

Als Gruppengeschwindigkeit wird die Ge-
schwindigkeit bezeichnet, mit der die Einhiil-
lende eines Wellenpaketes (Bild J-4) lauft und 
somit auch die Energie bzw. Information. Die 
Gruppengeschwindigkeit ist in Medien mit 
Dispersion nicht identisch mit der Phasenge-
schwindigkeit. Bild J-5 zeigt ein Beispiel. 

Fiir die Gruppengeschwindigkeit gilt: 

dco dc 
' « ' ^ d ^ ^ ' ~ ^ d l ' 

(J-5) 

Cgr Gruppengeschwindigkeit, 
CO Kreisfrequenz, 
k Wellenzahl, 
c Phasengeschwindigkeit, 
X Wellenlange. 

Bild J-4. Wellenpaket endlicher Ldnge. 

Bild J-5. Zustdnde einer Wellengruppe an zwei ver-
schiedenen Zeitpunkten. Der Pfeil kennzeichnet das 
Maximum der Gruppe, der kleine Kreis einen Zustand 
konstanter Phase. 

Tabelle J-i8. Dispersionsarten. 

dc 
dl 

>0 
= 0 
<0 

Ausbreitungs-
geschwindigkeit 

Bezeichnung 

normale Dispersion 
keine Dispersion 
anomale Dispersion 

Je nach Ubertragungsmedium konnen die in 
Tabelle J-18 dargestellten Falle unterschieden 
werden. 

Zur Dispersion in der Optik und Definition 
des Gruppenindex s. Abschnitt L. 1.3.1. 

J.2.5 Doppler-Effekt 

Schallwellen 

Sind eine Schallquelle und/oder ein Beobach-
ter in Bewegung (relativ zum Ubertragungs­
medium Luft), dann weicht die Frequenz/e, 
die der Beobachter wahrnimmt, von der Fre-
quenz/q der Quelle ab. Je nach Bewegungszu-
stand sind verschiedene Falle unterscheidbar, 
die in Tabelle J-19 zusammengestellt sind. 

Tabelle J-i9. Doppler-Effekt. Die verschiede-
nen Bewegungsmoglichkeiten von Quelle und 
Beobachter sind durch Pfeile angedeutet. 

Quelle 

• 

• 

• - > 

<-• 

•-* 

< - • 

< - • 

• - + 

Beobachter 

< - • 

• - > 

• 

• 

<r-m 

• - > 

< - • 

• — > • 

beobachtete Frequenz 

/ B = / O ( I + ? ) 

/ • _ - ^ 

/ B - — 
1 - ^ 

c 

f _ fq 

c 

f - f '-^^ 

C — f B 

f - -f ^-^^ 

/B Frequenz beim Beobachter, 
/Q Frequenz der Quelle, 
v^ Betrag der Beobachtergeschwindigkeit 

relativ zur Luft, 
UQ Betrag der Quellengeschwindigkeit 

relativ zur Luft, 
c Schallgeschwindigkeit. 
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Bild J-6. Machscher Kegel beim Uberschallflug. 

Bewegt sich die Quelle mit Uberschall-
geschwindigkeit, dann bilden alle von der 
Quelle ausgesandten Kugelwellen einen Kegel. 
Bild J-6 zeigt ein Momentbild dieses Mach-
schen Kegels. An der Spitze des Kegels befin-
det sich die Quelle Q, die sich mit Î Q > c be­
wegt. Der halbe Offnungswinkel des Kegels ist 
der Machsche Winkel. Er betragt 

c 1 
sm a = — = —- : 

Uo Ma 
(J-6) 

a Machscher Winkel, 
c Schallgeschwindigkeit, 
VQ Geschwindigkei t der Quelle, 
Ma Mach-Zahl. 

Elektromagnetische Wellen 

Fiir die Frequenzverschiebung von elektro-
magnet ischen Wellen ist lediglich die Relativ-
geschwindigkeit zwischen Quelle (Sender) und 
Beobachter (Empfanger) mafigebend: 

JB—Jc 

JB—JQ 

= / o / : :—n bei A n n a h e r u n g 
c — v ^\l 1—p 

_ (J-7) 

bei Entfernung; =/Q 

/B Frequenz beim Beobachter, 
/Q Frequenz der Quelle, 
c Lichtgeschwindigkeit , 
V Relat ivgeschwindigkeit zwischen 

Quelle und Beobachter , 

)S = - bezogene Relativgeschwindigkeit . 

J.2.6 Interferenz 

Bei der Uber lagerung von Wellen treten Inter-
ferenzerscheinungen auf. Im allgemeinen ist 
das Prinzip der ungestorten Superposition giil-
tig. 

Wellen mit gleicher Frequenz und Wellenldnge 

Gegeben seien zwei Wellen mit gleicher Ampl i ­
tude , die in dieselbe Rich tung laufen: 

y]^—ycos{(Dt — kx) und 

y2 = y cos {(Dt — kx + (p) 

^ 0 • >^cosl cot • kx + 271-

Die zweite Welle weist gegeniiber der ersten 
einen Gangunterschied A auf, der mit der 
Phasenverschiebung cp verkniipft ist: 

In 
(J-8) 

Die Uberlagerung ergibt: 

y{x,t)=lycosy^\ 

9- ( ^\ = 2j)cosl Tc — 

• cosj (Dt — kx -^ — \ 

( , AV 
•COS! cot — kx-\-K—]. 

(J-9) 

Die Summenwelle ist wieder eine Welle mit 
gleicher Frequenz und Wellenlange, deren 
Amplitude je nach Gangunterschied Werte 
zwischen 0 und 2y annehmen kann (Tabelle 
J-20). 

Tabelle J-20. Konstruktive und destruktive 
Interferenz (Ordnungszahl m = 0, 1, 2, ...). 

Bedingung fur 

Gangunter­
schied 

Phasen­
verschiebung 

konstruktive 
Interferenz 

A = ml 

(p = m2n 

destruktive 
Interferenz 

A = (2m 4-1)^ 

(p = {2m + 1)71 
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Stehende Wellen 

Gegeben seien zwei Wellen mit gleicher Fre-
quenz, Wellenlange und Amplitude, die sich 
entgegen laufen: 

>̂ i = jp cos {mt — kx) und 

y2= y cos(ca/ -{• kx + cp) 

(cat 4- kx + 2 7 1 -= >'COS 

Bei der Uberlagerung entsteht eine stehende 
Welle: 

>'(x,/) = 2j;cosl cof+ y 1 

. - ( ^\ 
= 2ycos\mt-\-% — \ 

(, A 
• COS 1 A:x + — 1 

• cos \kx + n—]. 

(J-IO) 

BildJ-7 zeigt Momentbilder von stehenden 
Wellen. Jewells im Abstand von 2/2 entstehen 
ortsfeste Schwingungsknoten und -bduche. Bei 
einer Reflexion an einem dichteren Medium 
(groBerer Wellenwiderstand Z ) tritt an der 
Grenzflache ein Phasensprung ((̂  = TT, A = Xjl) 
auf, und es entsteht ein Schwingungsknoten 
(BildJ-7a, TabelleJ-15). Bei einer Reflexion 
an einem diinneren Medium tritt kein Phasen­
sprung auf, es entsteht ein Schwingungsbauch 
(BildJ-7b, TabelleJ-15). 

Stehende Wellen konnen auch als Eigen-
schwingungen eines Kontinuums mit charakte-
ristischen Eigenfrequenzen aufgefaBt werden. 
Beispielsweise sind die moglichen Eigenfi-e-
quenzen einer schwingenden Saite 

' / „ = (« + l) /o, 
mit fo = cl2l, n = 0, 1, 2, . . . ; (J-11) 

/o Frequenz der Grundschwingung, 
/„ Frequenz der «-ten Oberschwingung, 
c Phasengeschwindigkeit, 
/ Saitenlange. 

a) Reflexion am dichten Medium 

/v^x /v^\ / v \ r-r 

\j\J \j\y \y\j \ / \ y 
~ - J,- -•> ~ y~ 

^ " " '" 

<p=K,A = 

f 

N . ^ ' s^y' 

o 

Z/2 

X 

b) Reflexion am dunnen Medium 

/ ^ r\/\ / V N /\/^\ /N 

\y\j ''^y' 

= 0,A = 0 
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BildJ-7. Ausbildung einer stehenden Welle durch Re­
flexion am a) dichteren, b) diinneren Medium. 
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Ubersicht K-l. Normen und Richtlinien. 

DIN 1320 
DIN 4109 
DIN 18005 
DIN 18041 
DIN 45630 
DIN 45633 
DIN 45635 
DIN 45 641 

DIN 45642 
DIN 52210 

DIN 52212 

DIN 52216 

DIN 51 221 

VDI 2058 
VDI 2569 

VDI 2571 

VDI 2714 

RLS-90 

TALarm 

Akustik, Grundbegriffe 
Schallschutz im Hochbau 
Schallschutz im Stadtebau 
Horsamkeit in Raumen 
Grundlagen der Schallmessung 
Prazisionsschallpegelmesser 
Gerauschmessung an Maschinen 
Beurteilungspegel zeitlich 
schwankender Schallvorgange 
Messung von Verkehrsgerauschen 
Bauakustische Prufungen; 
Luft- und Trittschalldammung 
Bauakustische Prufungen; 
Schallabsorptionsgrad 
Bauakustische Prufungen; 
Nachhallzeit in Zuhorerraumen 
Korperschallmessungen bei 
haustechnischen Anlagen 

Beurteilung von Arbeitslarm 
Schallschutz und akustische 
Gestaltung im Biiro 
Schallabstrahlung von 
Industriebauten 
Schallausbreitung im Freien 

Richtlinien fiir den Larmschutz 
an StraBen 
Technische Anleitung zum Schutz 
gegen Larm 

Die Akustik beschaftigt sich mit der Ausbrei-
tung von longitudinalen Kompressions- und 
Dilatationswellen in Gasen, Fliissigkeiten und 
Festkorpern. Von besonderer Bedeutung sind 
dabei die Schallausbreitung in Luft, der 
Schalldurchgang durch Bauteile und die 
Schallempfindung des Menschen (Horsamkeit 
und akustische Behaglichkeit). 

K.l Schallausbreitung 

Schall ist die Ausbreitung lokaler Druck-
schwankungen in Medien. In der Akustik sind 
dabei die Dichteanderungen in den Ausbrei-
tungsmedien und die Geschwindigkeiten der 
Molekiilbewegungen nicht so hoch, daB nicht-
lineare Wechselwirkungen auftreten, wie sie 

bei StoBwellenexperimenten beobachtet wer-
den. Die folgenden Beziehungen der Akustik 
gelten fiir den Fall, daB sich die Schalldriicke 
verschiedener Schallquellen am Ort des 
Schallfeldes additiv uberlagern (Superposi-
tionsprinzip) und das zeitliche Produkt der ver-
schiedenen Schallwechselamplituden ver-
schwindet {nichtkohdrente Schallquellen). 

K.1.1 Schallfrequenz 

Die Frequenz/der periodischen Erregung von 
Druckstorungen (z.B. durch eine Lautspre-
chermembran) bestimmt die Frequenz der 
lokalen Druckschwankung und damit die 
Schallfrequenz/. Entsprechend der Schallfre-
quenzempfmdlichkeit des menschlichen Ohres 
werden verschiedene Schallbereiche defmiert 
(Tabelle K-l). 

K.l.2 Schallgeschwindigkeit 

Die Schallgeschwindigkeit c ist die Aus-
breitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwin-
digkeit) der Druckstorungen in einem kom-
pressiblen Medium. 

Fiir die Schallgeschwindigkeit c in Fliissigkei­
ten und Gasen gilt: 

c Schallgeschwindigkeit, 
K Kompressionsmodul, 
Q Dichte. 

In Gasen ergibt sich bei isentroper Schallaus­
breitung die Schallgeschwindigkeit zu: 

Isentropenexponent (x = Cp/cy), 
isobare spezifische Warmekapazitat, 
isochore spezifische Warmekapazitat, 
Dichte des Gases, 
Gasdruck. 
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Tabelle K-i. Schallbereiche. 

Schallbereich 

Frequenzbereich 

Schallgeber 

Schallaufnehmer 

Anwendungs-
praxis 

Infraschall 

0 Hz bis 15 Hz 

mechanische 
Ruttler (Shaker) 

piezoelektrische 
Aufnehmer, 
Dehnungsmefi-
streifen 

Lagerschwingun-
gen, Korperschall, 
Bauwerksschwin-
gungsanalyse, 
Erdbebenwellen 

Horbereich 

16 Hz bis 20 kHz 

mechanisch: 
Pfeifen, Sirenen, 
Musikinstrumente; 
elektroakustisch: 
elektrodynamische 
und elektro-
magnetische Laut-
sprecher 

Kondensator-
mikrofon, 
elektrodynamische. 
piezoelektrische, 
piezoresistive 
Mikrofone 

Phonotechnik, 
Schall- und Larm-
schutz, Raum-
akustik, Schwin-
gungsisolierung 

Ultraschall 

20 kHz bis 10 GHz 

mechanisch: 
Pfeifen, Sirenen, 
Pneumatik; 
elektroakustisch: 
elektrostriktive, 
piezoelektrische, 
elektrostatische 
Lautsprecher 

Kondensator-
mikrofon, piezo­
elektrische Mikro­
fone 

Reinigung, Ent-
gasen, Dispergieren, 
Emulgieren, 
Polymerisations-
steuerung, Ultra-
schallbearbeitung 
(Bohren, Schneiden), 
Werksto ffpriifung, 
Ultraschall-
diagnostik, Modell-
akustik 

Hyperschall 

10 GHz bis lOTHz 

Josephson-Kontakte, 
piezoelektrisch 
gekoppelte Mikro-
wellen-Resonatoren 

Josephson-Kontakte, 
piezoelektrisch 
gekoppelte Mikro-
wellen-Resonatoren 

Grundlagenphysik, 
Photonen-
spektroskopie. 
Molekularkinetik 

Tabelle K-2. Dichte, Schallgeschwindigkeit und Schallkennimpedanz einiger Stoffe beim Norm-
druck /?„ = 1013 hPa. 

Luft - 20 °C trocken 
Luft 0 °C trocken 
Luft 20 °C trocken 
Luft 100 °C trocken 
WasserstoffO°C 
Wasserdampf 130°C 
Wasser 0°C 

20 °C 
Glyzerin 
Eis 
Holz 
Glas 
Beton 
Stahl 

Dichte Q 

kg 
m"̂  

1,396 
1,293 
1,21 
0,947 
0,090 
0,54 
1000 
998 

1260 
920 
600 

2500 
2100 
7700 

Schallgeschwindigkeit c 
m 
s 

319 
331 
344 
387 

1260 
450 

1400 
1480 
1950 
3200 
4500 
5300 
4000 
5050 

Schallkennimpedanz ZQ 
kg 

m^-s 

445 
427 
416 
366 
113 
243 
1,40 
1,48 
2,46 
2,94 
2,70 

13,0 
8,4 

10^ 
10^ 
10^ 
10^ 
10^ 
10^ 
10^ 

39 •10^ 
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Die Schallgeschwindigkeit in idealen Gasen 
ist: 

C = JKRJ= -^-RiT; (K-3) 

î i individuelle Gaskonstante (R^ = RJM), 
R^ universelle molare Gaskonstante 

(i?^ = 8,314J/(mol-K)), 
M Molmasse des Gases, 
T absolute Gastemperatur. 

Eine Naherung fiir die Schallgeschwindigkeit 
in Luft im meterologischen Temperaturbe-
reich von -20°C bis +50°C ist: 

CL = 331,5 m/s 1 +-, 
273,15 °C 

; (331,5 +0,6d/°C) m/s; 

(K-4) 

S Lufttemperatur. 

Fiir die Schallgeschwindigkeit in dunnen, stab-
formigen Festkorpern gilt: 

E Elastizitatsmodul, 
Q Dichte. 

K.1.3 Schallwellenlange 

Die Schallwellenlange X ist der raumliche Ab-
stand zweier benachbarter Stellen mit gleicher 
Druckphase (z.B. Druckmaximum, Druck-
minimum). Zwischen der Schallwellenlange 
und der Schallfrequenz gilt die allgemeine 
Wellenbeziehung: 

c = / A ; (K-6) 

c Schallgeschwindigkeit, 
/ Schallfrequenz, 
A Schallwellenlange. 

K.1.4 Schallwiderstand (Schallkennimpedanz) 

Der Schallwiderstand Z ist ein MaB fiir die 
Geschwindigkeit, mit der die Molekiile eines 
Mediums auf eine Druckstorung reagieren; 
fiir ebene Wellen gilt: 

QC\ (K-7) 

Z Schallwiderstand, 
p Schalldruckamplitude, 
V SchallschnelleampHtude, 
Q Dichte, 
c Schallgeschwindigkeit im Medium. 

Schallkennimpedanzen einiger Stoffe sind in 
Tabelle K-2 aufgefiihrt. Sie hangen iiber die 
Dichte Q und die Schallgeschwindigkeit c vom 
statischen Druck p^ und der Temperatur T des 
Mediums ab. 

K.1.5 SchaUdruck 

Der SchaUdruck p ist die Druckanderung in 
einem homogenen kompressiblen Medium 
durch Kompression oder Dilatation der Mole-
kule. Auf die Begrenzungsflachenbereiche des 
Wellentragers iibt der SchaUdruck eine Nor-
malkraft aus. Es gilt: 

P = - (K-8) 

Fj^ Normalkraft auf die Begrenzungsflache, 
A Flachenelement der Begrenzungsflache. 

Die Wellengleichung der Schalldruckausbrei-
tung an einem Ort r zum Zeitpunkt t unter der 
Annahme kleiner Dichtegradienten- und 
Schnelleanderungen fiir ein Medium mit der 
Schallgeschwindigkeit c ist: 
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Tabelle K-3. Schallquellengeometrie. 

ebene 
Schallquelle 

linienformige 
Schallquelle 

punktformige, 
kugelformige 
Schallquelle 

Geometric 

Schallwechseldruck-
amplitude 

P=Po P=P(ro)Jj P=p(ro)'-

spezifische 
Schalleistung ^ m^ 

i^in-
W 

P i n W 

Schallintensitat / = i \ / = 2nr 4nr 

Schallpegeldifferenz Li - L2 = 0 L^-L^ = 10 Ig ^ L^-L2 = 20 Ig -

Schallpegeldifferenz 
fur r2 = 2 r̂  

AL = 0 AL = 3 dB AL = 6 dB 

Die eindimensionale Losung der Wellenglei- Daraus ergibt sich der £)y^A:r/i;wer^ des Schall-
chung bei sinusformiger Erregung mit der Er- drucks harmonischer Schallwellen bei sinusfor-
regerfrequenz / ist: miger Erregung: 

p{x,t) =/?, +^cos {2%f{ t -x lc ) } ; (K-10) 

p(x,t) Schallwechseldruck, 
/7s statischer Gasdruck, 
p Schalidruckamplitude, 
/ Schallfrequenz des Erregers 

(z.B. Lautsprecher), 
c Schallgeschwindigkeit. 

Losungen fur linienformige und kugelformige 
Schallwellen enthalt Tabelle K-3. 

Der Effektivwert p^^^ des Schallwechseldrucks 
ist der MeBwert des Schallwechseldrucks einer 
Schallaufnehmers, integriert uber die MeB-
gerate-Integrationszeit T: 

-lp\r,t) &t. (K-11) 

P . (K-12) 

p SchalldruckampHtude. 

K.1.6 SchaUschneUe 

Die SchaUschneUe v ist die Auslenkungs-
geschwindigkeit der Molekiile unter der Wir-
kung der Kompressions- und Dilatations-
krafte der Druckstorung 9/?. 

Zwischen der SchaUschneUe v und dem Schall-
druck p gilt das hydrodynamische Grundgesetz: 

1̂  9/7 ( x , 0 

Q 8x 
(K-13) 

Q Dichte des Mediums, 
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Die Schallschnelle v ist mit dem Schallwechsel-
druck p uber den Schallwiderstand (Schall-
kennimpedanz) Z verknupft: 

1 1 
v{xj)^-p{xj)= — p{x,t)\ (K-14) 

Z QC 

Q Dichte des Ausbreitungsmediums, 
c Schallgeschwindigkeit im Ausbreitungs-

medium. 

Die Schallschnelle einer ebenen, eindimensio-
nalen, harmonischen Schallwelle mit sinusfor-
miger Schallerregung ist: 

v(x,t) = — pcos{2nf\ t- (K-15) 

Q Dichte des Schallmediums, 
c Schallgeschwindigkeit im Medium, 
p Schalldruckamplitude, 
/ Schallfrequenz. 

Der Effektivwert v^^^ der Schallschnelle und 
der iiber die Integrationszeit T gemittelte Wert 
der Schallschnelle einer ebenen harmonischen 
Schallwelle sind: 

1 ^ V 

^ 0 /2 
(K-16) 

K.1.8 Schallintensitat 

Die Schallintensitat / einer harmonischen 
Schallwelle betragt: 

1 
I = -dE/dt = wc 

A 

(K-18) 

/ Schallintensitat, 
V Schnelleamplitude, 
p Schalldruckamplitude, 
Z Schallwiderstand, 
w Energiedichte, 
c Schallgeschwindigkeit. 

K.1.9 Schalleistung 

Die Schalleistung P einer Schallquelle ist, 
wenn auf ein Flachenelement dA die Schall­
intensitat / einfallt, 

P = j / d ^ ; (K-19) 

P Schalleistung, 
/ Schallintensitat, 
dA Flachenelement senkrecht zum Schall-

einfall. 

K.1.7 Energiedichte 

Fiir die Energiedichte w einer harmonischen 
Schallwelle gilt: 

w =^dEldV. 
1 

" 2 

1 
" 2 

^(271 

P' 

•fyf 
1 e 

(K--17) 

w Energiedichte der Schallwelle, 
y ElongationsampHtude, 
p Schalldruckamplitude, 
V SchnelleampHtude, 
/ Schallfrequenz, 
c Schallgeschwindigkeit. 

K.1.10 Dampfungskoeffizient 
der Schallabsorption 

Durch innere Reibung und unvollstandige 
isentrope Kompression {Dissipation) sowie 
iiber die Anregung innerer Molekiilfreiheits-
grade {Relaxation) auf der Strecke zwischen 
den Orten VQ und r wird Schallenergie absor-
biert, die SchalldruckampHtude gedampft und 
ein Schallintensitatsabfall von /(ro) auf I{r) 
verursacht, fur den gilt: 

/(r) = /(ro)^""^'""'"«^; (K-20) 

SchaUintensitat, 
Ortsvektoren, 
Dampfungskoeffizient der Schallab­
sorption. 
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K.2 Schallwandler 

Die Schalldrucke iiberspannen in der Technik 
einen Wertebereich von mehr als sechs Zeh-
nerpotenzen. Schallempfanger oder Mikro-
fone und Schallgeber oder Lautsprecher miis-
sen also in diesem groBen Wertebereich den 
Schallwechseldruck oder die damit verkniipfte 

Schallschnelle liber ein mechanisches Schwin-
gungssystem (Membran) in eine elektrische 
Spannung bzw. Strom umwandeln. Die ge-
brauchlichen elektroakustischen Wandler-
prinzipien zeigt Tabelle K-4. 

Tabelle K-4. Elektroakustische Wandler. 

Elektroakustische Wandler technische 
Ausfiihrungen 

Anwendungsbereich 

elektrostatisch 

Leitende 
Membran 

Elektret 

XJ 

3-Isolation 

Gegenelektrode 

U~\ 

Kondensatormikrofon 
(mit auBerer Polari-
sationsspannung an 
der Mikrofonkapsel) 
Elektretmikrofon 
(permanente elektrische 
Polarisation an der 
Mikrofonmembran) 
Speziallautsprecher 

Schallpegelmesser 
Studiomikrofon 
Ansteckmikrofon 
Tieftonmikrofon 
Handmikrofon 
Umhangemikrofon 
extrem breitbandige 
Kopfhorer 

U = 

elektrody nami sch 
(Schwingspule) 

Topfmagnet 

Schwingspule mit Membran 

^ ;sr--
N 

S""*..., 

Tauchspulenmikrofon 

Lautsprecher 

Studiorichtmikrofon 
Handmikrofon 
Umhangemikrofon 
Normalschallquellen 
Beschallungsanlagen 
Kopfhorer 

elektrodynamisch 
(Bandchen) 

N 

Bandchen^V 

Bandchenmikrofon 

t: 

^—Magnet 

Studiomikrofon fur 
hochste Lautstarkepegel 
Vokalmikrofon 
Blechblasermikrofon 

elektromagnetisch 

"7 N 

icziz: 

--(Is 

Lautsprecher Telefonhohrer 
Horgerate 



250 K Akustik 

Tabelle K-4 (Fortsetzung) 

Elektroakustische Wandler technische 
Ausfuhrungen 

Anwendungsbereich 

piezoelektrisch Kristallmikrofon 
Keramikmikrofon 
Piezopolymer-Mikrofon 

Korperschallmikrofon 
Wasserschallmikrofon 
Beschleunigungsaufnehmer 

piezoresistiv 
KohlegrieB 

\U^ 

Kohlemikrofon Fernsehapparat 

K.2.1 Schallpegel 

Um handliche Zahlenwerte fur den groBen 
Wertebereich der Schalldruckamplituden zu 
erhalten, werden diese in einem relativen loga-
rithmischen MaBstab angegeben, dem Schall­
pegel Entsprechend den verschiedenen physi-
kalischen GroBen der Schallwelle ergeben sich 
iiber die Beziehungen zwischen den GroBen 
unterschiedliche Schallpegel, die jeweils auf 
eigene Norm-BezugsgroBen bezogen sind 
(Tabelle K-5). 

K.2.2 Gesamtschallpegel 

Der Gesamtschallpegel L^^^ von n Schallquel-
len mit den Schallintensitatspegeln L, ^ ergibt 
sich aus der energetischen Addition der Schall-
intensitdten zu: 

iges=101gfz lO"-'̂ '- jdB. (K-21) 

Tabelle K-5. Schallpegel. 

Schallpegel 

Schalldruckpegel 

Schallschnellepegel 

Schallintensitatspegel 

SchalUeistungspegel 

Definition 

L^ = 20 Ig ^^^ dB 

L, = 2 0 1 g - ^ d B 
^eff.O 

L, = 101g^dB 

Lp = 101g^dB 

Bezugsgrofie 

/^,„,o = 2.10-5Pa 

êff,o = 5-10-«!^ 

W 
/ - 10-12 _ 

Po = 10-^2^ 

Beziehungen 

z 

Z 
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In der Praxis fuhrt man die Pegeladdition 
sukzessive fur jeweils zwei Pegel mit Hilfe der 
Schallpegel-Additionstabelle K-6 aus; zum 
groBeren Pegel L^ wird der Pegelzuschlag L2 
addiert, der entsprechend der Pegeldifferenz 
AL — L^— L2 der Tabelle K-6 entnommen 
wird. 

K.2.3 Schallfrequenzspektrum, Bandfllter 

Zur Bestimmung der Frequenzabhangigkeit 
des Schallpegels, des Schallfrequenzspek-
trums, wird das Spannungssignal des elektro-
akustischen Schallwandlers durch elektrische 

Tabelle K-6. Schallpegel-Additionstabelle (AL 
Pegeldifferenz, L^ Pegelzuschlag). 

AL 
dB 

0,0 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 

^̂  1 
dB 

3,0 1 
2,8 
2,5 
2,3 
2,1 
1,9 
1,8 
1,6 

1 AL 
1 dB 
1 4,0 
4,5 
5,0 
5,5 
6,0 
6,5 
7,0 
7,5 

^̂  i 
dB 

1,5 1 
1,3 
1,2 
1,1 
1,0 
0,9 
0,8 
0,7 

1 AL 
dB 

1 8,0 
9,0 
10,0 
12,0 
14,0 
16,0 

>20 

L^ 
dB 

0,6 
0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

Tabelle K'7. Ten und Oktavfilter (f^.f^ untere bzw. obere Frequenzgrenze, A J Schallpegelab-
schwdchung bei A-Bewertung). 

Oktave 

/u 

Hz 

11 

22 

44 

88 

177 

355 

710 

1420 

2840 

5680 

11360 

/o 

Hz 

22 

44 

88 

177 

355 

710 

1420 

2840 

5680 

11360 

22 720 

J m 
Hz 

16 

31,5 

63 

125 

250 

500 

1000 

2000 

4000 

8000 

16000 

A* ' 
dB 

-56,7 

-39,2 

-26,2 

-16,1 

- 8,6 

- 3,2 

0 

+ 1,2 

+ 1,0 

- 1,1 

- 6,6 

Terz 

~1. Hz 

14,1 
17,8 
22,4 
28,2 
35,5 
44,7 
56,2 
70,7 
89,1 
112 
141 
178 
224 
282 
355 
447 
562 
708 
891 

1122 
1413 
1778 
239 

2818 
3 548 
4467 
5 623 
7 079 

1 8913 
11220 
14130 

j 17 780 

' ' l o 
Hz 

17,8 
22,4 
28,2 
35,5 
44,7 
56,2 
70,7 
89,1 
112 
141 
178 
224 
282 
355 
447 
562 
708 
891 

1122 
1413 
1778 
2239 
2818 
3 548 

i 4467 
5623 
7079 
8913 
11220 
14130 
17 780 
22 390 

J m 

Hz 

16 
20 
25 
31,5 
40 
50 
63 
80 
100 
125 
160 
200 
250 
315 
400 
500 
630 
800 

1000 
1250 
1600 
2000 

I 2500 
3150 
4000 
5000 
6300 
8000 
10000 
12 500 
16000 
20000 J 

AJ 
dB 

-56,7 
-50,5 
-44,7 
-39,4 
-34,6 
-30,2 
-26,2 
-22,5 
-19,1 
-16,1 
-13,4 
-10,9 
- 8,6 
- 6,6 
- 4,8 
- 3,2 
- 1,9 
- 0,8 
0 

+ 0,6 
+ 1,0 
+ 1,2 
+ 1,3 
+ 1,2 
+ 1,0 
+ 0,5 
- 0,1 
- 1,1 
- 2,5 
- 4'̂  
- 6,6 
- 9,3 
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Filter nur in einem Frequenzintervall zwi-
schen der oberen /Q und der unteren Grenz-
frequenz f^ um die Bandmittenfrequenz f^ des 
Filters verstarkt. 

J m (K-22) 

Tabelle K-7 enthalt die obere und die untere 
Grenzfrequenz sowie die Bandmittenfrequen-
zen des Terzfilter/o//u = 2^'^ und des Oktav-
filters/,//;. = 2. 

K.3 Schallwelle an Grenzflachen 

An der Grenzflache zweier Medien mit unter-
schiedlicher Schallkennimpedanz Z wird die 
einfallende Schallwelle (/?g, I^) zum Teil reflek-
tiert (pj,I^), zum Teil dringt sie als trans-
mittierte Schallwelle (/?t, / J in das Medium II 
ein, (Bild K-1). Die folgenden Beziehungen 
basieren auf der Voraussetzung, daB fiir die 
Schallenergie an der Grenzflache der Energie-
erhaltungssatz giiltig ist und die Schallenergie-
umwandlungen in den Medien stattfmden. 

K.3.1 Schallreflexionsgrad 

Durch den Bezug der reflektierten SchaUinten-
sitat /̂  auf die einfallende 4 ergibt sich eine 
dimensionslose GroBe, der Schallreflexions­
grad Q^ mit dem Wertebereich zwischen 0 und 
100%: 

Medium I p Medium HJ 

Fiir den Schallreflexionsgrad einer Grenzfla­
che zwischen einem Medium I mit der Schall­
kennimpedanz Zi und einem Medium II mit 
der Schallkennimpedanz Zj gilt bei senkrech-
tem Einfall: 

K.3.2 Schalltransmissionsgrad 

Durch den Bezug der transmittierten Schall-
intensitat I^ auf die einfallende Intensitat 4 
ergibt sich der Schalltransmissionsgrad !§: 

Zi , Z2 Schallkennimpedanzen der Medien I 
und II. 

An der Grenzflache gilt wegen des Energie-
erhaltungssatzes der folgende Zusammenhang 
zwischen dem Reflexions- und Transmissions-
grad, wenn die Schallabsorption vernachlas-
sigbar ist: 

^s + Ts = 1. (K-26) 

K.3.3 Schallabsorptionsgrad 

Durch Bezug der SchaUintensitat 4 , die im 
Medium II absorbiert und in Warme um-
gewandelt wird, auf die einfallende SchaU­
intensitat Ig ergibt sich der Schallabsorptions­
grad as: 

Wird die gesamte transmittierte Strahlungs-
leistung im Medium II absorbiert, so ergibt 
sich mit Gl. (K-26): 

1 - ^ s ; {K-28) 

Bild K-1. Schall an einer Grenzflache. 

as Schallabsorptionsgrad, 
Tg Schalltransmissionsgrad, 
^s Schallreflexionsgrad. 
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Mit Gl. (K-24) folgt damit fiir den Schall-
absorptionsgrad durch ein Medium II, das die 
transmittierte Schallwelle vollstdndig absor-
biert: 

as Schallabsorptionsgrad, 
Z j Schallkennimpedanz des Mediums I, 
Z j Schallkennimpedanz des Mediums II. 

Der Schallabsorptionsgrad von Schallabsor-
bern ist abhangig von der Schallfrequenz; in 
der Praxis absorbieren alle Schallabsorber-
Konstruktionen nur in einem mehr oder 
minder breiten Schallfrequenzbereich die 
Schallenergie, weil sie als Resonanzabsorter 
nach dem Prinzip der erzwungenen Schwin-
gung eines Masse-Feder-Systems aufgebaut 
sind, und daher nur im Bereich der Reso-
nanzfrequenz groBe Schallenergien aufneh-
men und absorbieren. Einen Uberblick uber 
die Bauprinzipien von Schallabsorbern gibt 
Tabelle K-8. 

Tabelle K-8. Schallabsorber. 

Plattenschwinger Helmholtz-Resonator poroser Schallabsorber 

Prinzip des 
Masse-Feder-
Systems 

LY/////////// 

ohne Zusatzdampfung 

m' 

mit Zusatzdampfung 

ohne Zusatzdampfung 

m 
mit Zusatzdampfung 

selbsttragendes 
Dampfungsmaterial 

abgehangtes 
Dampfungsmaterial 

RichtgroBe der 
„Feder" 
schwingende 
„Masse" 

Befestigung -I- Luftschicht d 

Flachenmasse m' 

Hohlraumvolumen V 

Halsvoiumen A^^ l^j^ Q^^ 

Luftschicht d + Abhangung 

Abdeckung 
(vernachlassigbar) 

Dissipation der 
Schallenergie 

innere Reibung in Platte 
und Luftschicht, 
aufiere Reibung an 
Befestigung, 
viskose Stromungsverluste 
in Zusatzdampfungs-
material 

nicht adiabatische 
Kompression des 
Hohlraumvolumens, 
Reibungsverluste im 
Resonatorhals, 
viskose Stromungs­
verluste in Zusatz-
dampfungsmaterial 

viskose Stromungsverluste 
durch auBere Reibung an 
Dampfungsmaterial, 
Energieverlust durch innere 
Reibung bei Faserdefor-
mation 

Resonator-
charakteristik 

schmalbandiger 
Resonanzabsorber 

besonders schmal­
bandiger Resonanz­
absorber 

breitbandiger Absorber 
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Tabelle K-8 (Fortsetzung) 

charakteristische 
Absorber-
frequenz 

Einsatzbereiche 

Plattenschwinger 

Tiefenschlucker in Raum-
akustik, Luftschall-
dammung (leichte Vorsatz-
schale) 

Helmholtz-Resonator 

selektive Schall-
absorption 
(Maschinenlarm, 
Raumakustik), Schall-
dammung von Fugen 
(Tiir, Fenster) 

poroser Schallabsorber 

f ^ — 

Schallpegelminderung, 
Anderung der Nachhallzeit 

K.4 Schalldurchgang 
durch Trennwande 

Die Schalltransmission durch Trennwande 
laBt sich berechnen, wenn 

- das Resonanzverhalten nur durch die Mas-
sentragheit der Trennwand bestimmt ist, 

- der EinfluB der Elastizitat und anderer 
nichthnearer oder frequenzabhangiger Ef-
fekte sowie 

- die Schallenergieverluste in der Trennwand 
vernachlassigbar sind und 

- die Grenzflache der Trennwand biegeweich 
ist. 

Die Schallschnelle und der Schalldruck der 
auf der Wandrtickseite abgestrahlten Schall-
welle sind unter diesen Annahmen genauso 
groB wie bei der in die Trennwand eindringen-
den Schallwelle (Bild K-2). 

K.4.1 Schalltransmissionsgrad 

Die Winkelabhdngigkeit des Schalltransmis-
sionsgrades TS(^) ist: 

1 
'̂ s(< )̂ = 7 77 iY2 ' 

(nmf cos Sy 
1 + ^-

V ^ ; 

(K-30) 

/ Schallfrequenz, 
m' flachenbezogene Masse der Trennwand 

{m' — Q s), 
S Einfallwinkel der Schallwelle, 
s Dicke der Trennwand, 
Z Schallkennimpedanz der Luft 

(Z = 410kg/(m2.s)). 

Wenn durch Vielfachreflexion die Schallein-
strahlung gleichmaBig uber alle Einfallswinkel 
verteilt, also diffus ist, gilt (cos^ S)^m^i = 0,5. 
Fiir senkrechten Einfall ^ = 0 und mit der 
Naherung (nm'flZ) > 1 ergibt sich dann fur 
Schallschutz-Trennwande der rdumlich gemit-
telte Schalltransmissionsgrad aus: 

nm' f 
(K-31) 

Bild K-2. Schalldurchgang durch eine diinne Wand. 

K.4.2 SchalldammaB einer Trennwand 

Der Schallschutz einer Trennwand wird durch 
das logarithmische SchalldammaB R definiert, 
das durch den Schalltransmissionsgrad tg. mittei 
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nach Gl. (K-31) im diffusen Schallfeld be-
stimmt wird: 

i? = 10 Ig (——) dB. (K-32) 
\^S, mittel/ 

Das Massengesetz fur das SchalldammaB 
einer biegeweichen Trennwand im diffusen 
Schallfeld betragt demnach: 

i^ = 2 0 1 g ( ^ ) d B - 3 d B ; (K-33) 

/ Schallfrequenz, 
m' flachenbezogene Masse, 
Z Schallkennimpedanz der Luft 

(Z = 410kg/(m2.s)). 

K.4.3 Spuranpassungs-Schallwellenlange 

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Biege-
wellen auf Flatten ist frequenzabhdngig (ano-
male Dispersion): 

An'^pBYi'' 
(K-34) 

/ 
B 
s 
E 

m' 

Biegewellen-Ausbreitungsgeschwindigkeit, 
Schallfrequenz, 
Biegesteifigkeit {B = £5^(12 (1 -ii^)]\ 
Dicke der Platte, 
Elastizitatsmodul der Platte, 
Querkontraktionszahl der Platte, 
flachenbezogene Masse. 

Biegewellen werden von einer auftreffenden 
Schallwelle der Wellenlange AL resonant 
erregt, wenn die Wellenlangenkomponente 
der Schallwelle parallel zur Plattenebene 
h = >̂ L/sin (5 (Bild K-3) mit der Wellenlange 
Ag = CQ If der Biegewelle iibereinstimmt (Spur-
anpassung). Daraus ergibt sich die Spur-
anpassungs-Schallwellenlange zu: 

_c,_Un^Byi^ (K-35) 

/ Schallfrequenz, 
B Biegesteifigkeit der Trennwand, 
m' flachenbezogene Masse der Trennwand, 
Cg Biegewellen-Ausbreitungsgeschwindigkeit 

nach Gl. (K-34). 

Bild K-3. Biegewellen durch Spuranpassung. 

K.4.4 Spuranpassungsfrequenz 

Bei einem Einfallswinkel d tritt bei der Schall­
frequenz/^ = CL/AL = CL/(AS sin^) Spuranpas­
sung auf; die Spuranpassungsfrequenz/§ hat 
also den Wertebereich: 

/s 
cl 

271 sin^^ • 
(K-36) 

CL Schallgeschwindigkeit, 
B Biegesteifigkeit der Trennwand, 
m' flachenbezogene Masse der Trennwand, 
d Einfallswinkel der Schallwelle. 

Demnach ist die untere Grenzfrequenz f^^^ der 
Spuranpassung, wenn 5 = 90° gilt. Im diffiisen 
Schallfeld setzt bei Schallfrequenzen/>/§ g 
die erhohte, durch den Spuranpassungseffekt 
verursachte Schalltransmission ein, und das 
SchalldammaB weicht vom theoretischen 
Massengesetz (Bild K-4) ab: 

/s ,g - 271^ 
jm 
l~B 

(K-37) 

Schallgeschwindigkeit, 
Biegesteifigkeit der Trennwand, 
flachenbezogene Masse der Trennwand. 
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70 

dB 

60 

02 

I 50 
E 
9 40 
sz 
B 30 

20 

10 

Gl. (K-33J 
(Biegesteifigkeit 
V Drnac mass >'gt) 

f 
1 

62,5 250 1000 Hz' 4000 

125 500 2000 
Schallfrequenz f 

Bild K-4. Luftschall-Ddmmafi R einer 70 mm dicken 
Gipsplattenwand, beidseitig verspachtelt. 
o—o—o Mefikurve nach DIN 52210; 

Massengesetz nach Gl. (K-33) 
mit m' = 80 kg/m^ E = 6 - \0^ N/m\ 
Z = 2,6 • 10̂  kg/im^ • s); 
/g Grenzfrequenz nach Gl. (K-37). 

Die Grenzfrequenz /g,hom ^^^ Spuranpassung 
homogener Flatten ist: 

CL Schallgeschwindigkeit in Luft, 
s Dicke der Platte, 
E Elastizitatsmodul der Platte, 
Q Dichte der Platte, 
fj. Querkontraktionszahl des Plattenmate-

rials. 

Bei Luftschallanregung CL = 340 m/s und 
unter Vernachlassigung von f-i gilt fur homo-
gene Platten folgende Zahlenwertgleichung 
fur die Spuranpassungs-Grenzfrequenz: 

h. hom. L„f. = 6,4 • 10* (m/s)^ \ / | ; (K-39) 

s Dicke der Trennwand, 
E Elastizitatsmodul des Trennwandmaterials, 
Q Dichte des Trennwandmaterials. 

K.5 Physiologische Akustik 

Das menschliche Ohr lost erst dann im Be-
wuBtsein eine Schallempfmdung aus, wenn die 
Frequenz der Schallwelle im Bereich/= 16 Hz 
bis 20 kHz und der Effektivwert des Schall-
drucks liber ca. p^^^ = 20 |iPa liegt, wobei die 
obere Grenzfrequenz des Hdrbereichs mit 
zunehmenden Alter erheblich sinkt. Bei 
Schalldriicken oberhalb p^^^ = 20 Pa oder 
Schallpegeln hoher als L = 120 dB empfmdet 
der Mensch nur noch Schmerz {akustische 
Schmerzgrenze). 

K.5.1 Lautstarke 

Gleiche Schallpegel unterschiedHcher Schall­
frequenz bewirken eine unterschiedUche 
Schallempfmdung. Die Lautstarke L^ ist der 
Mafistab fur das Lautheitsempfinden des Ge-
hororgans; sie wird in phon gemessen. Die 
Lautstarke L^ ist so defmiert, da6 bei der 
Schallfrequenz / = 1 kHz der Zahlenwert in 
Phon gleich dem Zahlenwert des Schalldruck-
pegels ist: 

Ls(1000Hz) = 2 0 1 g ^ ^ 4 ^ f ^ p h o n ; 
20nPa 

(K-40) 

/7,ff (1000 Hz) effektiver Schalldruck 
bei 1000 Hz. 

Die Lautstarke L^ ( / ) bei einer Schallfrequenz 
/ wird durch einen Horvergleich bestimmt. 
Der Lautstarkepegel wird subjektiv mit dem 
Standardschall verglichen, dem Schalldruck-
pegel L* (1000 Hz) einer akustisch gleich laut 
empfundenen 1000-Hz-Vergleichsschallquelle. 
Der Zahlenwert des Schalldruckpegels in dB 
ist dann der phon-Wert fiir die Lautstarke 
Lsif)-
Im Bild K-5 ist dargestellt, welcher Schall-
druckpegel Lp{f) bei einer Schallfrequenz / 
die gleiche Schallempfmdung auslost wie der 
Schalldruckpegel L^ (1000 Hz) des ebenen 
1-kHz-Vergleichsschalls. Die Kurven gleicher 
Lautstarke L^ sind in 10-Phon-Stufen dar­
gestellt. Die Wahmehmungsauflosung des 
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Schmerzgrenze 

16 31,5 63 125 250 500 1 2 4 8 16 
Hz kHz 

Schallfrequenz f 

BildK-5. Kurven gleicher Lautstdrke L^. 

menschlichen Ohres liegt bei etwa 
ALg = 1 phon, die Horschwelle bei einem 
Wert von Lg = 4 phon, die Schmerzgrenze bei 
Ls = 120 phon. 

K.5.2 Lautheit 

Die Lautheit S ist ein Mafistab fur die Schall-
empfindung des menschHchen Ohres, der pro­
portional zur Starke der Schallempfindung 
ansteigt. Die Zahlenwerte der Lautheit wer-
den durch den Zusatz sone gekennzeichnet. 

5' = 2°'̂ ^^«~'̂ ^p'̂ °">sone; (K-41) 

Lg Lautstarke in phon. 

Der Lautheit 5 = 1 sone entspricht also defi-
nitionsgemaB die Lautstarke L^ = 40 phon. 

K.5.3 A-bewerteter Schallpegel 

Der A-bewertete Schallpegel L^ ist eine mefi-
technische Ndherungjur die Lautstdrkeempfin-
dung des menschHchen Ohres, welche die 
komplizierte Phon-Messung vermeidet. Die 
Bewertungskurve A bildet die Frequenzab-
hangigkeit der Lautstarkeempfmdlichkeit des 
menschlichen Ohres im Bereich unterhalb 

/ 

c-

B 
/ 

/ / 

/ 

1 

A 

A 

\ y 
A 

V 

[̂ _̂ A 
'1^^^'i"^ 1-.. 
B undC 
1 ' 

10 
dB 

h 5 
o 0 

^ -5 

1-10 
1-15 
I-20 
(D 
DQ-25 

-30 
10^ 2 4 6 10^ 2 4 6 10^ 2 4 6 10^̂  Hz 

Frequenz f 

Bild K-6. Bewertungskurven A, B, C nach DIN 45633. 

90 phon nach; die Larmempfmdung liber 
100 phon wird mit der C-Kurve genahert, Mit 
Hilfe der Bewertungskurven der gemessenen 
Schallpegel Lp ist auch eine, der menschlichen 
Schallempfindung vergleichbare Messung von 
Schall mit einem Schallfrequenzspektrum 
moglich. 

Die bewerteten Schallpegel L^ bzw. LQ werden 
berechnet, indem zu den terz- oder oktavweise 
gemessenen Schallpegeln L^ ein frequenzab-
hdngiger Bewertungsfaktor Af addiert wird. 
Die Bewertungskurven zeigt Bild K-6, die 
Zahlenwerte der A-Bewertungsfaktoren AJ 
sind in Tabelle K-7 aufgefuhrt. 

Der A-bewertete Schallpegel L^ eines Schall-
frequenzspektrums berechnet sich wie folgt: 

L^ gemessener Schallpegel in Terzen oder 
Oktaven, 

AJ i A-Bewertungsfaktor. 

K.5.4 Aquivalenter Dauerschallpegel 

Der aquivalente Dauerschallpegel L^̂  ist 
das Mafi Jur die Belastung des Gehors durch 
die Schallenergie von Gerauschimmissionen 
in einem Bezugszeitraum ^g, beispielsweise 
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/B = 8 h fur die Gehorbelastung an einem 
Arbeitstag, 

L,,= = 101g li i=l 
10° I L A , ''] >dB(A); 

(K-43) 

ti Zeitintervall / des Bezugszeitraums, 
Lj^j A-bewerteter Schallpegel im Zeitinter­

vall ti, 
t^ Bezugszeitraum (̂ B = î + 2̂ + • • + n̂)-

K.6 Raumakustik 

Die akustische Behaglichkeit in einem Raum 
wird zum einen vom Schalleistungspegel L̂ iffus 
des diffusen Schallfeldes und zum anderen von 
der Horsamkeit im Raum bestimmt. Die Hor-
samkeit hangt vom Verhaltnis der Schallinten-
sitaten und der Laufzeiten des geradlinig ein-
fallenden Schalls {Direktschall) zu denjenigen 
des gestreuten Schalls {indirektem Schall) so-
wie von der Zeitspanne ab, in der die Schall-
energie nach einem Schallpegelsprung ab-
nimmt (Nachhall). 

K.6.1 Aquivalente Absorptionsflache 

Die aquivalente Absorptionsflache ist charak-
teristisch fur die Schallabsorptionseigenschaf-
ten eines Raumes. Sie beeinfluBt sowohl den 
Schalleistungspegel in einem Raum, als auch 
den Nachhallverlauf und ergibt sich aus 

Aq = 2:^fa,. 

Der mittlere Schallabsorptionsgrad 
niert als: 

n/2 

0Li = 2 J â  (^) cos d sin d dd; 

(K--44) 

a,- ist defi-

(K--45) 

^gq aquivalente Absorptionsflache, 
Ai Oberflache / im Raum, 
a, mittlerer Schallabsorptionsgrad der 

Oberflache /, 
a,- {d) Schallabsorptionsgrad unter dem Ein-

fallswinkel (5, 
d Schalleinfallswinkel. 

Die gesamte absorbierte Schalleistung P^^^ 
hangt von der SchaUintensitat /diffus d^s diffu­
sen Schallfeldes im Raum ab: 

P 
ges 

• A 4 i f f u s ^ a q » (K-46) 

SchaUintensitat des diffusen SchaUfeldes, 
aquivalente Absorptionsflache. 

K.6.2 Schalleistungspegel des diffusen 
SchaUfeldes 

Der Schalleistungspegel des diffusen Schallfel­
des L̂ iiff̂ s wird durch den Schalleistungspegel 
der Schallquelle und die aquivalente Absorp­
tionsflache bestimmt. 

l O l g ^ d B ; (K-47) 

Lyy Schalleistungspegel, 
aquivalente Schallabsorptionsflache, 

0 Norm-Bezugsflache der Luftschallab-
sorption {AQ = \ m^). 

^ a q 

K.6.3 Nachhallzeit 

Wird eine Schallquelle in einem Raum mit 
dem Raumvolumen V und der aquivalenten 
Absorptionsflache A-^^ ausgeschaltet, dann 
nimmt die Schallenergie E{t) vom Ausgangs-
wert £"(0) exponentiell ab: 

£ ( 0 = £ ( 0 ) e - ^ (K-48) 

A-^^ aquivalente Absorptionsflache, 
c Schallgeschwindigkeit, 
V Raumvolumen. 

Die Nachhallzeit T* ist eine fiir den Abfall der 
Schallenergie charakteristische Zeitkonstante 
und durch die Zeitspanne defmiert, in der der 
Schallpegel Ẑ diffus ^^^ diffusen Schallfeldes um 
AL = 60 dB abnimmt: 

.?iilLl5f = 0,163 I f ; (K-49) 
c A.„ m A.„ 

A-^^ aquivalente Absorptionsflache, 
c Schallgeschwindigkeit, 
V Raumvolumen. 
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Die Zahlenwertgleichung ergibt sich, wenn fiir 
Luftschall die mittlere Schallgeschwindigkeit 
zu c = 340 m/s angesetzt wird. 

K.6.4 HaUradius 

Das Schallfeld punkt- oder kugelformiger 
Schallquellen wird in Raumen durch die 
Vielfach-Schallreflexionen an den Wanden in 
ein diffuses Schallfeld umgewandelt. Nur im 
Nahfeld der Schallquelle iiberwiegt der 
Direktschall und damit der Schallintensitats-
verlauf wie in einem freien Schallfeld, bei dem 
die Verdopplung des Abstands zur Schall­
quelle bei einer Kugel-Schallquelle eine Schall-
intensitatsabnahme von AL, = 6 dB und bei 
einer Zylinder-Schallquelle von AL, = 3 dB 
bewirkt. 

Der HaUradius R^ ist der Abstand von einer 
Schallquelle im Raum, innerhalb dessen die 
Schallintensitat wie bei der Ausbreitung im 
freien Schallfeld abnimmt und durch Vergro-
Berung des Abstands zur Larmquelle eine 
Larmminderung moglich ist. Der HaUradius 
R^ ist: 

A-^^ aquivalente Absorptionsflache, 
k^ Hallradiusfaktor. 

Der Hallradiusfaktor k^ beriicksichtigt den 
EinfluB der Symmetric der Schallquelle, der 
Raumgeometrie und des Aufstellorts des 
Schallsenders im Raum. Fiir Rechteckraume 
sind A:H-Werte in Tabelle K-9 zusammenge-
stellt. 

K.7 Technische Akustik 
und Bauakustik 

Zur akustischen Behaglichkeit von Raumen 
gehort es, dafi die Raume gegen den Schall aus 
Nachbarraumen geschiitzt sind. Dabei wird 
zwischen der Anregung der Trennflachen iiber 
Luftschall (Luftschallddmmung) und derjeni-
gen liber direkte Bauteilanregung {Trittschall-
ddmmung) unterschieden. 

K.7.1 LuftschaU-DammaB 

Das Luftschall-DammaB R wird iiber den 
mittleren Luftschall-Transmissionsgrad tg, 
das ist das Verhaltnis zwischen der Schall-
leistung P2 im Empfangsraum und der Schall-
leistung P^ im Senderaum, defmiert: 

i? = 10 Ig - dB = 10 Ig ^ dB. (K-51) 

Die Schalleistung P2 und auch der Schallpegel 
L2 im Empfangsraum hangen von der Trenn-
flache zwischen Sende- und Empfangsraum, 
von der aquivalenten Absorptionsflache des 
Empfangsraums sowie vom Schallpegel im 
Senderaum ab (Bild K-7). Es gilt: 

i? = Li - L 2 + lOlg—^dB; (K-52) 

L, 
L^ 

aquivalente Schallabsorptionsflache des 
Empfangsraums, 
Trennflache zwischen Sende- und 
Empfangsraum, 
Schallpegel im Senderaum, 
Schallpegel im Empfangsraum. 

Tabelle K-9. Hallradiusfaktor k^ von Recht-
eckrdumen. 

Aufstellungsort 
Schallquelle 

im Raumzentrum 
Wand-/Deckenmitte 
Wand-/Deckenkante 
dreidim. Raumecke 

Kugel-
Schallquelle 

1 

2 
2 ^ 2 

Zylinder-
Schallquelle 

2 
2V2 

Mit Gl. (K-52) kann in der Baupraxis das 
SchalldammaB einer Trennwand oder -decke 
gemessen werden. 

K.7.2 Norm-TrittschaUpegel 

Begehen, Hiipfen, Stiihleriicken u.a. regen 
den FuBboden direkt zu Schwingungen an. 
Dieser Trittschall wird uber die Decke und 
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so bestimmte Norm-Trittschallpegel L„ der 
Decke: 

Bild K-7. Luftschallanregung und -abstrahlung einer 
Trennwand. A schallabstrahlende Oberfldche im Emp-
fangsraum mit der dquivalenten Schallabsorptions-
fldche A^ . 

mit der Decke verbundene Bauteile in andere, 
insbesondere in darunterliegende Raume ge-
leitet. Die Trittschalliibertragung wird nach 
DIN 52210 gemessen, indem ein Norm-
Hammerwerk mit einer Schlagfrequenz von 10 
Schlagen je Sekunde auf dem FuBboden auf-
gestellt wird und im Empfangsraum der Tritt-
schallpegel L^^^ terzweise registriert wird. Ein 
Korrekturglied berucksichtigt die aus einer 
Nachhallzeitmessung ermittelte Schallabsorp-
tion im Empfangsraum. Bauakustischen An-
forderungen nach DIN 4109 unterliegt der 

L„.^ + 1 0 1 g - ^ d B ; (K-53) 

Lgĝ  gemessener Trittschallpegel im Emp­
fangsraum, 

^aq, E aquivalente Absorptionsflache des Emp-
fangsraums, 

AQ Norm-Bezugsflache der Trittschallab-
sorption (^o = ^^ m-̂ ). 

K.7.3 Korperschall-Isolierwirkungsgrad 

Korperschall ist die Ausbreitung von Schall 
im Inneren oder auf der Oberflache von Fest-
korpern mit Schallfrequenzen im Horbereich 
/ > 1 5 H z . MaBnahmen zur Korperschall-
dammung fiihrt Tabelle K-10 auf. 

Die elastische Lagerung eines Schallgebers, 
also die Erzeugung eines schwingungsfahigen 
Masse-Feder-Systems aus der Korperschall-
gebermasse m und der Federkonstante c der 
Korperschall-Isolierschicht nach Bild K-8, 
vermindert die Amplitude der Korperschall-
welle, wenn die Resonanz- oder Abstimm-

Tabelle K-10. Kdrperschallddmmung. 

Effekt 

Korperschallreflexion 

geometrische Korperschalldammung 

Korperschall-Dissipation 

Abstrahlgrad-Reduktion 

MaBnahme 

Grenzflachen mit hohen Schallkennimpedanzunterschieden: 
- Luftschichten in mehrschaligen Trennbauteilen 
- schwere Sperrmassen, Bleischicht 
- Federelemente 
- Gummiplatten 

Verminderung der Korperschalldichte: 
- VergroBerung der Laufstrecke zwischen Korperschallquelle 

und Empfangsraum 
- Verkleinerung der korperschallabstrahlenden Flache 

Vernichtung der Korperschallenergie durch innere Reibung 
und StoBstellen-Dammung: 
- Entdrohnmaterialien wie Sand oder Hochpolymere 
- Nagelverbindungen, viskoelastische Unterlagen 

Verminderung der Luftschallabstrahlung 
korperschallangeregter Flachen durch Flachenverminderung 
und Schallinterferenz-Ausloschung 
- kleinflachige Unterteilung, Lochung, Aussteifung 
- gegenphasige Anregung benachbarter Abstrahlflachen 
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BildK-8. Kdrperschallddmmende elastische Maschi-
nenlagerung. 

Masse 

Feder Dampfer 

Bild K-9. Viskoelastisches Einmassensystem. 

Kreisfrequenz COQ = ^cjm weit unterhalb 
der erregenden Korperschall-Kreisfrequenz w 
liegt. Der Korperschall-Isolierwirkungsgrad Y] 
ist ein MaB^ fiir die Verminderung der Kraft-
amplitude FL , die, in die Bodenplatte eingelei-
tet, den Korperschall verursacht, bezogen auf 
die Amplitude F^ der erregenden Kraft des 
Schailgebers. 

Fur das in Bild K-9 gezeigte Einmassensystem 
mit dem viskoelastischen Dampfungsgrad D 
ist der Isolierwirkungsgrad 

Bild K-10 zeigt die Resonanzkurven eines Ein-
massensystems fur verschiedene Dampfungs-
grade. Eingezeichnet ist der ddmpfungsfreie 
Isolierwirkungsgrad 

r,(D=^(i) = 
feT-^ \ c V _ _ . (K-55) 

CO Korperschall-Erregerkreisfrequenz, 
(DQ Resonanz-Kreisfrequenz des Masse-Feder-

Sy stems. 

Demnach werden bei der einfachelastischen 
Lagerung von Korperschallerregern Isolier-
wirkungsgrade iiber 90% nur erreicht, wenn 

Dampfung D = 0 

D = 0,05 

0 0,5 1 V2 2 2,5 3 3,5 4 

Kreisfrequenzverhaltnis a)/a>o 

Bild K-10. Resonanzkurve eines Einmassensystems 
mit Verlaufdes Isolierwirkungsgrades Y\ (fUr D = 0). 

die Resonanzfrequenz der Lagerung auf weni-
ger als ein Viertel der Erregerfrequenz abge-
stimmt wird. Eine doppelelastische Maschi-
nenaufstellung hat im Vergleich hierzu einen 
erheblich groBeren Isolierungswirkungsgrad; 
sie ist technisch jedoch wesentlich aufwendi-
ger. 

K.7.4 Stromungsgerausche 

Stromungsgerausche entstehen, wenn in Ma-
schinen und Geraten Strdmungsenergie in 
Schallenergie im Hdrfrequenzbereich umge-
wandelt wird (Tabelle K-11). 

Eine ausgepragte Richtcharakteristik in Aus-
stromrichtung hat das Freistrahlgerdusch; es 
entsteht durch Wirbelablosung in der Misch-
zone zwischen dem hochbeschleunigten Frei-
strahl und dem ruhenden Gas, in das der Frei-
strahl einstromt (Bild K-11). 

file:///cV__


262 K Akustik 

Tabelle K-U. Stromungsgerduscharten. 

Stromungsgerausch 

Stromungsrauschen 

Freistrahlgerausch 

Hiebtone 

Kavitationsgerausch 

Frequenzspektrum 

breitbandig 

sehr breitbanding 
in Ausstromrichtung 
Richtcharakteristik 

schmalbandig 

breitbandig 

Ursache 

Druckschwankungen im abstromseitigen 
Wirbelfeld eines umstromten Korpers 
(Zylinder, Ventil usw.) oder im Turbulenz-
bereich einer Rohrstromung 

Wirbelbildung in der Reibungszone 
zwischen hochbeschleunigtem Freistrahl 
von Dusenoffungen und dem ruhenden 
Gas, in das der Freistrahl ausstromt 
(BildK-11) 
asymmetrische Wirbelabl5sung 
umstromter Korper, aufgepragte Periodizitat 
von Ventilatoren oder Propellern 

Druckschwankungen durch die Implosion 
von Kavitations-Dampfblasen, entstanden an 
Stromungsengpassen, wo der dynamische 
Stromungsdruck niedriger als der Sattigungs-
dampfdruck der Fliissigkeit ist (Bild K-12) 

2 

W////////M 

Weg X 
y/////////////////////////A^////////^^^^^ 

^ _ _ - ^ ^ ^ ^ ^ ;^ - -— ~? Dampf-

Fstre Stromungsprofil 

BildK-11. Wechseldruckerzeugende Wirbel um den Bild K-12. Entstehung und Implosion von Kavita-
turbulenten Freistrahl einer Dilse. tionsblasen. v Stromungsgeschwindigkeit. 

Wird die Stromungsgeschwindigkeit an um­
stromten Profilen oder Stromungskanten sehr 
hoch, so daB der statische Druck in der 
stromenden Fliissigkeit niedriger als der Satti-
gungsdampfdruck der Fliissigkeit wird, dann 
tritt in der Stromung Kavitation auf 

(Bild K-12). An Keimen entstehen Dampfbla-
sen, die wieder schlagartig kondensieren, 
wenn der Druck nach der Stromungskante 
wieder ansteigt. Dabei entsteht das prasselnde, 
breitbandige Kavitationsgerausch. 
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K.8 Ultraschall 

Ultraschall ist Schall mit Schallfrequenzen 
oberhalb des Horbereichs von etwa 20 kHz 
bis 10 GHz. Die Erzeugungsmethoden fiihrt 
Tabelle K-12 auf, die Eigenschaften und An-
wendungen die Tabelle K-13. Zum Nachweis 
von Ultraschall werden piezoelektrische 
Mikrofone verwendet. Ultraschall laBt sich 

auch visuell mit phosphoreszierenden Leucht-
schirmen nachweisen; die Ultraschallanre-
gung bewirkt bei den mit Lichtenergie auf-
geladenen Phosphoren eine beschleunigte 
Lichtaussendung, so daB die Stellen mit 
Ultraschalleinwirkung auf den Phosphor-
Leuchtschirmen schneller dunkel erscheinen. 

Tabelle K-i2. Ultraschallerzeugung. 

Ultraschallerzeugung 

mechanisch 

magneto-restriktiv 

elektro-restriktiv 

Mikrowellen-
Resonatorankopplung 

Frequenzbereich 

bis 200 kHz 

bis 50 kHz 

bis 10 MHz 

bis 10 GHz 

physikalischer Effekt 

elastische Schwingungen, resonante Turbulenz-
wirbelabstrahlung an bewegten Lochern (Sirene), 
stehende Welle in Pfeifen 

resonante Langenanderung eines ferromagnetischen 
Stabs (Ni, Fe o. a.) im magnetischen Wechselfeld 
einer Hochfrequenzspule 

resonante Dickenschwingungen einer Quarz-
kristall- oder Bariumtitanat-Platte bei angelegter 
hochfrequenter Wechselspannung (inverser 
piezoelektrischer Effekt) 

resonante Ankopplung eines heliumgekiihlten 
Quarzstabs an Mikrowellen-Koaxialresonatoren 

Tabelle K-13. Ultraschalleigenschaften und -anwendungen. 

Eigenschaften Anwendungen 

kurze Ultraschall-Wellenlange 
in Luft (A < 1,5 cm); 
geradlinige, geometrische 
Schallausbreitung mit 
vernachlassigbarer Beugung 

hohe Ultraschall-Intensitat 
wegen / ~ w^ bei hohen 
Ultraschall-Kreisfrequenzen 
(fti>100kHz) 

Biindelung von Ultraschall-Richtstrahlen zur Ortung von Hindemissen 
(Ultraschall-Echolot-Verfahren); Reflexionen an Grenzschichten 
mit Anderung der Schallkennimpedanz, wie bei Luftschichten 
in Festkorper-Rissen, Lunkern in GuBteilen oder Blechaufdopplungen 
(Ultraschall-Werkstoffpriifung) und wie beim Ubergang Muskelgewebe 
zu Gewebefliissigkeit (Ultraschall-Diagnostik); Ultraschall-
Kommunikation unter Wasser (SONAR-Prinzip) 

Kavitation an Festkorper-Grenzflachen bewirken Materialabtrag 
(Ultraschall-Reinigung, Ultraschall-Bohren, Ultraschall-Schneiden); 
resonante Anregung von Zellen (Ultraschall-Massage), von Gasblasen 
(Entgasung von Schmelzen) und von Tropfchen (Emulgieren von 
Ol in Wasser) 
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Tabelle L-1. Frequenzen f und Wellenldngen X elektromagnetischer Wellen. 

/ i n Hz /I in m Wellenbereich IR- und UV-Wellenart 

10^ 

1020 

10^ 
10'* 
10^ 
10^ 
10̂  
10^ 
10-^ 
10-2 
10- ' 
10"^ 
10- ' 
10-^ 
10-^ 
io-« 
10-^ 
10-10 

10-^^ 
10-^2 

VLF 
LF 
MP 
HF 
VHF 
UHF 
SHF 
EHF 

Mikro-
wellen 

Infrarot (IR) 

l_ sichtbares 
= V r Licht (VIS) 

Ultraviolett (UV) 
Rontgenstrahlung 

y-Strahlung 

10-

10" 

10-

10"^ 

10" 

Fernes IR 

Mittleres IR 

Nahes IR 

^IS Nahes UV 
= — Mittleres UV 

^^^ Femes UV 
—^Vakuum-UV 

IR-C 

IR-B 
IR-A 

UV-A 
UV-B 

UV-C 

In der Optik werden Phanomene untersucht, 
die mit der Ausbreitung des Lichts in Zu-
sammenhang stehen. Licht ist eine transver-
sale elektromagnetische Welle. Im gesamten 
Spektrum der elektromagnetischen Wellen 
ist das sichtbare Licht ein schmaler Bereich 
im Wellenlangenintervall von A = 380 nm bis 
780 nm, in dem das menschliche Auge emp-
fmdlich ist (Tabelle L-1). 

L.l Geometrische Optik 

Sind die Dimensionen der Gegenstande groB 
gegen die Wellenlange des Lichts, dann ist die 
Lichtausbreitung mit Hilfe von Lichtstrahlen 
beschreibbar. In der geometrischen Optik 
wurden Methoden entwickelt, mit denen der 
Lichtweg in optischen Systemen berechnet 
werden kann. 

iJbersicht L-L DIN-Normen zur geometrischen 
Optik einschliefilich optischer Instrumente. 

DIN 1335 

DIN 1349 

DIN 58925 
DIN 58926 
DIN 58927 

DIN 58140 
DIN VDE 0472 

DIN VDE 0888 

DIN VED 0899 

DIN58158 

Technische Strahlenoptik 
in der Fotographie 
Durchgang optischer Strahlung 
durch Medien 
Optisches Glas 
FreBlinge fur Optikeinzelteile 
Optisches Glas; 
Technische Lieferbedingungen 
Faseroptik 
Priifung an Kabeln und isolierten 
Leitungen 
Lichtwellenleiter fur Fernmelde-
und Informationsverarbeitungs-
anlagen 
Verwendung von Lichtwellen-
leitern-Fasern, -Einzeladern, 
-Bundelfasern und -Kabeln fur 
Fernmelde- und Informations-
verarbeitungsanlagen 
Optik-Prismen 



Vbersicht L-1 (Fortsetzung) 

DIN 58160 Norm-Optikteile 
DIN 58171 Norm-Optiksysteme 
DIN 58 208 Begriffe und Zeichen 

fur Brillenglaser 
DIN 58 282 Lupen 
DIN 58 385 Fernrohre; Arten, Benennung 
DIN 58 386 Fernrohre; Optische KenngroBen 
DIN 58 388 Fernrohre; Bestimmung der 

optischen Kenngrofien 
DIN 58 886 Mikroskope; VergroBerungen 
DIN 58 887 Optische AnschluBmaBe 

fur Mikroskope 
DIN 58 878 Farbkennzeichnung von 

Mikroskopobjektiven 
DIN 58 881 Mikroskope; Okulare, 

AnschluBmaBe 
DIN 19 040 Begriffe der Fotografie 
DIN 4521 Aufnahme- und 

Projektionsobjektive 
DIN 4522 Aufnahmeobjektive 
DIN 108 Diaprojektoren 

L.1.1 Lichstrahlen und Abbildung 

Eine Lichtquelle sendet Strahlen aus, die sich 
in einem homogenen Medium geradlinig aus-
breiten und senkrecht zu den Wellenflachen 
der elektromagnetischen Welle stehen. Licht-
strahlen, die sich durchkreuzen, beeinflussen 
sich gegenseitig nicht. 

Wird ein von einem Gegenstandspunkt O aus-
gesandtes homozentrisches Strahlenbiindel 
durch ein optisches System so verandert, daB 
sich alle Strahlen wieder in einem Bildpunkt O' 
schneiden, entsteht also wieder ein homozen­
trisches Biindel, dann liegt eine Abbildung vor 
(Bild L-1). 
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a) reelle Abbildung 

b) virtuelle Abbildung 

O 

Bild L-1. Optische Abbildung. 

Spiegel 

Bild L-2. Reflexion an ebener Fldche. 

L.1.2 Reflexion des Lichts 

LA,2,1 Reflexion an ebenen Fldchen 

Bei der Reflexion eines Lichtstrahls an einer 
spiegelnden Flache (Bild L-2) gilt das Refle-
xionsgesetz: 

Einfallender Strahl, reflektierter Strahl 
und Einfallslot liegen in einer Ebene; der 
Einfallswinkel e und der Reflexionswinkel 
£r sind gleich. 

Abbildung 

Nach Bild L - lb scheint fur einen Beobachter 
jeder Lichtstrahl, der von O aus in den Spiegel 
fallt, von dem Bildpunkt O' herzukommen. 
Gegenstandspunkt O und Bildpunkt O' Hegen 
voUig symetrisch zum Spiegel auf einer Nor-
malen zur Spiegelflache. 

Der ebene Spiegel erzeugt virtuelle Bilder; 
Gegenstand und Bild liegen symmetrisch 
zum Spiegel. 
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Ubersicht L-2. Brennpunkt des Hohlspiegels. 

Brennweite/= r/2 

C Mittelpunkt der Kugel, 
F Brennpunkt, 
S Scheitel, 
r Kugelradius. 

LJ,2,2 Reflexion an gekriimmten Fldchen 

Hohlspiegel 

Der Hohl- oder Konkavspiegel ist eine innen 
verspiegelte Kugelkalotte. Parallel zur opti-
schen Achse CS einfallende Strahlen, die nahe 
bei der optischen Achse verlaufen {paraxiale 
Strahlen), treffen sich im Brennpunkt (Uber­
sicht L-2). Bei einem Parabolspiegel gchen alle 
achsenparallele Strahlen durch den Brenn­
punkt, unabhangig vom Abstand, den sie von 
der Symmetrieachse haben. 

Abbildung beim Hohlspiegel 

Ubersicht L-3 zeigt die Abbildung eines Ge-
genstandes OP durch einen Hohlspiegel. Die 
Lage des Bildpunktes P' wird durch den 
Schnittpunkt zweier ausgezeichneter Strahlen 
festgelegt. 

Ubersicht L'3. Abbildung durch einen Hohl­
spiegel 

p 

y 

a O y O' ^ ^ 

?' 

F / ' 

, 
a 

f L 

y 

Abbildungsgleichung 1 1 1 
fur paraxiale Strahlen - + — = -

a d f 

AbbildungsmaCstab r = ̂  
y 

a Gegenstandsweite, 
d Bildweite, 
/ Brennweite. 

Tabelle L-2 zeigt eine Zusammenstellung der 
Abbildungsverhaltnisse beim Hohlspiegel fur 
verschiedene Gegenstandsweiten a. 

Wblbspiegel 

Beim spharischen Wolb- oder Konvexspiegel 
ist die AuBenseite einer Kugelkalotte verspie-
gelt. Die Gleichungen in Ubersicht L-3 gelten 
unverandert auch fur den Wolbspiegel, ledig-
lich die Brennweite ist negativ: 

f=-r/2. (L-1) 

Tabelle L-2. Abbildungsverhaltnisse beim Hohlspiegel. 

Gegenstandsweite 

a>2f 
a = 2f 
2f>a>f 
a=f 
a<f 

Bildweite 

f<d<2f 
d = 2f 
d>2f 
fl' = 00 
d <0 

AbbildungsmaBstab 

-p'> 1 
iS' = 00 
P' > 1 

Bildart 

umgekehrt, reell 
umgekehrt, reell 
umgekehrt, reell 
kein Bild im Endlichen 
aufrecht, virtuell 
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Ubersicht L-4. Lichtbrechung. 

BildL-3. Bildkonstruktion beim Wolbspiegel. 

Bild L-3 zeigt die Bildkonstruktion beim 
Wolbspiegel. Das Bild ist immer virtuell, auf-
recht und verkleinert. 

L . l . 3 Brechung des Lichts 

LJ,3J Brechungsgesetz 

Fallt ein Lichtstrahl auf eine Grenzflache zwi-
schen zwei verschiedenen Stoffen, so wird ein 
Teil des Strahls reflektiert, der andere Teil 
durchquert die Grenzflache niit geanderter 
Richtung - er wird gebrochen (Ubersicht L-4, 
Tabelle L-3). 

Totalreflexion 

Ein Strahl, der in einem optisch dichten Me­
dium lauft, wird an der Grenzflache zu einem 
optisch diinnen Medium total reflektiert, falls 
der Einfallswinkel groBer ist als der Grenzwin-
kel der Totalreflexion (Ubersicht L-5). 

Snelliussches 
Brechungsgesetz 

Brechungsindex 

Abbe-Zahlen 
als MaB fur 
die Dispersion 

Gruppenindex 

« sin e = « sin e 

« H - 1 

«g, = Co/Cg, = n - l 
d« 
d l 

c Lichtgeschwindigkeit im Material, 
CLuft Lichtgeschwindigkeit in Luft, 
CQ Lichtgeschwindigkei t im Vakuum, 
Cgr Gruppengeschwindigkeit im Material, 
A Wellenlange 

Wellenliingen einiger Fraunhoferlinien: 
;.P = 486,1 nm, ^ - 480,0 n m , Â  = 546,1 n m , 
X^ = 587,6 nm, A^ = 589,3 nm, /l^' = 643,8 n m , 
Ar = 656,3 n m 

Tabelle L-3. Brechzahlen n und Abbezahlen v einiger Stoffe. 
Die Werte beziehen sich auf feuchte Normalluft von 20 °C und 1013 hPa. 

Stoff 

Festkorper 

FluBspat CaF2 
Quarzglas Si02 
Plexiglas M222 
Borkronglas BK7 
Steinsalz NaCl 
Polystyrol 
Flintglas F2 
Schwerflintglas SF 5,6 
Diamant C 

FlUssigkeiten 

Wasser H2O 
Ethylalkohol C^HjOH 
Benzol CgHg 
Schwefelkohlenstoff CS2 

« e 

1,43496 
1,4601 

1,51872 
1,54740 

1,62408 
1,79180 

1,334467 
1,3635 
1,50545 
1,63560 

«d 

1,433872 
1,4585 

1,51680 
1,54437 

1,62004 
1,78470 

1,333041 
1,3618 
1,50155 
1,62804 

« D 

1,433830 
1,4584 
1,491 
1,51673 
1,544258 
1,588 
1,61989 
1,78444 
2,4173 

1,332988 
1,3617 
1,50140 
1,62774 

Ve 

94,7 
68,4 
52 
64,2 
42,5 
31 
36,1 
25,9 

55,8 
56,8 
30,1 
18,3 

Vd 

95,4 
67,7 
52 
64,0 
43,2 
31 
36,4 
26,1 

55,6 
55,8 
30,1 
18,4 
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iJbersicht L-5. Totalreflexion. 

Grenzwinkel der 
Totalreflexion 

Grenzwinkel 
gegen Luft 

sin 8g = n'jn 

sin e = Xjn 

n' Brechzahl des optisch diinneren Mediums, 
n Brechzahl des optisch dichteren Mediums. 

L.1,3.2 Lichtwellenleiter 

Ein Lichtwellenleiter besteht aus einem Kern, 
der von einem Mantel mit kleinerem Bre-
chungsindex umgeben ist (Ubersicht L-6). Die 
Fiihrung des Lichts in einem Lichtwellenleiter 
beruht auf der Totalreflexion. 

L.1.3.3 Brechung an Prismen 

Ein Prisma ist ein meist dreikantiger Glas-
korper (Ubersicht L-7). Die zur brechenden 
Kante K senkrecht verlaufende Zeichenebene 
ist der Hauptschnitt. 

Prismen sind optische Bauelemente mit vielfaltigen 
Anwendungen. Tabelle L-4 zeigt einige Prismenfor-
men. Bei den Umlenkprismen bleibt der Ablenkungs-
winkel beim Pentagonalprisma und beim Bauem-
feindschen Prisma konstant. Die Umlenkprismen 
dienen zur Bildumkehr in optischen Systemen. Beim 
einfachen rechtwinkligen Prisma und beim gerad-
sichtigen Wendeprisma tritt lediglich eine Seitenum-
kehr ein (z. B. links mit rechts vertauscht). Fiir eine 
vollstandige Bildumkehr muB auch noch oben und 
unten vertauscht werden. Beim Porroschen Prismen-
satz wird dies durch ein zweites Prisma erreicht, 
dessen Hauptschnitt um 90° gegeniiber dem ersten 

IJbersicht L-6. Lichtwellenleiter. 

a) Stufenindexfaser 

b) Gradientenfaser 

Numerische Apertur 

Bedingung fur das Auftreten 
nur einer Mode 

A^ = sin ( 

a 2,405 
< 

= V«! 

/ In A^ 

Kernradius, 
Brechzahl des Kerns, 
Brechzahl des Mantels, 

/ Wellenlange, 
^̂ ax Akzeptanzwinkel. 
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Tabelle L'4. Prismen und Prismensysteme. 

Umlenkprismen Umkehrprismen 

rechtwinkliges Umlenkprisma Dachkantprisma 

Pentagonalprisma fur 
konstante Ablenkung 

Schmidt-Pechan-Prisma 

Bauernfeindsches Prisma 
fiir konstante Ablenkung 

^=90° 

Uppendahl-Prisma 
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Ubersicht L-7. Strahlenverlauf im Haupt- Vbersicht L-8. Lichtbrechung an einer Kugel-
schnitt eines Prismas. fldche. 

Ablenkungswinkel 

^ = £'i — a + arc sin sin a /I — ) —sin e, 

— cosa sine, 

minimaler Ablenkwinkel bei symmetrischem 
Durchgang 

. • / " « • « \ 

<5min = 2 arc sin I — sin - I — a 

Naherung fiir kleine brechende Winkel 
^ a I — - 1 

\n 

n Brechzahl des Prismas, 
n' Brechzahl des umgebenden Mediums 

(meist Luft, «' = 1), 
a brechender Winkel, 
£', Einfallswinkel. 

gedreht ist. Diese Art der Bildumkehr wird bei Pris-
menfeldstechern eingesetzt. Eine vollstandige Bild­
umkehr wird auch beim Dachkantprisma erreicht, 
dessen Hypothenusenflache Dachform besitzt. Voll­
standige Bildumkehr ohne Strahlversatz bieten die 
Prismensysteme nach Schmidt-Pechan sowie Uppen-
dahl. Beide benutzen je ein Dachkantprisma. Ver-
schiedene Prismenformen und -bezeichnungen sind 
in DIN 58 158 genormt. 

LJ.3,4 Brechung an Kugelflachen 

Vorzeichenkonvention 

Zwei Medien mit den Brechzahlen n und n' 
sind nach Ubersicht L-8 durch eine Kugel-

Schnittweitengleichung 
(Abbesche Invariante) 1 1 

n Brechzahl im Gegenstandsraum, 
n' Brechzahl im Bildraum. 

flache voneinander getrennt. Im folgenden 
werden fiir alle Strecken und Winkel Vorzei-
chen verwendet, wie sie in der technischen 
Optik gebrauchlich und durch DIN 1335 fest-
gelegt sind. Die Achse durch den Kugelmittel-
punkt C ist die optische Achse und zugleich 
die z-Achse des Koordinatensystems. Die 
positive z-Richtung wird durch die Laufrich-
tung des Lichts bestimmt und geht im allge-
meinen von links nach rechts. Die j^-Achse 
steht senkrecht auf der z-Achse und weist von 
unten nach oben. Der DurchstoBpunkt der 
optischen Achse durch die Kugelflache ist der 
Scheitel S. Der Radius der Kugel ist positiv, 
wenn der Mittelpunkt C rechts vom Scheitel 
liegt und negativ, falls C links von S liegt. 
Samtliche Strecken, die vom Bezugspunkt S 
aus nach Unks gemessen werden, erhalten ein 
negatives Vorzeichen. Strecken, die nach 
rechts gemessen werden sind positiv. 

L.1.4 Abbildung durch Linsen 

In den meisten optischen Geraten werden Lin­
sen mit kugelformigen Flachen verwendet. 

LA,4,1 Diinne Linsen 

Tabelle L-5 zeigt verschiedene Linsenformen. 
Konvexlinsen (Sammellinsen) sind in der Mitte 
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Tabelle L-5. Linsenformen. 

Linsenform 

Bezeichnung bi-
konvex 

plan-
konvex 

konkav-
konvex 

bi-
konkav 

plan-
konkav 

konvex-
konkav 

Radien r̂  > 0 
r, < 0 

r, < r, < 0 
< 0 

ri < 0 
r, > 0 

rj = GO 

r, > 0 
7-2 < rj < 0 

Brennweite / • > o / ' > 0 / '>o /'<o / ' < 0 / '<o 
Sammellinsen Zerstreuungslinsen 

Ubersicht L-9. Linsen- und Abbildungsglei-
chungenfur dunne Linsen. 

bildseitige 
Brennweite 

gegenstandseitige 
Brennweite 

Abbildungs-
gleichung 

Abbildungs-
maBstab 

Newtonsche 
Abbildungs-
gleichung 

/ - - ••(n, 

f=-f' 

J__l _ 1 

a' a f 

&'='- = "-
y a 

z'z = -f 

D' Brechkraft, [D'] = 1 m~^ = 1 dpt (Dioptric), 
«L Brechzahl der Linse, 
r^ Kriimmungsradius der linken Flache, 
r2 Kriimmungsradius der rechten Flache, 
a Gegenstandsweite, 
a' Bildweite, 
y GegenstandsgroBe, 
y Bildgrofie, 
z Abstand Gegenstand - gegenseitiger Brenn-

punkt, 
z' Abstand Bild - bildseitiger Brennpunkt 

(Bild L-4). 

dicker als am Rand, bei Konkavlinsen (Zer­
streuungslinsen) ist es umgekehrt. AUe achsen-
nahen Strahlen eines parallel zur optischen 
Achse einfallenden Biindels treffen sich im 
bildseitigen Brennpunkt F' . Die relevanten 
Gleichungen fur diinne Linsen, die beiderseits 
von Luft umgeben sind, sind in Ubersicht L-9 
zusammengestellt. 

Bildkonstruktion 

Bild L-4 erlautert die zeichnerische Konstruk-
tion einer Abbildung mit einer diinnen Linse 
anhand von drei ausgezeichneten Strahlen: 
Der achsenparallele Strahl 1 geht hinter der 
Linse durch den bildseitigen Brennpunkt F'. 
Der Mittelpunktstrahl 2 wird nicht gebrochen. 
Der Strahl 3 durch den gegenstandseitigen 
Brennpunkt F verlaBt die Linse achsenparal-
lel. Der Schnittpunkt der drei Strahlen defi-
niert den Bildpunkt. Bei einer ZerstreungsHnse 
ist das Bild immer aufrecht, verkleinert und 
virtuell. 

L,L4,2 Dicke Linsen 

Der Strahlengang ausgewahlter Strahlen durch 
eine dicke Linse ist in Bild L-5 dargestellt. Die 
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a) Sammellinse 

1 

b) Zerstreuungslinse 

1 

BildL-4. Bildkonstruktion bei dunnen Linsen. 

Vbersicht L-10. Linsengleichungen fur dicke 
Linsen. 

Brennweite und 
Brechkraft 

1 / I 1 
- = Z)' = K - 1 ) 

+ K - D ' d' 

Abstande der 
Brennpunkte s'^. = / ' ( 1 
von den Scheiteln 

n, - 1 d' 

« i 

F̂ = - / ' 1 + 
n, - 1 d' 

Abstande der 
Hauptebenen /„- = —/' 
von den Scheiteln 

n, ~\ d' 

n, - \ d' 

D' Brechkraft, 
d' Linsendicke, 
«L Brechzahl der Linse, 
r^ Kriimmungsradius der linken Flache, 
r2 Krummungsradius der rechten Flache. 

BildL-5. 
Dicke Sammellinse mit Hauptebenen. 

ausgezogenen Strahlen innerhalb der Linse 
konnen durch die gestrichelten ersetzt werden. 
So wird beispielsweise der von links kom-
mende Strahl bis zum Schnittpunkt Q' mit der 
Hauptebene H' durchgezogen und geht von 
dort durch den Brennpunkt F'. Die charakteri-
stischen GroBen sind in Ubersicht L-10 zu-
sammengestellt. 

Bild L-6 zeigt die Konstruktion der Abbil-
dung eines Gegenstandes durch eine Sammel­
linse. Werden die Gegenstandsweite a und die 
Bildweite a' als Abstand vor der jeweils zuge-
ordneten Flauptebene defmiert, dann behalten 
die Abbildungsgleichung und die Gleichung 
fiir den AbbildungsmaBstab aus Ubersicht 
L-9 ihre Giiltigkeit. 
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Ubersicht L-11. Linsensysteme. 

Abstande der 
Brennpunkte , - p ' p , 
von den Scheiteln '̂ F' *2 Ji-^ 

1 _ 1 1 

Bild L-6. Bildkonstruktion bei einer dicken Sammel-
linse. 

Li H' H L2 

Brennweite 

Brechkraft 

1 1 1 
- = 77 + 7; 1 

D' = D[ +D'2-e'D[D2 

Brechkraft bei 
geringem Abstand D' = D[ + D'2 

e' Abstand der Linsen, 
f[, /2 Brennweite von Linse L^ bzw. L2 

BildL-7. Lage der Hauptebenen bei einem System 
von Sammellinsen. Bild L-8. Strahlbegrenzung durch eine Blende. 

L.L4J Linsensysteme 

Systeme aus mehreren Linsen konnen wie eine 
dicke Einzellinse beschrieben werden, wenn 
die Lage der Hauptebenen sowie die Brenn­
weite des Systems bekannt ist (Bild L-7, 
Ubers ichtL-l l ) . 

L.1.5 Blenden 

In jedem optischen System gibt es Blenden, die 
den Querschnitt der das System durchlaufen-
den Strahlen begrenzen (Bild L-8). Die als 
Eintrittspupille EP bezeichnete Blende defi-
niert den objektseitigen Aperturwinkel a. Das 
Bild der Eintrittspupille ist die Austrittspupille 
AR Lage und GroBe der Austrittspupille be-
stimmt den bildseitigen Aperturwinkel a'. 
Durch die GroBe der Pupillen und der Aper­
turwinkel wird die Helligkeit der Abbildung 
bestimmt. 

L.1.6 Abbildungsfehler 

Sind bei einer optischen Abbildung nicht nur 
paraxiale Strahlen beteiligt, dann treten Ab­
bildungsfehler auf, die nur mit groBem Auf-
wand korrigiert werden konnen (Tabelle L-6). 

L.1.7 Optische Instrumente 

LAJJ Das menschliche Auge 

Bei einem normalsichtigen Auge wird ein 
paralleles Strahlenbiindel, das von einem 
unendlich weit entfernten Gegenstandspunkt 
kommt, auf einen Punkt der lichtempfindli-
chen Netzhaut fokussiert. Die Fahigkeit des 
Auges, durch Veranderung der Kriimmung 
der AugenUnse verschieden weit entfernte 
Gegenstande auf der Netzhaut scharf abzu-
bilden, wird als Akkomodation bezeichnet. 
Der nachstgelegene Punkt, den man eben 
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Tabelle L-6. Abbildungsfehler. 

Bezeichnung 

spharische 
Abberration 
(Offnungsfehler) 

Astigmatismus 
und Bildfeld-
wolbung 

Koma 

Verzeichnung 

chromatische 
Aberration 

Ursache und Auswirkung 

Ein Objektpunkt auf der optischen Achse 
wird, falls nur achsennahe Strahlen an der 
Abbildung beteiligt sind, weiter von einer 
Sammellinse entfernt abgebildet als bei der 
ausschlieBlichen Verwendung achsenferner 
Strahlen. Daher wird ein Punkt durch weit 
geoffnete Strahlenbundel nicht als Punkt, 
sondern als Zerstreuungsscheibchen abge­
bildet. 

Ausgedehnte ebene Objekte werden nicht in 
einer Ebene, sondern auf zwei gekrummten 
Bildschalen, die sich auf der optischen Achse 
beriihren, abgebildet. Deshalb entsteht bei 
der Abbildung eines Punktes, der auBerhalb 
der optischen Achse liegt, auch bei der Ver­
wendung schlanker Strahlenbundel kein Bild-
punkt, sondern zwei zueinander senkrecht 
verlaufende Bildstriche auf den beiden Bild­
schalen in verschiedenen Abstanden von der 
Linse. 

Strahlenbundel grofier Offnung bilden einen 
Punkt, der auBerhalb der optischen Achse 
liegt, nicht als Punkt, sondern als ovale Figur 
mit kometenhaftem Schweif ab. 

Bei falscher Blendenlage sind Bild und Objekt 
nicht geometrisch ahnlich. Liegt die Blende 
zu weit im Gegenstandsraum, wird ein 
Quadrat tonnenformig verzeichnet, liegt sie 
zu weit im Bildraum, resultiert eine kissen-
formige Verzeichnung. 

Farbfehler, der aufgrund der Dispersion des 
Linsenmaterials entsteht, wenn zur Abbildung 
kein monochromatisches Licht verwendet 
wird. Das Bild wird unscharf und erhalt 
farbige Rander. 

Beseitigung 

Kombinationen mehrerer Linsen ver-
schiedener Brennweite (z. B. Sammel­
linse und Zerstreuungslinse); 
Variation der Linsenform. Ein korri-
giertes System wird als Aplanat be-
zeichnet. 

Kombination mehrerer Linsen aus 
geeigneten Glasern; Veranderung der 
Blendenlage. Ein korrigiertes System 
ist ein Anastigmat. 

Abblenden; Fehler ist stark abhangig 
von der Blendenlage. 

Blende bzw. Pupille sollte in der 
Linsenebene liegen. Verwirklicht im 
orthoskopischen Objektiv. 

Kombination von Sammellinse aus 
Kronglas und Zerstreuungslinse aus 
Flintglas; korrigiertes Objektiv ist 
ein Achromat. 

noch scharf sehen kann, ist der Nahpunkt. Er 
liegt bei Jugendlichen bei etwa 10 cm und 
nimmt mit dem Alter zu. Der Fernpunkt liegt 
beim normalsichtigen Auge im Unendlichen. 
Als Bezugsweite oder deutliche Sehweite gilt 
der Abstand ar> - 25 cm, bei dem der nor-
malsichtige Mensch Gegenstande ohne An-
strengung betrachten kann. 

Sehfehler 

Bei einem kurzsichtigen Auge vereinigen sich 
die Strahlen schon vor der Netzhaut. Der 

Kurzsichtige kann deshalb unendlich weit 
entfernte Gegenstande nicht scharf sehen; sein 
Fernpunkt liegt im Endlichen. Zur Korrek-
tur wird eine Brille mit Zerstreuungslinse 
verwandt. Beim ubersichtigen (weitsichtigen) 
Auge liegt der Brennpunkt hinter der Netz­
haut. Zur Korrektur tragen Ubersichtige eine 
Brille mit Sammellinsen. 
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L.l, 7J1 Vergrofierungsinstrumente 

Vergrofierung 

Von einem ausgedehnten Gegenstand entsteht 
auf der Netzhaut des Auges ein umgekehrtes 
reelles Bild (Bild L-9). Die GroBe des Netz-
hautbildes ist abhangig vom Sehwinkel o, 
unter dem das Objekt erscheint. Die Aufgabe 
der optischen Instrumente Lupe, Mikroskop 
und Fernrohr ist es, diesen Sehwinkel und 
damit das Netzhautbild zu vergroBern. Als 
Vergrofierung F' eines optischen Instruments 
wird definiert: 

a' Sehwinkel mit Instrument, 
a Sehwinkel ohne Instrument. 

Tabelle L-7 zeigt eine Zusammenstellung der 
optischen Instrumente, mit denen eine Ver­
grofierung erzielt wird. 

Bild L-9. Definition des Sehwinkels a. 

Lupe 

Fiir die Normalvergrofierung der Lupe wird 
festgelegt, dafi der Gegenstand in der Brenn-
ebene der Lupe steht und das Auge auf 
Unendlich entspannt ist. Wird der Abstand 
zwischen Linse und Objekt verkleinert, ent­
steht ein vergroBertes virtuelles Bild, das mit 
dem akkomodierten Auge betrachtet werden 
kann. Fur die Lupenvergrofierung bet Akko-
modation wird angenommen, dafi sich das 
Auge direkt hinter der Linse befmdet und dafi 
das virtuelle Bild in der Bezugssehweite a^ ent­
steht. 

Tabelle L-7 Vergrofierungsinstrumente. 

Strahlengang 

a) Lupe [ 

t 
1 \F 

( \f 
1 • \ ) ' 

b) Mikroskop , ok 

Fi Ob F̂  _ _ _ , - ^ : ^ 
1 L ^ i!^^-^^n 

G j ^ ^ 

EP 
f • 

F2 

ZB 

fe^' 
^^"^^ AP 

Vergrofierung 

Normalvergrofierung 

' r 
Vergrofierung bei Akkomodation: 

L̂.A = / l ' + l 

^M — P o b M3k 

J Oh J Ok 
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Tahelle L-7 (Fortsetzung) 

Strahlengang VergroBerung 

p / _ _ i O b 
F̂ - jr 

J Ok 

Mikroskop 

Beim Mikroskop entwirft das Objektiv Ob 
vom Gegenstand G ein vergroBertes reelles 
Zwischenbild ZB, das mit Hilfe des Okulars 
betrachtet wird. Die MikroskopvergroBerung 
laBt sich als Produkt des AbbildungsmaB-
stabs ĵ ob des Objektivs und der Lupenvergro-
Berung FQ^ des Okulars darstellen. Sie ist ab-
hangig von der optischen Tubusldnge t (meist 
160 mm). Normwerte fur Objektiv- und Oku-
larvergroBerungen sind in DIN 58 886 festge-
legt. 

Das Objektiv ist die Eintrittspupille EP des 
Systems. An der Stelle der Austrittspupille 
AP sollte sich die Pupille des beobachtenden 
Auges befmden. 

Fernrohr 
Beim Fernrohr werden zwei Grundtypen 
unterschieden: Das Keplersche oder astro-

nomische Fernrohr und das Galileische oder 
holldndische Fernrohr. Das Verhaltnis der 
Neigungswinkel a' und a paralleler Strahlen-
biindel ergibt die VergroBerung des Fern-
rohrs. Sie ist beim hollandischen Fernrohr 
positiv, beim astronomischen negativ. Im ter-
restrischen Fernrohr wird das kopfstehende 
Bild umgedreht. Dies geschieht beispielsweise 
dadurch, daB das reelle Zwischenbild mit 
Hilfe einer Umkehrlinse umgedreht wird. 
Beim Prismenfeldstecher wird zur Bildumkehr 
der Porrosche Prismensatz (Tabelle L-4) ein-
gesetzt. 

LJJ,3 Fotoapparat 

Beim Fotoapparat entwirft das Objektiv ein 
Bild eines Gegenstandes auf einem lichtemp-
fmdlichen Film (Ubersicht L-12). Der Licht-
strom wird mit einer Irisblende geregelt, die 
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Ubersicht L-12. Fotoapparat. 

Blendenzahl 

Scharfentiefe 
vordere und 
hintere 
Gegenstands-
weite 

zulassige 
Unscharfe 

/ ' 

af' 
r'-u'k{a+f') 

'f'^ + u'k{a+n 

Formatdiagonale 
' lOOO 

Auszug aus der Hauptreihe der Blendenzahlen 
(DIN 4522): 
1 1,4 2,8 4 5,6 8 11 16 22 

a nominelle Gegenstandsweite, 
/ ' Brennweite des Objektivs, 
Z)EP Durchmesser der Eintrittspupille. 

Radiometrische oder strahlungsphysikalische 
GroBen beschreiben die Eigenschaften eines 
Strahlungssenders bzw. -empfangers. Sie wer-
den mit objektiven MeBgeraten bestimmt; ihre 
Formelbuchstaben erhalten nach DIN 5031 
den Index „e*' (energetisch). 

Wird der Eindruck einer Strahlung auf das 
menschliche Auge mit seiner charakteristi-
schen wellenlangenabhangigen Empfindlich-
keit beschrieben, dann spricht man von foto-
metrischen oder lichttechnischen GroBen. Die 
Formelbuchstaben dieser GroBen erhalten 
den Index „v" (visuell). 

L.2.1 Strahlungsphysikalische GroBen 

Die in DIN 5031 defmierten radiometrischen 
GroBen sind in Tabelle L-8 zusammengestellt. 
Einige der angegebenen Beziehungen gelten 
nur fur den Fall, daB der Abstand zwischen 
Sender und Empfanger groBer ist als die 

fotometrische Grenzentfernung. Ist diese Be-
dingung nicht erfuUt, miissen die Beziehungen 
differentiell formuliert und dann iiber Sender-
und Empfangerflache integriert werden. 

Nach DIN 5032 gilt fur einen kreisformigen Lambert-
Strahler und fur einen kosinusgetreu bewertenden 
Empfanger als fotometrische Grenzentfernung ein 
Abstand, der lOmal so groB ist wie die groBte Aus-
dehnung von Sender bzw. Empfanger, wenn der Feh-
ler kleiner als 0,25 % sein soil. 

als Eintrittspupille EP wirkt. Ein MaB fur den 
einfallenden Lichtstrom ist nach DIN 4521 
die relative Offnung D^p/f (Kehrwert der 
Blendenzahl k). 

L.2 Fotometrie 

Ubersicht L-i3. DIN-Normen zur Fotometrie. 

DIN 5031 

DIN 5032 
DIN 5039 
DIN 5035 

DIN 5033 
DIN 6164 

Strahlungsphysik im optischen Bereich 
und Lichttechnik 
Lichtmessung 
Licht, Lampen, Leuchten 
Innenraumbeleuchtung 
mit kiinstlichem Licht 
Farbmessung 
DIN-Farbenkarte 

Ubersicht L-14 enthalt die wichtigsten Be­
ziehungen zwischen strahlungsphysikalischen 
GroBen. 

Spektrale Grofien 

Die Abhangigkeit der strahlungsphysikali­
schen GroBen von der Wellenlange wird durch 
spektrale Grofien beschrieben. Fur jede in 
Tabelle L-8 angegebene GroBe X^ ist eine 
spektrale GroBe Z^ ^ defmiert: 

X,,, = AXJAX. (L-3) 

Beispiel: L^ ^^ = dLJdk ist die spektrale Strahldichte 
mit der MaBeinheit W/(m^ • sr • nm). 

Spektrale GroBen werden experimentell mit 
Hilfe eines Spektrometers bestimmt. Aus dem 
gemessenen Verlauf der spektralen GroBe 
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Tabelle L-8. Definitionen der strahlungsphysikalischen Groften. 

GroBe 

Strahlungsenergie 
bzw. -menge 

Strahlungsleistung 
bzw. -fluB 

Symbol 

e. 
f. 

Einheit 

W-s 

W 

Beziehung 

Q. = \^At 

(P^ = dQJdt 

Erklarung 

durch elektromagnetische Strahlung 
ubertragene Energie 

mit der Strahlung ubertragene Leistung 

senderseitige Grofiej 

Spezifische 
Ausstrahlung 

Strahlstarke 

Strahldichte 

1 

Me 

h 

L, 

W/m^ 

W/sr 

W/(m^ • sr) 

M, = ^JA, 

h = ^JQ 

^ - ^e 

^ A^cos&^ 

auf die Senderflache bezogene 
Strahlungsleistung des Senders 

Quotient aus dem in einer bestimmten 
Richtung vom Sender ausgehenden 
StrahlungsfluB und dem durchstrahlten 
Raumwinkel 

Quotient aus Strahlstarke und Projektion 
der Senderflache auf eine Ebene senkrecht 
zur betrachteten Richtung 

empfdngerseitige Or 

Bestrahlungs-
starke 

Bestrahlung 

ofien 

E, 

H, 

W/m^ 

W-s/m^ 

E. = *.M2 

H, = \E,it 

auf einen Empfanger fallende Strahlungs­
leistung bezogen auf die Empfangerflache 

Quotient aus auftreffender Strahlungs­
energie und Empfangerflache 

Ubersicht L-14. Beziehungen zwischen strah­
lungsphysikalischen Or ofien. 

Ubersicht L-14 (Fortsetzung) 

Fotometrisches 
Grundgesetz 

Fotometrisches 
Entfernungsgesetz 

Strahlstarke beim 
Lambert-Strahler 

Definition des 
Raumwinkels 
(BildL-10) 

A. cos8, A. cose, ^ 
d) — T — - O 

E^ = ^ ^ cos £2 ^ 0 

4 ( ^ 1 ) = ^e(0) cos £1 

Q = i,Q, 

AI Senderflache, 
A 2 Empfangerflache, 
E^ Bestrahlungsstarke auf der Empfangerober-

flache, 
/g Strahlstarke, 
Lg Strahldichte des Senders, 
r Abstand zwischen Sender und Empfanger, 
fij Winkel zwischen Strahlrichtung und Sender-

normale, 

S2 Winkel zwischen Strahlrichtung und Empfan-
gernormale, 

<P^ Strahlungsleistung, die vom Sender auf den 
Empfanger trifft (Bild L-11), 

QQ = Isr (Steradiant). 

Flache A 

Bild L-W. Zur Definition des Raumwinkels. 
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BildL-ii. Strahlenkegel, der vom Sender auf den 
Empfanger fdllt. 

X^ ^ (A) kann die zugeordnete GroBe X^ durch 
Integration uber den Wellenlangenbereich, in 
dem die Strahlung auftritt, berechnet werden: 

'- = 1 = I jr.,a)dA. (L-4) 

Temperaturstrahler 

Jeder Korper sendet elektromagnetische Strah­
lung aus, deren Intensitat und Farbe von der 
Temperatur des Korpers abhangt. Der spek-
trale Verlauf der Strahlung ist fur den schwar-

10= 

|3J 10' 

10̂  

0 10~^ 
o 

Z 10-3 
(C 

0 10~^ 
tc 

10~ 

1 / 

/ 

i 
fEt 
••: 3 : 

m,\ •: a.: 
;:C0;; 

1 

\ \ . 7=6000 K 

' ' ^ \ \ X / 2 5 0 0 
\ ^ x \ 
\ \ \ 

/ \ \ \ \ 
Aiooo \ x \ \ 

A 300 X N 

/ 1 
10- 10" 10' 

Wellenlange X 
|im 10^ 

BildL-i2. Spektrale Strahldichte eines schwarzen 
Strahlers. 

zen Strahler berechenbar (Ubersicht L-15, 
Bild L-12). Der schwarze Strahler besitzt kein 
Reflexionsvermogen und wird technisch 
durch den Hohlraumstrahler realisiert. 

L.2.2 Lichttechnische GroBen 

Das menschliche Auge ist nicht fiir alle Licht-
wellenlangen gleich empfindUch. Der Hell-

Ubersicht L-15. Eigenschaften des schwarzen Strahlers. 

spektrale Strahldichte 
(PLANCK) 

Verschiebungsgesetz 
(WiEN) 

spezifische Ausstrahlung 
(STEFAN-BOLTZMANN) 

'̂ max T = konstant = 2998 urn • K 

c Vakuumlichtgeschwindigkeit, 
h Plancksches Wirkungsquantum, 
k Boltzmann-Konstante, 
T absolute Temperatur, 
k Wellenlange, 
'̂ max Wellenlange maximaler spektraler Strahldichte, 
OQ 1 sr, 
c^ =2hc^ = 1,191 -lO-^^W-m^, 
C2 = Ac/A: = 1,439-10-2 K-m, 

o = ^ ^ = 5,670 .10-« Wl(m' • K^). 
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Tabelle L-9. Spektraler Hellempfindlichkeitsgrad V (X) fur Tagessehen. 

Wellenlage i 
nm 

380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
520 
530 
540 
550 
555 
560 
570 

V{X) 

3,900 10'^ 
1,200 
3,960 
1,210 
4,000 
1,160 
2,300 
3,800 
6,000 
9,098 

10'* 
10"^ 
10'^ 
10"^ 
10-^ 
10-2 
10-2 
10-2 
10-2 

0,139020 
0,208020 
0,323000 
0,503000 
0,710000 
0,862000 
0,954000 
0,994950 
1,000000 
0,995000 
0,952000 

Wellenlange X 
nm 

580 
590 
600 
610 
620 
630 
640 
650 
660 
670 
680 
690 
700 
710 
720 
730 
740 
750 
760 
770 
780 

V{A) 

0,870000 
0,757000 
0,631000 
0,503000 
0,381000 
0,265000 
0,175000 
0,107000 
6,100 
3,200 
1,700 
8,210 
4,102 
2,091 
1,047 
5,200 
2,492 
1,200 
6,000 
3,000 

10-2 
10-2 
10-2 
10-^ 
10"^ 
10- ' 
10- ' 
10-* 
10-* 
10-* 
10- ' 
10- ' 

1,499-10-' 

10"̂  

^ 1 0 -

N 

: ^10- ' 

CD 

10-

Q.10-
E 

10-' 

10-

/ 
/ 

/ ^ • O 

V( X)\ \/w 
\ 

\ 

400 500 600 700 nm 800 

Wellenlange X 

BildL-13. Hellempfindlichkeitsgrad des Standardbe-
obachters. 
V(X) Tagessehen (2°-Gesichtsfeld); 
V (X) Nachtsehen (W°-Gesichtsfeld). 

empfindlichkeitsgrad V{X) eines Standard-
beobachters wurde von der Comission Inter­
national d'Eclairage (CIE) aufgenommen und 
ist in DIN 5031 in Schritten von 1 nm tabel-
liert (Tabelle L-9, BildL-13). 

Der LichtStrom (p^ ist ein MaB fur die Hellig-
keitsempfmdung. Fiir monochromatisches 
Licht gilt bei Tagessehen: 

<P. = K^<P.V(X). (L-5) 

Die Konstante K^ wird als Maximalwert 
des fotometrischen Strahlungsdquivalents be-
zeichnet. Sie ist eng verkniipft mit der SI-
Basiseinheit fur die Lichtstdrke, der Candela, 
und betragt K^ = 683 Im/W (Lumen/Watt). 
Bei Nachtsehen gilt K;^ = 1699 Im/W. 

Ist die Strahlung nicht monochromatisch, 
sondern spektral breitbandig, dann mu6 fur 
die Berechnung des Lichtstromes iiber das 
sichtbare Spektrum integriert werden: 

*v = ^„, i ^...WyWdX. (L-6) 
380 nm 
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Tabelle L-iO. Lichttechnische Grofien. 

Benennung 

Lichtmenge 
Lichtstrom 
spezifische Licht-
ausstrahlung 
Lichtstarke 
Leuchtdichte 
Beleuchtungsstarke 
Belichtung 

Zeichen 

Q. 
^ v 
M, 

4 
^ v 

^ v 

H, 

MaBeinheit 

Im • s 
Im 
Im/m^ 

cd = Im/sr 
cd/m^ 
Ix = Im/m^ 
Ix • s 

Nach dem Muster der Berechnung des Licht-
stroms 0y aus dem StrahlungsfluB ^^ kann 
fur jede andere radiometrische GroBe X^, die 
in Tabelle L-8 definiert ist, die zugeordnete 
fotometrische GroBe berechnet werden 
(Tabelle L-10). 

L.3 Wellenoptik 

L.3.1 Interferenz und Beugung 

Bei der Uberlagerung von Wellen gleicher 
Wellenlange kommt es zur Ausloschung (de-
struktive Interferenz), falls der Gangunter-
schied A der Wellen ein ungeradzahliges Viel-

Ubersicht L-16. DIN-Normen zur Wellenop­
tik. 

DIN 58195 

DIN 58196 

DIN 58197 

DIN 58190 

DIN 58 191 

DIN 3140 

DIN 58 960 

DIN 5030 
DIN 58215 

Dunne Schichten fiir die Optik; 
Begriffe 
Diinne Schichten fur die Optik; 
Priifung 
Mindestanforderungen 
fiir reflexionsmindemde Schichten 
und Spiegelschichten 
Optische Strahlungsfilter; 
Einteilung, Begriffe 
Optische Strahlungsfilter; 
Neutralfilter, Kantenfilter, 
BandpaBfilter 
Mafi- und Toleranzangaben 
fiir Optikeinzelteile 
Fotometer fiir analytische 
Untersuchungen 
Spektrale Strahlungsmessung 
Laserschutzfilter und 
Laserschutzbrillen 

faches der halben Wellenlange X betragt 
(Abschnitt J.2.6): 

A = (2w + l)A/2; m = 0 ,1 ,2 . . . 

Es kommt zur Verstarkung (konstruktive 
Interferenz) fur 

A = m i . 

L,3JJ Kohdrenz 

Interferenz ist nur beobachtbar, wenn die 
Lichtwellen koharent sind. Dazu muB eine 
feste Phasenbeziehung zwischen den iiber-
lagerten Wellen vorliegen. Der groBte Gang-
unterschied zweier Wellen, bei denen Inter­
ferenz beobachtet wird, ist die Kohdrenzldnge 
I (mittlere Lange der einzelnen Wellenziige). 
Nach FOURIER gilt (Tabelle L-11): 

l^ ex 1^ cjHsf; (L-7) 

c Lichtgeschwindigkeit, 
T Lebensdauer angeregter atomarer Zu-

stande, 
A/ spektrale Breite der Strahlung. 

Wird Strahlung einer ausgedehnten Licht-
quelle fiir Interferenzversuche verwendet, so 
muB die Kohdrenzbedingung erfiillt sein: 

IbmiG < k: (L-8) 

b GroBe der Strahlungsquelle, 
G halber Offnungswinkel der Strahlung, 
X Wellenlange. 

Tabelle L-ii. Kohdrenzeigenschqften verschie-
dener Lichtquellen. 

Lichtquelle 

weiBes Licht 

Spektrallampe, 
Raumtemperatur 

Kr-Spektrallampe, 
auf r=77K gekiihlt 

Halbleiterlaser 
GaAlAs 

HeNe-Laser, 
frequenzstabihsiert 

Frequenz-
bandbreite 
A/ 

^200THz 

1,5 GHz 

375 MHz 

2 MHz 

150 kHz 

Koharenz-
liinge 
/ 
;:i;l,5 |im 

20 cm 

80 cm 

150 m 

2 km 
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Ubersicht L-17. Interferenzen an planparalle- Vbersicht L-18. Reflexionsvermindernde Schicht. 
ler Platte. 

Bedingung fur 

Helligkeit in F', 
Dunkelheit in F" 

Idjn 

m = 0, 1, 2, .. 

sin^ e = ( w + - I A; 

Dunkelheit in F", Idjn^ -s in^e = (w + 1) x; 
Helligkeit in F' t. ^ r. 

w = 0, 1, 2, . . . 

d Plattendicke, 
n Brechungsindex der Platte, 
e Einfallswinkel, 
X Lichtwellenlange. 

Bedingung fur 
Reflexminderung 

Spiegelung 

J = - - ( 2 m - l ) ; 

w = l, 2, 3, . . . 

d = -—m 
In-, 

d Dicke der Vergiitungsschicht, 
«i < «2 < «3 Brechungsindizes, 
/. Wellenlange. 

Bild L-14. Interferenzen an einem Keil. 

LJJ,2 Interferenzen an diinnen Schichten 

Interferenzen gleicher Neigung 

Durch Vielfachreflexionen von Lichtwellen an 
planparallelen Flatten kommt es zu Inter-
ferenzerscheinungen (Ubersicht L-17). 

Farben diinner Bldttchen 

Diinne Schichten, wie Seifenhaute, Olfilme, 
Aufdampfschichten und Oxidschichten, zei-
gen Interferenzfarben. Diese entstehen bei Be-
leuchtung mit WeiBlicht, wenn bestimmte 
Wellenlangen und damit Farben ausgeloscht 
werden. 

Reflexmindernde Schichten 
und dielektrische Spiegel 

Dielektrische Schichten konnen optische Bau-
teile entspiegeln oder zu Spiegeln machen 
(Ubersicht L-18). 

Interferenzen gleicher Dicke 

Fallt Licht nach Bild L-14 auf einen Keil, 
dann entstehen helle und dunkle Interferenz-
streifen (Fizeau-Streifen) fur verschiedene 
Dicken. Alle Orte mit gleicher Dicke d liegen 
auf einem Streifen, der hier parallel zur Keil-
kante Hegt. Entsteht der Keil (Luftkeil) bei-
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spielsweise dadurch, daB eine kugelformige 
Glasplatte auf einer ebenen Platte aufliegt, 
dann sind die Interferenzlinien gleicher Dicke 
Kreise, die als Newtonsche Ringe bezeichet 
werden. 

Oberfldchenprufung 

Wird ein Optikteil auf eine exakt ebene Platte 
gelegt, dann entstehen Fizeau-Streifen, sobald 
die Oberflache des Optikteils von der ebenen 
Form abweicht. UnregelmaBigkeiten im Sy­
stem der Fizeau-Streifen lassen auf Oberfla-
chenfehler {Pafifehler) schlieBen. Da der Ab-
stand zweier Streifen einer Hohendifferenz des 
Luftkeils von A/2 entspricht, konnen Oberfla-
chenfehler (Rauhigkeiten) im Bereich von 
Bruchteilen der Lichtwellenlange vermessen 
werden. In DIN 3140, Teil 5, sind verschie-
dene Interferenzmuster, die bei der Oberfla-
chenpriifung auftreten, zusammengestellt. 

L.3J.3 Interferometer 

Mit Interferometern konnen Langen, Winkel, 
Brechzahlen oder Wellenlangen sehr prazise 
gemessen werden. Der Grundtyp ist das 
Michelson-Interferometer (BildL-15). Hier 
wird das Licht der Lichtquelle L durch den 
Strahlteiler T in zwei Teilstrahlen zerlegt und 
nach der Reflexion an den Spiegeln Ŝ  und S2 
wieder iiberlagert (Strahlen V und 2'). S2 ist 
das virtuelle Bild des Spiegels S2. Mit dem 
Fernrohr F beobachtet man Interferenzen 
gleicher Neigung (Haidingersche Ringe) an 
der „Platte" S1S2 mit der Dicke d. Wird ein 

S\ S2 

Spiegel leicht gekippt, entstehen Fizeau-
Streifen am Keil. Bei der Verschiebung eines 
Spiegels um X\l wandert jeweils ein neuer 
Interferenzstreifen durch das Bild, so daB man 
Langenverschiebungen auf Bruchteile der 
Lichtwellenlange genau messen kann. 

Im Interferenzmikroskop wird die Oberflache 
eines Priiflings mit Fizeau-Streifen iiberlagert, 
aus deren Form Unebenheiten im Bereich von 
Bruchteilen der Lichtwellenlange bestimmt 
werden konnen. 

L.3,L4 Beugung am Spalt 

Fallt eine ebene Welle auf einen engen Spalt, 
dann entstehen auf einer weit entfernten Wand 
{Fraunhofersche Betrachtungsweise) helle und 
dunkle Streifen, die parallel zum Spalt verlau-
fen (Ubersicht L-19). 

Bei der Beugung an einer Lochblende entsteht 
eine rotationssymmetrische Figur. Das helle 
zentrale Airysche Beugungsscheibchen ist von 
dunklen und hellen Ringen umgeben. Die 
dunklen Ringe treten auf unter den Winkeln 

d Durchmesser der Lochblende, 
k^ = 1,22; kj = 2,232; k^ = 3,238 usw. 

Vom gesamten Lichtstrom, der durch die 
Lochblende geht, trifft 83,8% in das Airy-
Scheibchen. 

LJJ,5 Auflosungsvermogen optischer 
Instrumente 

Durch Beugungserscheinungen an Blenden 
und Linsenfassungen wird das Auflosungsver­
mogen optischer Instrumente begrenzt. Mit 
einem Fernrohr werden zwei strahlende 
Punkte dann getrennt, wenn die beiden 
Punkte unter dem Winkel d erscheinen, fiir 
den gilt {Rayleigh-Kriterium): 

6> 1,22 A/J; (L-10) 

Bild L-15. Michelson-Interferometer. 
X Lichtwellenlange, 
d Objektivdurchmesser. 
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Vbersicht L-19. Beugung am Spalt. 

a) Beugungsbild 

b) Intensitatsverlauf 

-4K -3K -2K 2K 3 ^ x = ^ s i n a 

Intensitat in Richtung a 

(Kb . 

nb 

Winkel der Nullstellen 

+ m - ; m = 1, 2, 3, . . . 
b 

b Spaltbreite, 
IQ Intensitat in Vorwartsrichtung (a = 0), 
m Ordnungszahl, 
A Wellenlange. 

Beim Mikroskop werden zwei Objektpunkte 
getrennt, falls fur ihren Abstand y gilt: 

y > 0,61 A M N ; (L-11) 

^N = ^ sin cr numerische Apertur des Objek-
tivs, 

(7 halber Offnungswinkel. 

Bei nicht selbstleuchtenden durchstrahlten 
Objekten ist nach einer Theorie von ABBE 

Durch die modernen Rastermikroskope (z. B. 
Rastertunnelmikroskop) lassen sich die oben 
angegebenen Grenzen des Auflosungsvermo-
gens uberwinden. 

L,3,l,6 Beugung am Gitter 

Wird ein Gitter mit parallelem Licht beleuch-
tet, so beobachtet man in groBem Abstand 
helle und dunkle Streifen, die parallel zu den 
Spalten verlaufen (Ubersicht L-20). Die Inten-
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Vbersicht L-2(). Beugung am Gitter (Beugungshild fur gjh = 6, p = iO). 

a) Beugungsbild 

b) Intensitatsverlauf L * 

^ 
- 3 7 C -2n 2K 3n Ttg . 

Intensitat in Richtung a 

fnb . 
(Produkt aus Spaltbeugungsfunktion 
und Interferenzfunktion des Gitters) 

Winkel fur Intensitatsmaxima 

sin aj„ = ± m - ; m = 0, 1, 2, . 

b Spaltbreite, 
g Gitterkonstante, 
IQ Intensitat in Vorwartsrichtung (a = 0), 
p Zahl der interferierenden Spalte, 
X Lichtwellenlange. 

sitatsmaxima sind um so scharfer, je groBer 
die Zahl der interferierenden Lichtwellen 
(Spalte) ist. 

L.3 J,7 Spektralapparate 

Zur Bestimmung von Spektren wurden ver-
schiedene Spektralapparate entwickelt (Ta-
belle L-12). Als dispersives Element dient ent-

weder ein Gitter oder ein Prisma (Uber-
sicht L-21). 

LJ,L8 Rontgenbeugung an Kristallgittern 

An den regelmafiig angeordneten dreidimen-
sionalen Kristallgittern werden Rontgenstrah-
len gebeugt. Nach Bild L-16 kommt es zu kon-
struktiver Interferenz an den Netzebenen eines 
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Tabelle L-12. Spektralapparate. 

Benennung 

Spektroskop 

Spektrograph 

Spektrometer 

Monochromator 

Spektral-
fotometer 

Anwendung 

Beobachtung eines Spektrums 
mit dem Auge. Haufig als 
Tascheninstrument in der 
analytischen Chemie eingesetzt. 

Komplettes Spektrum wird auf 
Fotoplatte registriert. 
Vergleich mit Eichspektrum 
bekannter Spektrallinien liefert 
die Wellenlange. Schwarzung ist 
MaB fiir die Lichtintensitat. 

Wellenlangenbestimmung ein-
zeiner Spektrallinien anhand 
einer geeichten Wellenlangen-
skala iiber Winkelmessung. 

Ausblenden eines schmalban-
digen Wellenlangenbereichs aus 
einem angebotenen Spektrum. 

Kombination von Monochro­
mator und fotoelektrischem 
Empfanger {Fotomultiplier) 
zur Bestimmung spektraler 
Stoffdaten, z. B. Absorptions-
grad und Transmissionsgrad. 

BildL-16. Reflexion von Rontgenstrahlen an einer 
Netzebenenschar. 

Ubersicht L-2L Spektrometer. 

a) Gitterspektrometer 

b) Prismenspektrometer 

Auflosungsvermogen ^^ 
eines Gitters -— = mp 

a A 
nutzbarer 
Wellenlangenbereich AA = X/m 

Auflosungsvermogen ^ 
eines Prismas ^7 = 5 -

dx dA 

d« 

B durchstrahlte Basisbreite des Gitters, 
m Beugungsordnung, 
p Strichzahl des Gitters, 
dX kleinstes trennbares Wellenlangenintervall, 
dn/dX Dispersion des Prismenglases, 
X Wellenlange. 

Kristalls (AbschnittV) wenn die Braggsche 
Bedingung erfullt ist: 

IdsmO = mk\ m = l , 2 , 3 , . . . (L-12) 

d Netzebenenabstand, 
Q Glanzwinkel, 
X Wellenlange der Rontgenstrahlung. 

L.3,1,9 Holografie 

Zur Aufnahme eines Hologramms wird das 
Licht eines Lasers in einem Strahlteiler in zwei 
Teilstrahlen zerlegt (Bild L-17), von denen 
einer das Objekt O beleuchtet. Die vom Ob-
jekt reflektierten Wellen interferieren mit dem 
zweiten Teilstrahl des Lasers (Referenzstrahl) 
und bilden auf der Fotoplatte F ein Inter-
ferenzmuster, das alle Informationen iiber die 
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BildL-i7. Holographie-Apparatur fur a) Aufnahme, 
b) Wiedergahe. 
A: Auge, B: Bild, F: Fotoplatte, H: Hologramm, 
L: Laser, O: Objekt, S: Spiegel, T: Strahlteiler 

Form des Objekts enthalt. Zur Wiedergabe 
wird das Hologramm nur noch mit der Refe-
renzwelle beleuchtet. Fiir das Auge A entsteht 
ein dreidimensionales Bild B an der Stelle, wo 
vorher das Objekt stand. 

TabelleL-13 gibt einen Uberblick iiber die 
wichtigsten technischen Anwendungen der 
Holografie. 

L.3.2 Polarisation des Lichts 

LJ.2J Polarisationsformen 

Bei Lichtwellen schwingen der elektrische und 
der magnetische Feldvektor transversal zur 
Ausbreitungsrichtung (E±H). Bei naturli-
chem Licht nehmen die Feldvektoren in einer 
Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung 
regellos jede Richtung ein. Wird eine be-
stimmte Schwingungsrichtung bevorzugt, so 
ist das Licht polarisiert. Tabelle L-14 zeigt die 
mogUchen Falle. 

Linear polarisiertes Licht wird mit Hilfe eines 
Polarisators (Analysator), der nur eine be-
stimmte Schwingungsrichtung durchlafit, als 
solches erkannt. Ist die Analysatorrichtung 
um den Winkel (p gegen die Schwingungsrich­
tung des Lichts verdreht, dann ist die Intensi-
tat / des durchgelassenen Lichts durch das 
Gesetz von Malus gegeben: 

/ = /Q COS^ (p; (L-13) 

Intensitat des aufftreffenden Lichts. 

Tabelle L-13. Technische Anwendungen der Holografie. 

Speicherung von 
Informationen 

Archivierung von 
- dreidimensionalen 

Bildern, z.B. Werk-
stiicke, Modelle, 
Kunstwerke, 

- zweidimensionalen 
Bildern, wie Atz-
masken fur Halb-
leiterfertigung, 
digitale optische 
Datenspeicher 

holografische 
Korrelation 

Vergleich eines Werk-
stuckes mit einem holo-
grafisch fixierten 
Muster, automatische 
Formerkennung, Er-
kennung von Form-
fehlern an Werk-
stiicken und Werk-
zeugen 

Interferenzholografie 

Zerstorungsfreie Werk-
stoffpriifung, Vermessen 
von Bewegungen und 
Verformungen aufgrund 
mechanischer oder 
thermischer Belastung, 
Schwingungsanalyse 

Herstellung optischer 
Bauteile 

Ersatz von lichtbre-
chenden optischen 
Bauteilen, wie Linsen, 
Spiegel, Prismen, 
Strahlteiler, durch 
Hologramme. 
Holografische Her­
stellung von Beugungs-
gittern 
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Tabelle L-14. Polarisatiosformen des Lichts. 

Polarisationsart 

linear polari-
siertes Licht 

zirkular (ellip-
tisch) polari-
siertes Licht 

rechts (links) 
zirkular bzw. 
elliptisch 

Merkmale 

f-Vektor und Ausbreitungs-
richtung spannen eine 
raumfeste Ebene auf 
(die Schwingungsebene) 

Der £-Vektor lauft auf einer 
Schraubenlinie um die Aus-
breitungsachse. In einer Ebene 
senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung lauft der £-Vektor auf 
einem Kreis (Ellipse). 

Bei Blickrichtung gegen die 
Strahlrichtung erfolgt der Um-
lauf im Uhrzeigersinn (Gegen-
uhrzeigersinn). 

LJ,2,2 Erzeugung von polarisiertem Licht 

Reflexion und Brechung 

Nach der Reflexion an einer Glasoberflache 
schwingt der E-Vektor der Lichtwelle vorwie-
gend senkrecht zur Einfallsebene. Vollstandige 
Polarisation wird erreicht, wenn der reflek-
tierte Strahl senkrecht auf dem gebrochenen 
steht. Der zugehorige Einfallswinkel ap wird 
als Polarisationswinkel oder Brewster-Winkel 
bezeichnet: 

arc tan n; (L-14) 

n Brechzahl des Glases. 

Doppelbrechung 

Natiirliches Licht wird in einem doppelbre-
chenden Kristall in zwei senkrecht zueinan-
der polarisierte Teilstrahlen zerlegt, die sich 
mit unterschiedHchen Geschwindigkeiten aus-
breiten (ordentlicher n^ und auBerordentlicher 
«e Brechungsindex). Im allgemeinen haben 
ordentlicher und auBerordentlicher Strahl in 
einem Kalkspat nicht die gleiche Richtung 
{Doppelbrechung). Wird einer der beiden 
Strahlen beseitigt, bleibt der andere, und da-
mit linear polarisiertes Licht, iibrig. 

Dichroismus 

Dichroitische Substanzen absorbieren den 
ordentlichen und den auBerordentlichen 

Strahl, d.h. die zwei zueinander senkrecht 
stehenden Schwingungsrichtungen, verschie-
den stark, Bei genugender Dicke ist das durch-
gehende Licht praktisch vollstandig linear 
polarisiert. Moderne Polarisationsfolien wer-
den aus Kunststoffen gefertigt, die mit di-
chroitischen Farbstoffen eingefarbt sind und 
deren Makromolekiile durch mechanisches 
Recken parallel ausgerichtet sind. 

kl4-Platten 

Wird ein doppelbrechender Kristall so ge-
schliffen, daB ordentlicher und auBeror­
dentlicher Strahl parallel verlaufen, dann 
besteht nach Durchlaufen des Kristalls zwi-
schen den beiden senkrecht zueinander polari-
sierten Teilstrahlen der Gangunterschied 
A = d{n^ — nj. Falls die AmpHtuden der 
elektrischen Feldvektoren gleich sind und der 
Gangunterscheid ein ungeradzahHges Viel-
faches von /1/4 betragt, entsteht hinter dem 
Kristall zirkular polarisiertes Licht. Ein 
XjA-Pldttchen hat also die Dicke 

d = 
X 

4 {n^ — n^ 
(2i^ + l); /c = 0 ,1 ,2 . . . ; 

(L-15) 

/ Lichtwellenlange, 
n^,n^ ordentlicher bzw. 

Brechungsindex. 
auBerordentlicher 

Ist der Gangunterschied A = kjl, so entsteht 
wieder hnear polarisiertes Licht, dessen 
Schwingungsebene aber gegeniiber der Aus-
gangsrichtung um 90° gedreht ist. Bei beliebi-
gem Gangunterschied entsteht elliptisch pola­
risiertes Licht. 

LJ,2.3 Technische Anwendungen 
der Doppelbrechung 

Spannungsdoppelbrechung 

Optisch isotrope Glaser und Kunststoffe wer-
den unter mechanischer Spannung doppel-
brechend. Bei Betrachtung solcher Bauteile 
zwischen gekreuzten Polarisationen wird das 
an sich schwarze Gesichtsfeld durch das ent-
stehende elHptisch polarisierte Licht aufge-
hellt. Punkte gleicher Hauptspannung liegen 
auf schwarzen Linien, den Isoklinen. Bei Ver-
wendung von weiBem Licht entstehen farbige 
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Tabelle L-15. Elektrooptische Effekte. 

Erklarung 

Feldabhangigkeit 

Gangunterschied 
nach Durchlaufen 
der Lange / 

Geometric 

Materialien 

typische Feldstarke 
fur Gangunterschied 
A = 112 

Modulationsfrequenz 

Kerr-Effekt 
(J. KERR, 1875) 

optisch isotropes Material wird im 
transversalen elektrischen Feld 
doppelbrechend. 

l « 0 - « e l ~ ^ ' 

A = XIKE^; K Kerr-Konstante, 
z.B. 7(: = 2,48-10-^^mV-^fur 
Nitrobenzol bei A = 589 nm. 

elektrisches Feld senkrecht zur 
Ausbreitungsrichtung des Lichtes 

Nitrobenzol, Nitrotoluol, Schwefel-
kohlenstoff, Benzol; in Festkorpern 
um eine Zehnerpotenz, in Gasen um 
drei Zehnerpotenzen kleinerer Effekt 

£j^lO^V/m 

modulierbar bis etwa 200 MHz 

Pockels-Effekt 
(F.C. PocKELS, 1893) 

piezoelektrische Kristalle ohne 
Symmetriezentrum werden im 
elektrischen Feld doppelbrechend. 

l^o-nj^ E 

A = Inlr^^E f^uT longitudinale Zelle; 
r53 elektrooptische Konstante, 
z.B. r63 = 24-10-i2mV-S 
rto = 1,5 fur KD*P 

Feld meist in longitudinaler Richtung, 
auch transversal moglich 

ADP (Ammoniumdihydrogenphosphat), 
KDP (Kaliumdihydrogenphosphat), 
KD*P (deuteriertes KDP), Lithium-
niobat 

Halbwellenspannung bei longitudinaler 
Zelle mit KD*P, U ^ AkY 

modulierbar iiber 1 GHz 

Isochromaten, die alle Orte gleicher Haupt-
spannungsdifferenz o^ — ^2 oder Haupt-
schubspannung T^^^ verbinden. 

Elektrische Lich tschalter 

Elektrische Felder konnen in isotropen Sub-
stanzen Doppelbrechung hervorrufen. 1st eine 
solche Substanz zwischen gekreuzten Polari-
satoren angeordnet, dann laBt sich mit Hilfe 
einer angelegten Spannung der Lichtdurch-
gang steuern. Im spannungslosen Fall wird 
kein Licht durchgelassen. Wird eine Spannung 
angelegt, so daB der Gangunterschied zwi­
schen dem ordentUchen und dem aufier-
ordentlichen Strahl A = Xjl betragt, dann 
wird die Polarisationsebene um 90° gedreht 
und das Licht vom zweiten Polarisator durch­
gelassen (Tabelle L-15). 

L,3,2,4 Optische Aktivitdt 

In einer optisch aktiven Substanz dreht sich die 
Schwingungsebene von linear polarisiertem 
Licht. Verschiedene Kristalle und Fliissigkei-
ten zeigen diesen Effekt, wobei es rechts- und 
linksdrehende Stoffe gibt. Bei Losungen mit 

inaktiven Losungsmitteln (z. B. Wasser) ist der 
Drehwinkel zur Konzentration des gelosten 
Stoffes proportional. 

Flussigkristallanzeigen 

Die Drehung der Polarisationsebene von 
linear polarisiertem Licht wird auch bei 
der Flussigkristallanzeige eingesetzt. Bei der 
Drehzelle nach Schadt-Helf rich befmdet sich 
zwischen zwei verdrehten transparenten 
Elektroden ein nematischer Fliissigkristall 
(BildL-18). In der verdrillten nematischen 
Phase (TN-Zelle: Twisted Nematic) dreht sich 
der E-Vektor um 90°, so daB Licht von der 
Zelle durchgelassen wird. Im Fall einer ange­
legten Spannung richten sich die Molekiile in 
Langsrichtung aus. Dadurch wird die Schwin­
gungsebene des Lichts nicht mehr gedreht und 
die Zelle sperrt (Dunkelheit). Je nach Form 
der Elektroden lassen sich beliebige Symbole 
darstellen (z. B. Sieben-Segment-Anzeigen). 

Faraday-Effekt 

Eine Drehung der Polarisationsebene erfolgt 
auch, wenn eine Substanz in einem longitudi-
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Ubersicht L-22. Photonen. 

Bild L-18. Flussigkristallanzeige. 
a) spannungslos, 
b) mit angelegter Spannung. 

Photonenenergie E^ 

Photonenimpuls p^y^ = 

hf 

A 

hf 

1,24 urn • eV 

Planck-Konstante 
{Plancksches Wirkungsquantum), 
h = 6,626 • 10-3^ J • s = 4,136 • 10"^^ eV • s, 
Frequenz der Welle, 
Lichtgeschwindigkeit, 
Wellenlange. 

nalen Magnetfeld durchstrahl wird. Diese 
Magnetorotation wird als Faraday-Effekt be-
zeichnet. Der Drehwinkel a betragt 

a = VdH: (L-16) 

V Verdetsche Konstante 
(Materialkonstante), 

d Dicke der Substanz, 
H Magnetfeldstarke. 

Modulatoren, die den Faraday-Effekt aus-
nutzen, lassen eine Modulation des Lichts mit 
Frequenzen von iiber 200 MHz zu. 

L.4 Quantenoptik 

L.4.1 Lichtquanten 

Photonenenergie 

Eine Lichtquelle transportiert Energie in wohl-
definierten Energiepaketen. Von EINSTEIN 
wurde deshalb in seiner Lichtquantenhypo-
these Licht als ein Strom von Lichtquanten 
Oder Photonen interpretiert (Ubersicht L-22). 

Dualismus Welle - Teilchen 

Licht hat sowohl Wellen- als auch Teilchen-
eigenschaften. Die Ubersichten L-19 und L-20 
zeigen sowohl die statistische Schwarzung 
einer Fotoplatte durch auftreffende Photonen, 

als auch die klassische Beugungsfunktion, 
d.h. die Intensitatsverteilung des gebeugten 
Lichts an einer Wand. Der Vergleich zeigt: 

Die klassische Wellenfunktion ist propor­
tional zur Photonendichte. 

L.4.2 Laser 

Photonen konnen mit Atomen auf drei ver-
schiedene Arten in Wechselwirkung treten: 

Absorption: Ein Photon der Energie ^p^ 
= E2 — E^ wird vemichtet und dafur bei-
spielsweise ein Elektron vom Energiezustand 
E^ auf den hoheren Wert Ej gehoben. 

Spontane Emission: Das Atom kehrt vom an-
geregten Zustand in den Grundzustand zu-
riick unter Aussendung eines Photons der 
Energie Ep^ = Ej- E^. 

Stimulierte Emission: Nach EINSTEIN wird 
durch ein bereits vorhandenes Photon der 
Energie E^^ = E2 — E^ ein Ubergang vom an-
geregten in das tiefer Hegende Niveau indu-
ziert, wonach zwei Photonen mit jeweils der-
selben Energie vorhegen. Die auslosende 
Lichtwelle wird bei diesem ProzeB phasenrich-
tig verstarkt; es entsteht eine kohdrente Welle. 

Die Lichtverstarkung durch stimulierte Emis­
sion von Strahlung fuhrte zum Namen der 
Lichtquelle: LASER (Light Amplification by 
Stimulated Emission of Radiation). 
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aktives Material 

J 
Lampe 

BildL-19. Aufbau eines optisch gepumpten Lasers. 

Laserbedingung 

In einem System aus vielen Atomen sind die 
relativen Besetzungszahlen N^ und N2 der 
Energieniveaus E^ und E2 gegeben durch den 
Boltzmann-Faktor: 

k Boltzmann-Konstante, 
T absolute Temperatur. 

Es ist also stets N2< N^. Um eine kraftige 
stimulierte Emission zu erhalten, mu6 aber 
N2 > N^ sein {erste Laserbedingung). Eine 
solche Besetzungsinversion wird bei den Fest-
korperlasern durch optisches Pumpen mit 
Hilfe einer Lampe bewirkt (Bild L-19). Bei 
Gaslasern lauft der Pumpmechanismus iiber 

StoBe in einer Gasentladung. Bei Halbleiter-
lasern wird in einem p,n-C/bergang eine Be­
setzungsinversion erreicht. 

Damit im Lasermedium eine Oszillation ein-
setzt, bedarf es der Ruckkopplung (zweite 
Laserbedingung). Die erzeugten Photonen 
durchlaufen das gepumpte Gebiet mehrmals, 
wenn das aktive Material in einen optischen 
Resonator eingebaut wird (Spiegel Ŝ  und S2 
in Bild L-19). Die hin- und herlaufenden Wel-
len bilden stehende Wellen im Resonator. 
Einer der Spiegel ist nicht voUstandig verspie-
gelt, so daB hier die Lichtwelle ausgekoppelt 
wird. 

Q-switching 

Laserimpulse hoher Leistung erhalt man 
durch Q-switching. Wahrend des Pumpens 
wird die Resonatorgiite Q kiinstlich niedrig 
gehalten, damit der Laser nicht anschwingt 
und eine hohe Besetzungsinversion entsteht. 
Wird die Resonatorgiite erhoht, entladt sich 
die im Resonator gespeicherte Energie in 
einem kurzen leistungsstarken Lichtblitz. Rie-
senimpulslaser haben Pulse von etwa 1 ns 
Dauer bei einer Leistung von etwa 10 GW. 
Tabelle L-16 zeigt eine Zusammenstellung von 
Daten der wichtigsten Laser. Von der Viel-

Ubersicht L-23. Materiewellenldnge. 

Materiewellenlange (De-Broglie-Beziehung) 

beschleunigte Ladungstrager: 

klassische Rechnung 

relativistische Rechnung 

Grenzfall sehr groBer Spannung 

A = hlp 

X = -
JleUn 

1 + -

k = hcleU 

eU 
1 -

1 + -
eU 

e Elementarladung, 
c Lichtgeschwindigkeit, 
h Planck-Konstante, 
rriQ Masse der Ladungstrager, 
p Impuls des Teilchens, 
U Beschieunigungsspannung, 

Ac Compton-Wellenlange, Ac = = 2,426 • 10 ~ - m (fiir Elektron). 
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Tabelle L-16. Daten wichtiger LASER. 
cw: Dauerstrichbetrieb (continuous wave), p: Pulsbetrieb. 

Lasermedium 

gas-
formig 

fliissig 

fest 

Helium-Neon 

Krypton 

Argon 

Helium - Cadmium 

Kohlendioxid 

Stickstoff 

Excimer 

Farbstoffe 

Rubin 

Nd-YAG 

Halbleiter 

Wellenlange 

543,5 .. . 632,8 ... 3391 nm 1 

350,7... 647,1... 869 ,Onm 1 

457,9... 514,5... 1092 nm 1 

325,0... 441,6 nm 

10,6 î m 

337,1 nm 

Ar*F: 193 nm 
Kr*F: 248 nm 
Xe*F: 350 nm 

360... 1300 nm 

694,3 nm 

1,064 |im 

600 nm ... 40 |im 

max. Leistung 

cw: 50 mW 

cw: l o w 

cw: 100W 

cw: 50 mW 

cw: 100 kW 
p: ITW 

p: 5kW 

p: 20 MW 

cw: l o w 
p: IMW 

cw: IW 
p: IGW 

cw: lOOW 
p: IGW 

cw: lOOmW 
p: 10 kW 

Anwendungen 

MeBtechnik, Justierlaser 
Holographie 

Fotolithographie 
Spektroskopie 
Pumpen von Farbstoff-
lasern 

Holographie, Spektroskopie 
Pumpen von Farbstoff-
lasern 

Fotolithographie 
Spektroskopie 

Materialbearbeitung 
Lidar 

Spektroskopie, Pumpen 
von Farbstofflasern 

Fotochemie 
Spektroskopie 
Medizin 

Spektroskopie 

Materialbearbeitung 
Lidar 

Materialbearbeitung 
Spektroskopie 

optische Dateniibertragung, 
optische Datenspeicher, 
UmweltmeBtechnik 

Tabelle L-17. Anwendungen des Lasers. 

Optische MeBtechnik 

Interferometrie, 
Holographie, 
Spektroskopie, 
Entfernungsmessung 
iiber Laufzeit von 
Laserpulsen, 
Laser-Radar, 
Leitstrahl beim 
Tunnel-, StraBen-
und Bruckenbau 

Materialbearbeitung 

Bohren, SchweiBen, 
Schneiden, Aufdampfen; 
Auswuchten und Ab-
gleichen von rotierenden 
und schwingenden Teilen; 
Trimmen von Wider-
standen. 

Nachrichtentechnik 

optische Nachrichten-
iibertragung durch 
modulierte Lichtpulse. 
Signale von Halbleiter-
lasern werden in Glas-
fasern gefiihrt. - Optische 
Datenspeicherung und 
-wiedergabe, Beispiel: 
Tonwiedergabe von 
digitaler Schallplatte, 
Compact-Disc. 

Medizin und Biologic 

Anheften der Netzhaut 
bei Ablosung; Durch-
bohren verschlossener 
BlutgefaBe; Zerstorung 
von Krebszellen; 
Schneiden von Gewebe; 
Zahnbehandlung. 



L.4 Quantenoptik 293 

zahl der Anwendungen des Lasers zeigt 
Tabelle L-17 eine Auswahl. 

L.4.3 Materiewellen 

So wie einer Lichtquelle nach EINSTEIN ein 
Strom von Photonen zugeordnet werden 
kann, wurde von DE BROGUE einem Strom 
materieller Teilchen Welleneigenschaften zu­
geordnet (Ubersicht L-23). 

Die Welleneigenschaften materieller Teilchen 
treten bei Beugungsexperimenten zutage. 
Samtliche mit Photonen durchfiihrbaren Beu-
gungsexperimente wurden auch mit Teilchen, 
wie Elektronen, Protonen und Neutronen, 
nachgewiesen. 

Elektronenmikroskope benutzen zur Abbil-
dung eines Objektes einen Elektronenstrahl. 

Sie zeigen ein wesentlich besseres Auflosungs-
vermogen als Lichtmikroskope, da die Wellen-
lange der Elektronen, die das Auflosungsver-
mogen begrenzt, kleiner gemacht werden kann 
als die Lichtwellenlange (Ubersicht L-23). 

Wellenfunktion 

Alle Mikroteilchen besitzen Welleneigenschaf­
ten {Welle-Teilchen-Dualismus). Materiewellen 
werden durch eine Wellenfunktion W (x,y,z, t) 
beschrieben, deren Wellenlange durch die De-
Broglie-Beziehung (Ubersicht L-23) gegeben 
ist. 

Das Quadrat der Wellenfunktion 
\W{x,y,z)\^dV gibt die Wahrschein-
lichkeit an, im Volumenelement dTam 
Ort (x, y, z) ein Teilchen anzutreffen. 
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Tabelle M-1. Normen in der Elektrizitdtslehre 
und im Magnetismus. 

Norm 

DIN 1323 

DIN 1324 
DIN 1339 
DIN 1344 
DIN 1357 
DIN 5483 
DIN 5487 

DIN 5489 

DIN 40 040 

DIN 40100 
DIN 40108 

DIN 40110 
DIN 40148 
DIN 40150 

DIN 40719 

DIN 40900 

DIN 41485 

DIN 41 791 

Bezeichnung 

Elektrische Spannung, Potential, 
Zweipolquelle, elektromotorische 
Kraft 
Elektromagnetisches Feld 
Einheiten magnetischer Grofien 
Nachrichtentechnik 
Einheiten elektrischer GroBen 
Zeitabhangige GroBen 
Fourier-, Laplace-
und Z-Transformationen 
Richtungssinn und Vorzeichen 
in der Elektrotechnik 
Anwendungsklassen und 
Zuverlassigkeitsangaben 
fur Bauelemente der 
Nachrichtentechnik und Elektronik 
Bildzeichen der Elektrotechnik 
Elektrische Energietechnik; 
Stromsysteme 
WechselstromgroBen 
Ubertragungssysteme und Zweitore 
Begriffe zur Ordnung 
von Funktions- und Baueinheiten 
Schaltungsunterlagen; 
Regeln fiir Stromlaufplane 
der Elektrotechnik 
Graphische Symbole fur 
Schaltungsunterlagen 
Halbleiterbauelemente; 
Kurzzeichen zur Verwendung 
in Datenblattern; 
Aufbau der Kurzzeichen 
Halbleiterbauelemente fiir die 
Nachrichtentechnik; 
Angabe in Datenblattern 

Fiir alle Erscheinungen der Elektrizitat und 
des Magnetismus ist die Ladung Q mafi-
gebend. Ihre Einheit ist Coulomb (C) oder 
Ampere mal Sekunde: 1 C = 1 A • s. Die 
Eigenschaften gehen aus Tabelle M-2 hervor. 

Tabelle M-2. Ladung und ihre Eigenschaften. 

Eigenschaft 
der Ladung 

quantisiert 

gebunden 
an Materie 

Ladungs-
erhaltungs-
satz 

Ladungs-
transport 

Bemerkungen 

nur Vielfache der Elementarladung e 
(̂  = 1,6021773-10"^^ A-s) 

Ladung kommt nicht fiir sich allein 
vor, sondern ist immer an Materie 
gebunden 

In einem abgeschlossenen System 
bleibt die Nettoladung (Differenz 
der positiven und negativen 
Ladungen) konstant 

Elektronen oder lonen (elektrisch 
geladene Atome oder Molekiile) 
tragen die Ladung 
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Bauteil Schaltzeichen 

Widerstand 

Widerstand (allgemein) 

veranderbarer Widerstand 

spannungsabhangiger 
Widerstand (Varistor) 

HeiBieiter 

Kaltleiter 

Fotowiderstand 

Potentiometer 

- C Z J -
^ 

-cz3-

-C 

Induktivitat 

Induktivitat (allgemein) 

Induktivitat mit Magnetkern 
(Drossel) 

Induktivitat mit Magnetkern, 
einstellbar 

Einphasen-Transformator 

Kapazitat 

Kondensator (allgemein) 

veranderbare Kapazitat 

einstellbare Kapazitat 

gepolter Kondensator 
(z.B. Elektrolytkondensator) 

Diode 

Dioden (allgemein) 

Kapazitatsdiode 

Fotodiode 

Leuchtdiode (LED) 

J -

= ^ 

+ 1 

- ^ 

V 

Diode 

Z-Diode 

Zweirichtungsdiode (Diac) 

Thyristor (allgemein) 

Thyristor, Katode gesteuert 

Zweirichtungsthyristor (Triac) 

Transistor 

bipolar 

npn-Transistor 

pnp-Transistor 

Fototransistor 
(npn-Typ) 

< 

< 

< 

Sperrschicht-Feldeffekt-Transistor(JFET) 

Sperrschicht-Feldeffekt-
Transistor, n-Kanal 

Sperrschicht-Feldeffekt-
Transistor, p-Kanal ^ 4 = 

Senke 
I (Drain) 

Tor —I Quelle 
(Gate) (Source) 

Isolierschicht-Feldeffekt-Transistor (IGFET) 

Anreicherungstyp (Enhancement) 

J 
D 
B 
S 

n-Kanal 

ji 
D 
B 
S 

p-Kanal 

G: Gate (Tor); S: Source (Quelle); B: Bulk; 
D: Drain (Senke) 

Bild M-i. Symbole und Bildzeichen nach DIN 40100. 
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SubstratanschluB 

JB 
k—B 

G—'' s 
herausgefuhrt ^ B 

ohne intern verbunden 

gilt auch fur Verarmungstyp 

Verarmungstyp (Depletion) 

JEi 
n-Kanal 

JE 
p-Kanal 

G2 
G1 :£IC 

mit zweitem Tor (G2) 

BildM-1 (Fortsetzung) 

M.l Elektrisches Feld 

Ladungen spannen ein elektrisches Feld auf, 
das durch elektrische Feldlinien veranschau-
licht wird (Bild M-2). 

Die elektrischen Feldlinien beschreiben die 
Krafte, die auf eine positive Probeladung im 
Raum wirken. Je nach Verlauf der Feldlinien 
gibt es homogene (parallele Feldlinien, Bild 
M-2d) und inhomogene Felder. Ein besonders 
wichtiger Typ eines inhomogenen Feldes ist 
das radiale Feld einer Punktladung. Weitere 
Eigenschaften der Feldlinien sind, wie Bild 
M-2 zeigt: 

- Pfeilrichtung von positiver zu negativer Ladung. 
- Auf Lei tern stehen die Feldlinien immer senkrecht. 
- Bei Leitern verschieben sich die Ladungen auf der 

Oberflache, bis das Innere feldfrei ist (Faraday-
scherKafig, Bild M-2 f). 

- Feldlinien schneiden sich nicht. 

M.1.1 Elektrische Feldstarke 

Die elektrische Feldstarke wird bestimmt 
durch die Kraft F, die eine Ladung Q im elek-

Bild M-2. Elektrisches Feld verschiedener Ladungs-
geometrien. 

trischen Feld erfahrt. Weitere Zusammen-
hange gehen aus Ubersicht M-1 hervor. 

Ubersicht M-1 zeigt, daB die elektrische Feld­
starke aus der Ladungsverteilung errechnet 
werden kann. Fixr verschiedene Geometrien 
stehen die Ergebnisse in Tabelle M-3. 

Die elektrischen Feldlinien stehen senkrecht 
auf den Aquipotentiallinien bzw. -fldchen. 
Deshalb konnen aus den Aquipotentiallinien 
(Linien gleichen Potentials, bzw. gleicher 
Spannung) die elektrischen Feldlinien, d.h. 
die elektrischen Felder, bestimmt werden 
(Bild M-3). 
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Ubersicht M-L Elektrische Feldstdrke. 

elektrische Feldstarke 

In inhomogenen Feldern ist die elektrische 
Feldstarke raumlich nicht konstant. 

elektrische Feldstarke zwischen den Flatten 
eines Plattenkondensators 

E= Ujd 

elektrische Feldstarke und elektrische FluBdichte 
(Verschiebungsdichte D) 

D = EE 

elektrische Feldstarke und Ladungsverteilung 

§EdA=={\lEo)ZQ; 

elektrische Feldstarke und Potential 

E = — d(plds 

E = — grad (p 

Ubersicht M-1 (Fortsetzung) 

D 
d 
E 
^EdA 

TQ, 
ds 
grad 

U 
E 

elektrische FluBdichte (Verschiebungsdichte) 
Plattenabstand 
elektrische Feldstarke 
Oberflachenintegral iiber eine geschlossene 
Flache 
Summe aller Ladungen innerhalb der Flache 
Wegelement 
Gradient (V) 
(grad = (6/8x)i + (d/dy)] + idldz)k; 
1, j , k Einheitsvektoren in x-, y- und 
z-Richtung) 
Spannung 
Permittivitat 

BQ elektrische Feldkonstante 
£o = 8,854-10-^2 C^/CN-m^) 
ŝ  Permittivitatszahl 
elektrisches Potential 

Tabelle MS. Feldstdrken unterschiedlicher geometrischer Ladungsverteilungen. 

Korper 

Massivkugel 

Hohlkugel 

Stab 

Zylinder 

diinne Platte 

Geometric 

0 
R: Kugelradius 

0 
r~'7T^' (1) [ ^ ] ) 

X : Ladung je Lange 

s ^ 

,M:::II 
\ / 

I+ + + 4- + + + + +I 

a: Flachenladungs-
dichte 

Ort r 

innen 

auBen 

innen 

auBen 

auBen 

innen 

beide Seiten 

elektrische Feldstarke 

47I£o ^ ^ ^ 

47160 ^^ 

E = 0 

E = - ^ ^ 
4K£Q r^ 

IKEQ r 

E-^^—r 

2£o 
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Tabelle M-3 (Fortsetzung) 

Korper Geometric Ort elektrische Feldstarke 

zwei dunne 
Flatten + + + + + + + + i 

zwischen den 
Flatten £ = -

dicke Flatte p: Raum-
ladungs-
dichte I >-J 

Abstand x von der 
Mittellinie QX 

Leiter 
Oberflache 

Aquipotential-
linien^ 

Feld-
linien 

BildM-3. Aquipotentiallinien und elektrische Feld-
linien. 

M.1.2 Elektrische Kraft 

Ubersicht M-2. Vergleich der Kraft im elektri-
schen und im magnetischen Feld. 

Kraft im elektrischen Feld 

Coulomb-Kraft 

£ 

O F=Q'E 

immer wirksam 
Kraft in Richtung des elektrischen Feldes 

Kraft im magnetischen Feld 

Lorentz-Kraft 

Q V 

y 

nur bei bewegter Ladung wirksam 
Kraft senkrecht zur Geschwindigkeit v und zur 
magnetischen FluBdichte B 

E elektrische Feldstarke 
F Kraft 
B magnetische FluBdichte 
Q Ladung 
V Geschwindigkeit 
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Ubersicht M-3. Elektrische Krdfte zwischen Punktladungen und Flatten. 

elektrische Krafte zwischen Punktladungen 
(Coulombsches Gesetz) 

elektrische Krafte zwischen Flatten 

"L 
Oi 02 

f = 

e 

1 Q.Q2 

Q2 1. bzw. 2. Punktladung, 
Permittivitat (s = SQ e J 
elektrische Feldkonstante 
£̂  = 8,854- 10-12 C2/(N-m2) 
Permittivitatszahl, werkstoffabhangig, 

• 10^ m/F, 
471 80 

r Abstand der Punktladungen. 

Hinweise: 
- Gilt auch fiir Kugeln, wenn 

Abstand r $> Kugelradius R. 
- Bei mehreren Ladungen: 

Krafteaddition. 

A 

F = -
~2d^ 

A Plattenflache, 
U Spannung zwischen den Flatten, 
d Flattenabstand 
Oder 

F = 
sE^A 

E elektrische Feldstarke 
oder 

^ EDA QE 
F = = ^—; 

2 2 ' 

D elektrische FluBdichte, 
Q elektrische Ladung. 

M.l.3 Elektrisches Potential 

Ubersicht M-4. Definition 
Potentials. 

des elektrischen Ubersicht M-4 (Fortsetzung) 

Wird eine Ladung Q im 
elektrischen Feld E von 
einem Funkt 0 zu einem 
Funkt A verschoben, 
dann ist dazu die Arbeit 
WQ^ gegen die elektri­
sche Kraft F = ^ £ er-
forderlich: 

Woj, = iFds= -Q^Eds. 
0 0 

Elektrisches Potential ist der Quotient aus der 
Verschiebungsarbeit ĤQA ̂ ^^ ^^^ verschobenen 
Ladung Q: 

Wn. = -iEds. 

- Bezugspunkt fiir Potential prinzipiell willkiirlich, 
haufig aber unendlich ferner Funkt (positive 
Ladung erhalt positives Potential) oder die Leiter-
oberflache. 

- Bei Bewegung der Ladung Q von A nach B andert 
sich das Potential von (p^ auf cp^ 

B 

UAB = (PA~(PB= I Eds. 
A 

Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten ist 
eine Spannung. 

E elektrische Feldstarke 
F elektrische Kraft 
Q Ladung 
ds Wegelement 
C/̂ B Spannung zwischen den P u n k t e n A und B 
^OA Verschiebungsarbeit von 0 n a c h A 
^A ' 9B Potential am Funkt A bzw. B 
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M.1.4 Materie im elektrischen Feld 

Befindet sich Materie im elektrischen Feld, 
dann wirkt auf alle Ladungen in dieser Mate­
rie eine elektrische Kraft. Im Letter erfolgt 
eine Ladungsverschiebung (Influenz) der positi-
ven und negativen Ladungen, wahrend im 
Nichtletter die Ladungen nur geringfiigig ver-
schoben werden konnen (Polartsation). 

Fldchenladungsdtchte a und elektrische Flufi-
dtchte D 

In einem Leiter sind die Ladungen frei ver-
schiebbar. Deshalb ist das Lettungsinnere 
immer feldfret, und die nicht kompensierten 
Ladungen befmden sich auf der Oberfldche 
des Leiters. Die Flachenladungsdichte gibt an, 
wieviel Ladung Q je Flache A vorhanden ist 
(Einheit C/m^): 

G = QIA bzw. a = dQIdA : (M-1) 

Q Ladung auf der Oberflache eines Leiters, 
A Oberflache des Leiters. 

Die elektrische Flufidtchte (Verschtebungs-
dtchte) D ist ein Vektor mit dem Betrag der 
Flachenladungsdichte o und der Richtung der 
Flachennormalen (Richtung von der positiven 
zur negativen Ladung). Der Zusammenhang 
zwischen elektrischer Feldstarke E und elek-
trischer FluBdichte D lautet: 

D^EE (M-2) 

Tabelle M-4. Permitttvttdtszahl etntger Werk-
stoffe. 

Werkstoffe 

Paraffin 
Polypropylen 
Polystyrol 
Polycarbonat 
Polyester 
Kondensatorpapier 
Zellulose 
AI2O3 
Ta^Os 
Wasser 
Keramik (NDK) 
Keramik (HDK) 

Permittivitatszahl s^ 

2,2 
2,2 
2,5 
2,8 
3,3 
4 bis 6 
4,5 

12 
27 
81 
10 bis 200 
10^ bis 10* 

Je nachdem, ob die wahren Ladungen konstant 
sind (elektrische FluBdichte D invariant), oder 
ob die Spannung konstant ist (elektrische 
Feldstarke E invariant), andert sich die elek­
trische Feldstarke E oder die elektrische FluB­
dichte D (Tabelle M-5). 

Kristalle haben antsotrope Eigenschaften. 
Hier hat im allgemeinen der £-Vektor eine 
andere Richtung als der /)-Vektor. Besonders 
bemerkbar ist dieser Effekt bei hoheren 
Frequenzen. In solchen Substanzen tritt an-
stelle einer Zahl ein Tensor (M-5). 

^xyz = r̂ fio ^xyz (M-4) 

Permittivitat (e = EQS^) 
(fio elektrische Feldkonstante, ê  Permitti­
vitatszahl oder relative Permittivitat, werk-
stoffabhangige GroBe (Tabelle M-4)), 
elektrische Feldstarke. 

^ = 
I 'TCX ^ y ^ z \ 

1 ^ ^ y ^ z 1 
y ^zx ^zy ^zz / 

(M-5) 

Permittivitat e 

£ = 

£ = 

fio 

-DIE 

--Soe, 

= l/(/^o c')- = 8,854 10-

(M--3) 

i 2 c ' / ( N - m ^ ) 

Permittivitatszahl oder relative Permitti­
vitat, temperatur-, frequenz- und werk-
stoffabhangige GroBe, (Tabelle M-4). 

Kondensatoren und Kapazltdt 

Kondensatoren sind Bauelemente, die zur 
Speicherung von elektrischer Energie und 
elektrischer Ladung dienen. Sie bestehen aus 
zwei Korpern mit verschiedenen Ladungen Q, 
zwischen denen eine Spannung herrscht 
(LJbersicht M-5). Die Geometric und der Ab-
stand der Leiteroberflachen bestimmen die 
Ladungstrennarbeit und die Spannung. 
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Tabelle M-5. Materie im elektrischen Feld. 

Wahre Ladungen konstant -> 
elektrische FluBdichte D 
invariant 

Z) = go ^'o 

D — S^&QE = &E 

Permittivitatszahl 

8, = EQIE 

elektrische Polarisation P 

PJBO = £o-E 

r = SQ t,Q — SQ E 

= {e,-l)BoE = x,£oE 

Xe 

P = D-EoE 

D = £oE-\-P = SQ(E-\-PleQ) 

Spannung konstant -> 
elektrische Feldstarke E 
invariant 

Z)o = eo £" 

D = £^SQE 

Permittivitatszahl 

fir = ^ / ^ O 

elektrische Polarisation P 

P = D-D, 

P = {8,-l)8oE = X.BoE 

Xe 

P = D-Bf,E 

D = eoE-^P = eo{E + Plso) 

D, DQ elektrische FluBdichte in Materie bzw. im Vakuum, 
E, EQ elektrische Feldstarke in Materie bzw. im Vakuum, 
P elektrische Polarisation, 
fio elektrische Feldkonstante {SQ = 8,854 • 10^^ C^/(N • m^)), 
£̂  Permittivitatszahl, 
Xe elektrische Suszeptibilitat (x^ = s^ — 1) 

Ubersicht M-5. Kapazitdt. Ubersicht M-5 (Fortsetzung) 

Schaltzeichen 

+Q 

Die Einheit der Kapazitat C ist F (= A • s/V). 
In der Praxis gebrauchlich: 
m F - l O - ^ F , jaF = 10-^F 
nF = 10-^F, p F = 10- '2p 

D elektrische FluBdichte 
dA Flachenelement 
E elektrische Feldstarke 
Q Ladung 
d^ Wegelement 
U Spannung 

C = 
jDdA 
jEds^ 

C=QjU 
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Die Kapazitat C gibt an, wieviel Ladung 
Q je Spannungseinheit I V gespeichert 
werden kann. 

Tabelle M-6. Kapazitdten verschiedener Leitergeometrien. 

Korper Geometrie Kapazitat 

Flatten 
A 

EA 

Kugel 
Gegeneiektrode 
im Unendlichen 

C = Aner 

zwei Hohlkugeln C = 47ie-

zwei gleiche Kugeln 

' ^ ' -a ^ ' 

C = 27ier 1 +-
a{a^ — ar — r^)J 

Zylinder \ /»• r*" 

^VV^ 

< j£ 
V 

QI 

/ ^1 

rnT) 
/ ,, 

— i — J 

1̂  - J - ) 

C = : 
2nel 

In (r^/rj 

Doppelleitung 
KEI 

ln(^/r) 
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Tabelle M-7. Parallel- und Reihenschaltung von Kondensatoren. 

Schaltungsart Parallelschaltung Reihenschaltung 

konstante GroBe Spannung U = konstant Ladung Q = konstant 

Anordnung 

Addition Gesamtladung Gesamtspannung 

Ersatzkapazitat C^,sU=C,U + C,U+...C,U 



Vbersicht M-6. Kondensatoren als elektronische Bauelemente. 

Kondensatoren 

I 
Metallfolie und 

Dielektrikumsfolie 

Kunststoff 

metallisierte Dielektrikumsfolie 

MP 

metallisiertes 
Papier 

MK 

metallisierte 
Kunststofffolie 

Elektrolyt 

Aluminium 
(Al-Elko) 

Fest-Alu 

Nenn-
spannung 

Kapazitats-
bereich 

Verlustfaktor 
tan(5 10-3 

gespeicherte 
Energie 
pro Volumen 

Gute 

Frequenz-
bereich 

Normen 

Anwendungs-
bereiche 

50 V bis 630 V 

2pFbis 500 nF 

10 kHz: 0,1 bisl 

mittel 

1000 

Gleichspannung und Nie 

lEC 384-7/11/12/13 
CECC 30100 
CECC 30900 
CECC 31700 
CECC 31800 
DIN 45910-22/25/26/27 

Schwingkreise, 
Koppel-Filter-
Kondensator, 
Kfz-Elektronik, 
Schaltnetzteile, 
Impulsschaltungen 

200 V bis 5 kV 

100 pF bis 10 mF 

1 kHz: 4 bis 15 

mittel 

1000 

50 V bis 2 kV 

100 pF bis lOjiF 

10 kHz: 0,25 bis 10 

mittel 

1000 

derfrequenz bis MHz-Bereich 

lEC 384-2/6/16 
CECC 30400 
CECC 30500 
CECC 31200 
CECC 32200 
DIN 45910-11/13/23/28 

Motorkondensator, 
Filterkondensator, 
StoBkondensator, 
Funkentstorkondensator 

6V bis 600 V 

1 îF bis 1 F 

50 Hz: 80 

hoch 

gering 

NF und 
Gleichspannung 

lEC 384-11 
CECC 30300 

Energiespeicher, 
Sieben bei 
niedrigen und 
hohen Frequenzen 
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Kondensatoren 
I 

I 
Sinter 

Tantal 
(Ta-Elko) 

Keramik 

Keramik-
Dielektrium 

Anschlusse 
(Palladium-
Silber) 

Metall-
belage 

AnschluBdrahte 

KlasselrNDK 

niedrige 
Dielektrizitats-
konstante 

Klasse2:HDK 

hohe 
Dielektrizitats-
konstante 

Klasse 3 

hochste 
Dielektrizitats-
konstante 

6V bis 125 V 

100 nF bis ImF 

120 Hz: 40 bis 350 

hoch 

gering 

NF und 
Gleichstrom 

CECC 30200 
CECC 30800 

MeB- und 
Regeltechnik, 
Datentechnik, 
Kommunikations-
technik, 
Schaltnetzteiie 

4V bis 500 V 

1 pF bis 1 \i¥ 

IkHz: ^60 

gering 
(Klasse 3: mittel) 

Klasse 1: hoch bis 
sehr hoch 

Klasse 2,3: gering 

NF und HF 

CECC 30600 
CECC 30700 
CECC 31100 
CECC 31400 
CECC 31500 
CECC 32100 

Datentechnik, 
Kfz-Elektronik, 
Kommunikations-
technik, automatisch 
bestuckbar auf 
Leiterplatten 

einstellbar 

Dreh-
Kondensator 

Luft-/Keramik 
Trimmer 

integrierter 
Kondensator 

Spannungs-Kapazitats-Bereiche 

IpF 1 nF 1 |iF 1 mF 
Kapazitat 
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Energie und Energiedichte 

Ubersicht M-7. Energie und Energiedichte im 
elektrischen Feld. 

Elektrische Energie eines Kondensators 

IC 1 2 

Energie des elektrischen Feldes 

W=lsAdE^=l£E^V = lDEV 
1 1 1 

Energiedichte 

w -

A 
C 
d 
D 
E 
Q 
u 
V 

w 
w 
e 

V 1^ 1 ^ 

Plattenflache 
Kapazitat 
Plattenabstand 
elektrische FluBdichte (Verschiebungsdichte) 
elektrische Feldstarke 
Ladung 
Spannung 
Volumen 
Arbeit 
Energiedichte 
Permittivitat (e = SQS^) 
SQ elektrische Feldkonstante 
eo = 8,854-10-'2C2/(N-m2) 
£̂  Permittivitatszahl 

M.2 Gleichstromkreis 

M.2.1 Stromstarke 

Die Stromstarke / (oder der elektrische Strom) 
ist eine Basisgrofie und wird in Ampere (A) 
gemessen: 

1 A ist die Starke eines zeitlich unveran-
derten Stroms, der durch zwei geradlinige 
parallele Leiter (durch Vakuum getrennt) 
im Abstand von 1 m fliefit und der zwi-
schen diesen Leitern je 1 m Leiterlange die 
Kraft F = 2 • 10-'^ N hervorruft. 

Ubersicht M-8. Stromstarke und Stromdichte. 

elektrische Stromstarke / 

Gleichstrom 

/ = y ; Q = it 

elektrische Stromdichte j 

r • ^ 

A Querschnittsflache 
E elektrische Feldstarke 
/ elektrische Stromstarke 
j elektrische Stromdichte 
Q Ladung 
dQ Ladungselement 
t Zeit 
d/ Zeitintervall 
X elektrische Leitfahigkeit 

M.2.2 Elektrische Spannung 

Elektrische Spannung entsteht, wenn elek­
trische Ladungen durch Zufiihrung von 
elektrischer Arbeit W getrennt werden. Die 
elektrische Spannung U ist der Quotient aus 
der Arbeit W, die zur Verschiebung einer 
Ladung Q notwendig ist, und dieser Ladung 
Q. Die Einheit ist Volt (V). 

U=WIQ. (M-6) 

Der Strom fliefit beim Verbraucher vom Plus-
zum Minuspol, in Spannungsquellen vom 
Minus- zum Pluspol. 

Zwischen der elektrischen Spannung und dem 
Potential besteht folgender Zusammenhang: 

Die Potentialdifferenz A(p zwischen zwei 
Punkten Pj und P2 entspricht der Spannung 
zwischen diesen beiden Punkten (Bild M-4). 

In der Technik sind Spannungspfeile ublich, 
die von Plus nach Minus weisen, d.h. von 
hohem Potential zu niedrigem Potential. Die 
Spannung zeigt von Plus nach Minus, wenn 
(Pi> (P2 ist. Bild M-5 zeigt die Vorzeichen-
regelung fur Strom und Spannung. 
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Aquipotential- Q 
linien 
BildM-4. Zusammenhang zwischen elektrischem 
Potential und Spannung. 

Strom / 

/ = +5A 
—^o— 

/ = -5A 
—o-«— 

Spannung U 

l/ = + 15V l/ = -15V 

^ 2 = + 1 5 V api=-15V 

BildM-5. Vorzeichenregelung fur Strom und Spa-
nmgnach DIN 5489. 

M.2.3 Widerstand und Leitwert 

Widerstand R 

Der elektrische Widerstand ist ein MaB fur die 
Hemmung des Ladungstransports und ist fol-
gendermaBen definiert: 

Der elektrische Widerstand R betragt 
1 Ohm, wenn zwischen zwei Punkten eines 
Leiters bei einer Spannung von 1 V ein 
Strom von genau 1 A flieBt. 

Die Einheit ist 1V/A = 1 Q (Ohm). 

Durch den von KLITZING entdeckten Quanten-
Hall-Effekt laBt sich das Ohm unabhdngig von 

der Geometrie und den Werkstoffeigenschaften 
festlegen. 

Ein Widerstandsnormal betragt 25 812,8 Q. 
Dieser Wert errechnet sich folgendermaBen 
aus Naturkonstanten: A/e^ = 25 812,8 Q {h 
Plancksches Wirkungsquantum: h — 6,626176 
• 10"^"^ J • s; e Elementarladung: e = 1,602 
•10-^^C) . 

Leitwert G 

Der elektrische Leitwert ist der Kehrwert des 
elektrischen Widerstandes: 

G = l/R. (M-7) 

Seine Einheit ist S (Siemens), Q~^ oder mho 
(„Ohm ruckwarts", im englischsprachigen 
Raum verwendet). 

Widerstand eines metallischen Leiters 

Ubersicht M-9. Widerstand, spezifischer Wider-
stand und elektrische Leitfahigkeit eines 
metallischen Leiters. 

Widerstand R 
R = QIIA; Einheit n 

spezifischer elektrischer Widerstand Q 
(Resistivitat) 
Q = iRA)ll; Einheit (Q • mm^)/m = 10"^ O • m 

elektrische Leitfahigkeit x 
x = l/Q = lliRA) 

Temperaturabhangigkeit 
- Temperaturkoeffizient a 

oi = ARI(RAT) = AQl{QAT) 
- Temperaturabhangigkeit des Widerstandes 

bei Metallen 
RiS)^R2o[i + oi(S-20°C)] 

fur hohe Temperaturen 

^ = ^2o(l -^oiAT+pAT^) 

A Querschnittsflache des Leiters 
/ Lange des Leiters 
R Widerstand 
AR Widerstandsanderung 
i?2o Widerstand bei 20 °C 
AT Temperaturdifferenz 
a Temperaturkoeffizient 
P zweiter Temperaturkoeffizient 
S Temperatur in °C 
X elektrische Leitfahigkeit 
Q spezifischer elektrischer Widerstand 
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Ubersicht M-10. Widerstdnde ah elektronische Bauelemente. 

Widerstande 

X 

Festwiderstande 

linear 

lineares Stromspannungs-
verhalten R = Ujl 
(nur temperaturabhangig) 

Schicht 

Draht Kohle Metall/ 
Metalloxid 

Edel-
metall 

n_ 
Gemisch 
Kohlenstoff 
in Lack 

Werkstoffe 

Temperatur-
koeffizient 

zulassige 
Temperatur 

jin°C 

Normen 

Anwendungs-
bereiche 

Nickelin 
(Cr-Ni) 
Manganin 
Konstantan 

±30 bis 140 

unkritisch 

DIN 44185 

Nachrichten-, 
MeB- und 
Starkstrom-
technik 

C 

-200 bis -800 

-55 bis +125 

DIN 44 051 
DIN 44 052 
DIN 44 053 
DIN 44 055 

Vermittlungs-, 
Daten- und 
Weiterverkehrs-
technik 

Cr-Ni 
Sn02 

Obis ±50 
±300 

-65 bis +125 

DIN 44 061 
DIN 44 063 

extreme Klima-
beanspruchungen 

Au-Pt 

+ 250 bis +350 

-65 bis +165 

Temperatur-
kompensation 
Sicherheits-
Widerstande 

C in Lack 

-1000 bis -30od 

-55 bis +90 

DIN 44 054 

Vorwiderstande 
fur hohe 
Spannungen 
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Ubersicht M-iO (Fortsetzung) 

Widerstande 

Festwiderstande 
ZL 

einstellbare Widerstande 

IL 
nicht linear 

NTC 

Negative 
Temperature 
Coefficient 

HeiBleiter 

PTC 

Positive 
Temperature 
Coefficient 

Kaltleiter 

Widerstand ist abhangig 
von einer physikalischen GroBe 
(z. B. Temperatur, Spannung, Licht) 

I 

positiv 
logarith-
misch 

ZL 
negativ 
logarith-
misch 

VDR 

Voltage 
Dependent 
Resistor 

IL 
LDR 

Light 
Dependent 
Resistor 

Werkstoffe 

Gleichungen 

zulassige 
Temperatur 
in°C 

Normen 

1 Anwendungs-
bereiche 

r " 
Mischoxid-
keramik 

B: Material-
konstante 

2920 bis 
3950 K 
/?N: Wider-
stand bei Tfi 

-55 bis 350 

DIN 44 070 
DIN 44071 
DIN 44 072 
DIN 44073 

Temperatur-
fuhler, 
Stromungs-
geschwindigkeit, 
Spannungs-
stabilisierung 

_. ^ 
Titanat-
keramik 
BaTiOj 
SrTiOa 

K: Konstante 
7\: untere 

Temperatur 
Tj: obere 

Temperatur 

-55 bis 220 

DIN 44 080 
DIN 44081 
DIN 44 082 

Temperatur-
fiihler, 
Thermostat, 
Strom-
stabilisierung 

1 
SiC 
ZnO 

K: Konstante 
a: Nicht-

linearitat 

-40 bis 85 

DIN 45923 

Spannungs-
stabili-
sierung, 
StoB-
spannungs-
begrenzung 

_ r 
CdS 
CdSe 

E: Beleuchtungs-
starke 

y:Steilheit ' 
_log/?i-log/?2 

^~ log£2-log£2 ' 
Ri^2- Widerstand 

bei EJE2 ' 

-20 bis 60 

DINIEC47 

Lichtstarke-
messung, 
Lichtschranken, 
Flammenwachter, 
Dammerungs-
schalter 

Werkstoffe 

Anwendungs-
bereiche 

Draht 

Kohleschicht 
DIN 41 450 

Cermet 
(Metalloxid- und 
Glaspulver in 
Keramiktrager 
eingebrannt) 

Spannungs-
teiler 
(Potentio­
meter, 
Trimmer) 

Laut-
starke-
regler 
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Tabelle M-8. Spezifischer elektrischer Widerstand, 
elektrische Leitfahigkeit und Temperaturkoeffi-
zient ausgewdhlter Leiterwerkstoffe (bei 0 °C). 

Werkstoff [ 

Aluminium 
AlMgSi 
Al-Bronze 

(CU90AI10) 
Blei 
Bronze 
CrA1205 
(Heizleiter-
legierung) 

CrA1305 
(Heizleiter-
legierung) | 

Dynamoblech 
Eisen 
Gold 
Graphit 
GrauguB 
Indium 
Iridium 
Konstantan 
Kupfer 
Magnesium 
Manganin 
Messing 
Monel 
Neusilber 
NieoCfisFe 
Nickel 
Nickelin 
Palladium 
Platin 
Platin-
Iridium 

Platin-
Rhodium 

Quecksilber 
Silber 
Stahl 
(0,1 % C; 
0,5% Mn) 

Stahl 
(0,25 %C; 
0,3% Si) 

Tantal 
Wismut 
Wolfram 
Zink 
Zinn 

Spezifischer 
elektrischer 
Widerstand^ 

10-2 ^mmM 

m 
2,65 
3 

13 

19 
18 

137 

144 

13 
8,9 
2,04 

800 
80 
8,4 
5,3 

50 
1,56 
4,6 

43 
7 

42 
30 

110 
6,84 

43 
10 
10 
32 

20 

95 
1,51 

13 

18 

16 
120 

4,9 
5,5 

10,4 

Spezifische 
elektrische 
Leitfahig­
keit X 
S-m 

mm^ 
llj 1 
32 
8 

5,3 
5,6 
0,7 

0,7 

8 
11,2 
49 
0,13 
1,2 

11,9 
18,9 
2 

64,1 
22 

2,3 
14,3 
2,8 
3,3 
1 

14,6 
2,32 

10 
10,2 
3,1 

5 

1 
66,2 
7 

5,5 

6,2 
0,8 

20,4 
18,2 
9,6 

Temperatur-
koeffizient a 

10-4K-1 

42,9 
36 
32 

42 
5 
0,5 

0,1 

45 
65 
40 

- 2 
19 
49 
39 
0,1 

43 
38 
0,1 

13 
2 

32 
1,3 

68 

38 
39,2 

1 
41 
45 

45 

35 
45 
48 
42 
46 

M.2.4 Elektrische Arbeit, elektrische Leistung 
und Wirkungsgrad 

Um eine Ladung Q von einem Punkt P^ zu 
einem Punkt P2 zu bewegen, zwischen denen 
eine Spannung U liegt, ist eine elektrische 
Arbeit W erforderlich. Die Leistung P ist die 
je Zeiteinheit dr erbrachte Arbeit dW. Der 
elektrische Wirkungsgrad r\ errechnet sich als 
Quotient aus abgegebener P^^ und zugefiihrten 
Leistung i^„ (Ubersicht M-11). 

Ubersicht M-11. Elektrische Arbeit, elektri­
sche Leistung und Wirkungsgrad. 

elektrische Arbeit W 

W=QU 

- fiir zeitabhangige Strome und Spannungen 

W=\u{t)i{t)dt = \P{t)dt 

- fiir Gleichstrom 

W=Pt= UIt = P Rt= U^t/R 

Einheit: W • s, J oder kWh, 1 kWh = 3,6 • 10^ W • s 

elektrische Leistung P 

P{t) = dW/dt 

- fiir zeitlich konstanten Strom 

P=lV/t= UI= U^/R = PR 

Einheit: 1 W = IJ/s 

Wirkungsgrad rj elektrischer Maschinen 

1 = pjp.. = KJK. 

Wirkungsgrad rj eines elektrischen Verbrauchers 

^ = PJiPn + P.) 

I elektrische Stromstarke 
R elektrischer Widerstand 
/ Zeit 
P elektrische Leistung 
U Spannung 
W elektrische Arbeit 
P̂ b abgegebene Leistung 
/̂ u zugefiihrte Leistung 
W^^ abgegebene Arbeit 
W^^ zugefiihrte Arbeit 
P^ Nutzleistung 
P^ Leistungsverlust 
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M.2.5 Ohmsches Gesetz 

In einem metallischen Leiter nimmt bei kon-
stanter Temperatur der Strom / proportional 
zur angelegten Spannung U zu. Die charak-
teristische Kennlinie des ohmschen Wider-
standes ist eine Gerade, deren Steigung der 
elektrische Leitwert G ist (Ubersicht M-12). 

Vieie elektronische Bauelemente zeigen einen 
nichtlinearen Verlauf der Kennlinie (Bild M-6). 

Differentieller Widerstand 

Sind die Kennlinien nicht linear, dann hat der 
Widerstand in jedem Punkt der Kennlinie 

Ubersicht M-12. Ohmsches Gesetz. 

I=GU=UIR 

I=PIU; I = JJiR 
U=RI\ U = IIG\ U = P/I; 
R = Ujl; R = U^jP; R = PjP 

G elektrischer Leitwert 
/ elektrischer Strom 
R Widerstand 
P Leistung 
U Spannung 

linearer 
ohmscher 

Widerstand 

/ 

U 

Halbleiter -
Diode 

/ 

1 
U 

Gluhlampe 

/ 

U 

Transistor 

/c r ^ 
A — ^ 

t^CE 

Gasent-
ladungsrohre 

/ 

u 
Thyristor 

/ 

\L 
U 

\AU 

A/ 
AU 

' A/ 

/ 

BildM-7. Differentieller Widerstand. 

einen anderen Wert. Es wird dann der differen-
tielle Widerstand r angegeben (Bild M-7). 

Richtungssinn 

Das Ohmsche Gesetz gilt nur, wenn die 
Spannung U und der Strom / dieselbe 
Richtung aufweisen (sonst mussen Minus-
zeichen verwendet werden). Die Regeln fur 
die Vorzeichen und Richtungen des elektri-
schen Stroms / u n d der elektrischen Spannung 
U sind Ubereinkiinfte und in DIN 5489 ge-
normt (Bild M-5). ^Qim. positiven Strom ist der 
Minuspol an der Pfeilspitze. Bei einer Indizie-
rung wird dringend empfohlen, daB der Pfeil 
vom Index 1 auf den Index 2 zeigt. Doppel-
pfeile mussen unter alien Umstanden vermie-
den werden, da in solchen Fallen das Vorzei­
chen der Spannung unbestimmt ist. 

M.2.6 Elektrische Netze 
Regeln 

Kirchhoffsche 

Ein Netzwerk ist aus Knoten und Maschen 
aufgebaut. Ein Knoten ist ein Punkt, an dem 
sich die Strome I VQvzwQigen, und eine Masche 
beschreibt einen geschlossenen Umlauf inner-
halb des Netzwerkes (Bild M-8). 

Knotenregel (1. Kirchhoffsches Gesetz) 

In einem Stromknoten kann keine Ladung 
entstehen oder verschwinden (Ladungserhal-
tungssatz). Deshalb gilt, wie Bild M-9 zeigt: 

Die Summe aller Strome eines Strom-
knotens ist null: E^i = 0. 

Bild M-6. Kennlinien verschiedener elektronischer 
Bauelemente. 

Die zustromenden Strome sind positiv, die ab-
fliejienden negativ zu nehmen. 
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^ " ^ 

X 
Knoten 

/.. 

Masche 

^tje "̂  D«3 

Bild M-8. Elektrisches Netz: Knoten und Maschen. 

Bild M-9. Stroma im Stromknoten. 

- [ZZ> 

I2 «2 

— d Z h 
/ . «3 

I: l-^: I2 : Iz = G : G^: G2 '. G^ 1-JL-JL-JL 
H H-\ #12 MQ 

/1 ' ' l 
•^—CZZH 

t /2 ^2 

Gi 
G1 + G2 

A = / - ^ 
^1 + ^2 

Bild M-JL Beispiel einer Masche. 

U^^R^l 1/2 = ̂ 2 / I /3-R3/ 

> 
il 

«1 

<n> 
a 

U^\U2'.U:^=R^\R2\ R3 

u, Uo 

kl 

u, 

'^U 

= U ^2 ^fj ^1 
G1 + G2 /?i + «2 

BildM-12. Spannungsverhdltnisse bei Reihenschal-
tung. 

Maschenregel (2. Kirchhoffsches Gesetz) 

Bei einem kompletten Umlauf einer Ladung in 
einer Masche ist die zugefiihrte und die abge-
fixhrte elektrische Arbeit gleich groB. Deshalb 
gilt: 

Die Summe aller Spannungen eines Strom-
kreises (Masche) ist null: m = 0-

Bild M-10. Stromverhdltnisse bei Parallelschaltung. 

Stromverhdltnis 

In einer Parallelschaltung nach Bild M-10 
verhalten sich die Teilstrome wie die Teil-
leitwerte G und umgekehrt wie die Teilwider-
stdnde R: 

Der gewahlte Umlaufsinn ist beliebig. Die in 
Zahlrichtung zeigenden Spannungen werden 
positiv, die gegen die Zahlrichtung laufenden 
werden negativ eingesetzt (Bild M-11). 

Spannungsverhdltnis 

In einer Reihenschaltung nach Bild M-12 ver­
halten sich die Teilspannungen wie die Teil-
widerstdnde R. 
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Reihen- und Parallelschaltung 
von Widerstdnden 

Uhersicht M-13. Reihen- und Parallelschal­
tung von Widerstdnden. 

a) Reihenschaltung 

U^ U, a , U^ 

Uhersicht M-13 (Fortsetzung) 

I 

^1 

D -C 

iu I = konst 

Gesamtwiderstand = Summe Teilwiderstiinde 

U^^IUy^ = RjR^ (,„, A- = 1, 2, 3 . . . //) 

Teilspannungen verhalten sich wie die 
Teilwiderstiinde 

b) Parallelschaltung 

/ 

5^55----];" 
R: \ \R2 \ P 3 - * * 

1 

Gges 

1 

= Gx 

1 

+ G, 

Gesamtleitwert 

1 

+ G3 + . 

1 

• ^ n = Z G. 
i= 1 

= Summe Teilleitwerte 

Teilstrome 
umgekehrt 

R. (m. A- = 

verhalten sich 
wie 

1, 2, 3 . . . /0 

wie Teilleitwerte oder 
Teilwiderstiinde. 

Parallelschaltung von zwei Widerstanden 

Schaltung 

fli 
1—' '—1 

- 4 f l 2 J 

Formeln 

""'' R, + R2 

Widerstiinde gleich groB 

Parallelschaltung von drei Widerstanden 

Schaltung 

« i 

i 1 1 1 
J 1 1 ' 
1 fip 

Formeln 

^ 1 ^ 2 ^3 

'̂ '̂ ^ /?,/?2 + /?, /?3 + /?2^3 

Widerstiinde gleich groB 

Dreieck-Stern- Umwandlung 

In Widerstandsnetzen ist es haufig sinnvoll, 
eine Dreieckschaltung in eine Sternschaltung 
umzurechnen (oder umgekehrt). Die Wider-
stande zwischen den AnschluBklemmen 1, 2 
und 3 bleiben dabei erhalten (Uhersicht 
M-14). 

Grundstromkreis mit Spannungsquelle 

Uhersicht M-15 zeigt den Grundstromkreis, 
dargestellt mit einer realen Spannungsquelle 
(Teilbild a) oder mit einer realen Stromquelle 
(Teilbild b). 

Ein Stromkreis bestcht im einfachsten Fall 
aus einer Spannungsquelle, die den Strom / 
liefert, der durch den iiuBeren Widerstand 
R^ flieBt. Wie das Teilbild a) in der Uhersicht 
M-15 zeigt, hat die Spannungsquelle selbst 
einen inneren Widerstand R^ (z. B. der Elektro-
lyt cines galvanischen Elements). Der Span-
nungsabfall am Innenwiderstand ist nach dem 
Ohmschen Gesetz U^^ R^I von der Strom-
starke / abhangig. 

Grundstromkreis mit Stromquelle 

Der Stromkreis kann auch aus einer Strom­
quelle bestehen, zu der parallel ein innerer 
Leitwert G^ licgt (Uhersicht M-15, Teilbild b). 
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Ubersicht M-14. Stern-Dreieck-Umwandlung. 

a) Stemschaltung 
1 

^ D 1 2 + ^ D 2 3 + ^ D 3 1 

^D12 ^ D 2 3 

^ D 1 2 + ^D23 + ^ D 3 1 

^ D 2 3 ^ D 3 1 

-f^D12 + -f^D23 + J^D31 

b) Dreieckschaltung 

Ubersicht M-14 (Fortsetzung) 

c) gleiche Widerstande 

^ S l ^ S 2 

^ S 3 

^ S 2 ^ S 3 

^ S l 

^ S 3 ^ S l 

i?D = 3 /?s 

Ubersicht M-15. Grundstromkreis mit realer Spannungs- bzw- Stromquelle. 

reale Spannungsquelle reale Stromquelle 

^ 1 

^ 1 2 * i 

^ 

// 

Strom im AuBenkreis 

U. 

/K / 

/ = 
^i + ^a 

Klemmenspannung 
K 

Ri + K 

Leerlaufspannung (ofTene Klemmen) 

KurzschluBstrom (t/j2 = 0) 

""' R-r'R. 

^ 2 

Ul 

L_L_a, Xl ^ 
/, / 

U,, = -
1 1 G^ + G; 

K-'R: 

UL^r,R: = IJG, 

4 = /, 
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Ubersicht M-i5 (Fortsetzung) 

reale Spannungsquelle 

Leistungen 

P, = P^ + P. 

* («, + Kf " R, (1 + V)' 

reale Stromquelle 

p. = p> + p. 

P ^-^^ PR ' 
'' iG, + Gf ' ' (1+v)^ 

Leistungsanpassung (maximale Leistungsentnahme) bei 

R, 

P., ' 4 R, I'R, 

/ i , /q Strom durch Innenwiderstand, Quellenstrom 
R^,Ri AuBen-, Innenwiderstand 
G^, Gj Leitwert auBen, innen 
P^,P^, P^ elektrische Leistung, auBere, innere Leistung 
Ui2 Ĉq Klemmenspannung zwischen 1 und 2, Quellenspannung 
V Widerstandsverhaltnis, v = R^/Ri 

Lineare Uberlagerung 
(Helmholtzsches Superpositionsprinzip) 

Es gilt der Uberlagerungssatz: 

Jede Stromstarke 4, in einem Stromzweig 
m errechnet sich aus der Summe aller 
durch diesen Zweig fliefienden Teiistrome 
4,1 bis 4in' ^i^ durch die einzelnen 
Quellenspannungen verursacht werden. 

Bild M-13 zeigt die Berechnungen. 

Der Strom I2 soil berechnet werden. Er 
wird durch die beiden Quellenspannungen 
t/01 und UQ2 erzeugt. Deshalb gilt 4 = 
k^ UQ^ 4- k^ UQ2 • Zur Berechnung von 
1} = ki UQI wird die Spannungsquelle UQ^ 
kurzgeschlossen (C/QI = 0), und zur Berech­
nung von I}* = k^ UQ2 wird die Spannungs­
quelle t/01 kurzgeschlossen. Die Summe bei-
der Beitrage ergibt die gesuchte Stromstarke. 

Allgemein gilt fur die Stromstarke 4, im Zweig 
m: 

4i — 4il + 4i2 + 4i3 + • • • H- 4in • 

M.2.7 Messung von Strom und Spannung 

Strommessung 

Der Strommesser muB im Stromkreis liegen 
{Hauptschlufi). 

Bei der MeBbereichserweiterung muB der 
iiberschiissige Stromanteil durch einen paral-
lelen Wider stand (Shunt) R^ am MeBgerat vor-
beigeleitet werden (Bild M-14). 

Spannungsmessung 

Der Spannungsmesser liegt parallel zum zu 
messenden Spannungsabfall {Nebenschlufi). 
Sein Innenwiderstand R^ muB moglichst groB 
sein, damit der Strom moglichst ganz durch 
den AuBenwiderstand flieBt. 

Bei einer Mefibereichserweiterung muB der 
iiberschiissige Spannungsanteil an einem Vor-
widerstand Ry abfallen (Bild M-15). 

M.2.8 Ausgewahlte MeBverfahren 

Spannungs teller 

Mit Hilfe dieser Schaltung ist eine Aufteilung 
einer Gesamtspannung in kleinere Einzelspan-
nungen moglich. Bild M-16 zeigt den Unter-
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l2 = kyUQ^+k2U^ 01-t-A2 • t/03 
Berechnung 1. Teilstrom /^ 

(Kurzschlu6iyo3 = 0) 
Berechnung 2. Teilstrom /2 * 

(KurzschluBaoi=0) 

/?1 

0̂1 |S I Sja, 
T 1 K 

® 
'̂ rifi 

'^i " 2 

Uo,j§ [̂  
Irl 

/**0i^o: 

/=• = -

eg) 

f?1 + /?2/?3/ («2-^«3) 
/ * • = - " 0 3 

/o — 

R2 + R^R2/{R^+R2) 

«3(«1 + «2) + « 1 « 2 
î n: 

/ _ / * * / * ^ 0 3 ^ 1 - ^ 0 1 ' ^ S 
h-'o - h - -ZTTZZ ITT—ir~: i : 

R^ (/?2 + ^ 3 ) + ^2 ^^3 

BildM-13. Berechnung der Teilstrome mil dem Uberlagerungssatz. 

Rj Innenwiderstand 

/n neue maximale Stromstarke 

L alte maximale Stromstarke 

^0^ 

/ = konst 

< ^ 

H.=«,hf-1 

Rj Innenwiderstand 

L/p neue maximale MeBspannung 

l/g alte maximale MeBspannung 

BildM-14. Mefibereichserweiterung von Strommes- BildM-15. Mefibereichserweiterung von Spannungs-
sern. messern. 
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U, fl< 

I' 
fli 

unbelastet U^ = U. ?— 

''̂ '-•̂ * ''^-'^R,RJ&,.R,) 

Bild M-16. Spannungsteiler. 

schied zwischen einem unbelasteten und einem 
belastetem Spannungsteiler. 

Bruckenschaltungen 

Briickenschaltungen dienen zum Messen von 
Widerstanden. Ublicherweise verwendet man 
die Wheatstonesche Briicke nach Bild M-17a. 
Bei sehr kleinen Widerstanden (R^ < 0,1 n) 
machen sich die Widerstande in den Zulei-
tungen storend bemerkbar. In diesen Fallen 
miBt man mit einer Thomson-Briicke nach 
BildM-17b. 

M.3 Ladungstransport 
in Fliissigkeiten 

Der elektrische Strom in Fliissigkeiten wird 
von geladenen At omen oder Molekulen, den 
lonen, getragen, Diese Ladungstrager ent-
stehen dadurch, da6 sich Salze, Sauren oder 
Laugen beim Eintragen in Losungsmittel in 
positiv und negativ geladene Molekiile bzw. 
Atome aufspalten, sie dissoziieren. 

Die positiven lonen werden Kationen genannt, 
weil sie zur Katode wandern (negative Elek-
trode) und die negativen lonen nennt man An-
ionen, weil sie zur Anode wandern (positive 
Elektrode). Elektrisch leitende Fliissigkeiten, 
die aus Kationen und Anionen bestehen, wer­
den Elektrolyte genannt. Werden zwei Elek-
troden (Katode und Anode) in einen Elektro-
lyten getaucht und an eine Spannungsquelle 
angeschlossen, dann findet eine elektrolytische 
Stromleitung statt, in der der Elektrolyt zer-
setzt wird. An der Katode (Minuspol) scheidet 
sich stets Metall oder Wasserstoff ab, an der 
Anode (Pluspol) der Molekiilrest (Anionen), 
wie Bild M-18 zeigt. 

Die Elektrolyse spielt in der Technik vor allem 
beim Aufbringen von Metalliiberziigen {Gal-
vanisieren) eine wichtige Rolle. Die haufigsten 
Metalliiberzuge bestehen aus Chrom, Nickel, 
Gold und Silber. 

a) 

Bild M-17. Wheatstone-Briicke (a) und Thomson-
Briicke (b). 

Rg Normalwiderstand (etwa wie Ry) 

Ri Leitungswiderstand 

Voraussetzung: R^jR^^R,^!R^ 
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-<!]> 

Kation 

^ - ( V ) Anion 

Anode Elektrolyt Katode 

Elektrolyt 

CUSO4 
ZnCl2 
NaOH 
HCI 
H2SO4 

Anode 

( + ) 

O2 (aus SO4) 
CI2 
O2 (aus OH) 
CI 2 
O2 (aus SO4) 

Katode 

(-) 
Cu 
Zn 
H2 
H2 
H2 

BildM-18. Elektrolyse. 

1. Faradaysches Gesetz 

Die Masse m des abgeschiedenen Stoffes 
ist nur der transportierten Ladungsmenge 
Q — It proportional. Sie hangt weder von 
der Geometric noch von der Konzentra-
tion des Elektrolyten ab. 

Mit dem 1. Faradayschen Gesetz ist es mog-
lich, aus den abgeschiedenen Massen den 
Strom Oder die Ladung zu messen, oder aus 
Strom und Ladung die abgeschiedenen Stoff-
mengen zu bestimmen. 

Das elektrochemische Aquivalent A gibt an, 
wievicl Masse (in kg) cines Stoffes bei ciner 
Stromstarke von 1 A in der Zeit von 1 s abgc-
schieden wird. 

Das Produkt aus Avogadro-Zahl N^ und Ele-
mentarladung e wird Faraday-Konstante F gQ-
nannt {F = 9,648 • 10^ (As • s)/mol). 

2. Faradaysches Gesetz 

tlbersicht M-16. Faradaysches Gesetz. 

M M .. .. 
m = vM = —---It = --It = AIt = AQ 

zNf^e zF 

elektrochemisches Aquivalent A 

. . M m 

Faraday-Konstante F 

f=N^e = 9,648 • 10^ A • s/mol 

e Elementarladung (e = 1,602 • 10 ~ ̂  ̂  A • s) 
/ elektrischer Strom 
M Molmasse 
m abgeschiedene Masse 
Nj^ Avogadro-Konstante (iV^ = 6,022 • 10^^ mol"^) 
V Stoffmenge (Molzahl) 
Q Ladung 
t Zeit 
z Wertigkeit 

Die von gleichen Elcktrizitatsmengen ab­
geschiedenen Massen (elektrochemische 
Aquivalente) verhalten sich wie die Mol-
massen je Wertigkeit. 

Elektrochemische Spannungsreihe 

Wird ein Metall in einen Elektrolyten ge-
taucht, dann stellt sich gegen cine Vergleichs-
elektrode eine Spannung ein, die vom Mate­
rial abhangig ist. Wird das Potential gegen 
eine Standardwasserstoff-Elektrode gemessen, 
dann ergibt sich die elektrochemische Span­
nungsreihe. 

Galvanische Elemente 

Galvanische Elemente wandeln chemische 
Energie in elektrische Energie um. Findet 
keine Riickumwandlung statt, dann spricht 
man von Primdrelementen. Kann die elektri­
sche Energie wieder in chemische ruckverwan-
delt werden (z. B. bei wieder aufladbaren 
Batterien), dann handelt es sich um Sekunddr-
elemente. 
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titersicht M-17. 2. Faradaysches Gesetz. 

nil ^1 ^2 ^ 1 

W2 Zj * Z2 A2 

Wj, W2 abgeschiedene Massen 
M^, M2 Molmassen 1 und 2 
Zj, 22 Wertigkeit 1 und 2 

AI, A 2 elektrochemische Aquivalente 1 und 2 

Element 

Wasserstoff 
Sauerstoff 
Aluminium 
Eisen 
Nickel 
Kupfer 
Zink 
Silber 
Zinn 
Platin 

Elektrochemische Daten einiger Elemente 

Wertigkeit 

1 
2 
3 
3 
2 
2 
2 
1 
4 
4 

Molmasse 

g 
mol 

1,00797 
15,9994 
26,9815 
55,847 
58,71 
63,54 
65,37 

107,870 
118,69 
195,09 

Molmasse 

Wertigkeit 

g 
mol 

1,00797 
7,9997 
8,9938 

18,616 
29,355 
31,77 
32,685 

107,870 
29,673 
48,773 

elektrochemi sches 
Aquivalent 

A - s 

0,01046 
0,08291 
0,09321 
0,19303 
0,30415 
0,32945 
0,33875 
1,11817 
0,30755 
0,50588 

Faraday-
Konstante 

A - s 

mol 

96364 
96486 
96489 
96441 
96 515 
96433 
96487 
96470 
96482 
96412 

Tabelle M'9. Elektrochemische Spannungsreihe 
der Metalle. 

Metall 

Li/Li^ 
Cs/Cs+ 
K/K+ 
Ca/Ca2 + 
Na/Na^ 
Mg/Mg2^ 
A1/AP + 
Mn/Mn^^ 
Zn/Zn^^ 
Fe/Fe^^ 
Cd/Cd^^ 
Ni/Ni2 + 
Sn/Sn^^ 
Pb/Pb^ + 
H/H-' 
Cu/Cu^ + 
Cu/Cu^ 

Hg/Hgr 
Ag/Ag^ 
Hg/Hg^^ 
Pt/Pt^^ 
Au/Au-" 
Au/Au^^ 

Spannung C/ in V 

- 3 , 0 2 
- 2 , 9 2 
- 2 , 9 2 
- 2 , 8 4 
- 2 , 7 1 
- 2 , 3 8 
- 1 , 6 6 
- 1 , 0 5 
- 0 , 7 6 
- 0 , 4 4 
- 0 , 4 0 
- 0 , 2 5 
-0 ,136 
-0 ,126 
+ 0 
+ 0,34 
+ 0,52 
+ 0,798 
+ 0,80 
+ 0,854 
+ 1,2 
+ 1,42 
+ 1,5 
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Tabelle M-IO. Primdrelemente. 

Bezeichnung 

positive 

negative 

Zellenreaktion 

Energiedichte 
in Wh/1 

Energiedichte 
in Wh/kg 

Nennspannung 
i n V 

Strombelastung 
in mA/cm^ 

Einsatzgebiete 

Bezeichnung 

positive 
Elektrode 

negative 
Elektrode 

Zellenreaktion 

Energiedichte 
in Wh/1 

Energiedichte 
in Wh/kg 

Nennspannung 
in V 

Strombelastung 
in mA/cm^ 

Einsatzgebiete 

Zink/ 1 
Braunstein 
(Leclanche) 

M n 0 2 + e - + N H ; 

M n O O H + N H a | 

Zn 1 

Zn2 + 2e^ 1 

Zn + 2Mn02 + 
2NH4CI 

2MnOOH + 
Zn(NH3)2Cl2 

120 bis 190 

25 bis 70 

1,5 

2 

Konsumtechnik: 
Taschenlampen, 
MeBgerate, 
Spielzeug, 
Radio, Tonband, 
Haushalt 

Cadmium/ 
Quecksilber 

HgO + 2 e - + H 2 0 

H g + 2 0 H -

Cd + 2 0 H -

CdO + H 2 0 + 2e-

Cd + HgO 

Hg + CdO 

250 bis 350 

50 bis 70 

1,03 

2 

militarische 
Anwendungen 

Zink-/ 1 
Braunstein 
(alkalisch) 

M n 0 2 + e ~ + H 2 0 

M n O O H + O H -

Zn + 2 0 H - 1 

ZnO + H 2 0 + 2e" 

Zn + 2Mn02 + 
H2O 

2MnOOH + ZnO 

200 bis 300 

80 bis 120 

1,5 

2 

Hbrgerate, 
Nachrichten-
gerate (Sender), 
Rechner, 
GroBuhren, 
MeBgerate 

Zink/ 
Quecksilber 

HgO + 2 e - + H 2 0 

H g + 2 0 H -

Zn + 2 0 H -

ZnO + H20 + 2e-

Zn + HgO 

Hg + ZnO 

400 bis 520 

90 bis 120 

1,35 

2 

Fotos, 
Blitzgerate, 
Horgerate, 
Belichtungs-
messer, 
Uhren 

Zink/Luft 
(alkalisch) 

0 2 + 4 e ~ + 2 H 2 0 

4 0 H -

Zn + 2 0 H - 1 

ZnO + H20 + 2e~ 

2Zn + 02 + 
2H2O 

2Zn(OH)2 

650 bis 800 

300 bis 380 

1,4 

2 

Langzeit-
anwendungen, 
Horgerate 

Lithium/ 
Braunstein 

M n 0 2 + e ~ + L i + 

Mn02(Li+) 

Li 

L i ^ + e ~ 

Li + Mn02 

Mn02(Li+) 

500 bis 800 

300 bis 500 

1,5 bis 3,8 

0,5 

Konsumtechnik: 
! Fotos, 

Blitzgerate, 
Computer, 
Notstrom, 
Medizintechnik 

Zink/Luft 
(sauer) 

0 2 + e " + H ^ 

2 O H - + N H 3 

Zn 

Z n 2 + + 2 e -

2Zn + 02 + 
4NH4CI 

2H2O + 
2Zn(NH3)Cl2 

200 bis 300 

130 bis 170 

1,45 

2 

Langzeit-
anwendungen 
Fernmeldegerate, 
Baustellen-
beleuchtung. 
Weidezaun 

Lithium 
Thionylchlorid 

2SOCl2 + 4e -

S02 + S + 4 C r 

Li 

L i ^ + e ~ 

4Li + 2SOCl2 

4LiCl + S02 + S 

700 bis 900 

500 bis 700 

3,7 

0,5 

Herzschrittmacher, 
Bojenbeleuchtung 

Zink/ 
Silberoxid 

Ag20 + 2 e - + H 2 0 

A g + 2 0 H -

Zn + 2 0 H -

ZnO + H 2 0 + 2e -

Zn + AgjO 

ZnO + 2Ag 

350 bis 650 

70 bis 100 

1,55 

2 

Armbanduhren, 
Horgerate 
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Tabelle M-IL Sekunddrelemente 

Eigen-

schaften 

positive 

negative Elektrode 

Elektrolyt 

Reaktion 

Kapazitat in Ah 

Energiedichte in Wh/1 

Energiedichte in Wh/kg 

Zellspannung in V 

Strombelastung in A 

Lade- /Entladezyklen 

Normen 

Einsatzbereiche 

Batterietypen 

Blei 

Pb02 

Pb 

H2SO4 + H2O 

2PbS04 + H 2 0 
Laden 

Entladen 

Pb02 + 2H2S04 + Pb 

1 bis 63 

10 bis 100 

25 bis 35 

2 

1 bis 20 

500 bis 1500 

DIN 72 310, 72 311 
72331,72 333 
43 534 bis 43 539 
40734,40735 

Notstrom 
Starter 
Antriebe 

Nickel/Cadmium 

NiOOH 

Cd 

K O H + H2O 

Cd(OH)2 + 2Ni(OH)2 
Laden 

Entladen 

Cd + 2NiOOH + H20 

10"^ bis 15 

30 bis 80 

15 bis 45 

1,20 

2-10-^ bis 24 

bis 8000 

DIN 40 751 bis 40 759 
40761 
40 764 bis 40 768 

Konsumelektronik 
Horgerate 
Kameras 
Datensicherung 

Nickei/Eisen 

NiOOH 

Fe 

-

Fe(OH)2 + 2Ni(OH)2 
Laden 

Entladen 

Fe + 2NiOOH + H20 

bis 100 

30 bis 70 

10 bis 32 

1,20 

bis 300 

bis 4000 

DIN 40 752 (2) 
40760 
40764 

Schienenfahrzeuge 
Schiffe 

M.4 Ladungstransport im Vakuum 
und in Gasen 

M.4.1 Ladungstransport im Vakuum 

Fiir einen Ladungstragertransport im Vaku­
um miissen freie Ladungstrager erzeugt wer-
den. Von groBer Wichtigkeit ist die Elektronen-
emission. Elektronen sind im Metallverbund 
zwar leicht beweglich, doch werden sie an der 
Oberflache wegen der Anziehungskrafte der 
zuruckbleibenden Atomrtimpfe am Verlassen 
gehindert. Es ist notwendig, Energie in Hohe 

Thermische Emission 

Durch Erwarmen der Gluhkatode entsteht 
eine Stromdichte 7, die der Richardsonschen 
Gleichung gehorcht: 

7 = ^ r ^ e - ^ - ^ ' ^ ^ (M-9) 

A Richardson-Konstante [liegt zwischen 
10^A/(m^ -K^) fiir Wolfram und 
10^ A/(m2 • K^) fiir Metalloxide], 

T Temperatur der Katode, 
Wp^ Austrittsarbeit des Katodenmaterials, 
k Boltzmann-Konstante 
{k= 1,380 • 10-2^ J/K = 8,617 • IQ-^eV/K). 
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Hinweis: Die Austrittsarbeit MP̂  wird meist 
in eV angegeben. Fiir die Umrechnung in 
J gilt: 

l e V = 1,602-lO-^^J. (M-10) 

Photoemission 

Treffen Lichtquanten (Abschn. L.4) mit der 
Energie E = hf auf eine Metalloberflache, 
dann losen sich Elektronen aus dem Metall-
verbund, wenn die Energie der Photonen gro-
6er als die Austrittsarbeit Wj^ ist. Die kineti-
sche Energie der freigesetzten Elektronen ^^in 
errechnet sich aus 

/ 

Masse des Elektrons 
(w, = 9,109-10-3^ kg) 
Geschwindigkeit des freigesetzten 
Elektrons, 
Plancksches Wirkungsquantum 
(/i = 6 ,626-10"^^J-s) , 
Frequenz der auftreffenden Photonen, 
Austrittsarbeit. 

Je hoher die Lichtfrequenz/, um so hoher ist 
die kinetische Energie der freigesetzten Elek­
tronen. 

Je hoher die Lichtintensitat (Photonenstrom), 
um so mehr Elektronen werden je Zeiteinheit 
freigesetzt, 

Die Mindestfrequenz /g , bei der die Freiset-
zung erfolgen kann, ist 

/ . = WJh. (M--12) 

Daraus errechnet sich die maximale Wellen-
Idnge /Ig des Lichts zu 

K-
ch 1240 

(M--13) 

c Vakuumlichtgeschwindigkeit 
{c = 2,9979 • 10« m/s), 

h Plancksches Wirkungsquantum 
(/? = 6 ,626 .10" ^' 'J/s). 

Sekunddrelektronenemission 

Wird Materie mit schnellen Elektronen be-
schossen, so kann die kinetische Energie der 
Elektronen wiederum die Austrittsarbeit ^ 
uberwinden und nochmals Elektronen frei-
setzen {Sekunddrelektronen). Der Sekunddr-
emissionsfaktor gibt an, wieviele Sekundar-
elektronen im Verhaltnis zu den Primarelek-
tronen emittiert werden. Er liegt bei reinen 
Metallen bei 1 und fur Halbleiter zwischen 2 
und 15. Im Photo-Multiplier (Sekundarelek-
tronenvervielfacher, SEV) wird der Effekt zur 
Messung sehr kleiner Lichtintensitaten ange-
wandt. 

Feldemission 

Die Kraft des elektrischen Feldes reicht 
ab einer elektrischen Feldstarke von 
£• = 10^ V/m aus, um Elektronen freizusetzen. 
Auf diesem Effekt beruht das Feldelektronen-
mikroskop, mit dem atomare Strukturen sicht-
bar gemacht werden konnen. 

M.4.2 Stromleitung im Vakuum 

Kinetische Energie und Geschwindigkeit 

Ein elektrisch geladenes Teilchen wird im elek­
trischen Feld der Feldstarke E wegen der elek­
trischen Kraft F^i = QE in Feldrichtung mit 
der Beschleunigung a beschleunigt (Ubersicht 
M-18). 

Ubersicht M-18. Kinetische Energie und Ge­
schwindigkeit geladener Teilchen im elektri­
schen Feld. 

Beschleunigung a 

m 

kinetische Energie E^^^ 

1 
-mv^ = QU 

Energien werden in der Atom- und Kernphysik 
iiblicherweise in Elektronen volt (eV) gemessen. 
Das ist diejenige Energie, die ein Elektron mit 
der Elementarladung e = 1,602 • 10"^^ A • s beim 
Durchlaufen der Spannung £/ = 1 V erhalt. 

leV = 1,602-10"^ 
I J =6,2415 10̂  eV 
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Ubersicht M-i8 (Fortsetzung) 

Geschwindigkeit v 

2QU 

Fiir Elektronen (m^ = 9,109 • 10"^^ kg; 
e = 1 ,602-10-1^ A-8)181 

5,931 • 10^ U / V m / s . 

Hinwei8: 
Fiir 8ehr schnelle Teilchen {v > 1 0 % der Vakuum-
lichtge8chwindigkeit) m u 6 der relativistische Massen-
zuwachs beriick8ichtigt werden: 

i-!C 

Geschwindigkeit t; 

v = c l \ 
QU 

+ 1 

Fiir Elektronen ist 

tj = 2,998-lO® / l -
1 

(1 + 1,957-10-^ t//F)' 
m/s. 

a Beschleunigung 
c Vakuumlichtge8chwindigkeit 

(c = 2,9979-lO^ m/s) 
E elektrische Feldstarke 
£ĵ in kinetische Energie 
e Elementarladung (e = 1,602 • 10 " ̂  ̂  A • s) 
m, MQ Masse, Ruhemasse 
AWg Masse eines Elektrons 

K = 9,109-10-3^ kg) 
Q Ladung 
U Spannung 
V Geschwindigkeit 

Ubersicht M-19. Flugbahn eines Elektrons 
quer zum elektrischen Feld. 

Bahngleichung y = f{x) 

y = : 
eE U.. 

4dU, 

Ablenkwinkel cp 

v^ eE 
tancp --

3 El lU^, 

Vn. m^Vf,, 

Ablenkung b am Schirm 

eEls eUfCr 

IdU, 

b = 
m^vl^ m^dvL 2dU 

«y Beschleunigung in >'-Richtung 
b Ablenkung am Schirm 
d Plat tenabstand 
e Elementarladung (e = 1,602 • 10 " ̂  ̂  A • s) 
E elektrische Feldstarke 
/ Plattenlange 
m^ Masse eines Elektrons 

K = 9,109-10-3^ kg) 
s Abstand Plattenmitte - Schirm 
t Zeit 
t/^ond Spannung zwischen den Kondensatorpla t ten 
U^ Anodenspannung 

(Beschleunigungsspannung) 
UQX Anfangsgeschwindigkeit in x-Richtung 
(p Ablenkwinkel 

Bewegung eines Elektrons senkrecht zum 
elektrischen Feld 

Die Bewegung entspricht, wie Ubersicht M-19 
zeigt, einem waagerechten Wurf: In :v-Rich-
tung bewegt sich das Teilchen mit konstanter 
Geschwindigkeit VQ^ , und in }^-Richtung ist die 
Beschleunigung a = eEjm wirksam. 

Bewegung eines Ladungstrdgers parallel zum 
elektrischen Feld 

Ein geladenes Teilchen wird, wie Ubersicht 
M-20 zeigt, parallel zum elektrischen Feld be-
schleunigt. 
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Ubersicht M-20. Bewegung eines Ladungs-
trdgers parallel zum elektrischen Feld. 

I \ Bereich Bereich 

r-r 

f 
r 

m 

% -e\ = ( 3E 

. • ' • ' ; •" : : . • •. ; • • • • ; • . 

Geschwindigkeit v 

QE IQE 
m 

Weg in 7-Richtung 

QE . 
^ 2m 

Q Ladung 
E elektrische Feldstarke 
F^i elektrische Kraft (F^i = 
m Masse des Teilchens 
V Geschwindigkeit 
y y-Koordinate 

QE) 

M.4.3 Stromleitung in Gasen 

Gase sind gewohnlich Nichtletter. Um sie elek-
trisch leitend zu machen, miissen entweder 
Ladungstrager eingebracht (Ladungstrdger-
injektion) oder die Gase ionisiert werden. 

Unselbstdndige Gasentladung 

Hierbei befinden sich ionisierte Gase zwischen 
zwei Elektroden der Spannung U. Bild M-19 
zeigt den Strom-Spannungs-Verlauf. 

Im Bereich I gilt das Ohmsche Gesetz: Die 
Gasionen stoBen auf dem Weg zur gegenpoli-
gen Elektrode auf den Widerstand anderer 
Gasatome und rekombinieren, falls sie auf ent-
gegengesetzte Ladungen treffen {Rekombina-
tionsbereich). Steigt die Spannung weiter, 
dann flieBen die Gasionen so schnell zur 
entgegengesetzten Elektrode ab, dafi keine 
Rekombinationen stattfinden konnen. Es 
stellt sich ein Sdttigungsstrom ein. Werden die 
Elektronen so stark beschleunigt, daB ihre 
kinetische Energie neutrale Gasatome zu ioni-

I n 
j Bereich 
in 

Rekombi- Sattigung Sekundar-
nation ionisation 

Bild M-19. Strom-Spannung-Verlauf einer unselbstdn-
digen Gasentladung. 

sieren vermag, kommt es zur Sekundarionisa-
tion. Diese Sekunddrionen tragen zur weiteren 
Stromzunahme bei (Bereich III). 

Selbstdndige Gasentladung 

Diese Entladung heiBt selbstdndig, weil sie 
ohne standige Zufuhr von lonen ablauft. Die 
kinetische Energie der lonen ist so hoch, daB 
diese weitere neutrale Gasatome ionisieren 
konnen. Fiir die lonisationsenergie gilt 

e elektrische Elementarladung 
(e = 1,602-10"'^ A-s) , 

E elektrische Feldstarke, 
p Gasdruck. 

Der lonisierungskoeffizient s gibt an, wieviel 
lonen je Wegstrecke zusatzlich erzeugt werden 
und ist eine Funktion von Ejp, so daB gilt 

s=f(E/p). (M-15) 

Mit der Zunahme des Stroms steigt die Anzahl 
der Ladungstrager. Deshalb mussen selbstan-
dige Gasentladungen mit einem strombegren-
zenden Vorwiderstand {Drossel) betrieben 
werden. 

Glimmentladung 

Wird der Gasdruck stark verringert, dann ent-
stehen Leuchtbereiche. In der Nahe der Ka-
tode entsteht das Licht durch die Rekombina-
tion der auftrefTenden positiven lonen. Hier 
fmdet auch der groBte Spannungsabfall statt. 
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Die Glimmentladung spielt in der Lichttech-
nik eine bedeutende RoUe: Leuchtrohren 
und Leuchtstoffrohren, Glimmlampen, Elek-
tronenblitzrohren und Quecksilberdampf-
lampen. 

Katodenstrahlen 

Wird in einer Gasentladungsrohre der Druck 
auf 10 Pa bis 1 Pa verringert, so ist die Wahr-
scheinlichkeit fixr StoBprozesse gering. Des-
halb konnen die Elektronen aus der Katode 
das Feld mit hoher und unverminderter Ge-
schwindigkeit durchlaufen {Katodenstrahlen). 
Die Katodenstrahlen konnen fotografische 
Schichten schwdrzen oder bestimmte Stoffe 
zum Leuchten bringen. Ferner werden sie 
durch magnetische und elektrische Felder 
abgelenkt. Sie werden zur Bilderzeugung in 
Fernsehrohren eingesetzt. 

BildM-20. Magnetfelder. 
a) Stabmagnet, 
b) gerader, stromdurchflossener Letter 

Die magnetischen Feldlinien sind (im Gegensatz 
zu den elektrischen Feldlinien) in sich geschlossen, 
d.h., sie weisen weder eine Quelle noch eine Senke 
auf (Fortsetzung der Feldlinien im Innern des 
Magneten). 
Die Tangente an die magnetischen Feldlinien gibt 
die Kraftrichtung an. Die Richtung der Kraft 
ist eindeutig. Im Gegensatz zu den elektrischen 
schneiden sich die magnetischen Feldlinien nicht. 

M.5 Magnetisches Feld 

M.5.1 Beschreibung 

Stromdurchflossene Leiter und Werkstoffe mit 
nicht gesattigten Spinmomenten bilden die 
Magnete. Die Richtung der im Raum wirken-
den magnetischen Krdfte (Unterschied zur 
elektrischen Kraft, s. Ubersicht M-2) lassen 
sich durch die Kraftwirkung auf einen kleinen 
Probemagneten bestimmen. Das magnetische 
Feld ist ein Vektorfeld: 

Das magnetische Feld riihrt von elektri­
schen Stromen her und beschreibt die 
Wirkungslinien der magnetischen Krafte 
in Betrag und Richtung. 

BildM-20 zeigt das Magnetfeld eines Stab-
magneten und eines geraden, stromdurchflos-
senen Leiters. 

Allen Magneten ist folgendes gemeinsam: 

- Ein Magnet besitzt zwei Pole: den Nord- und den 
Siidpol. Es gibt keine magnetischen Monopole. 

- Gleichnamige Pole stoBen sich ab, ungleichnamige 
Ziehen sich an. 

- AuBerhalb des Magneten verlaufen die magneti­
schen Feldlinien vom Nord- zum Siidpol (positive 
Feldrichtung). 

Erdmagnetfeld 

Der magnetische Siidpol der Erde liegt in der 
Nahe des geografischen Nordpols (74° nord-
licher Breite und 100° westlicher Lange auf der 
Halbinsel Boothia im Norden Kanadas). Der 
magnetische Nordpol befmdet sich in der Nahe 
des geografischen Siidpols (72° siidlicher 
Breite und 155° ostlicher Lange in der Ant-
arktis). Die Magnetpole der Erde sind nicht 
stabil; sie wandern geringfiigig. 

Deklination ist die Abweichung des Erdmag-
netfeldes von der geografischen Nord-Siid-
Richtung (fur Deutschland etwa 2° westlich). 
Inklination ist die Abweichung von der Hori-
zontalen. 

Elektromagnetismus 

Ein stromdurchflossener Leiter ist immer von 
einem Magnetfeld umgeben. Ein stromdurch­
flossener, gerader Leiter weist ein Magnetfeld 
auf, das aus konzentrischen Kreisen besteht 
(BildM-20 b). 

M.5.2 Magnetische Feldstarke 
(magnetische Erregung) 

Der elektrische Strom / und das Magnetfeld 
bilden ein Rechtssystem, das man sich gut mit 
der Rechten Hand-Kegel merken kann: Der 
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/ p . /; 

Bild M-21. Durchflutungsgesetz. 
P r 
Bild M-22. Zum Biot-Savartschen Gesetz. 

Daumen der rechte Hand zeigt in Stromrich-
tung, und die gekriimmten Finger weisen in 
Feldrichtung. 

Das Durchflutungsgesetz beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der Stromdichtey und 
der magnetischen Feldstarke (magnetischen 
Erregung) H: 

0 = §Hds = §jdA =E^i- (M-16) 

Das Integral der magnetischen Feldstarke 
langs einer geschlossenen Umlauflinie ist 
gleich dem gesamten durch diese Flache 
hindurchflieBenden Strom /, der Durch-
flutung. 

Bild M-21 zeigt die Durchflutung als Summe 
alter Strome (Vorzeichen beachten), die eine 
geschlossene Kurve (bzw. eine abgegrenzte 
Flache) durchstromen. 

Einheit der magnetischen Feldstarke H ist 
1 A/m. 

Analog zur elektrischen Spannung J £" ds wird 
j H ds als magnetische Spannung Fbezeichnet. 
Fiir eine Zylinderspule und eine Ringspule er-
gibt sich 

V=Hl = IN; (M-17) 

H magnetische Feldstarke, 
/ Lange der ZyHnderspule, 
/ Stromstarke, 
N Windungszahl. 

Ist die magnetische Feldstarke entlang des 
Weges unterschiedlich grofi, dann werden 

die magnetischen Teilspannungen aufsum-
miert: 

V=H,l,^H,l, + H,l,^...+HJ, 
= Y.H,l, = lHds. (M-18) 

Mit dem Biot-Savartschen Gesetz konnen die 
magnetischen Feldstarken behebiger Leiter-
geometrien berechnet werden. Ein kleines 
Leiterstiick d̂  Uefert in einem Punkt P in der 
Entfernung r einen Beitrag dH zum magneti­
schen Feld (Bild M-22): 

dH = -—J sm (0; 
471 r 

(M-19) 

elektrische Stromstarke, 
Abstand vom stromdurchflossenen Leiter, 
Winkel zwischen Abstandsvektor zum 
Raumpunkt P und stromdurchflossenen 
Leiter. 

M.5.3 Magnetische Induktion (FluBdichte) 

Kraft aufbewegte Ladungstrdger im Magnetfeld 

Werden Krafte im Magnetfeld betrachtet, 
dann wird dazu die magnetische Induktion B 
benotigt. Sie hangt mit der magnetischen 
Feldstarke H iiber die magnetische Feldkon-
stante JLIQ zusammen (gilt nur fur Vakuum): 

B = tioH; (M-20) 

HQ magnetische Feldkonstante 
[̂ 0 = 471-10-^ = 1,257.10'^ V-s/(A.m)], 

H magnetische Feldstarke. 
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Tabelle M-12. Magnetische Feldstdrke unterschiedlicher Leiteranordnungen. 
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Leitergeometrie Bezugspunkt Formel 

kreisformiger 
Leiter 

Mittelpunkt 
H--

Ir 

langer, gerader 
Leiter 

im Abstand rr. 
H = 

2 Tiro 

Ringspule 
(Toroid) 

im Abstand R 
H-

NI 
^ 2 7 1 ^ 

Zylinderspule 
(Solenoid) 

— / — A i 

Achsmittelpunkt 
im Inneren 
(Lange /) 

Mittelpunkt der 
Endflachen 

im Inneren 
(Spule sehr lang; I > d) 

H = 
IN 

T^^Td^ 

H--
IN 

i^v^Vd^ 

H--
IN 

voller zylindrischer 
Leiter 

} 

Abstand x von 
der Achse H = 

Ix 
2 ^ 
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Lorentz-Kraft 

^^ ^ 
(^-

<'e,iki/' 
X 

y^ B y 

Ft 
-z 

Kraftrichtung bei 
negativer Ladung 

BildM-23. Lorentz-Kraft. 

Bewegt sich eine Ladung Q mit der Geschwin-
digkeit v durch ein Magnetfeld der magneti-
schen Induktion B, so wirkt auf die Ladung 
die Lorentz-Kraft F: 

F=Q{vxB); 

\F\ = QvBsm{v,B); (M-21) 

Q Ladung, 
V Geschwindigkeit des geladenen Teilchens, 
B magnetische Induktion. 

Die Einheit der magnetischen Induktion ist 
1 V. s/m^ = 1 T (Tesla). 

Die Lorentz-Kraft wirkt senkrecht zur Flache, 
die V und B aufspannen (Kreuzprodukt). Bei 
einer negativen Ladung wirkt die Kraft ent-
gegengesetzt. 
Da die Lorentz-Kraft - analog zur Zentri-
petalkraft einer Kreisbewegung in der Mecha-
nik - senkrecht zur Bahngeschwindigkeit v 

wirkt, fuhren die geladenen Teilchen im homo-
genen Magnetfeld eine Kreisbewegung aus. 
Fur den Radius gilt 

mv (M-22) 

m Masse des geladenen Teilchens, 
V Geschwindigkeit des geladenen Teilchens, 
Q Ladung des Teilchens, 
B magnetische Induktion. 

Fiir die spezifische Ladung Qjm ergibt sich 

m rB 

Die spezifische Ladung eines 
tragt 

— = -1,76-lO^^C/kg; 

(M-23) 

Elektrons be-

(M-24) 

e Elementarladung 
{e = 1,602-10-'^ A-s), 

m ,̂ Masse des Elektrons 
(m,i = 9,109-10-^'kg). 

Kraft auf stromdurchflossenen Letter 
im Magnetfeld 

Auf einen stromdurchflossenen geraden Leiter 
wirkt im Magnetfeld folgende Kraft (Bild 
M-24): 

F= IiIxB),F=IlBsm(l,B); (M-25) 

/ Strom, 
/ Lange des Drahtes. 

a) Kraftwirkung b) Uberlagerung der Magnetfelder 

Bild M-24. Kraftwirkung auf stromdurchflossenen Leiter. Magnetfelder des Leiters 
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Die Richtungen werden durch die Rechte-
Hand-Kegel veranschaulicht: Daumen in 
Stromrichtung, Zeigefinger in magnetischer 
Feldrichtung. Dann zeigt Mittelfinger in 
Kraftrichtung. 

Folgende Gleichung erklart die magnetische 
Induktion B: 

B. 
F 

Tr 
(M-26) 

Die magnetische Induktion B gibt an, wie 
groB die Kraft F ist, die auf einen mit dem 
Strom / durchflossenen Leiter der Lange / 
wirkt, der senkrecht zu den Feldlinien 
steht. 

Kraft zwischen zwei parallelen, 
stromdurchflossenen Leitern 

Befmden sich zwei stromdurchflossene Leiter 
im Abstand d voneinander, so spiirt der Lei­
ter 1 das Magnetfeld des Leiters 2 (und 
umgekehrt). Die magnetische Feldstarke des 
Leiters 2 am Ort des Leiters 1 ist nach 
TabelieM-12: 

Daraus laBt sich die magnetische Induktion B 
wegen B = PLQ ^errechnen. Man erhalt fiir die 
Kraft jPi2 zwischen zwei parallelen, strom­
durchflossenen Leitern: 

Die Basiseinheit der elektrischen Stromstarke 
/, das Ampere, ist mit der Kraftwirkung fest-
gelegt: Auf zwei parallele, stromflieBende 
Leiter im Abstand von 1 m wirkt die Kraft 
2 • 10"^ N pro Meter Leiterlange, wenn ein 
Strom von 1 A flieBt. 

Wie Bild M-25 zeigt, ziehen sich parallele Lei­
ter mit gleicher Stromrichtung an, mit entge-
gengesetzter Stromrichtung stoBen sie sich ab. 

Hall-Effekt 
Befmdet sich ein stromdurchflossener Leiter 
in einem Magnetfeld, dessen Feldrichtung 

Gleiche Stromrichtung 
bewirkt 
Anziehung 

a) 

Entgegengesetzte 
Stromrichtung bewirkt 
AbstoBung 

b) 

Schwachung 
des Feldes 

Verstarkung 
des Feldes 

Bild M-25. Kraft zwischen parallelen, stromdurch­
flossenen Leitern. 

Bild M-26. Hall-Effekt. 

senkrecht zur Stromrichtung steht, dann wer­
den die Ladungen senkrecht zur Strom- und 
Magnetfeldrichtung abgelenkt. Dadurch ent-
steht in dieser Richtung ein elektrisches Feld 
und folglich auch eine Spannung, die Hall-
Spannung U^i genannt wird (Bild M-26): 
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u» 

d 

1 
5 . b--- Rnk 

(M--29) 

Tabelle M-13. Hall-Koeffizient verschiedener 
Werkstoffe. 

B^ magnetische Induktion in z-Richtung, 
v^ Geschwindigkeit der Ladungstrager in 

x-Richtung, 
b Breite der Platte, 
i?H Hall-Koeffizient [R^ = ll(ne)l 
n Elektronendichte (Anzahl der Elektronen 

je Volumen), 
e Elementarladung (e = 1,602 • 10 ~ ^ ̂  A • s), 
7x Stromdichte in jc-Richtung, 
4 Stromstarke, 
d Dicke der Platte. 

Die Hall-Spannung ist proportional zur mag-
netischen Induktion. Deshalb werden Hall-
Sonden zur Messung von Magnetfeldern ver-
wendet. In Hall-Generatoren werden zwei 
elektrische GroBen multipliziert (4 B^). 

Der Hall-Koeffizient i?H ist bestimmt durch 

R^=\l{ne). (M-30) 

Durch seine Messung konnen folgende Gro­
Ben bestimmt werden: 

~ Vorzeichen der Ladungstrager, 
- Ladungstragerkonzentration n, 
- raumliche Ladungsdichte Q/V = ne = i/R^i, 
- Beweglichkeit der Ladungstrager pL = yiR^ 

(x elektrische Leitfahigkeit). 

Magnetisches Moment 

Wahrend das elektrische Feld E als Kraft F je 
Ladung Q definiert werden kann, wird (wegen 
des Fehlens von Monopolen, die der Ladung 
entsprechend wiirden) die magnetische Induk­
tion B durch ein Drehmoment M beschrieben 
(Bild M-27 a). Die stromdurchflossene Leiter-
schleife besitzt ein magnetisches Moment w, 
dessen Vektor senkrecht auf der Flache der 
Leiterschleife steht. 

Das magnetische Moment m kann analog zum 
elektrischen Feld (elektrisches Dipolmoment) 
als magnetisches Dipolmoment interpretiert 
werden (Bild M-27b). 

Werkstoff 

Elektronenleitun 

Kupfer 
Gold 
Natrium 
Caesium 

Locherleitung 

Cadmium 
Zinn 
Beryllium 

Halbleiter 

Wismut 
Indium-Arsenid 

g 

Cu 
Au 
Na 
Cs 

Cd 
Sn 
Be 

Bi 
InAs 

lO-^'m^C 

-5,5 
-7,5 
-25 
-28 

+ 6 
+ 14 
+ 24,4 

-5 -10^ 
-10^ 

Bild M-27. Drehmoment einer Leiterschleife (a) und 
magnetisches Moment (b). 

M = mxB 
m = AI 

m = Pl 

A Flache der Leiterschleife (Richtung senkrecht zur 
Flache) 

B magnetische Induktion 
I fiktiver Abstand zwischen Nord- und Siidpol 
m magnetisches Moment (m = A I) 
P magnetische Polstdrke (P = FjH: Quotient aus 

Kraft und magnetischer Feldstdrke; analog zur 
elektrischen Ladung Q = F/E) 
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Man unterscheidet das Amperesche magneti-
sche Moment m^ (auBeres Magnetfeld wird 
durch die magnetische Induktion B bestimmt) 
und das Coulombsche magnetische Moment 
ffiQ (auBeres Magnetfeld wird durch die mag­
netische Feldstarke H bestimmt). 

Magnetische Induktion 

Die magnetische Induktion B kann auch 
iiber den magnetischen FluB defmiert werden; 
denn beim Andern des magnetischen Flusses 
0 durch eine Leiterschleife entsteht ein Span-
nungsstoB J U{t)dt\ 

\U(t)dt SpannungsstoB, 
N Windungszahl der Schleife. 

Einheit des Flusses ist 1V • s = 1 Wb (Weber). 

Die magnetische Induktion (FluBdichte) B 
beschreibt den magnetischen FluB ye Fldchen-
einheit: 

Die Einheit ist 1 V • s/m^ = 1 T (Tesla). 

Fiir den SpannungsstoB ist nur die FluBdichte 
senkrecht zur Flache von Bedeutung. Sind die 
magnetischen FeldHnien im Winkel cp zur 
Flachennormalen geneigt, dann ergibt sich 
(Bild M-28). 

^ = \BdA= Bcos(pdA. 

Streuflufi 

Bei Luftzwischenraumen im Magneten befm-
det sich ein Teil des Flusses ^^ auBerhalb der 
betrachteten Flache. Er wird Streuflufi <Pg 
genannt. Der NutzfluB <P^ ergibt sich als 
Differenz des Gesamtflusses ^^^^ und des 
Streuflusses ^g-

Bild M-28. Beliebig orientierte Schleife im Magnet­
feld 

Als Streufaktor a bezeichnet man das Verhalt-
nis von StreufluB ^g 

^ = ^s/^N-

zum NutzfluB <^N: 

(M--34) 

^ N # - ^ c . (M-33) 

M.5.4 Materie im Magnetfeld 

Wird Materie in ein magnetisches Feld ge-
bracht, so andert sich die magnetische In­
duktion von 5Q (magnetische Induktion ohne 
Materie) auf B (magnetische Induktion mit 
Materie), wahrend die magnetische Feldstarke 
H invariant ist, da der eingepragte Strom kon-
stant ist (Ubersicht M-21). Durch die magne­
tische Polarisation / bzw. die Magnetisierung 
M andert sich die magnetische FluBdichte B. 

Werkstoffe werden entsprechend ihrem Ver-
halten im Magnetfeld nach Tabelle M-14 ein-
geordnet. 

Ferromagnetismus 

Der Ferromagnetismus ist technisch sehr be-
deutend. Die magnetische Wirkung riihrt von 
unaufgefullten inneren Elektronenschalen her, 
wie dies vor allem bei Ubergangsmetallen zu 
fmden ist (Fe, Ni, Co, Gd, Er). Es existieren 
ganze Kristallbereiche gleicher Magnetisie­
rung {Weifische Bezirke). Die magnetischen 
Eigenschaften verschwinden oberhalb der 
Curie-Temperatur (Tabelle M-15). 

Wie Bild M-29 zeigt, ist die Permeabihtatszahl 
li^ bzw. die magnetische Suszeptibilitat Xm ^^^^ 
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Ubersicht M-21. Materie im Magnetfeld. 

eingepragter Strom -> magnetische Feldstarke H 
invariant 

Tabelle M-14. Einteilung der magnetischen 
Werkstoffe. 

Mr(Zm) 

BO = NH 

B = fi^li^H==ixH 

Permeabilitatszahl 

B 

^ 0 

magnetische Polarisation / (Anderung der 
FluBdichte) 

J=B-BO=^B-HQH 

J — ( n \\ II 1 7 - V n H 

Mr >HXn.> 0) 

T 

i 
Mr <HXm< 0) 

ferromagnetisch 

M r ^ l ; Xr.>^ 
(Fe, Ni, Co) 

paramagnetisch 

(Al, Ft, Ta) 

diamagnetisch 
- i o -"<z .< - io -
(Cu, Bi, Pb) 

Magnetisierung M (scheinbare Anderung der mag­
netischen Feldstarke) 

M=Blii^-H 

5 = fioH+J = ^io{H + Jli^o) = NiH + M) 

B 
Bo 
H 
J 
M 

Mo 

Mr 

Xm 

magnetische Induktion in Materie 
magnetische Induktion ohne Materie 
magnetische Feldstarke 
magnetische Polarisation 
Magnetisierung 
Permeabilitat (ft = fiQ ^^ 
magnetische Feldkonstante 
[/io = 471 • 10"' = 1,2566 • 10-^ V • s/(A • m)] 
Permeabilitatszahl 
magnetische SuszeptibiUtat (%̂  = Mr ~ 1) 

komplizierte Funktion der magnetischen 
Feldstarke H. Typisch ist auch der Hysterese-
verlauf, der die Abhangigkeit der magneti­
schen Induktion B von der magnetischen 
Feldstarke H beschreibt. 

Bei einem zylindrischen Probekorper wird 
durch die entmagnetisierende Wirkung der 
Enden die magnetische Feldstarke H im In-
nern geschwacht: 

H^H-NM (M-35) 

H^ auBen anliegende Feldstarke, 
N Entmagnetisierungsfaktor 

(Tabelle M-17), 
M Magnetisierung (M = Xm^ = •^/MO)-

Werkstoff magnetische 
Suszeptibilitat Xm 

Ferromagnetika 

Mu-Metall (75 Ni-Fe) 
Fe (rein) 
Fe-Si 
Ferrite (weich) 
AlNiCo 
Ferrite (hart) 

bis 9 • 10-* 
10* 
6 10̂  
1-10^ 
3 
0,3 

Paramagnetika 

O2 (fliissig) 
Pt 
Al 
O2 (gasformig) 

3,6-10-3 
2,5 • 10--^ 
2,4-10-5 
1,5-10-^ 

Diamagnetika 

N2 (gasformig) 
Bi 
Au 
Cu 
H2O 

-6,75-10"^ 
-1 ,5-10-* 
-2,9 10- ' 
- 1 -10 -5 
- 7 - 1 0 - ^ 

Tabelle M-15. Curie- Temperatur einiger ferro-
magnetischer Werkstoffe. 

Werkstoff 

Dy 
Gd 
Cu2MnAl 
Ni 
Fe 
Co 

ferromagnetische 
Curie-Temperatur 7̂  
K 

87 
289 
603 
631 

1042 
1400 
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Permeabilitatszahl in Abhangig-
keit von der magnetischen Feld-
starke H Hysteresekurve 

Entmagnetisierungs-
kurve 

Neukurve e=/io(H+Ms) 

Drehprozesse 

irreversible 
Wandverschiebung 

Bild M-29. Hystereseschleife. 

reversible 
Wandverschiebung 

Wird bei einer Messung der Hysteresekurve 
B{H^) aufgezeichnet, so entsteht eine ge-
scherte Kurve. Durch Anwendung von 
Gl. (M-35) kann sie in die Form B{H) iiber-
gefiihrt werden {Zuriickscheren). 

Hysteresekurve 

Die Hysteresekurve kommt folgendermaBen 
zustande: 

- Neukurve. 
Sie wird bei vollig unmagnetischem Material 
durchlaufen. 
Bereich I: 
Die magnetischen Wandverschiebungen (Vergro-
Berung von magnetischen Bereichen in Feldrich-
tung) sind reversibel. 
Bereich II: 
Die magnetischen Wandverschiebungen sind nicht 
mehr reversibel. 
Bereich III: 
Hier finden Drehprozesse statt; die magnetischen 
Bereiche werden vollends in die Richtung des 
auBeren Feldes gedreht. 

- Sdttigungsinduktion B^ 
Ab einer bestimmten auBeren Feldstarke kann 
die Magnetisierung nicht weiter gesteigert (Satti-
gungsmagnetisierung Mg) werden, da alle magneti­
schen Bereiche bereits in Vorzugsrichtung liegen. 

- Entmagnetisierungskurve 
Remanenzinduktion B^ 
Beim Abschalten des Feldes {H = 0) ist das Mate­
rial nicht wieder vollig unmagnetisch, sondern be-
sitzt eine magnetische Restinduktion, die man als 
Remanenzinduktion J9O bezeichnet. 

Koerzitivfeldstarke HQ 
Mit der Gegenfeldstarke H^ geUngt es, das Mate­
rial wieder unmagnetisch zu machen (5 = 0). 

Berechnung von Dauermagnetsystemen 

Ein Dauermagnetsystem nach Bild M-30 be-
steht aus einem Dauermagneten und zwei 
weichmagnetischen Polschuhen, die den mag­
netischen FluB verlustarm zum Luftspalt 
leiten. Dort wird die magnetische Energie 
genutzt. Von Bedeutung ist deshalb der 
2. Quadrant der Hysteresekurve. 

Die maximal nutzbare Energie je Volumen be-
t r a g t ( ^ i / ) ^ , , . 

Zur Berechnung eines Dauermagnetsystems 
sind folgende Gleichungen von Bedeutung: 

- Durchflutungsgesetz jur 6> = 0 
allgemein: 

^Hds = 0. 

Magnetkreis (Bild M-30): 

H^L=-yH,k (M-36) 

H^, H^ magnetische Feldstarke im Magne-
ten bzw. im Luftspalt, 

/^, /j Lange des Magneten bzw. des Luft-
spalts, 

7 Spannungsfaktor (y > 1). Er be-
riicksichtigt unmagnetische Berei­
che, z. B. die unmagnetischen Zwi-
schenraume von Klebeschichten (in 
der Praxis y = 1 bis 1,3). 
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Tabelle M-16. 

Werkstoffe 

^RinT 

m 

( ^ ^ ) . a x 

in 10^ ^ 
m^ 

Bemerkungen 

Technische Daten wichtiger Hartmagnetwerkstoffe. 

ab-
schreckungs-
geharteter 
Stahl 

36 % Co 

64% Fe 

0,9 

20 

8 

gute Form-
barkeit; 
teuer; 
kleines 

aus-
scheidungs-
gehartete 
Legierungen 

AlNiCo 
(9A115Ni 
23Co4Cu) 
CuNiCo 
(35Cu24Ni 
41 Co) 
CoFe 
(52 Co 38 Fe 
lOV) 
FeMo 
(68 Fe 20 Mo 
12Co) 
1,3 

56 

56 

gute 
magnetische 
Stabilitat 

kalt-
bearbeitete 
Legierungen 

CuNiFe 
(60 Cu 
20Ni20Fe) 
CoV 
(53Col4V 
33 Fe) 

1 

42 

28 

Anwendung: 
Drahte zur 
Tonauf-
zeichnung 

Pulver-
magnete 

Ba-Ferrit 

Sr-Ferrit 

0,38 

132 

25 

beliebig 
formbar; 
sehr hart 

Legierungen 
mit 
Ordnungs-
struktur 

CoPt 

FePt 

0,6 

360 

64 

teuer; 
Spezial-
magnete 

Seltene 
Erden 
(SE) 

SEC05 
(SE: Sm, Ce) 
NdFeB 

0,9; 1,2 

700; 800 

160; 280 

teuer; 
Spezial-
magnete 

Erhaltung des magnetischen Flusses 
(FluBgleichung) 
allgemein: 

^ BdA = konstant 

Magnetkreis (Bild M-30): 

B^A^ = aB,A, (M-37) 

B^, BY magnetische Induktion im Magne-
ten bzw. im Luftspalt, 

A^, Ai Querschnittsflache des Magneten 
bzw. des Luftspalts, 

G Streufaktor. Er berucksichtigt die 
magnetische Induktion, die nicht 
durch den Luftspalt geht (in der 
Praxis zwischen 1 und 10; 10 bedeu-
tet, daB nur 10% des magnetischen 
Flusses des Dauermagneten als 
NutzfluB im Luftspalt zur Verfu-
gung steht). 

Dauermagnet 

Polschuhe 

Bild M-30. Dauermagnetsystem. 

Bild M-31 zeigt die Entmagnetisierungskurve 
(2. Quadrant) und den Arbeitspunkt A [maxi-
maler Energiewert: {BH)^^^]. Der Arbeits­
punkt A hat die Koordinaten (— H^ ,B^). Die 
Scherungsgerade ist die Gerade vom Null-
punkt (0) zum Arbeitspunkt A. Sie hat die 
Steigung s: 

B^ 
H^ 

(M-38) 
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R i 
Arbeitspunkt A J__ fcherungsgerade 

-^m/^rr 

-H 0 BH 
BildM-31. Scherungsgerade und Arbeitspunkt eines 
Dauermagneten. 

Tabelle M-17. Entmagnetisierungsfaktoren. 

Geometric 

diinne Platte 

sehr langer 
Stab 

Kugel 

Magnetisiemng 

in Plattenebene 
senkrecht zur 
Plattenebene 

in Langsrichtung 
in Querrichtung 

Entmagneti-
sierungs-
faktor N 

0 
1 

0 
1/2 

1/3 

Wird fur — B^ die Gleichung zur FluBerhal-
tung und fur H^ das Durchflutungsgesetz ein-
gesetzt, dann ergibt sich fiir die Gleichung der 
Scherungsgeraden: 

B^= +sH^ 

Hieraus ist erkennbar, daB die Scherungs­
gerade nur von der Geometrie des Magneten, 
nicht aber vom Werkstoff abhangt. 
Der Ausdruck 

N = 
yAj, (M-40) 

wird als Entmagnetisierungsfaktor bezeichnet. 
Damit wird die Scherungsgerade 

Mo 
B^ = 

N 
'H^ 

Das Produkt {B H) stellt die gespeicherte mag-
netische Energie je Volumen dar. Zur Berech-
nung der im Luftspalt zur Verfiigung stehen-
den Energie wird {BH) mit dem Volumen des 
Luftspaltes multipliziert, und man erhalt 

(5„ /?JKn = BiHiViy(r = Hoyi 

Nach Bi aufgeiost, ergibt sich 

s,= 
'yjySV, 

(BH)^; 

(M 

(M-

-41) 

-42) 

(BH) 
j"o 

magnetische Induktion im Magne­
ten bzw. Luftspalt, 
magnetische Feldstarke im Magne­
ten bzw. im Luftspalt, 
Volumen des Magneten bzw. des 
Luftspalts, 
magnetische Energie je Volumen, 
magnetische Feldkonstante 
[/io = 47i.lO-'^V-s/(A.m)], 

y Spannungsfaktor 
(unmagnetische Bereiche), 

G Streufaktor (Verlustinduktion im 
Luftspalt). 

Das bedeutet: Die im Luftspalt zur Verfiigung 
stehende magnetische Induktion B^ ist pro­
portional zum Magnetvolumen V^ und zum 
(BH)^-WQTt Um das Magnetvolumen mog-
lichst klein zu halten, muB also der 
(5/f)^3^-Wert eingestellt werden. 

Energie des magnetischen Feldes 

Im Magnetfeld ist die Arbeit W^^^^ gespei-
chert. Diese wird zum Aufbau des Magnetfel-
des benotigt und beim Abbau des Feldes wie-
der frei. 

Elektromagnetische Induktion 

Das Induktionsgesetz zeigt den Zusammen-
hang zwischen elektrischem und magneti-
schem Feld. Es besagt, daB jede zeitUche 
Anderung des magnetischen Flusses d(P/d^ 
eine elektrische Spannung u^^^ induziert: 

N Windungszahl, 
d^ Anderung des magnetischen Flusses, 
dt Zeitintervall, 
dB Anderung der magnetischen Induktion, 
A^ Flache senkrecht zu den magnetischen 

FeldHnien. 
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iJbersicht M-22. Magnetische Energie, Ener-
giedichte und Tragkraft eines Elektromagneten. 

magnetische Energie allgemein 

0 ^ 

magnetische Energie eines inhomogenen 
Magnetfeldes 

Feldenergie einer Spule 

= -BHV=-IN^ 

2 2 

Energiedichte (Energie je Volumen) w 

W 1 

V 2 

Tragkraft eines Magneten F^^^g^ 

fiH^A BHA B^A 
magn " 2 ~ 2 " T ^ 

^vnagnir^ A^^F^ 

A 
B 
H 
I,i 
L 
F 

/ 
N 
Wind 

V 

w 
' m a g n W 

M 
/̂ O 

/"r 

^ 

Flache, durch die das Magnetfeld dringt 
magnetische Induktion 
magnetische Feldstarke 
Stromstarke 
Selbstinduktivitat 
magnetische Kraft 
Lange der Spule 
Windungszahl 
induzierte Spannung 
Volumen des Magnetfeldes 
magnetische Energie 
Energiedichte 
Permeabilitat (fi = JIQ fi^) 
magnetische Feldkonstante 
[Aio = 47c-10-^V.s/(A-m)] 
Permeabilitatszahl 
magnetischer FluB 

Ubersicht M-23. Induktionsgestz fur bewegte 
Letter im Magnetfeld und Fldchenrotation mit 
konstanter Drehzahl. 

bewegter Leiter im Magnetfeld 

u,„, = NBlv 

Flachenrotation mit konstanter Drehzahl 

m 
<^(p= cot 

Mĵ jj = NBA CO sin (co t) 

A rotierende Flache 
B magnetische Induktion 
/ Lange des Leiters 
N Windungszahl (in den Bildern ist Â  = 1) 
Mĵ j induzierte Spannung 
V Geschwindigkeit des Leiters, senkrecht 

zum Magnetfeld 
CO Kreisfrequenz 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB es 
gleichgultig ist, ob sich 

- das Magnetfeld andert (dB/dt) bei konstanter 
Flache A„ {Transformatorprinzip) 
Oder 

- bei gleichbleibender magnetischer Induktion B 
sich die senkrecht zum Magnetfeld stehende Fla­
che andert {dAJdt) (Generatorprinzip). 

Wirbelstrome 

Werden leitende Korper in einem Magnetfeld 
bewegt Oder sind sie ruhend wechselnden 
Magnetfeldem ausgesetzt, dann werden in 
dem Leiter Strome induziert. Man nennt sie 
Wirbelstrome, weil die Induktionsstromlinien 
wie Wirbel in sich geschlossen sind (Bild 
M-32). 

Wirbelstrome erzeugen wiederum Magnet-
felder, die das urspriingliche magnetische Feld 
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BildM-32. Prinzip der Wirbelstromentstehung. 

schwdchen (Gegenfeld nach der Lenzschen 
Kegel). 

Der Wirbelstrom I^ kann folgendermafien ab-
geschatzt werden: 

C//(2i?); (M-44) 

U induzierte Spannung, 
R Widerstand des im Magnetfeld liegenden 

Leiters. 
Beispiele fur technische Anwendungen sind 
Drehzahlmesser, Wirbelstrombremsen oder 
MeBgerate fur elektrische Energie (kWh-
Zahler). 

Skineffekt 

In einem von Wechselstrom durchflossenen 
geraden Leiter treten Wirbelstrome in der 
Weise auf, daB diese im Innern entgegen dem 
Wechselstrom und im dufieren in Stromrichtung 
fliefien. Bei hohen Frequenzen ( / > 10^ Hz) 
fiihrt nur noch die AuBenhaut des Leiters 
Strom (Skineffekt: Hauteffekt, Bild M-33). In 
der Hochfrequenztechnik werden deshalb ent-
weder viele diinne Drahte zu einem Kabel ver-
drillt, oder es werden Hohlleiter verwendet. 

Die Eindringtiefe 3 beschreibt die Entfernung 
von der Leiteroberflache bis zu der Stelle 
im Leiterinnern, bei welcher der elektrische 
Strom auf den e-ten Teil (37%) abgesunken 
ist. Sie berechnet sich nach 

6 = ^2l{xfiO)); (M-45) 

X elektrische Leitfahigkeit, 
jj, Permeabilitat (fx = ^Q fi^), 
0) Kreisfrequenz. 

Selbstinduktion 

Bei der Anderung des magnetischen Flusses 
wird nicht nur in raumlich getrennten Leitern 

Bild M-33. Skin-Effekt. 

Ubersicht M-24. Selbstinduktion. 
induzierte Spannung M.„̂  

N0 d /_ _ dr 
~T It~ It 

EinheitlH = l V s / A 

Induktivitat L 

Definition: 
Wenn bei der Anderung der Stromstarke / um 1A 
innerhalb von 1 s eine Spannung U von 1V induziert 
wird, dann betragt die Induktivitat L = 1 H. 

Reihenschaltung von Induktivitaten 

Parallelschaltung von Induktivitaten 
1 1 1 1 1 « 1 

^ P g e s -^1 ^ 2 ^ 3 ^ n ' = 1 ^ i 

^ n 

/ 

IJ 
H 
N 
L 
I 
0 
P-
/̂ o 

f^r 

Flache senkrecht zum Magnetfeld 
Spulenformfaktor, beschreibt die 
Streuverluste (0 < / < 1) 
Stromstarke 
magnetische Feldstarke 
Windungszahl 
Induktivitat 
Spulenlange 
magnetischer FluB 
Permeabilitat {fi = [IQ H^) 
magnetische Feldkonstante 
[i«o = 47i-10-'V-s/(A-m)] 
Permeabilitatszahl 

eine Spannung induziert, sondern auch in der 
magnetfelderzeugenden Spule selbst. Diese 
Erscheinung nennt man Selbstinduktion. Der 
dann flieBende Induktionsstrom ist dem vor-
handenen Strom entgegengesetzt gerichtet 
(Lenzsche Kegel; Ubersicht M-24, Tabelle 
M-18). 
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Tabelle M-18. Induktivitdten verschiedener Leitergeometrien (NF: Niederfrequenz; HF: Hoch-
frequenz). 

Spulengeometrie Formel Bemerkung 

Ringspule 
L = 

^A^N^ 

in iw 
sehr lange Zylinderspule 

pVMUW], 

H Permeabilitat 

A^ Spulenflache 
N Windungsanzahl 
/ mittlerer Spulenumfang 

Oder Spulenlange 

kurze Spule, einlagig 

?/ 

L=f 
HA^N^ f Formfaktor 

•^ \+dl2l 
fur//^^ 0,3 

d Spulendurchmesser 
/ Spulenlange 

kurze Spule, mehrlagig 
I = ?lii^(Al NF 

471 \l + h, 

R Spulenradius 
h Hohe der Wicklung 

n = 0,75, wenn -—- < 1 

n = 0,5, wenn 

R 
><'7T^'^^ 

einfacher Ring 
L = ^R 

L = fiRln 

In 0,25 

© 
NF 

HF 

R Ringradius 
r Leiterradius 

diinnwandiges Rohr 

r / 1 
L = nR 

L = fiR In [-

In ( y 1 + 1,5 NF 

HF 

R Rohrradius 
/ Rohrlange 

Einfachleitung 

In 

2n 

I')-.,.] NF 

HF 

/ Leiterlange 
r Leiterradius 
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Tabelle M-18 (Fortsetzung) 

Spulengeometrie 

Doppelleitung 

la 

Koaxialkabel 

"H 4|,. 

Formel 

'-r 
2% 

In ( ^ ) +0,25 

NF 

HF 

NF 

HF 

Bemerkung 

/ Leiterlange 
a Leiterabstand 
r Leiterradius 

/ Leiterlange 
r^ Radius des AuBenleiters 
Tj Radius des Innenleiters 

Tabelle M-19. Analogie des elektrischen und des magnetischen Feldes. 

elektrisches Feld 

elektrische Urspannung 

Uo 

elektrische Feldstarke 

ds 

elektrische Spannung 
U= -JE{s)ds 

elektrische Stromstarke 

dt 

elektrische Ladung 
(VerschiebungsfluB) 
Q = jlit)dt 

Verschiebungsdichte 

D = eE 

elektrische Feldkonstante 
1 

Dielektrizitatszahl ŝ  
Permittivitat 
(Dielektrizitatskonstante) 

e = Eo e. 

Einheit 

V 

V 
m 

V 

A 

A-s 

A-s 

A-s 
V-m 

A-s 
V-m 

magnetisches Feld 

magnetische Urspannung 
(Durchflutung) 
0 = NI 

magnetische Feldstarke 

magnetische Spannung 
& = \H{l)dl 

induzierte Spannung 
d^ 

U= -N—-
dt 

magnetischer FluB 

^ = BA 

magnetische FluBdichte 
(Induktion) 

B = ii H 

magnetische Feldkonstante 

" " ^ ^ 

Permeabilitatszahl pi^ 
Permeabilitat 

^ = ^O^r 

Einheit 

A 

A 
m 

A 

V 

V-s 

V-s 
1^ 

V-s 
A-m 

V-s 
A-m 
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Tabelle M-19 (Fortsetzung) 

elektrisches Feld 

elektrischer Widerstand eines 
homogenen Drahtes 

'^'^^KA 

elektrische Stromstarke 

î ei Strom 

elektrischer Spannungsabfall 

U = RI 

Kapazitat 

- i 
Kapazitat eines Platten-
kondensators 

- 5 
elektrische Kraft 

F.i = QE 

elektrisches Dipolmoment 

elektrische Energie 
des Kondensators 

Wr^lrCV-
^ 2 

elektrische Energiedichte 

w,, = ^-8E' = ^-DE 

Einheit 

Q 

A 

V 

F 

F 

N 

A • s • m 

W s = J 

W s J 
m^ m^ 

magnetisches Feld 

magnetischer Widerstand eines 
homogenen Magnetkerns 

*" jji A 

magnetischer FluB 

^ 0 U=-0 (p = — 
R^ Spannung 

magnetischer Spannungsabfall 

0 = <PR^ = HI 

Induktivitat 

- 7 
Induktivitat einer Ringspule 

L = n—j-

magnetische Kraft 

F^ = QvxB 

magnetisches Dipolmoment 

m = — = 01 
H 

magnetische Energie einer Spule 

^ 2 

magnetische Energiedichte 

""2 2 

Einheit 

A 
Wb 

V-s 

A 

H 

H 

N 

V-s -m 

W s = J 

W s J 
m m"* 

Analogic elektrisches und magnetisches Feld 

In Tabelle M-19 sind die entsprechenden Gro-
Ben fiir das elektrische und das magnetische 
Feld zusammengestellt. 

M.6 Wechselstromkreis 

M.6.1 Wechselspannung und Wechselstrom 

Im Wechselstromkreis findet ein periodischer 
Verlauf dQT Spannung u{t) und des Stromes 
i(t) statt. Die folgenden Bezeichnungen orien-
tieren sich an DIN 40110 (Wechselstrom-
groBen). 
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Ubersicht M-25. Sinusformiger Wechselstrom 
und sinusformige Wechselspannung. 

a) periodischer Verlauf 

'^"~^'' /(f)=/GOS(fl?f+^i) 

u{t) = uoos{cot+(p^) 

Ubersicht M-26 (Fortsetzung) 

2n cot 

b) Zeigerdiagramm 

(p^j> (pi'. Die Spannung eilt dem Strom voraus. 
(p^< (pi\ Die Spannung eilt dem Strom nach. 

Die Phasenverschiebung hangt von der Induktivitdt 
L einer Spule und der Kapazitdt C eines Konden-
sators im Stromkreis ab. 

c) Gleichungen 

M(/) = Me-'<'̂ '+'̂ "> m 
— i pj(0>t+q>i) 

f Frequenz 
i komplexer Strom 
i Ampli tude des Stroms 
T Periodendauer {T = 1//) 
/ Zeit 
u Amplitude der Spannung 
u komplexe Spannung 
j imaginare Einheit (j = v " U 
(p^ NuUphasenwinkel des Stroms 
(p^ NuUphasenwinkel der Spannung 
o) Kreisfrequenz (o) = 2nf= In/T) 

Ubersicht M-26. Kenngrofien des Wechsel-
stromkreises. 

Effektivwert 
Der Effektivwert ist diejenige GleichstromgroBe, die 
dieselbe Leistung erzeugt wie die Wechselstrom-
groBe. Der Effektivwert ist der zeitlich quadratische 
Mittelwert der entsprechenden elektrischen GroBe. 

Effektivwert fiir sinusformigen Verlauf des Stroms 

/ = - ^ % 0,707 f 

Spannung 

U = -!^K 0,707 u 
v ^ 

Halbschwingungsmittelwert 
Der arithmetische Mittelwert iiber einer ganzen 
Periode wird Gleichwert genannt; er ist bei einem 
reinen Wechselstrom gleich null. Deshalb wird haufig 
der groBte Wert des arithmetischen Mittelwerts iiber 
einer halben Periode der WechselgroBe ermittelt, wel-
cher Halbschwingungsmittelwert genannt wird. Er 
entspricht der Hohe eines Rechtecks, dessen Fla-
cheninhalt gleich dem einer Halbwelle ist. Fiir sinus­
formigen Verlauf gilt 

1 3«/2 I 
4 = - J /cos<i!)d(^ = -[sin<j9]„^;f 

= - « 0,637 i 

Scheitelfaktor (Crestfaktor) k^ 

Scheitelwert der WechselgroBe i 
Effektivwert der WechselgroBe I 

fur Sinus bzw. Cosinus k^ = ^ ^ 1,414 

k=, 

fur Dreieck K = 1,73 

Formfaktor kf 
Effektivwert / 

k = —-_—.—; ;— = (1 < /Cf < oo) 
Halbschwmgungsmittelwert 4 

fiir Sinus bzw. Cosinus kf = - : % 1 , 1 1 1 . 
2J2 

I Effektivwert des Stroms 
I Ampli tude des Stroms 
4 Halbschwingungsmittelwert des Stroms 
kf Formfaktor 
k^ Scheitelfaktor 
T Periodendauer 
U Effektivwert der Spannung 
u Ampli tude der Spannung 
(0 Phasenwinkel 
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Tabelle M-20. Komplexe Rechnung mit Effektivwerten im Wechselstromkreis. 

Wechselspannung 

Wechselstrom 

Ohmsches Gesetz 

Zeiger-Diagramm 

Scheinanteil 

Wirkanteil 

Blindanteil 

Absolutbetrag 

Phasenwinkel 

Komplexer Widerstand Z 

Im 

Z = --R+JX=ZQ^'' 

Scheinwiderstand Z = 
(Impedanz) 

U 

^=1 

Wirkwiderstand R = 
(Resistanz) 

Blindwiderstand X = 
(Reaktanz) 

X = JZ^ - R^ 

Z- = JR^ + x^ 

X 
tan(p = -

TJ _ U QJ((Ot + (p 

I = lQJ(<^t + V 

z 

X 

Re 

Z coscp 

Zcosq) 

Zsincp 

Komplexer Leitwert Y 

)̂ = UQJ^t QJ<f,^ 

) = / e-'"" e-̂ ''̂ i 

Im 

Y=G 

^/ - t+^ G 

-iB= re"^> 

B 

Y 

Scheinleitwert Y 
(Admittanz) 

-1 
Wirkleitwert G = Y cos qy 
(Konduktanz) 

(Suszej 

I y = J 

)tanz) 

r ^ - G ^ 

G'-^B'-

(P = -i(Pu-(P\) 
X B 

tan (p = = — — 
\ ^ R G 

.z 

Re 

R 

X 

R 
R^ + X^ 

X 
R^-\-X^ 

M.6.2 Wechselstromkreis Zeigerdarstellung komplexer Grofien 
und Ohmsches Gesetz 

Zur Beschreibung der Verhaltnisse in einem WechselgroBen gleicher Frequenz werden in 
Wechselstromkreis mit sinus- bzw. cosinus- der GauBschen Zahlenebene als ^om/7/exe Z^/-
formigen WechselgroBen wird die komplexe ^^^ ^ dargestellt (Tabelle M-20). 
Rechnung herangezogen (s. Abschnitt A, Uber- _ ^ ,,,. , M I X 
sicht A-4) ^^^ Realteil ist der Wirkanteil, der Imaginar-

teil der Blindanteil der WechselstromgroBe. 
Beide zusammen ergeben als komplexen Zei-
ger die Scheingrofie Z. 
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Verhalten der Bauelemente 
im Wechselstromkreis 

Tabelle M-21. Bauelemente ohmscher Wider stand R, Induktivitdt L und Kapazitdt C im Wechsel­
stromkreis. 

Bauelement 
und Symbol 

ohmscher Widerstand 

(Wirkwiderstand) 

Induktivitat (Spule) 

(induktiver 
Blindwiderstand) 

Kapazitat (Kondensator) 

(kapazitiver 
Blindwiderstand) 

AusgangsgroBe /j^ = 4e^<'"'̂ '̂ > 

Gesetz Ohmsches Gesetz 

_ R ^ 

Induktionsgesetz 

-^ dt - ^ " ^ d̂  

lc=jojCUc 

Zeigerdiagramm Im 

/R ĉ  ,_ 
Up^ Re 

Spannung Uf^ und Strom 
/R in Phase 
(<?>u -<Pi = 0 ) . 

/ i Re 

Im 

LLc Re 

Spannung Uj^ eilt Strom 
/L um 71/2 voraus 
((Pu -(Pi = Tt/2). 

Strom Ic eilt Spannung 
Uf^ um 7c/2 voraus 

Zeitlicher Verlauf 

/ ^ 

Komplexer 
Widerstand 

i-R 

Im 

Li. 

_Uc _ 1 

Im 

fl Re 

(reelle Achse) 

Xi = a>L Im) 
Re 

Re 

(positive imaginare 
Achse) 

(negative imaginare 
Achse) 

Frequenzabhangigkeit 

keine 
Frequenzabhangigkeit 
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Reihenschaltung der Bauelemente 

Tabelle M-22. Reihenschaltung der Bauelemente. 

Schaltung L/, 'A^'-
U 

Zeiger-
diagramm 

Im' Imf 

l/̂ l̂ ^ L̂ ik 
L/R i Re /? I Re 

R I 
Re 

Im) L(L, Im, 

\Uc Re 

1/1 / 
Xc Re 

Maschen-
regel 

U=I{R-^jXO 

U=I{R+ja)L) 

U = liR-jX^) 

J 
t/ = / R 

o)C^ 

U=l[R+j{X^-Xc)] 

U=I\ R+j(ajL--^ 

Komplexer 
Widerstand Z = Ze''<'; |Z | = 7Real(Z)^ + Im(Z)2; tan(p = 

Im(Z) 
Real(Z) 

Spezieller 
komplexer 
Widerstand 

Z = j = R+jX^ 

Z = R +jo)L 

jZ| = y/?2 + (coL)^ 

tan(p = 
coL 

Z = j = R-jXc 

Z = R-j 
(DC 

\Z\=IR' + 
1 

"(DC 

tancp = 
1 

i?coC 

Z = j = R+JiX^-X^) 

(oC, 
Z = ^ +7 ft;L 

Z | = //?2+ coL 
w C 

caL — 

tan(p ^ 
coC 

Resonanz fwL = -

1 

/ • = -

-/res 

1 

InjLC 
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N 
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Ubersicht M-27. Aquivalente Umwandlungen. Mit 

a) Parallelschaltung 

I 

b) Reihenschaltung 

J «r Rr X. 

r^^ 
Rf + X^ 

R^, Rp ohmscher Widerstand der Reihenschaltung 
bzw. Parallelschaltung 

X^, Xp Blindwiderstand der Reihenschaltung 
bzw. Parallelschaltung 

Aquivalente Umwandlungen (Parallel- in 
Reihenschaltung und umgekehrt 

Bei gleicher Frequenz / (bzw. Kreisfrequenz 
CD) laBt sich jede Reihenschaltung von komple-
xen Widerstanden in eine aquivalente Parallel­
schaltung verwandeln und umgekehrt (Uber­
sicht M-27). 

M.6.3 Arbeit und Leistung 

Momen tanleistung 

Die Momentanleistung p{t) ist das Produkt 
aus Spannung u(t) und Strom i{t) zu jeder 
Zeit: 

p{t) = u{t)i{t). (M-46) 

u{t) = wcos(co? + (p^) 

= U^2cos{cot + (p^) 

und 

i(t) = i cos {cot + (^i) 

= / y ^ cos (cor + (Pi) 

ergibt sich 

p{t) = UIcoscp + UIcos(2a)t -\- (p^-\-(pi); 

(M-47) 

U Effektivwert der Spannung, 
/ Effektivwert des Stroms, 
(p Phasenverschiebung zwischen Wechsel-

spannung und Wechselstrom, 
CO Kreisfrequenz des Stroms (co = 2nf), 
(p^ Phasenwinkel der Spannung, 

(P\ Phasenwinkel des Stroms. 

Wie Bild M-34 zeigt, schwingt die Momentan­
leistung mit der doppelten Frequenz der 
Wechselspannung. 

In der Ubersicht M-28a ist zu erkennen, daB 
der Durchschnittswert, um den die Momen-

Ubersicht M-28. Momentanleistung, Wirk-, 
Blind- und Scheinleistung sowie Wechselstrom-
widerstdnde und Wechselstromleitwerte. 

a) Momentanleistung 

P(t)S 

b) Schein-, Wirk- und Blindleistung 

, 6 

Bild M-34. Strom, Spannung und Momentanleistung. 
Wirkleistung p Realteil 
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Ubersicht M-28 (Fortsetzung) 

Wirkleistung P 

P=UIcos(p = Scos(p= Qjtmcp^ y/S^ -Q^ 

Blindleistung Q 

Q = UIsm(p = Ssincp = Pid^ncp = Js^ - P^ 

Scheinleistung 5 

S= UI= P/cos (p = Q/sin cp = Jp^ + Q^ 

Leistungsfaktor cos (p 

Wirkleistung P 
Scheinleistung S cos (p = -

Verlustfaktor tan (p 

Blindleistung Q 
Wirkleistung P tanep : 

Blindfaktor sin (p 

Blindleistung 
sin<p = Scheinleistung S 

•• y ( i - cos^ (p) 

Um den Wechselstrom moglichst vollstandig nutzen 
zu konnen, sollte der Verlustfaktor tan cp moghchst 
klein gehalten werden und der Leistungsfaktor cos (p 
moghchst grofi werden. 

Wechselstromwiderstande und Wechselstromleitwerte 

Wirkanteil 

Blindanteil 

Scheinanteil 

Widerstand 

R = PjP 
Resistanz 

X=QIP 
Reaktanz 

Z = Ujl 
Impedanz 

Leitwert 

G = P/U^ 
Konduktanz 

B = QIU^ 
Suszeptanz 

Admittanz 

B 
I 
G 
P 
Q 
R 
S 
U 
X 
Y 
Z 
QOSCp 

%U\(p 
tancp 

Suszeptanz 
Effektivwert des elektrischen Strom s 
Konduktanz 
Wirkleistung 
Bhndleistung 
Widerstand 
Scheinleistung 
Effektivwert der elektrischen Spannung 
Reaktanz 
Admittanz 
Impedanz 
Leistungsfaktor 
Bhndfaktor 
Verlustfaktor 

tanleistung mit der doppelten Strom- bzw. 
Spannungsfrequenz schwingt, der Wirklei­
stung P entspricht. In Ubersicht M-28b ist zu 
sehen, wie sich daraus die Blindleistung Q und 
die Scheinleistung S errechnen. 

M.6.4 Transformation von Wechselstromen 

Mit einem Transformator konnen Spannungen 
transformiert werden. Er besteht aus zwei in-
duktiv gekoppelten Spulen, deren Windungs-
zahlen unterschiedlich sind (Ubersicht M-29). 

Ubersicht M-29. Transformator. 

a) Schaltzeichen 

b) Aufbau 

Primarseite Sekundar-

'1 

u, 
1 — • -

r 
1 

3W, N^i 

\ 
1 
1 

J 

seite 

X 
idealer, unbelasteter Transformator 

"^ = ^ = 11 

belasteter Transformator 
(vernachlassigbare Verluste) 

i^, i^ Strome in der Primar- bzw. Sekundarseite 
N^, N2 Windungszahl der Primar- bzw. Sekundar-

spule 
u^,U2 Spannung an der Primar- bzw. Sekundar-

spule 
ii Obertragungsverhaltnis (Verhaltnis der 

Windungszahlen) 
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Tabelle M-24. Ein- und Ausschalten eines Kondensators. 

Ladevorgang Entladevorgang 

Schaltung 

-0 
^V_A 

^ 
' A 

Differentialgleichung d7 + « c e - ^ = o 

Losungen ec = C f / ( l - e - « c ' ) 

Verlauf der Spannung 

Verlauf der Stromstarke 
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MJ.2 £in- und Ausschalten einer Spule 

Tabelle M-25. Ein- und Ausschalten einer Spule. 

Einschaltvorgang Ausschaltvorgang 

Schaltung <> R 

I A 

DifTerentialgleichung 
dl R ^ U ^ 

d̂  L 

Losung / = - ( l - e - 0 

Verlauf der Stromstarke 

M.8 Elektrische Maschinen 

In elektrischen Maschinen wird mechanische 
Energie in elektrische umgewandelt {Genera-
toren) oder elektrische Energie in mechanische 
{Elektromotoren). 

Wechselstromgenerator 

Bei einem Generator rotiert eine Leiterschleife 
mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit 
CO (Ubersicht M-30). 

Bei Wechselstromwiderstanden kann eine 
Phasenverschiebung zwischen Spannung und 
Strom auftreten. 

Der Wechselstromgenerator besteht aus einem 
Rotor oder Laufer (rotierendes Teil) und 
einem Stator (stehendes Teil). In Generatoren 
kleiner Leistung dient als Rotor eine Spule 
und als Stator ein Magnet (Elektromagnet 

oder Dauermagnet). Fur Generatoren groBer 
Leistung (Innenpolmaschine) wird als Rotor 
ein Magnet und als Stator eine Spule ver-
wendet. Uber die Schleifringe wird dann nur 
die kleine Leistung des Feldmagneten iiber-
tragen. 

Gleichstromgenerator 

Der Gleichstromgenerator besitzt, wie die 
Ubersicht M-30 zeigt, zwei isolierte Halb-
ringe, die bei Richtungsanderung der Span­
nung diese umpolen. So entsteht eine pul-
sierende Wechselspannung, die durch ent-
sprechende Beschaltungen geglattet werden 
kann. 

Drehstromgenerator 

Drehstrome sind drei, um einen Phasenwinkel 
von 120° verschobene, sinusformige Wechsel-
spannungen (Bild M-35). Die sechs Spulen-
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tJbersicht M-30. Wechselstrom- und Gleichstromgenerator. 

Wechselstromgenerator Gleichstromgenerator 

Prinzip M M M M 

^ 

Spannung 

Wĵjj = NBA CO sin(co/) 

"ind — " sin (co t) 

i(t) = ism{a>t) 

Durch zwei isolierte Halbringe wird die 
Spannung umgepolt. Es entsteht eine 
pulsierende Wechselspannung. 

A rotierende Flache 
B magnetische Induktion 
/ elektrischer Strom 
I Amplitude des elektrischen Stroms 
A'̂  Windungszahl 
Wind induzierte Spannung 
u Amplitude der Spannung (u = NBACD) 
ft) Kreisfrequenz 

X 
u 

> 
7 

^3 

A 
C . 

I 

X 
3 K 

I 

U2 

X 
2 7C 

(oX 

u^=u sin (cot) 

• r * 27c^ 

U3 = us\n{o)t + ^j 

BildM-35. Drehstrom. 

endpunkte konnen durch eine Dreieck-
bzw. Sternschaltung auf maximal drei be-
grenzt werden. Tabelle M-26 zeigt die ent-
sprechenden Strangstrome bzw. Strangspan-
nungen (bei gleicher Belastung aller drei 
Strange). Im offentlichen Netz ist die Strang-
spannung 220 V und die Leiterspannung 
V 3 - 2 2 0 V = 380 V. 
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Tabelle M-26. Dreieck- und Sternschaltung. 

Dreieck-
schaltung 

R L^ S 

Stern-
schaltung 
R S 

T 

Leiterstrom 

4 = 4 = /T = 
^ 3 • Strang-
strom 

Strangstrom 

(Mittelpunkt-
strom = null 

Leiterspannung 

= Strangspannung 

^ 3 • Strang­
spannung 

Strangspannung 
^RO = ^SO ~ ^TO 

M.9 Elektromagnetische 
Schwingungen 

Bei elektromagnetischen Schwingungen wer-
den im Wechselstromkreis zwischen Konden-
sator und Spule elektrische und magnetische 
Energie periodisch ausgetauscht. Fehlt im 
Stromkreis der ohmsche Widerstand, dann 
werden ungedampfte Schwingungen ausge-
fuhrt (die Scheitelwerte von Strom und Span-
nung sind immer gleich groB). Bei Anwesen-
heit eines ohmschen Widerstandes werden 
gedampfte Schwingungen ausgefiihrt (die 
Scheitelwerte von Strom und Spannung neh-
men ab). Die Schwingungen werden ausfuhr-
lich im Abschnitt J.l behandelt. 

M.9.1 Ungedampfte elektromagnetische 
Schwingung 

Ubersicht M-31 zeigt einen elektromagneti­
schen Schwingkreis, der eine ungedampfte 
Schwingung hervorruft, wobei sich Spannung 
und Strom periodisch andern. 

Ubersicht M-3i. Elektromagnetischer Schwingkreis. 

Schaltung 

(Z=) Ur, ^ C 
\ 

0 1 

Strom- und Spannungsverlauf 

u/i^ u = u cos {cDt) 

i = i sin {cot) 

n/2\ n v / y2n cot 
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Vbersicht M-31 (Fortsetzung) 

Differentialgleichung und Losungen 

U^ + UQ^O 

, d/ q 6q . 

^ dt ^ C'dt 

d^q 1 
n+ / = 0 

df2 LC 

q{t)=qcos{o)ot + (poq) 

df2 LC ^ 

Uc{t)=UcCOS{cOot+(Po^,) 

i{t) = f cos{coot+(p'Q,) 

,, nr L 
0)Q- V/-C 1 

C Kapazitat 
i, i Strom, Amplitude des Stroms 
L Induktivitat 
q, q Ladung, Amplitude der Ladung 
Mc, "L Spannung am Kondensator , an der Spule 
(p Phasenwinkel 
COQ Kreisfrequenz 

M.9.2 Gedampfte elektromagnetische 
Schwingung 

Bei gedampften Schwingungen ist ein ohm-
scher Widerstand vorhanden (Abschnitt J. 1.2, 
Ubersicht J-6). Auch in diesem Fall miissen 
nach der Maschenregel die Summe aller Span-
nungen null ergeben: 

ML + Mc + "R = 0 • 



N Nachrichtentechnik 

Die Nachrichtentechnik befaBt sich mit der 
tJbertragung, Vermittlung und Verarbeitung 
von Nachrichten. Wichtige Normen sind in 
Tabelle N-1 zusammengestellt. 

Tabelle N-1. Wichtige Normen der Nachrich­
tentechnik. 

Norm 

DIN 1324 
DIN 1344 

DIN 5483 
DIN 5493 
DIN 40110 
DIN 40146 
DIN 40148 
DIN 44 300 
DIN 44 301 
DIN 44 302 

DIN 44 331 

Bezeichnung 

Elektromagnetisches Feld 
Elektrische Nachrichtentechnik, 
Formelzeichen 
Zeitabhangige GroBen 
Logarithmierte GroBenverhaltnisse 
WechselstromgroBen 
Begriffe der Nachrichteniibertragung 
Ubertragungssysteme 
Informationsverarbeitung 
Informationstheorie 
Dateniibertragung, 
Dateniibermittlung 
Vermittlungstechnik - Systemtechnik 

N.l Informationstheorie 

Die wichtigsten Beziehungen der Informa­
tionstheorie sind in Tabelle N-2 (s. S. 339) 
zusammengestellt. Die verwendete Einheit 
fur /, H, HQ und R ist das Bit (Einheiten-
symbol: bit). Der Logarithmus zur Basis 
2(lb X = log2 x) hangt mit dem Zehnerloga-
rithmus Ig x folgendermaBen zusanmien: 

IhxJ^^-^^' 
lg2 0,301 

(N-1) 

N.2 Signale und Systeme 

N.2.1 Zeit- und Frequenzbereich 

Zeitlich periodische Signale mit der Grundfre-
quenz/o konnen nach FOURIER als Reihe von 
harmonischen Schwingungen dargestellt wer-
den. Die Frequenzen der Oberschwingungen 
sind ganze Vielfache der Grundfrequenz. Bei 
nicht periodischen Vorgangen geht die Fourier-
Reihe in das Fourier-Integral uhtt und das dis-
krete Linienspektrum in ein kontinuierliches 
Spektrum (Bild N-1). Weitere Einzelheiten zur 
Fourier-Analyse bzw. Fourier-Transforma­
tion sind in den Abschnitten J, 1.4.4 bzw. A. 16 
und A. 17 dargestellt. 

Bandbreite 

Die Frequenzen, die im Spektrum eines 
Signals enthalten sind, bestimmen seine Band­
breite B. Sie ist das Frequenzintervall zwi-
schen oberer und unterer Grenzfrequenz: 

B=fo-A- (N-2) 

Die obere und untere Grenzfrequenz ist nicht 
eindeutig festgelegt. In der Praxis wird haufig 
davon ausgegangen, daB Frequenzanteile, 
deren Amplituden kleiner sind als 10% der 
MaximalampUtude, vernachlassigbar sind. 

Fiir das Beispiel des Rechteckpulses im Bild 
N-1 gilt, wenn als obere Grenzfrequenz der 
Nulldurchgang der Spektraldichte /^ = 1/7; 
festgelegt wird: 

5 = 1/7: bzw. BT^^l. (N-3) 

Zeitfunktion s{t) und Spektralfunktion S{f) 
sind immer folgendermaBen korreliert: 

Die Zeitdauer eines Vorgangs und seine 
spektrale Breite stehen in einem rezipro-
ken Verhaltnis. 
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periodische Signale 

Zeitfunktion : 

s{t)k 

T- h T 

Fourier-Reihe 
+00 

s{t) = Y^c^el'^^ot 
n=-oo 

, + T / 2 

is 
-r/2 

Spektrum : 

1+T/2 

' T /O 

IcJ 

I IMIII . I m i l , i l l , , 

nicht periodische Signale 

Zeitfunktion : 

Fourier-Integral {-Transformation) 

+00 

s(0=JS(/)e^'2^^^df 

+7/2 

-T/2 

Spektraldichte : 

Bild N-1. Korrespondenz zwischen Zeit- und Frequenzbereich. 

Bei Netzwerken (Ubertragungseinrichtungen) 
wird meist die S-dB-Bandbreite benutzt. Sie 
gibt den Frequenzbereich an, in dem die Uber-
tragungsfunktion H(f) 

H{f) = U2(f) 
uAfV 

(N-4) 

t/i ( / ) Eingangsspannung, 
^2 ( / ) Ausgangsspannung, 

um weniger als den Faktor 1/A/2 = 0,707 von 
ihrem Maximalwert abweicht. 

Fiir das Fernsprechen wurde von CCITT 
(Comite Consultatif International Telegra-

phique et Telefonique) das Frequenzband von 
/„ = 300 Hz bis / , = 3,4 kHz {B = 3,1 kHz, 
Tabelle N-3) festgelegt. 

Die in Tabelle N-2 definierte Kanalkapazitat 
C hangt von der Bandbreite B des Kanals, der 
Signalleistung P^ und der Rauschleistung P^ 
(Abschnitt N.2.6) ab (Tabelle N-3). Nach 
SHANNON gilt 

C = 5 1 d ( l + ^ U | l 0 1 g ( l + ^ 

(N-5) 
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Tabelle N-2. Informationstheoretische Begriffe. 
Die Beispiele der letzten Spalte beziehen sich auf ein System mit « = 4 Zeichen, die mit den Wahrscheinlich-
keiten 40%, 30%, 20% und 10% auftreten. 

Definitionen 

Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten 
der Nachricht x-^ (Zeichen, Symbol) 

Informationsgehalt der Nachricht x^ 

Entropie: mittlerer Informationsgehalt 
einer Nachricht aus n Elementen x^. . , x„ 

Entscheidungsgehalt: maximaler Informationsgehalt 
einer Menge von n Zeichen 

Redundanz: Differenz zwischen maximal moglichem 
Informationsgehalt und tatsachhch ausgenutztem 

relative Redundanz 

InformationsfluB (7^ ist die mittlere Zeit fiir die 
Ubertragung eines Nachrichtenelements) 

Kanalkapazitat: maximaler InformationsfluB, der 
fehlerfrei iiber einen Kanal ubertragen werden kann 

Gleichungen 

Pi^d 

/(x,)=idr-^]bit 

H= i/>(A:i)/(Xi)bit 

HQ = \dn bit 

R = {HQ- H) bit 

H,-H 

Ho 

F=HIT^bitls 

C = F^^^ = \f\ bit/s 

Beispiel 

p{x,) = OA 
P(X2) = 0,3 
p{x,) = Oa 
PM = O,I 

/(xi) = 1,32 bit 
/(X2) = 1,74 bit 
/(JC3) = 2,32 bit 
I{x^) = 3,32 bit 

H = 1,85 bit 

Ho = 2 bit 

/? = 0,15 bit 

r = 0,077 

Tabelle N-3. Kanalkapazitdten. 

Kanal 

Fernsprechen 
UKW-Rundfunk 
Fernsehen 

B 
kHz 

3,1 
15 

5000 

S 
dB 

40 
60 
45 

C 
bit/s 

4,1 . lO'' 
3 10^ 

6,5 • 10^ 

Haufig ist P^> P^, so daB gilt 

C« | l 01g (P , /P„ ) = | 5 . (N-6) 

N.2.2 Abtasttheorem 

Zur Digitaliibertragung mussen zeitkontinuier-
liche Signale durch Abtastung in diskrete 
Signale umgewandelt werden (Bild N-2). 
Nach SHANNON wird eine Zeitfunktion s{t), 
deren Spektrum durch die Bandbreite B be-
grenzt ist, durch Abtasten eindeutig beschrie-
ben, wenn gilt: 

T^^ 
IB' A^2B; (N-7) 

/^ Abtastfrequenz. 

S Storabstand in dB (Ubersicht N-5). 
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s(f)* 

Bild N-2. Abzutastendes Signal s (t) und Spektral-
dichte S(f). 

den Gleichungen in Ubersicht N-1 entsteht 
symmetrisch zur Tragerfrequenz/j eine obere 
und eine untere Seitenbandfrequenz / j + /^ 
bzw./j —f^ (Bild N-4). Sind in einem Signal 
Fourier-Koeffizienten im Frequenzbereich 
von / i bis /2 enthalten, so entsteht ein oberes 
und ein unteres Seitenband mit Frequenzen 
von/r + / i bis/x + f^ bzw./r - / 2 bis/y - / i . 

Mit einer einfachen Gleichrichterschaltung 
laBt sich das AM-Signal demodulieren. 

Einseitenbandmodulation EM 

Da bei der AM jedes Seitenband die voile In­
formation des modulierenden Signals tragt, ist 
eine Ubertragung mit nur einem Band (mit 
und ohne Trager) moglich. In der Kegel wird 
das obere Seitenband iibertragen. Die erfor-
derliche Bandbreite ist nur halb so groB wie 
bei der AM. 

N.2.3 Modulation 

Nach NTGOlOl ist die Modulation die Ver-
anderung von Signalparametern eines Trdgers 
in Abhangigkeit von einem modulierenden 
Signal (Basisbandsignal). Nach Ubertragung 
des moduHerten Signals wird durch Demodu­
lation das Basisbandsignal wieder gewonnen 
(Bild N-3). Von den in Tabelle N-4 dargestell-
ten Modulationsverfahren sollen im folgenden 
einige genauer dargestellt werden. 

Amplitudenmodulation AM 

Bei der AM wird die Amphtude eines Tragers 
durch das Basisbandsignal moduliert. Nach 

Frequenzmodulation FM 

Bei der FM wird die Momentanfrequenz Q{t) 
des Tragers durch das zu iibertragende Signal 
moduliert (Bild N-5, Ubersicht N-2). Es ent-
stehen symmetrisch zur Tragerfrequenz/j Sei-
tenbanden im Abstand ± « / M (« = 1, 2, 3 . . . ) , 
deren Amplituden durch Besselfunktionen 
J^ (rj) bestimmt werden. Bei bestimmten Mo-
dulationsindizes (z. B. rj = 2,405; 3,832 usw.) 
sind Nullstellen der Bessel-Funktionen, was 
zur Folge hat, da6 der Trager bzw. bestimmte 
Seitenbander verschwinden (Bild N-5). Die 
FM benotigt bei groBem Modulationsindex rj 
eine wesentlich groBere Bandbreite als die 
AM, weshalb sie nur im UKW-Bereich und 
noch hoheren Frequenzen angewendet wird. 

Basisband­
signal 

-"—X \ 
3ucllc^'"^<'> jueiie 1 

^̂  ^ 

Modu­
lator 

S T ( 

Trager 

Modulations-
, produkt 

s^{t) 

t) 

Ubertragungs-
kanal 

Demo­
dulator 

Bild N-3. Modulationsprinzip. 
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Tabelle N-4. Modulationsverfahren. 

Sinustrager 

Pulstrager 

modulierendes Signal 

analog 

Amplitudenmodulation 
amplitude modulation 

Einseitenbandmodulation 
single sideband modulation 

Restseitenbandmodulation 
vestigial sideband modulation 

Frequenzmodulation 
frequency modulation 

Phasenmodulation 
phase modulation 

modulierendes Signal 

unkodiert 

Pulsamplitudenmodulation 
pulse amplitude modulation 

Pulsdauermodulation 
pulse duration modulation 

Pulsfrequenzmodulation 
pulse frequency modulation 

Pulsphasenmodulation 
pulse phase modulation 

AM 

EM 
SSB 

RM 
VSB 

FM 

PM 

PAM 

PDM 

PFM 

PPM 

digital 

Amplitudenumtastung 
amplitude shift keying 

Frequenzumtastung 
frequency shift keying 

Phasenumtastung 
phase shift keying 

kodiert 

Pulskodemodulation 
pulse code modulation 

ASK 

FSK 

PSK 

PCM 

UbersichtN-L 

Trager 

modulierendes 
Basisband-
signal 

Zeitfunktion 

Modulations-
grad 

benotigte 
Bandbreite 

Amplitudenmodulation. 

5 T ( 0 = 5JC0SG)T t 

SMit) = S^ COS W^t 

'JAMCO 

= (Sj -f- % COS CO^ t) COS CO J t 

= Sj COS Q>T f + — COS {OJ^ + (O^) t 

m ~| 
+ - C O S ( G ) T - W M ) / 

m = sjs^ 

^AM * 2 B^^ 

Sj, Q)j Amplitude und Kreisfrequenz des Tragers 
iy, COM Amplitude und Kreisfrequenz des 

modulierenden Signals 
N̂p Bandbreite des niederfrequenten 

Basisbandsignals 

Phasenmodulation PM 

Bei der PM wird der Phasenwinkel des Tragers 
durch das Basisbandsignal moduliert. Bei 
einem nur mil einer Sinusschwingung modu-
lierten Trager sind PM und FM identisch. 
Beide werden unter dem Begriff Winkelmodu-
lation zusammengefaBt. 

Pulsmodulation 

Bild N-6 verschafft einen Uberblick uber die 
verschiedenen Pulsmodulationsverfahren. Bei 
den gezeigten Methoden entstehen zwar zeit-
diskrete, aber wertkontinuierliche Signale. 

Pulskodemodulation PCM 

Durch Quantisierung wertkontinuierlicher 
Signale (z. B. der PAM) entstehen wertdiskrete 
Signale. BildN-7 zeigt ein Beispiel mit acht 
AmpHtudenstufen (3-bit-Kode). Anstelle des 
gezeigten Dualkodes werden meist andere 
Kodes mit geringerer Storanfalligkeit zur 
Ubertragung verwendet (z.B. Gray-Kode, 
Abschn.Y.1.2). 
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a) Zeitverlauf a) Zeitverlauf 

modulierendes Signal 5^(0 

b) Spektrum 

S{f)k 

Sjin 
T 1 

vor der Modulation 

M̂ 

nach der Modulation 

fj 

m 

II II-
fj-fM fj fj^fM f 

Bild N-4. Amplitudenmodulation. 

Dem Vorteil der hohen Storsicherheit bei der 
digitalen Ubertragung steht der Nachteil ge-
geniiber, daB eine groBe Bandbreite benotigt 
wird. In der Praxis rechnet man mit einer er-
forderlichen Bandbreite von 

B^OJSf^N; (N-8) 

/^ Abtastfrequenz, Schrittgeschwindigkeit, 
N Anzahl der Quantisierungs-Bits. 

So wird beispielsweise bei der PCM-Fern-
sprechiibertragung mit/^ = 8 kHz (7^ = 125 ĵ s) 
abgetastet und die MeBwerte mit 8 bit quanti-
siert (256 Amplitudenstufen). Fiir die Uber­
tragung dieses 64-kbit/s-Signals ist also eine 
Bandbreite von B = 4S kHz erforderlich, 
wahrend die Analogiibertragung mit nur 
3,4 kHz auskommt. 

b) Spektren bei verschiedenen 
Modulationsindizes rj 

. T T 

. T I 

T 1 ll T 

77=5,0 

7=3,8 

T r . 

^ 1^ 
7=2,4 

7=1,0 

1^ 
fj 

f 

-8 -6 -4 -2 0 +2 +4 +6 +8 n 

BildN-5. Frequenzmodulation. 

Der groBe Vorteil der PCM besteht darin, daB 
in der Zeit zwischen den einzelnen Abtast-
pulsen andere Signale abgetastet und uber-
tragen werden konnen (Zeitmultiplex). Bei 
dem in Europa eingefiihrten PCM-Grund-
system (PCM 30) werden innerhalb des Zeit-
rahmens von 7^ = 125 |is 32 Kanale iiber-
tragen, davon sind 30 fiir Sprache oder 
Daten ausnutzbar. Insgesamt werden also 
32 • 64 kbit/s = 2,048 Mbit/s ubertragen. 



a) Pulsamplitudenmodulation, PAM 

b) Pulsdauermodulation, PDM 

c) Pulsphasenmodulation, PPM 

d) Pulsfrequenzmodulation, PFM 

BildN-6. Pulsmodulationsverfahren, s^(t) ist das 
modulierende Signal. 
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Ubersicht N-2. Frequenzmodulation. 

Augenblicks-
frequenz 
des Tragers 

modulierendes 
Basis-
bandsignal 

Zeitfunktion 

Modulations-
index 

Fourier-Reihe 

benotigte 
Bandbreite 

Q{t) = oi^-\- AQ cos (D^ t 

SMiO = SM cos co^t 

SpM ( 0 = '̂ T COS (coj t + r] sin cOf^t) 

r] = AQIco^= AF/f^ 

•^FMCO 

n= +00 

= Sj Z JM^osicDj + ncoJt 
n = - 0 0 

B^^^2{AF+B^^) 
= 2{rif^ + B^^) 

{AQ)AF (Kreis) Frequenzhub 
ft>M Modulationskreisfrequenz 
(Dj Tragerkreisfrequenz 
/„ {rj) Besselfunktionen 1. Art, «-ter Ordnung 
B^y Bandbreite des niederfrequenten 

Basisbandsignals 

.? 7 
| 6 
w c 

0 3 
3. 2 
1 1 
O 0 

o 

1 1 

o 

11 

;z 1 

H 

-1 

)|\ 

o 
o 

o o 

- -

o o o 

- -

o o o 

- -

o o 
c 
c 

~ 

t 

BildN-7. Quantisierung und Kodierung. 

N.2.4 Pegel und Dampfungsmafi 

In der Nachrichtentechnik treten Signal-
amplituden auf, die viele GroBenordnungen 
uberstreichen (z. B. Signalleistung am Anfang 
und Ende einer Leitung, Spannungsamplitu-
den am Bin- und Ausgang eines Verstarkers), 
Deshalb werden GroBenverhaltnisse haufig 
logarithmiert und in dB angegeben (Tabelle 
N-5). 

Neben dem in Tabelle N-5 defmierten (absolu-
ten) Pegel ist der relative Pegel gebrauchlich, 
bei dem der Bezugswert eines bestimmten Be-
zugspunkts (z. B. Eingang, Ausgang) zum Ver-
gleich herangezogen wird. Der Bezugspunkt 
hat den relativen Pegel null. Die relativen 
Pegel werden mit dem Hinweiszeichen dBr an­
gegeben. 

Ist das DampfungsmaB negativ, dann liegt 
Verstdrkung (Gewinn, gain) vor. 
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Tabelle N-5. Logarithmierte Grofienverhdltnisse. 

Pegel (absoluter Pegel) 
BezugsgroBe ist ein festgelegter Wert 

Beispiel 

Leistungspegel 

Spannungspegel 

Strompegel 

Definition 

Lp = 10 Ig ^ dB 

L^ = 2 0 1 g ^ d B 

L, = 20 Ig ^ dB 

BezugsgroBe 

Po = 1 mW 
P o = l W 

^0 = 0,775 V 

IQ = 1 mA 

Einheitenzeichen 
lEC UIT 

dB(mW) dBm 
dB(W) dBW 

dB (0,775 V)* -
dB(V) dBV 

dB(mA) 

DampfungsmaB 

Leistungs-
dampfungsmaB 

Spannungs-
dampfungsmaB 

« p = 1 0 1 g ^ d B = Lp,-Lp2 

^ 2 

* 0,775 V entspricht am Bezugswiderstand 600 Q von Fernsprecheinrichtungen einer Leistung von 1 mW 

N.2.5 Verzerrungen 

Lineare Verzerrungen entstehen beispielsweise 
wahrend einer Ubertragung dadurch, dafi die 
verschiedenen Fourier-Komponenten eines 
Signals verschieden stark gedampft werden 
(Amplitudenverzerrungen) oder unterschied-
liche Laufzeiten aufweisen {Laufzeitver-
zerrungen). In beiden Fallen weicht das iiber-
tragene Signal vom Ausgangssignal ab. Bei 
den linearen Verzerrungen andern sich im 
Fourier-Spektrum lediglich die Amplituden 
bzw. Phasen, es entstehen aber keine neuen 
Frequenzanteile. 

Nichtlineare Verzerrungen entstehen bei der 
Aussteuerung eines Senders oder Netzwerks 
mit einer gekriimmten Kennlinie. Bild N-8 
zeigt die gekriimmte Kennlinie eines Halb-
leiterlasers (Abschnitt X.1.3) als Sender fur 
die optische Nachrichtenubertragung und die 
entstehende Verzerrung eines sinusformigen 
Modulationssignals. 

Eine nichtlineare Kennlinie kann mathema-
tisch durch eine Taylor-Reihe beschrieben 

Bild N-8. Aussteuerung einer nicht linearen Laser-
kennlinie. 



Ubersicht N-3. Nichtlineare Verzerrungen. 

y = ax + bx^ + cx^ + dx"^ 

Modulation mit einem Signal: x{t) = x cos cot 

y(t)=^-bx^+yx'' 

+ \ ax + -cx^ j COS cot 

+ l-bx^-\--dx'^]cos2a)t 

1 -3 -, + - cx^ cos 3 (ot 4 

+ - dx"^cos4cot 
o 

Konstante 

Grundfrequenz 

zweite 
Harmonische 
(2HD) 

dritte 
Harmonische 
(3HD) 
vierte 
Harmonische 
(4HD) 

dBr 
0 

-20 

-40 

-60 

-80 

Spektrum der relativen 
Spannungspegel fiir 

ax : bx^ : cx^ : dx"^ 
2HD = 1 :10-^ : 10-2; 10-3 

3HD 

4HD 

2f 3f 4f f 

Modulation mit zwei Signalen: 
x{t) = X (cos coj / + cos a>2 0 

dBr 

oJ 
-201 
-401 
-60 J 
-fioJ 

2fi ''\ 

1 -2M 
r^ 1 
1-3M 

|+2fi 1 

||+3fi 1 

Spektrum der relative! 
Spannungspegel (s. o.) 

1+̂ 1 

-'h ,, 
2fp 3fp 
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Ubersicht N-4. Verzerrungsfaktoren. 
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Klirr-
faktor 
(Gesamt-
klirr-
faktor) 

Klirr-
faktor 
«-ter 
Ordnung 
(Teil-
klirr-
faktor) 

Klirr-
damp-
fungs-
maB 

Klirr-
damp-
fungs-
maB 
«-ter 
Ordnung 

Inter-
modula-
tions-
faktor 

k = 

k = 

I U.' 

« = 2, 3, 4 . 

ay, = 20 Ig - dB 

«,^ = 2 0 1 g - dB 

I W.-nr, + U,^.n,f 

U„ Effektivwert der Spannung der «-ten 
Harmonischen 

werden (Ubersicht N-3). Bei der Aussteuerung 
entstehen neue Harmonische zur Grund­
frequenz (Harmonic Distortion, HD). Ein 
MaB fur die Verzerrung ist der Klirrfaktor k 
(Ubersicht N-4). Bei der Aussteuerung einer 
nichtlinearen Kennlinie mit einem Frequenz-
gemisch entstehen Summen- und Differenz-
frequenzen (Intermodulation). Ubersicht N-3 
zeigt die Intermodulationsprodukte von zwei 
Frequenzen /^ und / j . Zur Beurteilung der 
Intermodulationsleistung gibt es verschiedene 
Defmitionen (DIN 40148, Blatt 3). Der in der 
Elektroakustik ubliche Intermodulationsfaktor 
m ist in Ubersicht N-4 angegeben. Der Inter­
modulationsfaktor und der Klirrfaktor werden 
durch Ausmessen eines Zweitonspektrums mit 
einem Spektrumanalysator bestimmt. 
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N.2.6 Rauschen 

Die wichtigste Storung bei der tJbertragung 
eines Nachrichtensignals ist das Rauschen 
(Noise). Folgende Rauscharten werden unter-
schieden: 

- Widerstandsrauschen (thermisches Rau­
schen eines Widerstands), 

- Generations-Rekombinationsrauschen 
(Schwankungen der Ladungstragerdichte in 
einem Halbleiter), 

- Schrotrauschen (statistisch regelloses Uber-
queren einer Sperrschicht durch Ladungs-
trager), 

- Modulationsrauschen 
(1//-Rauschen moduHerter Halbleiter), 

- Antennenrauschen 
(Einfangen atmospharischer Storungen). 

Nach der Frequenzabhangigkeit der spektra-
len Rauschleistungsdichte werden unterschie-
den: 

- weiBes Rauschen (frequenzunabhangige 
Leistungsdichte), 

- breitbandiges Rauschen 
(Leistungsdichte ist frequenzunabhangig bis 
zu einer oberen (3-dB-)Grenzfrequenz), 

- farbiges Rauschen (entsteht durch Filterung 
aus breitbandigem Rauschen), 

- rosa Rauschen (Leistungsdichte ist umge-
kehrt proportional zur Frequenz). 

In Ubersicht N-5 sind die wichtigsten Bezie-
hungen zusammengestellt. 

N.3 Nachrichteniibertragung 

Ubersicht N-5. Rauschen. 

effektive 
Rausch-
spannung 
eines 
Wirkwider-
stands R 

verfiigbare 
Rausch-
leistung bei 
Anpassung 

Rausch-
temperatur 

Rauschzahl 

Vierpols 

Rausch-
maB 

Stor-
abstand 

U^ = ^4kTRB 

P^ = kTB 

T^=.pj(kB) 

^ _ « T O e _ ^ , Pn.v 
(^s/^n)a (^L/'n.e 

F* = lOlgF dB 

^ = 10 Ig (PJPJ dB 

T 
T 

B 
e, a 

k 
P„, P^ 
T , T 

Bandbreite 
Eingang, Ausgang 
Leistungsverstarkung 
Boltzmann-Konstante 
Rausch-, Signalleistung 
Rauschtemperatur von Signalquelle 
und Vierpol 

Nach DIN 40146 besteht ein Nachrichten-
iibertragungssystem aus Sender, Ubertra-
gungskanal und Empfdnger. 

N.3.1 Sender 

Signale der Nachrichtenquelle werden vom 
Sender so aufbereitet, daB sie fiir die Ubertra-
gung im Ubertragungskanal geeignet sind und 
am Empfangereingang noch einen ausreichen-
den Pegel (Storabstand) aufweisen. Die zu-
nachst in beliebiger Form vorhegende Nach-
richt wird mit Hilfe des Aufnahmewandlers in 
ein meist elektrisches Signal iiberfiihrt. Die 
Signale werden meist nicht in ihrer Original-
frequenzlage (NF) iibertragen, sondern als 
modulierte HF-Signale. Die Modulation 
(Abschnitt N.2.2) eines hochfrequenten Tra-
gers gehort deshalb mit zu den Aufgaben des 
Senders. 

N.3.2 (Jbertragungsmedium 

Die wichtigsten Ubertragungsmedien sind 

- Leitungen (Drahte, Koaxialkabel), 
- Hohlleiter, 
- Lichtwellenleiter (Abschnitt L.1.3.2), 
- freier Raum. 
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Vhersicht N-6. Leitungsgleichungen. 

=^C' G'l Ersatzschaltbild 

C langenbezogene Kapazitat 
G' langenbezogener Querleitwert 
L' langenbezogene Induktivitat 
R' langenbezogener Widerstand 
CO Kreisfrequenz 

Differentialgleichung der ortsabb 
komplexen Spannung 

Ausbreitungskonstante 

Fiir verlustarme Leitungen 
{(oL P R' und OJO G') gilt: 
Dampfungskonstante 
(langenbezogene Dampfung von 

Phasenkonstante 
(langenbezogene Phasendrehung 

langigen 

U) 

von U) 

d̂  U(x) 
- I = (R' +JcoL') (G' +JCDC') U(X) 

y = a +JP = y(i?' +jajL') {G' +jco C) 

1Ẑ . /ĉ  ^, !^\ 

P = CD^/L7C 

Belage 

Die wichtigsten Leitungsgleichungen sind in 
Ubersicht N-6 zusammengestellt. Informatio-
nen zum Wellenwiderstand sowie der Refle­
xion und Transmission von Wellen an StoB-
stellen sind im Abschnitt J.2.2 zu fmden. 

Bei der Ausbreitung von elektromagnetischen 
Wellen im freien Raum treten verschiedene 
Wellentypen auf (Bild N-9). Bodenwellen sind 
vor allem fur Wellenlangen iiber 100 m von 
Bedeutung (Tabelle N-6). Raumwellen sind bei 
hohen Frequenzen (ab UKW) praktisch nur 
innerhalb optischer Sichtverbindung einsetz-
bar. Im Bereich der Kurz-, Mittel- und Lang-
wellen ist die an der lonosphare reflektierte 
Raumwelle von groBer Bedeutung. Bei Mittel-
wellen kann es zu Interferenzerscheinungen 
zwischen der Bodenwelle und der am Erd-
boden reflektierten Raumwelle kommen. 
Durch zeitlich wechselnde Ausbreitungsbe-
dingungen kommt es zu Schwund (Fading). 
Ubersicht N-7 enthalt Antennengleichungen 
fiir Freiraumiibertragung (A < 3 m). 

lonosphare 

Bild N-9. Ausbreitungswege elektromagnetischer Wel­
len. 
1 Bodenwelle, an Grenzfldche Erde-Luft gejuhrt, 
2 Raumwelle, an Erdoberfldche reflektiert, 
3 Raumwelle, optische Sichtverbindung, 
4 Raumwelle, an lonosphare reflektiert. 



364 N Nachrichtentechnik 

Tabelle N-6. Elektromagnetische Wellen. 

Wellenlange 
100 km 
Myriameterwellen 
Langstwellen 
10 km 
Kilometerwellen 
Langwellen LW 
1km 
Hektometerwellen 
Mittelwellen MW 
lOOm(lhm) 
Dekameterwellen 
Kurzwellen KW 
10 m (1 dam) 
Meterwellen 
Ultrakurzwellen UKW 
I m 
Dezimeterwellen 

h i dm 
Zentimeterwellen 

1 cm 
Millimeterwellen 

•- 1 mm 

Frequenz 
3 kHz — 
very low frequency 
VLF 
30 kHz 
low frequency 
LP 
300 kHz 
medium frequency 
MP 
3 MHz 
high frequency 
HP 
30 MHz 
very high frequency 
VHP 
300 MHz 
ultra high frequency 
UHP 
3 GHz 
super high frequency 
SHP 
30 GHz 
extremely high frequency 
EHP 
300 GHz 

Bodenwelle 

Reichweite 
> 10000 km 

Reichweite 
> 1000 km 

Reichweite 
> 100 km 

Reichweite 
< 100 km 

Raumwelle 

unbedeutend 

tagsiiber gedampft, 
nachts groBe Reichweite durch 
Reflexion an lonosphare 

Ausbreitung im Bereich 
der optischen Sichtverbindung, 
Uberreichweite durch Beugung 

Vbersicht N-7. Antennengleichungen. 

wirksame Antennenflache 
- Hertzscher Elementardipol 

- Kugelstrahler 

aufgenommene Leistung der Empfangsantenne 

Antennengewinn 

AntennengewinnmaB 

PreiraumdampfungsmaB 

Reichweite (quasioptische Sichtweite) 

A - ^ 
^ w , Hz — n ^ 

071 

^̂  = ^ [̂4 .̂1^^^^ 

«G = 10 Ig G d B 

A ^ wirksame Antennenflache 
Gg, G3 Gewinn Empfangs-, Sendeantenne 
h^, h^ Hohe Empfangs-, Sendeantenne 
Pg Sendeleistung 
r A b s t a n d zwischen Sende- u n d Empfangsan tenne 
R' effektiver E rd rad ius , 8470 k m 
X Wellenlange 
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N.3.3 Empfanger 

Der Empfanger nimmt das iibertragene Signal 
auf und verstarkt es. Nach Demodulation wird 
die Nachricht iiber einen Wiedergabewandler 
der Senke zugefuhrt. 

Erfolgt die Ubertragung in der Originalfre-
quenzlage, wird zur Verstarkung ein Gerade-
ausempfdnger eingesetzt, der auf die Signal-

frequenz abgestimmt ist. Bei der Ubertragung 
mit Hilfe eines modulierten hochfrequenten 
Tragers wird meist ein Uberlagerungsempfdn-
ger (Heterodyn-Empfang, Superhet) benutzt. 
Durch Mischung des HF-Signals mit der 
Schwingung eines lokalen Oszillators wird das 
Signal in eine niedrigere Zwischenfrequenz 
(ZF) umgesetzt und in der ZF-Lage weiter ver-
arbeitet (Bild N-10). 

HF - Ver-
starker 

I 
Mischer 

ZF - Ver-
starker 

Demo­
dulator 

Bild N-10. Uberlagerungsempfanger. 
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Tabelle 0-1. Wichtige Normen und Richtlinien. 

Norm 

DIN 1343 

DIN 1345 

DIN 1953 
DIN 5491 

DIN 13346 

VDE/VDI3511 
VDE/VDI 3512 

Bezeichnung 

Referenzzustand, Normzustand, 
Normvolumen 
Thermodynamik; Formelzeichen, 
Einheiten 
Temperaturmessung 
Stoffiibertragung; Diffusion und 
Stoffubergang, Grundbegriffe, 
GroBen, Formelzeichen, Kenn-
groBen 
Temperatur, Temperaturdifferenz; 
Grundbegriffe, Einheiten 
Technische Temperaturmessungen 
Mefianordnungen fiir 
Temperaturmessungen 

Die Thermodynamik befaBt sich mil Energie-
umwandlungen unter besonderer Beriicksich-
tigung von Warmeerscheinungen. In der phd-
nomenologischen Thermodynamik wird ein 
System durch makroskopische Variable be-
schrieben, wahrend in der statistischen Ther­
modynamik eine mikroskopische Betrach-
tungsweise angewendet wird. Die wichtigsten 
Erkenntnisse der Thermodynamik sind in drei 
Hauptsdtzen zusammengefaBt. 

O.l Grundlagen 

O.l.l Thermodynamische Grundbegriffe 

Systeme 
Nach Art der Systemgrenzen werden verschie-
denartige Systeme unterschieden (Tabelle 
0-2). 

Zustand, Zustandsgrofien 

Der Zustand eines Systems wird durch Zu-
standsgroBen beschrieben (Tabelle 0-3). 

Befmdet sich ein System in einem Gleichge-
wichtszustand, dann nehmen die Zustandsgro-

Tabelle 0-2. 

Bezeichnung 
des Systems 

offen 

geschlossen 

abge-
schlossen 

adiabat 

Thermodynamische Systeme. 

Kennzeichen der 
Systemgrenzen 

durchlassig fiir 
Materie und 
Energie 

durchlassig fiir 
Energie, 
undurchlassig 
fur Materie 

undurchlassig 
fiir Energie und 
Materie 

undurchlassig 
fiir Materie 
und Warme, 
durchlassig 
fiir mechanische 
Arbeit 

Beispiele 

Warmeiibertrager, 
Gasturbine 

geschlossener 
Kuhlschrank, 
Warmwasser-
heizung, HeiBluft-
motor 

verschlossenes 
ThermosgefaB 

rasche Kom-
pression in einem 
Gasmotor 

Tabelle 0-3. Beispiele fur Zustandsgrofien. 

thermische 
ZustandsgroBen 

Druck p 
Volumen V 
Temperatur T 

kalorische 
ZustandsgroBen 

innere Energie U 
Enthalpie H 
Entropie S 

Ben Z konstante Werte an. Wird von einem 
Ausgangszustand 1 das System in den neuen 
Zustand 2 uberfiihrt, dann ist die Anderung 
der ZustandsgroBe 

AZ = j dZ = Z2 - Zi (O-l) 

unabhangig von der Art der ProzeBfiihrung; 
sie hangt nur vom Anfangs- und Endzustand 
ab. Wird ein Kreisprozefi durchlaufen, so daB 
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nach einer Folge von Zustandsanderungen der 
Anfangszustand wieder vorliegt, dann gilt 

Tabelle 0-4. Spezifische und molare Grofien. 

| d Z = 0; (0-2) 

dZ totales Differential der ZustandsgroBe Z. 

Prozefigrofien 

Im Gegensatz zu den wegunabhangigen Zu-
standsgroBen sind Warme und Arbeit wegab-
hangige, d. h, von der Art der Prozefifuhrung 
abhangige Prozefigrofien. Differentiell kleine 
GroBen von ProzeBgroBen, die nicht als tota­
les Differential schreibbar sind, werden im fol-
genden mit 8 gekennzeichnet, also z. B. 5^ 

Spezifische und molare Grofien 

Thermodynamische GroBen, die von der Sub-
stanzmenge abhangen, werden als extensive 
GroBen (QuantitatsgroBen) bezeichnet (z. B. 
Volumen, innere Energie). Intensive GroBen 
(QualitatsgroBen) hangen nicht von der Sub-
stanzmenge ab, behalten also bei einer Zerle-
gung des Systems in Teilsysteme ihren Wert bei 
(z. B. Druck, Temperatur). Wird eine extensive 
GroBe X durch die Substanzmenge dividiert, 
ergibt sich eine intensive GroBe (Tabelle 0-4), 

Atom- und MolekUlmassen 

Die Masse eines Atoms m^ oder Molekuls m^ 
ist 

m^ = A^u, m^ = M,u; (0-6) 

Aj. relative Atommasse (angegeben z. B. im 
Periodensystem), 

M^ relative Molekiilmasse (Summe der relati-
ven Atommassen), 

u atomare Masseneinheit, 

\u = ^m^C'C) = 1,66055 • lO"'" kg. 

Fiir die Gesamtmasse m eines Einstoffsystems 
gilt 

m = Nm^^ = V M; (0-7) 

N Zahl der Teilchen (Molekiile, Atome) 
eines Systems, 

V Stoffmenge, 
M Molmasse. 

extensive 
GroBe 

X 

intensive GroBen 
molar 

X^ = Xlv (0-3) 

spezifisch 

X = Xjm 0-4) 

Zusammenhang: 
X^ = x{mlv) = xM (0-5) 

m Masse des Systems 
V Stoff- oder Teilchenmenge 
M Molmasse 

Die Stoffmenge (Teilchenmenge) v wird ge-
messen in mol. Die SI-Basiseinheit 1 mol ist 
die Menge eines Stoffs, der genau so viel Teil­
chen enthalt, wie Atome in 12,000 g ^^C ent-
halten sind. Diese Zahl ist die Avogadrosche 
Konstante Â^ = 6,022 • 10^^ mol" ̂  Fiir die 
Stoffmenge v gilt 

v = NIN^ = mlM; (0-8) 

N 

m 
M 

Teilchenzahl des Systems, 
Avogadrosche Konstante, 
Masse des Systems, 
Molmasse, d. h. Masse von v •• 
Stoffes. 

1 mol des 

Die Molmasse M bestimmt sich aus der relati-
ven Atommasse A^ bzw. Molekiilmasse M^ ge-
maB 

M = A^glmo\ bzw. M = M, g/mol.(0-9) 

0.1.2 Temperatur 

Befmden sich zwei Korper auf verschiedenen 
Temperaturen, dann fmdet bei Kontakt der 
Korper ein Temperaturausgleich statt. Im 
nullten Hauptsatz der Thermodynamik wird 
formuliert: 

Im thermodynamischen Gleichgewicht 
haben alle Bestandteile eines Systems die-
selbe Temperatur. 

Die physikaUsche Bedeutung der Temperatur 
wird im Abschnitt 0.2.2 beschrieben; die 
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exakte Definition der thermodynamischen 
Temperatur erfolgt im Abschnitt 0.3.5. 

Zur Definition einer Temperaturskala sind 
zwei Fixpunkte erforderlich. Bin Fixpunkt ist 
der absolute Temperaturnullpunkt, der nicht 
unterschritten werden kann. Als zweiter Fix­
punkt wurde der Tripelpunkt (Abschnitt 
0.4.3.2) des Wassers zu 273,16 K festgelegt. 
Daraus folgt fiir die SI-Basiseinheit der Tem­
peratur: 

Ubersicht 0-1. Thermische Ausdehnung. 

1 Kelvin (1 K) ist der 273,16te Teil 
der thermodynamischen Temperatur 
des Tripelpunkts von Wasser. 

Die Kelvin-Skala hat dieselbe Teilung wie 
die altere Celsius-Skala, deren Fixpunkte 
Schmelz- und Siedepunkte von Wasser 
(0°C bzw. 100 °C) beim Normdruck 
;?„ = 101325 Pa sind. Es gilt folgender Zu-
sammenhang: 

K 
- 2 7 3 , 1 5 ; (O-IO) 

S Celsius-Temperatur, 
T Kelvin-Temperatur. 

Fiir Temperaturdifferenzen gilt 

Ad = AT. ( 0 - 1 1 ) 

Hinweise zur Temperaturmessung sowie eine 
Zusammenstellung der relevanten DIN-
Normen finden sich in den VDE/VDI-
Richtlinien 3511 und 3512. 

relative 
Langen-
anderung 

absolute 
Lange 

relative 
Volumen-
anderung 

absolutes 
Volumen 

Dichte 

A/ 
oiAT (0-12) 

\, = l,[^+oi{T,-T,)] (0-13) 

AV 
-—= yAr, mit y = 3a (0-14) 

V,= V,[\+yiT,-T,)] (0-15) 

Q{S) = Qo 

l + yd ^ao( l -T^) (0-16) 

a LangenausdehnungskoefTizient 
y Raumausdehungskoeffizient 
AT Temperaturanderung 
/ j , I2 Lange bei der Temperatur T^ bzw. T2 
Fi, V2 Volumen bei der Temperatur 7\ bzw. T2 
Q{S) Dichte bei der Temperatur 5 
^0 Dichte bei der Temperatur SQ = 0 °C 

Tabelle 0-5. Mittlerer linearer Ldngenausdeh-
nungskoeffizient oi einiger Festkorper in ver-
schiedenen Temperaturbereichen. 

Temperaturbereich 

Aluminium 
Kupfer 
Stahl C60 
rostfreier Stahl 
Invarstahl 
Quarzglas 
gewohnliches Glas 

10^ a 
K-^ 

0°C< 
^100 

23,8 
16,4 
11,1 
16,4 
0,9 
0,51 
9 

5 
=C 

10^ a 
K-^ 

0 ° C < 5 
^500°C 

27,4 
17,9 
13,9 
18,2 

0,61 
10,2 

0.1.3 Thermische Ausdehnung 

Festkorper 

Die meisten Festkorper dehnen sich bei Er-
warmung aus (Ubersicht O-l). 

Der lineare Ausdehnungskoeffizient ist nur 
naherungsweise konstant. Bei groBen Tempe­
raturdifferenzen werden Mittelwerte gebildet 
(Tabelle 0-5). 

FlUssigkeiten 

Die Gin. ( 0 - 1 4 ) bis ( 0 - 1 6 ) in Ubersicht O-l 
gelten auch fiir Flussigkeiten. Zahlenwerte des 
kubischen Ausdehnungskoeffizienten sind in 
Tabelle 0-6 angegeben. 

Gase 

Bei einem Gas unter konstantem Druck exi-
stiert ein linearer Zusammenhang zwischen 
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Tabelle 0-6. Raumausdehnungskoeffizient y 
einiger Flussigkeiten bei der Temperatur 
a = 20°C. 

Stoff 

Wasser 
Quecksilber 
Pentan 
Ethylalkohol 
Heizol 

10^7 in K"^ 

0,208 
0,182 
1,58 
1,10 
0,9 bis 1,0 

Volumen und Temperatur {Gay-Lussacsches 
Gesetz): 

V(^)=Vo(l+yB); (0-17) 

V(^) Volumen bei der Temperatur 5, 
VQ Volumen bei der Temperatur ^Q = 0 °C, 
y Raumausdehnungskoeffizient. 

Fiir alle Gase ist der Volumenausdehnungs-
koeffizient bei kleinem Druck (/? -• 0) 

7 = 0,003661 K-^ = 
1 

273,15 K ' 

Bin Gas in diesem Zustand wird ais ideales 
Gas bezeichnet. 

Mit der absoluten Temperatur T gilt 

V{T) = VQ— bzw. r / r=konst . , (0-18) 

V{T) Volumen bei der absoluten Tempera­
tur r, 

VQ Volumen bei der absoluten Tempera-

: konst.; (0-19) 

p Druck, 
T absolute Temperatur, 
V Volumen des Gases. 

Die Konstante auf der rechten Seite der Zu-
standsgleichung kann auf verschiedene Arten 
ausgedriickt werden (tJbersicht 0-2). 

Die in Ubersicht 0-2 aufgefuhrten Konstan-
ten sind: 

- individuelle (spezifische, spezielle) 
Gaskonstante R^ 

Ri 
Pn . (0-27) 

p„ Normdruck (/?„ = 101325 Pa), 
r„ Normtemperatur (r„ = 273,15 K), 
Q„ Dichte des Gases im Normzustand. 

Jedes Gas hat eine individuelle Gaskonstante, 
die sich von der anderer Gase unterscheidet. 

- allgemeine (molare, universelle) 
Gaskonstante R^ 

/?n^m, 8,31441 
J 

m o l K 
; (0-28) 

F^n Molvolumen eines idealen Gases im 
Normzustand {V^^ = 22,414 dm^/mol). 

Die allgemeine Gaskonstante hat fur alle 
idealen Gase denselben Wert. 

Boltzmann-Konstante k 

O.l.4 Allgemeine Zustandsgleichung 
idealer Gase 

Beim idealen Gas wird das Eigenvolumen der 
Gasmolekiile sowie deren Wechselwirkungen 
vernachlassigt. Die ZustandsgroBen /?, V und 
T eines idealen Gases gehorchen der Bezie-
hung 

k = ^ = 1,3807 • 10-23 j/K ; (0-29) 

AA Avogadrosche Konstante. 
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Ubersicht 0-2. Zustandsgleichung idealer Gase. 

extensiv 

intensiv 

Gasgleichung in 
Masse 

pV=mR.T 

pv = R.^T 

P = QRJ 

p Gasdruck 
V Volumen 
V spezifisches Volumen (v = V/m) 
V^ Molvolumen {V^ = V/v) 
Ri individuelle Gaskonstante 
R^ allgemeine Gaskonstante 
k Boltzmann-Konstante 

Verbindung mit der 

(O-20) 

(0-21) 

(0-22) 

Stoffmenge 

pV=vR^T 

pV = NkT 

PVm = RmT 
p = nkT 

m Masse 
Q Dichte {Q = mjV) 
V Stoffmenge 
A'̂  Teilchenzahl 
n Teilchenzahldichte {n = N/V) 
T absolute Temperatur 

(0-23) 

(0-24) 

(0-25) 

(0-26) 

0.2 Kinetische Gastheorie 

0.2.1 Gasdruck 

Die Molekule eines Gases sind in standiger 
Bewegung. Bel jedem StoB auf die GefaB-
wande wird eine Kraft auf die Wand ausgeiibt. 
Der dadurch entstehende Druck kann fiir 
ideale Gase berechnet werden {Grundgleichung 
der kinetischen Gastheorie): 

p Druck, 
A'̂  Teilchenzahl, 
n Teilchenzahldichte {n = N/V), 
V Volumen, 
mjv, Masse eines Molekiils, 
Q_ Dichte, 
v^ Mittelwert der Geschwindigkeitsquadrate. 

Fiir die mittlere Geschwindigkeit v^ gilt 

(0-31) 

0.2.2 Thermische Energie und Temperatur 

Fiir die Temperaturabhangigkeit der mittleren 
Geschwindigkeit v^ gilt 

(0-32) 

k Boltzmann-Konstante, 
jRn, allgemeine Gaskonstante, 
m^ Masse eines Molekuls, 
M Molmasse, 
T absolute Temperatur. 

Die mittlere kinetische Energie eines Molekiils 
ist 

^un = 2^^^ =2^'^' (0-33) 

Diese Gleichung gilt fiir punktformige Mole­
kule, bei denen die kinetische Energie gleich-
maBig auf die drei Freiheitsgrade der Trans­
lation {f= 3) verteilt ist. Mit der mittleren 
Energie je Freiheitsgrad 

Er- kT (0-34) 
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folgt fiir ein Gas, dessen Molekiile/Freiheits-
grade haben: 

E^,„={kT; (0-35) 

£kin mittlere kinetische Energie eines Mole-
kiils, 

/ Zahl der Freiheitsgrade, 
k Boltzmann-Konstante, 
T absolute Temperatur. 

2,0.10-3 

s/m 

1,5-10-3 

S i , o - 1 0 - 3 

0,5-10-3 

0 

0.2.3 Geschwindigkeitsverteilung 
von Gasmolekiilen 

In einem Gas andern sich infolge von StoBen 
standig die Geschwindigkeiten der einzelnen 
Gasmolekiile. Dennoch wird im zeitlichen 
Mittel ein konstanter Bruchteil f{v)dv der 
Gasmolekiile Geschwindigkeiten zwischen v 
und V -\- &v annehmen. Die Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilung gibt dieses Verhalt-
nis an: 

-, / ^ v i \^^^ '"MV^ 

fiMv = ̂ Ttv^\y^\ e-2*rdr; 
( 0 -

f{v)dv Wahrscheinlichkeit, mit der 
schwindigkeiten zwischen v 
V -\- dv auftreten, 

m^ Masse eines Molekiils, 
T absolute Temperatur, 
k Boltzmann-Konstante. 

36) 

Ge-
und 

Bild O-l zeigt die Maxwellsche Geschwindig­
keitsverteilung bei verschiedenen Temperatu-
ren. Das Maximum der Funktion definiert die 
wahrscheinlichste Geschwindigkeit v^\ 

, = j2kTlm^ = .j2J?>v, (0-37) 

Die durchschnittliche Geschwindigkeit v ist 

T= 300 K 

N r= 900 K 

500 1000 1500m/s 2000 
Geschwindigkeit v 

Bild 0-1. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung fiir 
Stickstoffmolekiile. 

0.3 Hauptsatze der Thermodynamik 

0.3.1 Warme 

Die Temperatur eines Korpers (Systems) ist 
ein MaB fur die kinetische Energie, die in der 
ungeordneten Bewegung seiner Molekule 
steckt (Abschnitt 0.2.2). Die Temperatur 
kann demnach nur dadurch erhoht werden, 
daB dem Korper Energie zugefuhrt wird. Die 
erforderliche Energie kann auf verschiedene 
Arten zugefuhrt werden, beispielsweise in 
Form mechanischer, elektrischer oder elektro-
magnetischer Arbeit. Eine spezielle Form der 
Energieiibertragung tritt auf, wenn zwei Kor­
per in Kontakt gebracht werden, die sich auf 
verschiedenen Temperaturen befmden: 

Energie, die aufgrund eines Temperatur-
unterschieds zwischen zwei Systemen aus-
getauscht wird, wird als Wdrme bezeich-
net. 

Die Warme flieBt stets vom System mit der 
hoheren zum System mit der niedrigeren Tem­
peratur. 

Falls keine Phaseniibergange (Abschnitt 0.4) 
stattfinden, ist mit einer Warmeiibertragung 
stets auch eine Temperaturanderung ver-
kniipft (Ubersicht 0-3). 

Molare Warmekapazitaten von Gasen sind in 
den Tabellen 0-7 und 0-8 zusammengestellt. 
Weitere Werte finden sich in Tabelle P-1. 
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Ubersicht 0-3. Wdrmekapazitdten. 

Warme fur infinitesimal kleine Temperaturande-
rung: 

hQ = CdT (0-39) 

spezifische Warmekapazitat 

c = Cjm (O-40) 

molare Warmekapazitat 

Q = C/v (0-^41) 

Warme fur endliche Temperaturanderung: 

Q,, = mi\{T)dT=v i' C^{T)dT (0-42) 

Q,2 = fnciT,-T,) = vC^{T,-T,) (0-43) 

C Warmekapazitat, [C] = 1 J/K 
c spezifische Warmekapazitat [c] = 1 J/(kg • K) 
C^ molare Warmekapazitat, [CJ = 1 J/(mol • K) 
c_ mittlere spezifische Warmekapazitat 
C^ mittlere molare Warmekapazitat 
m Masse des Systems 
V Stoffmenge des Systems 
T Temperatur 

Die spezifische bzw. molare Warmekapazitat 
von Gasen hangt von der ProzeBfiihrung ab. 
Fiir zwei spezielle Randbedingungen, die 
leicht realisierbar sind, werden Warmekapazi-
taten defmiert: 

- Cy, C^^, Cy isochore Warmekapazitat 
fur Warmeumsatz 
bei konstantem Volumen, 

- Cp, Cj„p, Cp isobare Warmekapazitat 
fiir Warmeumsatz 
bei konstantem Druck. 

Warmekapazitaten werden mit Kalorimetern 
gemessen. Beim Mischungskalorimeter befin-
det sich im Innem eines warmeisolierten 
Dewar-GefaBes eine Fliissigkeit (meist Was-
ser) der Masse m^ und der spezifischen 
Warmekapazitat c^ bei der Temperatur T^. 
Wird ein Korper der Masse m2 und der 
Temperatur T2 eingetaucht, so kann aus der 
Mischungstemperatur 7^ und der Warme­
kapazitat CK des Kalorimeters die spezifische 

Ubersicht 0-4. Erster Hauptsatz der Thermo­
dynamik. 

differentiell: dU = hQ 
integriert: At/= Uj-

hW (0-45) 

^i = e i2+f^i2 (0-46) 

d(/, At/ Anderung der inneren Energie 
^Q^Qii umgesetzte Warme 
hW, W^2 iibertragene Arbeit 

Vorzeichenregel: Warme und Arbeit, die dem System 
zugefuhrt werden, erhalten ein positives Vorzeichen. 
Vom System nach auBen abgegebene Energie ist 
negativ. 

Warmekapazitat C2 
werden: 

des Korpers bestimmt 

(m,c,+ CK)(r,-ro 
1^2 (Ti - TJ 

(0-44) 

0.3.2 Erster Hauptsatz der Thermodynamik 

Die kinetische Energie, die in der ungeordne-
ten Bewegung der Molekiile eines Systems 
steckt, sowie die potentielle Energie der gegen-
seitigen Wechselwirkungen der Teilchen wird 
zusammengefaBt zur inneren Energie eines 
Systems. 

In einem abgeschlossenen System bleibt 
die innere Energie eines Systems konstant; 
es gibt kein perpetuum mobile erster Art. 

Die innere Energie U erfahrt eine Anderung 
dt/ , wenn das System mit der Umgebung 
Energie austauscht; dabei ist es unerheblich, 
ob die Energie in Form von Warme oder 
Arbeit iibertragen wird. Der erste Hauptsatz 
bilanziert die Anderung der inneren Energie 
durch zu- oder abgefiihrte Warme und Arbeit 
(Ubersicht 0-4). 

Die innere Energie ist eine Zustandsgrofie 
(Abschitt 0.1.1). Sie hangt nur vom augen-
blicklichen Zustand ab, nicht aber davon, wie 
das System in diesen Zustand gelangt ist. 

Beim idealen Gas besteht die innere Ener­
gie nur in der kinetischen Energie der 
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Molekulbewegung. Nach Abschnitt 0.2.2 
gilt 

(0-47) 

U innere Energie eines idealen Gases, 
A'̂  Teilchenzahl, 
V Teilchenmenge, 

Masse, 
Zahl der Freiheitsgrade, 

^kin mittlere kinetische Energie je Molekul, 
R^ allgemeine Gaskonstante, 
R^ individuelle Gaskonstante, 
k Boltzmann-Konstante, 
T absolute Temperatur. 

/ 

Fiir beliebige Zustandsanderungen ist die 
Anderung dU der inneren Energie U eines 
idealen Gases 

&U = vC^^dT = mc^dT\ (0-47) 

Cj„y isochore molare Warmekapazitat, 
Cy isochore spezifische Warmekapazitat, 
d r differentielle Temperaturanderung. 

Volumendnderungsarbeit 

Wird in einem geschlossenen System das Volu-
men eines Gases verandert (Bild 0-2), dann 
ist das Differential der Arbeit dW = Fds aus-
driickbar als 

5M^= -pdV. (0-48) 

Bei einer Volumenanderung von V^ auf V2 gilt 

^12= - j / ' ( K ) d F ; (0-49) 

W12 Volumenanderungsarbeit, 
p{V) Druck in Abhangigkeit vom Volumen. 

Die Volumenanderungsarbeit entspricht 
der Flache unter der Kurve der Zustands-
anderung im p, K-Diagramm. 

Bild 0-2. Zur Bestimmung der Volumendnderungsar­
beit. A Kolbenflache; F Kraft; p Druck; ds Weg-
element. 

Enthalpie 

Im Gegensatz zur inneren Energie benutzt 
man bei Vorgangen mit isobarer Zustands-
anderung (z.B. bei offenen Systemen) die 
Enthalpie H. 

H=U + pV; (O-50) 

H Enthalpie, 
U innere Energie, 
p Druck, 
V Volumen. 

Bei einer isobaren Zustandsanderung 
(p = konst.) ist das totale Differential der 
Enthalpie dH = dU -\- pdV. Mit dem ersten 
Hauptsatz ergibt sich 

d ^ l p = konst. - ^ 2 l p = konst. 

= mc^dT; 

v c ^ p d r 

(0-51) 

^ ^ l p = konst. 

^Q lp = konst. 

C C 

V 

m 
dT 

Enthalpieanderung bei konstan-
tem Druck, 
Warmeumsatz bei konstantem 
Druck, 
isobare molare und spezifische 
Warmekapazitat, 
Stoffmenge, 
Masse, 
Temperaturanderung. 

0.3.3 Warmekapazitat idealer Gase 

Die Warmekapazitaten idealer Gase gehor-
chen einfachen GesetzmaBigkeiten (Ubersicht 
0-5). 

Tabelle 0-7 zeigt eine Zusammenstellung der 
berechneten molaren Warmekapazitaten so-
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Vbersicht 0-5. Wdrmekapazitdten idealer Gase. 

isobare und 
isochore 
Warme-
kapazitaten 

isochore 
Warme-
kapazitaten 

EinfluB der 
Freiheits-
grade der 
Gasmolekiile 

Isentropen-
exponent, 
Adiabaten-
exponent 

(0-52) 

1 d^ 1 df/ 
Cr.. = --r^. c. = -:pf (0-53) V d r m dT 

Qv={^.,C^p = ( { + l U . 

(0-54) 

^v={/̂ i, c, = ({+lM. 
(0-55) 

>̂  = ^ = - = l + 7 (0-56) 

R^, R- allgemeine bzw. individuelle Gaskonstante 
V Stoffmenge 
m Masse 
U innere Energie 

/ Zahl der Freiheitsgrade eines Molekiils 

wie des Isentropenexponenten fiir verschie-
dene Molekulformen und mogliche Freiheits­
grade. Experimentelle Ergebnisse sind in 
Tabelle 0-8 angegeben. 

Hinweise zur Berechnung der Warmekapazi-
tat idealer Gase mit komplizierten Molekiil-
formen fmden sich beispielsweise im VDI-
Warmeatlas, Abschnitt Da. 7.1. 

Tabelle 0-8. Gemessene molare Wdrmekapa­
zitdten C^ einiger Gase beim Normdruck 
/?„ = 1013 hPa und der Temperatur ^ = 20 °C. 

Gas 

Helium 
Argon 

Wasserstoff 
Sauerstoff 
Stickstoff 
Luft 
Chlor 

Kohlendioxid 
Schwefeldioxid 
Methan 
Ethan 
Ammoniak 

He 
Ar 

H2 
0 , 
N2 

CI2 

CO2 
SO2 
CH4 
C2H6 
NH3 

mol-K 

12,47 
12,47 

20,43 
21,06 
20,76 
20,77 
25,74 

28,46 
31,40 
26,19 
43,12 
27,84 

J 
mol-K 

20,80 
20,80 

28,76 
29,43 
29,09 
29,10 
34,70 

36,96 
40,39 
34,59 
51,70 
36,84 

x 

1,67 
1,67 

1,41 
1,40 
1,40 
1,40 
1,35 

1,30 
1,29 
1,32 
1,20 
1,31 

Die AuBenseiterrolle von CI2 bei den zweiatomigen 
Molekulen (Tabelle 0-8) kommt daher, daB in Chlor 
bei 20 °C etwa die Halfte der Molekule sich wie starre 
Hanteln und die andere Halfte wie schwingende 
Hanteln verhalt. Wahrend alle Molekiile die Frei­
heitsgrade der Translation ( / = 3) besitzen, werden 
die Freiheitsgrade der Rotation und der Oszillation 
mit steigender Temperatur sukzessive angeregt. 

In einem Festkorper schwingen die Atome um ihre 
Ruhelagen in drei Raumrichtungen. Mit / = 6 
Schwingungsfreiheitsgraden je Atom folgt C^̂  = 3 ̂ ^̂  
= 24,9 J/(mol • K). Dieses Ergebnis, als Dulong-
Petitsches Gesetz bekannt, gilt bei hohen Temperatu-
ren. Mit abnehmender Temperatur geht die Warme-
kapazitat gegen null. In der Nahe des absoluten 

Tabelle 0-7. Freiheitsgrade, molare Wdrmekapazitdten C^ und Isentropenexponent x fiir ver-
schiedene Molekiilformen. 

Molekiilform 

punktformig 

starre Hantel 

schwingende Hantel 

mehratomig, starr 

Symbol 

• 
• • 

• • 

/ \ 

Freiheitsgrade 

Trans­
lation 

3 

3 

3 

3 

Rota­
tion 

-
2 

2 

3 

Oszilla­
tion 

-
-
2 

^ 

gesamt 

3 

5 

7 

6 

J 
m o l K 

12,47 

20,79 

29,10 

24,94 

c 
J 

mol-K 

20,79 

29,10 

37,41 

33,26 

X 

1,67 

1,40 

1,29 

1,33 
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Temperaturnullpunkts gilt C„ 
schnitt V). 

T^ (DEBYE, Ab-

0.3.4 Spezielle Zustandsanderungen 
idealer Gase 

Die wichtigsten Formeln fiir Zustandsande­
rungen idealer Gase sind in Tabelle 0-9 
zusammengestellt. Die Zustandsanderungen 
werden mit konstanter Stoffmenge v bzw. 
Masse m durchgefiihrt (geschlossenes Sy­
stem). Das Gas ist in einem Zylinder mit rei-
bungsfrei verschiebbarem Kolben einge-
schlossen (Bild 0-2). Zu jeder Zeit sollen 
Druck und Temperatur des Gases mit der 
Umgebung im Gleichgewicht sein. Derartig 
kontrollierte Prozesse sind reversibel (Ab-
schnittO.3.6). 

Die in Tabelle 0-9 angegebenen Beziehungen 
zwischen den thermischen ZustandsgroBen p, 
Kund rbei der poly tropen Zustandsanderung 
konnen als Verallgemeinerung der Beziehun­
gen bei den anderen Zustandsanderungen auf-
gefaBt werden. Je nach Wahl des Polytropen-
exponent en n ergeben sich die Spezialfalle 

- Isotherme (« = 1), 
- Isochore (n = oo), 
- Isobare (n = 0), 
- Isentrope (n = x). 

0.3.5 Kreisprozesse 

Durchlauft ein System eine Folge von Zu­
standsanderungen, so daB der Endzustand 
wieder mit dem Anfangszustand iiberein-
stimmt, dann liegt ein Kreisprozefi vor. Je nach 
Umlaufsinn im p, F-Diagramm unterscheidet 
man rechts- und hnkslaufige Kreisprozesse 
(Tabelle O-IO). 

Da die innere Energie U als ZustandsproBe bei 
einem vollstandigen Umlauf keine Anderung 
erfahrt, lautet der erste Hauptsatz bei Kreis-
prozessen: 

| d t / = 0 = f5PF + § 5 e = P F + 2 ; (0-57) 

Die umgesetzten Energiebetrage treten im 
/?, F-Diagramm (Bild 0-3) als Flache der um-
fahrenen Figur auf. 

Rechtsldufiger Carnot-Prozefi 

Der Carnotsche Kreisprozefi (Bild 0-4) ver-
lauft zwischen zwei Isothermen und zwei 
Isentropen. Er hat grofie theoretische Bedeu-
tung, weil er den groBten thermischen Wir-
kungsgrad besitzt, mit dem Warme in mecha-
nische Arbeit umgewandelt werden kann. 

Die Energieumsatze auf den einzelnen Teil-
schritten sind in Tabelle O-11 zusammenge­
stellt. Die auftretenden Energiestrome sind im 
Bild 0-5 anschaulich dargestellt. Dem System 
wird bei der hohen Temperatur T^^ Warme zu-
gefuhrt (Q û = 234)^ t)ei der tiefen Temperatur 
T^ gibt das System Warme an die Umgebung 
ab (2ab = Qii)- J^ Umlauf wird die Nutz-
arbeit ^Fabgegeben. 

Das Verhaltnis von betragsmafiig abgegebener 
Nutzarbeit | W\ und zugefiihrter Warme 2zu 
wird als thermischer Wirkungsgrad ^̂ h einer 
Warmekraftmaschine bezeichnet: 

Mit den Gleichungen von Tabelle 0-11 ergibt 
sich fiir die Nutzarbeit je Zyklus 

Mit der Warme Q^^ = Q34 wird der thermi-
sche Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses 

T3' 
(0-59) 

W je Zyklus umgesetzte Arbeit, 
Q je Zyklus umgesetzte Warme. 

T^ Temperatur der Warmequelle, 
T^ Temperatur der Warmesenke. 

Thermodynamische Temperatur 

Der thermische Wirkungsgrad des Carnot-
Prozesses hangt nur von den Temperaturen 
der beteiligten Warmebader ab, nicht aber 
vom Arbeitsmedium. Dadurch wird es mog-
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Tabelle O-IO. Eigenschaften von Kreisprozessen. 

Umlaufsinn 

Bezeichnung 

WarmefluB 

mechanische 
Arbeit 

Beispiele 

rechtslaufig 

Kraftmaschinen-
prozeB 

Warme wird bei 
hoher Tempera-
tur aufgenom-
men und bei 
tiefer Tempera-
tur abgegeben. 

Differenz von 
zu- und abge-
fuhrter Warme 
wird als mecha­
nische Nutzar-
beit abgegeben. 

Verbrennungs-
motor, Warme-
kraftmaschine 

hnkslaufig 

Arbeitsmaschinen-
prozeB 

Warme wird bei 
tiefer Temperatur 
aufgenommen und 
bei hoher Tempe­
ratur abgegeben. 

Differenz von ab-
und zugefiihrter 
Warme wird als 
mechanische Ar­
beit zugefiihrt. 

Kaltemaschine, 
Warmepumpe 

lich, die thermodynamische Temperatur stoff-
unabhangig zu definieren. Die Temperaturen 
zweier Warmebader lassen sich also (im Prin-
zip) dadurch vergleichen, daB der Wirkungs-
grad eines Carnot-Prozesses bestimmt wird, 
der zwischen den Warmebadem betrieben wird. 

tx 
:^ o 
-i 

Q 

1 j 2 

Volumen V 

Bild 0-3. Rechtsldufiger Kreisprozefi. 
helle Graufldche: zugefuhrte Volumendnderungsarbeit, 
gesamte Graufldche: abgegebene Volumendnderungs­
arbeit, umfahrene Fldche: Nutzarbeit. 

Linksldufiger Carnot-Prozefi 

Beim linkslaufigen Kreisprozefi treten Ener-
giestrome auf, die im Bild 0-6 dargestellt sind. 
Es sind zwei Betriebsweisen moglich: Kalte­
maschine und Warmepumpe. Die Leistungs-
zahlen fur diese Arbeitsmaschinenprozesse 
sind in Ubersicht 0-6 zusammengestellt. 

Technische Kreisprozesse 

Kreisprozesse, die in realen Maschinen ablau-
fen, konnen durch idealisierte Vergleichspro-
zesse angenahert werden (Tabelle 0-12). Die 
Pfeile im /?, F-Diagramm zeigen an, bei wel-

1-^2 
isotherme 

Kompression 

2 - > 3 
isentrope 

Kompression 

Warme-
isolation 

3-^4 
isotherme 
Expansion 

4-*>1 
isentrope 

Expansion 

Warmebad 
7-3 

Warme-
isolation 

Bild 0-4. Carnotscher Kreisprozefi. 
Volumen V 
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Warmequelle 
Temperatur T3 

Warmekraftmaschine 

Warmemenge, die von der 
Warmequelle dem 
System zugefuhrt wird 

abgegebene 
mechanische 
Nutzarbeit 
W=-^p6V 

0«, 
Warmemenge, die vom 
System an die Warme-
senke abgegeben wird 

Warmesenke 
•Temperatur ri<7'3' 

BildO-5. Energieflufidiagramm beim rechtsldufigen 
Carnot-Prozefi. 

Warmesenke 
Temperatur T^ 

I I 
I I 
I \ ^ 

Warmemenge, die vom 
Oab System an die Warme­

senke abgegeben wird 

Arbeitsmaschine 

/ zugefuhrte 
mechanische 
Arbeit 
W=-^p6V 

' Warmemenge, die von der 
Warmequelle dem 

, System zugefuhrt wird 
Warmequelle 

' Temperatur Ti<r3' 

BildO-6. Energieflufidiagramm beim linksldufigen 
Carnot-Prozefi. 

tlbersicht 0-6. Leistungsziffer von Kdltemaschine und Wdrmepumpe. 

Definition der 
Leistungsziffer & 

Leistungsziffer 
des Carnot-Prozesses 

Kaltemaschine 

"^ W P 

. _ T, 

^3 ~ ^1 

(O-60) 

(0-62) 

Q^^ zugefiihrter Warmestrom (dem kalten Warmebad entzogen) 
P zugefiihrte Leistung 
1 Q^^ 1 abgegebener Warmestrom (an das Warmebad hoher Temper. 

Warmepumpe 

T. 1 
^W, C T- T- ~ 

itur) 

(0-61) 

(0-63) 

Tabelle 0-11. Energieumsdtze beim Carnot-
Prozefi. 
ProzeB-
schritt 

1 ^ 2 : 
isotherme 
Kompres-
sion 

2->3: 
isentrope 
Kompres-
sion 

3-^4: 
isotherme 
Expansion 

4 - ^ 1 : 
isentrope 
Expansion 

Arbeit 

W = 
v « > , In (F./F,) 
zugefiihrt 

vc„,(r3-r,) 
zugefuhrt 

W = 
-vR^T^XniVJV,) 
abgegeben 

abgegeben 

Warme 

2.2 = 

abgegeben 

^ 3 4 = 

zugefuhrt 

chen Zustandsanderungen Warme iibertragen 
wird; die schraffierten Flachen stellen die 
Nutzarbeit dar. 

0.3.6 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 

Reversible und irreversible Prozesse 

Zustandsanderungen eines Systems konnen 
reversibel (umkehrbar) oder irreversibel (nicht 
umkehrbar) sein. 

Ein ProzeB ist reversibel, wenn bei seiner 
Umkehr der Ausgangszustand wieder 
erreicht werden kann, ohne daB eine 
Anderung in der Umgebung zuriickbleibt; 
ist dies nicht moglich, dann ist der ProzeB 
irreversibel 
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Tabelle 0-12. Technische Kreisprozesse. 

Bezeich-
nung 

p, F-Diagramm Einzel-
prozesse 

thermischer 
Wirkungsgrad 

Kolben-
maschinen 

Verbrennungs-
motoren 

Seiliger-
ProzeB 

Otto-
ProzeB 

Diesel-
ProzeB 

2 Isentropen, 
2 Isochoren, 
1 Isobare 1-

T; 

T^-T2 + x{T^-T^) 

2 Isentropen, 
2 Isochoren ^th = 1 -

2 Isentropen, 
1 Isochore, 
1 Isobare 1 - - (f 

X 
V, 

HeiBluft-
motor 

Stirling-
ProzeB 

2 Isothermen, 
2 Isochoren ^th = 1 - = ^th.C 

Oab V 

Bei genauer Untersuchung zeigt es sich, daB 
alie natiirlich ablaufenden Vorgange irreversi-
bel sind. Reversible Prozesse sind nur ideali-
sierte Grenzfalle. Reversible Zustandsande-
rungen von Gasen (z. B. isotherme Expansion) 
sind denkbar, wenn die ProzeBfiihrung quasi-
statisch, d.h. iiber Gleichgewichtszustande, 
verlauft und wenn keine Reibung auftritt. 

Beispiele fur irreversible Zustandsanderungen 
sind 

- Diffusion, 
- Uberstromprozesse (freie Expansion), 
- Warmeiibergang, 
- gedampfte Schwingungen. 
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Tabelle 0-12 (Fortsetzung) 

Bezeich-
nung 

/?, F-Diagramm Einzel-
prozesse 

thermischer 
Wirkungsgrad 

Stromungs-
maschinen 

offene 
Gasturbine 

Joule-
ProzeB 

2 Isentropen, 
2 Isobaren ^ , H = l - | 

Ci 
1 ^ C ' 

geschlossene 
Gasturbine 

Ericsson-
Prozefi 

2 Isothermen, 
2 Isobaren ^ t h = = l - ^ = ^th,c 

Dampfkraft-
anlagen 

Clausius-
Rankine-
ProzeB 

2 Isentropen, 
2 Isobaren h. -h. 

^th = ^;^1 

Formulierungen des zweiten Hauptsatzes 

Es sind viele Prozesse in Ubereinstimmung mit 
dem ersten Hauptsatz denkbar, die aber nicht 
realisierbar sind; sie verstoBen gegen den zwei­
ten Hauptsatz. Eine klassische Formulierung 
lautet: 

Es gibt keine periodisch arbeitende 
Maschine, die Warme aus einer Warme-
quelle entnimmt und vollstandig in 
mechanische Arbeit umwandelt. 

Eine Maschine, die dies konnte, wird als per-
petum mobile 2. Art bezeichnet. 

Die linkslaufigen Kreisprozesse zeigen, daB es 
unter Arbeitsaufwand moglich ist, Warme 
einem kalten Korper zu entziehen und bei 

einer hoheren Temperatur wieder abzugeben 
(Warmepumpe). Dagegen gilt: 

Warme geht nicht von selbst von einem 
kalten auf einen warmen Korper iiber. 

Entropie 

Mit Hilfe des Entropiebegriffs ist es moglich, 
den zweiten Hauptsatz mathematisch darzu-
stellen. Fur den reversibel gefuhrten Carnot-
schen KreisprozeB laBt sich zeigen, daB die 
Summe von zu- und abgeftihrter Warme, je-
weils dividiert durch die Temperatur, bei der 
die Warme umgesetzt wird, null ergibt: 

2 l 2 . 234 0. 
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Ubersicht 0-7. Entropie. 

Differential 
der 
Entropie 

Entropie-
differenz 
zwischen 
zwei 
Zustanden 

Entropie-
differenz 
bei idealen 
Gasen 

d^ = ^ ^ (0-65) 

^S=S^-S, = \-^|^ (0-66) 
1 T 

^s = v 

= V 

T V ~\ 

L 7\ FjJ 

>„,.n^-«„.n;-^] 
(0-67) 

s 
S^ev 
7;,r, 
PI^PI 
Vi^Vi 
V 

^ m 

c c 

Entropie, SI-Einheit [S] = 1 J/K 
reversibel umgesetzte Warme 
Temperatur 1 
Druck \ von Zustand 1 und 2 
Volumen J 
Stoffmenge 
ailgemeine Gaskonstante 
isobare bzw. isochore molare 
Warmekapazitat 

Diese Beziehung gilt etwas modifiziert fur be-
liebige Kreisprozesse bei reversibler Fiihrung: 

Die GroBe bQ.^JTist nach GL (0-2) das Dif­
ferential einer ZustandsgroBe, die als Entropie 
S bezeichnet wird (Ubersicht 0-7). 

Der Nullpunkt der Entropie ist im Prinzip frei wahl-
bar. Haufig wird in der Technik die Entropie eines 
Systems bei 5 = 0 °C null gesetzt. Der dritte Haupt-
satz zeigt, da6 die Entropie reiner Stoffe am absolu-
ten TemperaturnuUpunkt null ist. 

In adiabaten geschlossenen Systemen sind nur 
solche Vorgange moglich, bei denen die Entro­
pie zunimmt: 

d 5 ^ 0 . (0-68) 

Das Gleichheitszeichen gilt fur reversible, das 
Gro6er-als-Zeichen fiir irreversible Prozesse. 
In abgeschlossenen Systemen verlaufen alle 
Prozesse bei konstanter innerer Energie und 

\ : 

1 2 

3 4 

.W 
(0 

Q. 

F '1 
0 

$2 - S3 0^ - S4 

Entropie S 

BildO-7. T, S-Diagramm des rechtsldufigen Carnot-
Prozesses. W Arbeit; 1 bis 4 Zustandspunkte. 

ansteigender Entropie. Wenn die Entropie ein 
Maximum erreicht hat, liegt der Gleichge-
wichtszustand vor (Abschnitt 0.4.3). 

Aus der Definitionsgleichung fur die Entropie 
folgt, daB in einem T, *S-Diagramm die rever­
sibel iibertragene Warme als Flache unter der 
Kurve der Zustandsanderung abgelesen wer-
den kann. Mit Sĝ ev = TdS ergibt sich 

=Jrd5. (0-69) 

BildO-7 zeigt das Wdrmeschaubild des 
Carnot-Prozesses. Die zugefiihrte Warme ^34 
entspricht der Flache unter der Geraden 3-4, 
die abgegebene Warme 2i2 ist die Flache un­
ter der Geraden 1-2. Die Nutzarbeit ent­
spricht wie beim /?, V-Diagramm dem Fla-
cheninhalt der umfahrenen Figur 1 - 2 - 3 - 4 . 
Der thermische Wirkungsgrad ist das Verhalt-
nis zwischen der umfahrenen Flache und der 
Gesamtflache. 

Statistische Deutung der Entropie 

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen 
der Entropie eines Systems in einem bestimm-
ten Zustand und der WahrscheinHchkeit 
der Realisierung dieses Zustandes. Nach 
BOLTZMANN gilt 

S = k\nP: (O-70) 

S Entropie eines Systems, 
k Boltzmann-Konstante, 
P thermodynamische WahrscheinHchkeit 

des Zustandes. 
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Der Entropieunterschied zweier Zustande 1 
und 2 ist 

AS= S2-S, =k\n(P2/P^). (0-71) 

Da in abgeschlossenen Systemen natiirlich ab-
laufende Prozesse sowohl mit einem Anstieg 
der Entropie als auch einer Abnahme des Ord-
nungsgrades verknupft sind (z. B. Mischung 
zweier vorher getrennter Gase), gilt: 

Die Entropie ist ein MaB fur den Grad der 
Unordnung in einem System. 

Exergie und Anergic 

Die Erfahrung zeigt, daB nicht jede Energie in 
beliebige andere Energieformen umwandelbar 
ist. Wahrend sich z. B. die mechanische Ener­
gie (kinetische und potentielle) und die elektri-
sche Energie praktisch unbeschrankt in an­
dere Energieformen umwandeln lassen, ist die 
Umwandlung der inneren Energie oder der 
Warme in andere Energieformen durch den 
zweiten Hauptsatz begrenzt. Der Anteil einer 
Energie, der unter Mitwirkung der Umgebung 
in jede andere Energieform umwandelbar ist, 
wird als Exergie, der nicht umwandelbare An­
teil als Anergie bezeichnet. Es gilt folgende 
Beziehung: 

Energie = Exergie H- Anergie. 

Jede Energie laBt sich aufspalten in Exergie 
und Anergie, wobei ein Anteil auch null sein 
kann. 

Als Beispiel soil die Exergie und Anergie der 
Warme betrachtet werden. Die Exergie der 
Warme ist jener Anteil, der sich in einem 
rechtslaufigen, reversibel gefiihrten Kreispro-
zeB mit der Umgebung als Warmesenke in 
Nutzarbeit verwandeln laBt. Die Anergie ist 
die Abwarme des Kreisprozesses. Die Exergie 
EQ einer bestimmten Warmemenge Q bei der 
Temperatur T ergibt sich aus Nutzarbeit eines 
Carnot-Prozesses, der zwischen der Tempera­
tur T und der Umgebungstemperatur T^ ab-
lauft (Bild 0-8): 

ncQ- (0-72) 

200 400 600 800 °C 1200 
s 

Bild O-8. Exergie und Anergie der Warme Q(t) bei 
der Umgebungstemperatur 7^. 
a) Warmeschaubild; b) Carnot-Faktor r]^ jur die 
Umgebungstemperatur S^ = 20°C. 

rjf^ ist der als Carnot-Faktor bezeichnete 
thermische Wirkungsgrad des betrachteten 
Carnot-Prozesses: 

nc = -- 1 - TJT. 

Die Anergie 

AQ- = G(i 

(O-

AQ der Warme Q betragt 

- ' / c ) - (0-

-73) 

-74) 

Wie Bild 0-8 zeigt, ist die Exergie der Warme 
um so groBer, je hoher die Temperatur T und 
je niedriger die Umgebungstemperatur T^ ist. 

Zur Abschatzung der sinnvoUen Ausnutzung 
von Primarenergie ist der exergetische Wir­
kungsgrad besser geeignet als der thermische: 

C==l^l/^Q,z (0-75) 

(̂  exergetischer Wirkungsgrad, 
I W\ Betrag der abgegebenen Nutzarbeit, 
EQ ŷ Exergie der zugefuhrten Warme Q^^. 
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Tabelle 0-13. Thermodynamische Potentiale. 

thermodynamisches 
Potential 

Richtung spontaner Prozesse 

Gleichgewichtsbedingung 

Differentialquotienten 

F=U-TS (0-76) 
freie Energie 

isotherm-isochores System: 

rev 

F=Min! 

p=-(dFldV\ 

S= -(dFldT)y 

G = H-TS=U+pV-TS (0-77) 
freie Enthalpie 

isotherm-isobares System: 
irr 

d G ^ O 
rev 

G = Min! 

V={dGldp\ 

5=-(8G/ar)p 

Nach BAEHR laBt sich der zweite Hauptsatz 
folgendermaBen formulieren: 

- Bei alien irreversiblen Prozessen verwandelt 
sich Exergie in Anergic. 

- Nur bei rcversiblen Prozessen blcibt die 
Exergie konstant. 

- Es ist unmoglich, Anergic in Exergie zu ver-
wandcln. 

Eine Konsequenz aus dieser Festlegung ist: 

Der absolute Tcmperaturnullpunkt ist 
nicht erreichbar. 

0.4 Reale Gase 

0.3.7 Thermodynamische Potentiale 

Durch Kombination von bercits bekannten 
ZustandsgroBcn lassen sich neue gewinnen. 
Von besonderer Bedeutung sind die thermo-
dynamischen Potentiale (Tabelle 0-13). Die 
Potentiale gcbcn die Richtung an, in der spon-
tanc Prozesse (z. B. chemische Rcaktionen) in 
isothermcn Systemcn verlaufen. Fiir das 
Gleichgewicht thermodynamischer Systeme 
sind die Minimalbedingungen entscheidend 
(Abschnitt 0.4.3). 

0.3.8 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik 

Entropieunterschiedc verschiedener Phasen 
cines Stoffes verschwinden bei Annaherung an 
den absoluten Tcmperaturnullpunkt: 

lim Â " = 0. 
7 ^ 0 

(0-78) 

Dieses Nernstsche Wdrmetheorem wurde von 
PLANCK erwcitert: 

lim 5" = 0. (0-79) 

Die Entropie reiner Stoffe ist am absoluten 
Temperatur-Nullpunkt null. 

Sind die Wechsclwirkungen zwischcn den 
Gasmolekiilen nicht mchr zu vcrnachlassigen, 
so handelt es sich um reale Gase. Die spezifi-
schc Gaskonstante R^ wird mit dem Realgas-
faktor Z korrigicrt, um diese Wechsclwirkun­
gen zu bcschreiben (Ubersicht 0-8). 

0.4.1 Van-der-Waalssche Zustandsgleichung 

Die Zustandsgleichung pV^ = R^T (Uber­
sicht 0-2) ist bei realen Gasen um folgende 
zwei Korrekturglieder zu erganzen: 

- Binnendruck {ajV^). Er tragt den Anzie-
hungskraftcn (Kohasion) zwischcn den 
Gasmolekiilen Rechnung. 

- Kovolumen (b). Es beschreibt das Eigen-
volumen der Gasmolekule. 

Ubersicht 0-9 zeigt den Verlauf von Isother­
mcn der Van-der-Waalsschen-Zustandsglei-
chung (fur CO 2). Die schraffierten Teile sind 
nicht realistisch. Im ganzen grau unterlegten 
Gebiet (Koexistenzgebiet) sind die gasformige 
und die fliissige Phase gleichzeitig vorhanden. 
Der hochste Punkt des Koexistenzgebietes ist 
der kritische Punkt mit der kritischen Tempe-
ratur 7Ĵ , dem kritischen Druck p^ und dem 
kritischen Volumen K^̂ . 
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Ubersicht 0-8. Dichte realer Gase und Real-
gasfaktor. 

Dichte idealer Gase 

R,T 

Dichte realer Gase 

P 
^ ZR,T 

Verlauf des Realgasfaktors von Luft 

10 20 MPa 30 
Druck p 

Dichte eines Gasgemisches 

p Druck 
R^ individuelle Gaskonstante 
T Temperatur 
V Volumen 
Vi Volumen des /-ten Gases 
Z Realgasfaktor 
Q Dichte 
QQ Dichte eines Gasgemisches 

Ubersicht 0-9. Van-der- Waalssche Zustands-
gleichung, Verlauf im p, V-Diagrammfur CO2. 

van-der-Waalssche Zustandsgleichung 

P + y-2)i^,.-b) = KT 

Isothermen fur CO2 im ;?, V-Diagramm 

Gebiet des 
idealen Gases 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5_rn3_0,7 

Knkt Molvolumen 1/^ ^^^^ 

kritische Werte 

8« 
21 bR^ 

7 -P-

; /'k 

'mk _ 

21 b"-

Rr^Tu 

a = ^P^Vi^- b = ^ 

a, b van-der-Waalssche Konstante 
p, p^ Druck bzw. kritischer Druck 
R^ allgemeine Gaskonstante 
r, T^ Temperatur bzw. kritische Temperatur 
V^ molares Volumen 
V^^. kritisches molares Volumen 
Z^ Realgasfaktor am kritischen Punkt 
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Tabelle 0-14. Kritische Temperatur T^, kritisa 
und b verschiedener Stoffe. 

Stoff 

K 

her Druck p^ sowie van-der- Waal 

MPa 

a 

kmor 

ssche Kostanten a 

b 

kmol 

Elemente 

anorganische Verbindungen 

organische Verbindungen 

Methan (CH )̂ 
Propan (C3H8) 
Butan (C4H10) 

Wasserstoff(H2) 
Helium (He) 
Stickstoff (N2) 
Sauerstoff (O2) 

Luft 

33,240 
5,2010 

126,20 
154,576 

132,507 

1,296 
0,2275 
3,400 
5,043 

3,766 

0,2486 
0,0347 
1,366 
1,382 

1,360 

2,666 
2,376 
3,858 
3,186 

3,657 

Chlor (CI2) 
Wasser (H2O) 
Ammoniak (NH3) 
Kohlendioxid (CO2) 

417 
647,30 
405,6 
304,2 

7,70 
22,120 
11,30 
7,3825 

6,59 
5,5242 
4,246 
3,656 

5,63 
3,041 
3,730 
4,282 

Gase lassen sich durch Druck nur unterhalb 
der kritischen 
(Tabelle 0-14). 

Temperatur T^ verfliissigen 

0.4.2 Gasverfliissigung 
(Joule-Thomson-Effekt) 

Bei einem realen Gas ist wegen der zwischen-
molekularen Wechselwirkungen (Kohasions-
krafte) und des Eigenvolumens der Molekiile 
die innere Energie U volumen- und druck-
abhdngig. Wird deshalb ein reales Gas ohne 
Warmeiibertragung (adiabat) und ohne Ar-
beitsverrichtung (Drosselung) entspannt, dann 
kuhlt es sich ab (Joule-Thomson-Effekt). Zur 
Uberwindung der zwischenmolekularen An-
ziehungskrafte muB Energie aufgewendet wer-
den, die aus dem Vorrat der inneren Ener­
gie genommen wird. Die druckbezogenen 
Temperaturdifferenzen betragen fur Luft 
Ar/A/? = 2,5 K/MPa und fiir Kohlendioxid 
AT/Ap = 7,5 K/MPa. Eine Abkiihlung tritt 
nur ein, wenn die Anfangstemperatur unter­
halb der Inversionstemperatur 7J ist (Luft: 
490 °C, Wasserstoff: - 80 °C). Die Inversions­

temperatur laBt sich aus der van-der-
Waalsschen-Zustandsgleichung berechnen: 

T.^lam^b). 

In der Praxis wird in einer Kaltemaschine 
nach dem Linde-Verfahren Luft mit 20 MPa 
iiber ein Drosselventil auf etwa 2 MPa ent­
spannt. Dabei entsteht eine Abkiihlung 
von (20 MPa - 2 MPa) • 2,5 K/MPa = 18 MPa 
• 2,5 K/MPa = 45 K. AnschHeBend wird die 
Luft in einem Kompressor wieder auf 20 MPa 
verdichtet, und der ProzeB lauft erneut ab. 

Um zu tieferen Temperaturen zu gelangen, als 
es der Joule-Thomson-ProzeB ermoglicht, 
miissen magnetische Effekte herangezogen 
werden (adiabate Entmagnetisierung von 
Molekiilen, Atomen oder Atomkernen). In 
ihnen werden geordnete Strukturen (magneti­
sche Bereiche) in ungeordnete iiberfiihrt. Da-
durch wird dem Stoff Warme entzogen. 
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Ubersicht O-IO. Technisch bedeutsame Temperaturen. 

10-6 

Adiabate 
Entmagneti-
sierung der 

Kernmagnete 

10-3 

Adiabate 
Entmagneti-
sierung der 
Molekular-

bzw. Atomar-
magnete 

Kalium-
Chrom- Cerium-
Alaun fluorid 

I I 
0,05 0,13 

Joule-
Thomson-Effekt Schmelzpunkte 

He 

1 1 
0,84 4,2 

Siedetemperatur (druckabh.) 

—U 1— 

Wasser Gold 
H2 N2 Luft Eis sieden schmelzen 
\ \ I \ ^ / 

20 77 79 273 373 1336 

\ \ \\ \ 
10-2 lO-"" 1 

Temperatur T 

10 102 103 K 104 

Ubersicht 0-11. Phasenubergdnge und spezifische Enthalpie als Funktion der Temperatur. 

Phaseniibergange und Enthalpien 

^""""--^^^ nach 
von ^^^--^^^ 

fest 

fliissig 

gasformig 

fest 

Modifikationsanderung 
(Modifikationsenthalpie 

Erstarren 
(Erstarrungsenthalpie 

Desublimieren 
(Desublimationsenthalpie 
- A ^ s u b = - A / / s - A / / v ) 

fliissig 

Schmelzen 
(Schmelzenthalpie 

~ 

Kondensieren 
(Kondensations-
enthalpie —AHy) 

gasformig 

Sublimieren 
(Sublimationsenthalpie 
A//sub = A/fs + A//v) 

Sieden 
(Verdampfungsenthalpie 
AHy) 

~ 

Temperaturverlauf der spezifischen Enthalpie (Wasser) 

^ Siede-

• § P̂ g'̂ '̂ ĝ  380 

Schmelz-

Druckp= 1013 hPa 

spezifische 
Verdampfungsenthalpie 

kJ 

puni< 273 

IOOOM 
85 419 837 kg 3094 

spezifische Enthalpie h 
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Tabelle 0-15. Schmelz- und Verdampfungstemperaturen sowie spezifische Schmelzenthalpie Ah^ 
und spezifische Verdampfungsenthalpie Ahy verschiedener Stoffe beim Normdruck p^ = 1013 hPa. 

Stoff 

Elemente 

Wasserstoff (H2) 
Helium (He) 
StickstoffCNJ 
Sauerstoff (O2) 

Luft 

anorganische Verbindungen 

Chlor (CI2) 
Wasser (H2O) 
Ammoniak (NH3) 
Kohlendioxid (CO2) 

organische Verbindungen 

Methan (CH^) 
Propan (C3H8) 
Buthan (C4H10) 

Schmelzen 

5 

-259,15 
-270,7 
-209,85 
-218,75 

-213 

-100,95 
0,00 

- 80 
- 56,55 

-182,45 
-187,65 
-138,35 

kJ/kg 

58,6 
3,52 

25,75 
13,82 

90,4 
335 
339 
184 

58,6 
80,0 
77,5 

Verdampfen 

-252,75 
-268,94 
-195,75 
-182,95 

-192,3 

- 34,45 
100,00 

- 33,45 
- 78,45 

-161,45 
- 42,05 
- 0,65 

A/zv 
kJ/kg 

461 
20,9 

201 
214 

197 

289 
2257 
1369 
574 

510 
426 
386 

Tabelle 0-16. In der 
Kdltemischungen. 

Technik gebrduchliche 

Kaltemischung 

100 g Wasser 
+ 23 g Ammoniumchlorid 

100 g Wasser 
+ 143 g Calciumchlorid 

100 g Wasser 
+ 84 g Magnesiumchlorid 

100 g Wasser 
+ 31 g Natriumchlorid 

Erstarrungs-
temperatur 5 

- 1 6 

- 5 5 

- 3 4 

- 2 1 

dient die Energiezufuhr bei der Umwandlung 
der festen in die flussige Phase dazu, das Fest-
korpergitter aufzubrechen). Die bei konstan-
tem Druck und konstanter Temperatur zuge-
fuhrte Warme erhoht die Enthalpie der 
Substanz: He fliissig = ^f, , ,+ Ai/,. Ai/,wirdals 
Schmelzenthalpie bezeichnet. 

Wird ein fester Korper in einer Flussigkeit ge-
lost, dann wird die dazu benotigte Warme-
menge der Flussigkeit entzogen; sie kuhlt ab. 
Damit konnen tiefere Temperaturen (Kalte-
mischungen) oder niedrigere Erstarrungs-
punkte (z.B. von Wasser) erreicht werden 
(Tabelle 0-16). 

0.4.3 Phasenumwandlungen 

Fine Phase ist ein raumlich abgegrenztes Ge-
biet mit gleichen physikalischen Eigenschaften. 
Die Phasen fest, fliissig und gasformig werden 
auch Aggregatzustdnde genannt. Allen Pha-
seniibergdngen ist gemeinsam, daB Warme zu-
oder abgefuhrt werden muB (latente Warme), 
ohne daB sich die Temperatur andert (z.B. 

0,4,3 J Thermodynamisches Gleichgewicht 

Gleichgewicht herrscht in einem System, wenn 
der physikalische Zustand des Systems gleich-
bleibt. Ein stabiles Gleichgewicht liegt vor, 
wenn die treibenden Krafte verschwinden 
(z. B. Minimum der potentiellen Energie in der 
Mechanik). Je nach Systemzustand treten in 
der Thermodynamik fiinf Gleichgewichtszu-
stande auf (Tabelle 0-17). 



388 O Thermodynamik 

Tabelle 0-17. Gleichgewichtsbedingungen. 

Enthalpie H 

freie Enthalpie 
1 \— 
U + pV TS 

freie Energie F 

F freie Energie (F = U — TS) 
G freie Enthalpie {G= U + pV-TS) 
H Enthalpie ( / /= U + pV) 
p Druck 

T Temperatur 
S Entropie 
U innere Energie 
V Volumen 

Bei den Ubergangen gasformig-flussig und 
fliissig-fest sind die Driicke von der Tempera­
tur abhangig. Sie werden durch Dampfdruck-
kurven bzw. Schmelzdruckkurven beschrieben 
(Ubersicht 0-12). Wie beispielsweise die 
Dampfdruckkurve zeigt, steigt der Siedepunkt 
mil zunehmendem Druck. 

Der Siedepunkt eines Losungsmittels steigt 
um die Siedepunktserhohung A^, wenn in ihm 
ein Stoff gelost wird. 

Tabelle 0-18. Ebullioskopische Konstanten. 

AS = E-

E ebullioskopische Konstante 
(Tabelle O-l 8), 

m, Wfj Masse der gelosten Substanz bzw. des 
Losungsmittels, 

Mr relative Molekulmasse der gelosten 
Substanz. 

Losungsmittel 

Ammoniak 
Wasser 
Ethanol 
Diethylether 
Schwefelkohlenstoff 
Benzol 
Essigsaure 
Chloroform 
Tetrachlorkohlenstoff 

ebullioskopische 
Konstante E 
lO^K 

0,34 
0,52 
1,07 
1,83 
2,29 
2,64 
3,07 
3,80 
4,88 
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Ubersicht 0-12. Dampfdruck- und Schmelz-
druckkurve. 

Gleichgewicht fliissig - gasformig 

gasformiger 
Bereich 

10 20 30 40 °C 50 
Temperatur i? 

Steigung der Dampfdruckkurve 

0/ •«„,?" 

Dampfdruckkurve vieler Substanzen ampl 

'it)-? --- fe in(r /ro) + c 

Gleichgewicht fest - fliissig 

Steigung der Schmelzdruckkurve 

Der Kurvenverlauf ist ahnUch dem bei 
flussig-gasformig, aber steiler, da 
Volumenanderung V^^ — FjJ"̂^̂  kleiner. 

a, b, c 
A/^.s 
A^.v 
Pf 
Ps 
PsO 
K 
T 
' m 

T/Fest 

substanzabhangige Konstanten 
molare Schmelzenthalpie 
molare Verdampfungsenthalpie 
Schmelzdruck 
Sattigungsdampfdruck 
Sattigungsdampfdruck bei TQ 
molare Gaskonstante 
i?^ = 8,314 J/(mol -K) 
Temperatur 
molares Volumen Dampf 
molares Volumen Fliissigkeit 
molares Volumen fest 

0,43,2 Koexistenz dreier Phasen 

Die Phasengrenzen zwischen den Aggregat-
zustanden fest, flussig und gasformig sind 
vom Druck /?, der Temperatur T und vom 
Volumen V abhangig. Dies beschreibt ein 
Zustandsdiagramm, wie es Bild 0-9 zeigt. Die 
grauen Gebiete sind Gleichgewichtsgebiete 
zwischen Festkorper und Fliissigkeit (1), 
Fliissigkeit und Gas (2) sowie Festkorper und 
Gas (3). Im Tripelpunkt Tj^ stehen die feste, die 
fliissige und die gasformige Phase im Gleich­
gewicht. Der Tripelpunkt des Wassers dient 
zur Festlegung der Temperatureinheit Kelvin 
(rx, = 273,16 K;/7Tr = 612 Pa). 

Die Gibbssche Phasenregel beschreibt die An-
zahl der physikalischen GroBen (z. B. Druck p 
und Temperatur T), die frei variierbar sind, 
um einen bestimmten Zustand einzustellen: 

/ = / , + 2 - P ; 

/ Anzahl der Freiheitsgrade, 
k Anzahl der unabhangigen chemischen 

Komponenten, 
P Anzahl der Phasen. 

0.4.4 Dampfe und Luftfeuchtigkeit 

In der Klimatechnik werden vor allem Luft-
Wasserdampf-Gemische berechnet und die An-
lagen entsprechend ausgelegt. Dabei werden 
vor allem Luftmassen befeuchtet oder ge-
trocknet (Ubersicht 0-13). 

Fiir klimatechnische Berechnungen werden 
Moilier-Diagramme verwendet (Bild O-IO). 
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gasformig 

170 200 230 260 
absolute Temperatur T 

Bild 0-9. Zustandsdiagramm (a) und p, T-Diagramm (b) fur CO 2 

290 K 320 
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Ubersicht 0-13. Aufgaben der Klimatechnik 
und ihre physikalischen Grofien. 

^ ^ . Aufgaben 

technische ^ \ . 
Losung ^ \ ^ 

Mischung von 
Luftmassen 

Warmezu- bzw. 
-abfuhr 

Wasserzu- bzw. 
-abfuhr 

Befeuchten 

Zufuhr 
feuchter 
Luft 

Temperatur-
absenkung 

Wasserzufuhr 
(durch Ein-
spriihen) 

Trocknen 

Zufuhr 
trockener 
Luft 

Temperatur-
erhohung 

Wasserentzug 
(durch Ab-
kiihlen unter 
Taupunkt) 

Druck der feuchten Luft py^ 

PFI = PTL + PD 

absolute Luftfeuchtigkeit (p^ 

relative Luftfeuchtigkeit (p 

(p = PDIPS 

Feuchtegrad x 

Ubersicht 0-13 (Fortsetzung) 

Dichte der feuchten Luft QY 

QFL = QTL + ^D 

QFL-
1 fPFi. ~ ^D I Po 

T\ Ri 

spezifische Enthalpie feuchter Luft h^ 

^FL = V + ^^D 

/?D,^FL,V 

WD,WTL 

PD^PFL^PTL 

Ps 
^ i D ' ^ i T L 

T 

X 

(P^<P^ 
QD^QFL^ QTL 

spezifische Enthalpie des 
Wasserdampfs, der feuchten Luft, 
der trockenen Luft 
Masse des Wasserdampfs bzw. der 
trockenen Luft 
Druck des Wasserdampfs, der 
feuchten Luft, der trockenen Luft 
Sattigungsdampfdruck 
individuelle Gaskonstante des 
Wasserdampfs bzw. der trockenen 
Luft 
absolute Temperatur 
Volumen der feuchten Luft 
Feuchtegrad 
relative bzw. absolute Luftfeuchtigkeit 
Dichte des Wasserdampfs, der 
feuchten Luft, der trockenen Luft 

BildO-W. h,x-Diagramm nach MOLLiERjur feuchte Luft bei p = 1013 Pa 
(VDI-Richtlinie 2067, Blatt 3), 



P Warme- und Stoffiibertragung 

Die Wdrmeubertragung befaBt sich mit dem 
Ubergang der Wdrmeenergie von Fluiden auf 
feste Trennbauteile oder zwischen unter-
schiedlichen Bereichen in Fluiden oder Fest-
korpern sowie dem Warmetransport durch 
Festkorper, stehende Fliissigkeiten und Gase, 
wenn raumliche Temperaturunterschiede vor-
handen sind. Wdrmeleitung, Konvektion und 
Wdrmestrahlung sind die Mechanismen der 
Warmeiibertragung (Ubersicht P-1). Charak-
teristisch ist dabei der jeweilige Wdrmeuber-
gangskoeffizient fur die Warmeubertragungs-
situation; im allgemeinen hangt dieser sowohl 
von der Zeit, aber auch von den auBeren Ein-
fluBgroBen, wie z.B. von Geometrie, Stoff-
werten und Temperatur, ab. 

Die Stoffiibertragung umfaBt das Gebiet des 
Stofftransports in Fluiden unter dem EinfluB 
von Dichteunterschieden oder Druckgradien-
ten. Diffusion bezeichnet dabei den Stoff-
transport einer Stoffkomponente in einem 
Fluidgemisch, wenn ortliche Konzentrations-
unterschiede vorhanden sind. Konvektion 

wiederum ist ein Stofftransport im Fluid, der 
mit einer gleichzeitigen Warmeiibertragung 
verkniipft ist. 

P.l Warmeleitung 

Das Fouriersche Grundgesetz des Wdrmetrans-
ports beschreibt den Zusammenhang zwischen 
der Ursache eines Warmetransports, einem 
raumlichen Temperaturgefalle in einer Raum-
richtung und dem dadurch bewirkten Warme-
strom durch eine Grenzflache senkrecht zur 
Temperaturgradientenrichtung: 

(P-1) 

/q Warmestromdichte, 
k Warmeleitfahigkeit, 
n Raumrichtung, 
65/9/7 Temperaturgradient in Raumrichtung n. 

Ubersicht P-1. WdrmeUbertragungsmechanismen. 

Warmeubertragung 

Warmeleitung Konvektion Warmestrahlung 

Energieiibertragung gekoppelter 
Gitterschwingungen 
(Phononentransport) und durch 
bewegliche Ladungstrager 
(freie Elektronenbewegung) 

Warmeubertragung durch die 
freie oder erzwungene Stromung 
von Materie (Massentransport) 

Warmeubertragung durch 
elektromagnetische Strahlung 
(Photonentransport) 
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Tabelle P-i. Wdrmetechnische Stoffwerte. 

Stoff Q 
J W 

m-K 

a 

S 

Festkorper 

Fliissigkeiten 

Gase 

Aluminium 
Eisen 
GrauguB 
Stahl0.6C 
Gold 
Kupfer 
Schamottestein 
Normalbeton 
Gasbeton 
Ziegelstein 
Eis 
Schnee 
Fichtenholz 
Polystyrol fest 
Glas 
Schaumglas 
Mineralfaser 
Kies 

20 
20 
20 
20 
20 
20 

100 
10 
10 
10 
0 
0 

10 
20 
20 
10 
10 
20 

2,70 
7,86 

ca. 7,2 
7,84 

19,30 
8,90 
1,7 
2,4 
0,5 
1,2 
0,92 
0,1 
0,6 
1,05 
2,5 
0,1 
0,2 
1,8 

920 
465 
545 
460 
125 
390 
835 
880 
850 
835 

1930 
2090 
2000 
1300 

800 
800 
800 
840 

221 
67 

ca. 50 
46 

314 
393 

0,5 
2,1'' 
0,22̂ * 
0,5'̂  
2,2 
0,11 
0,13'̂  
0,17 
0,8 
0,045'̂  
0,04 "̂  
0,64 

88,89 
18,33 

ca. 13 
12,78 

130,57 
113,34 

0,35 
1,0 
0,5 
0,5 
1,25 
0,53 
0,11 
0,125 
0,4 
0,6 
0,3 
0,42 

Wasser 
Warmetragerol 
Kaltemittel R12 
Ethanol 
Heizol 
Quecksilber 

20 
20 

- 2 0 
20 
20 
0 

0,998 
0,87 
1,46 
0,789 
0,92 

13,55 

4182 
1830 

900 
2400 
1670 

138 

0,600 
0,134 
0,086 
0,173 
0,12 
0,143 

0,144 
0,084 
0,065 
0,091 
0,078 
5,62 

Luft 
Kohlendioxid 
Wasserdampf 
Helium 
Wasserstoff 

20 
0 

150 
0 
0 

0,00119 
0,00195 
0,00255 
0,00018 
0,00009 

1007 
827 

2320 
5200 

14050 

0,026 
0,015 
0,031 
0,143 
0,171 

21,8 
9,08 
5,21 

153 
135 

S Temperatur 
Q Dichte 
Cp spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck 

A Warmeleitrahigkeit (R Rechenwert DIN 4108) 
a Temperaturleitfahigkeit 

Die Wdrmeleitfdhigkeit ist eine Stoffkonstante 
des Warmekontakts zwischen den Bereichen 
unterschiedlicher Temperatur. Die Werte der 
Warmeleitfahigkeit sind sehr unterschiedlich; 
bei ruhenden Gasen besonders niedrig, bei 
elektrisch gut leitenden Metallen besonders 
hoch (Tabelle P-1). Wdrmeddmmstoffe sind 
porosierte, luft- oder schwergasgeschaumte 

sowie faserartige Stoffe mit einer Warmeleit­
fahigkeit >l<0, lW/(mK). Die Warmeleit­
fahigkeit ist abhangig von der Dichte, der 
elektrischen Leitfahigkeit, der Temperatur 
und dem Feuchtegehalt des Materials. Zur 
Beurteilung des Warmeschutzes im Hochbau 
durfen daher nur Rechenwerte der Wdrmeleit­
fdhigkeit X^ benutzt werden, welche entspre-
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chende Zuschlage zu den experimentell im 
trockenen Zustand bei 10 °C bestimmten Wer-
ten enthalten. Fur einige Abhangigkeiten der 
Warmeleitfahigkeit lassen sich Naherungsglei-
chungen angeben (Tabelle P-2). 

Der Warmetransport durch Warmeleitung in 
Festkorpern, stehenden Fliissigkeiten und 
ruhenden Gasen beschreibt die Fouriersche 
Differentialgleichung fur die Warmeleitung 
und das Temperaturfeld im Wdrmeleiter: 

Tabelle P-2. Abhdngigkeit der 
fdhigkeit. 

Wdrmeleit-

Warmestromdichte 

9r \^x 

Temperaturfeld 

6d / ^ (dH 

dt \dx^ 

stationar dBldt,= 
warmequellenfrei / = 
(Laplace-Gleichung) 

d^S d^9 6 ' d 

dy ^ 

: 0 
0 

3; 

dz ) 

(P-2) 

dB/dt zeitliche Anderung der Temperatur, 
d^S/dx\ d^9/dy\ d^S/dz^ raumlicher 

Differentialquotient des Temperatur-
feldes 9{x, y, z, t), 

djjdx, djjdy, djjdz raumliche 
Gradienten der Warmestromdichte, 

/ Energiedichte der internen Warme-
quellen und Warmesenken, 

c spezifische Warmekapazitat, 
Q Dichte, 
X Warmeleitfahigkeit. 

Rand- und Anfangsbedingungen bestimmen 
die Losungen dieser partiellen Differential-
gleichungen der Warmeleitung. Losungen 
der stationaren, warmequellenfreien Laplace-
Gleichung sind fur die einfachen Geometrien 
der Platte, des ZyHnders und der Kugel ge-
schlossen angebbar (Tabelle P-3). Fur die war-
metechnische Planung von warmegedammten 
Bauteilen im Hochbau ist besonders der Spe-
zialfall der ebenen ausgedehnten Platte von 
Bedeutung (Tabellen P-4 und P-5). 

StofTgruppe 

Metalle 

Isolatoren 

lufttrockene 
porosierte 
Baustoffe 
(400 kg/m^ < Q 
S 2500 kg/m^) 

Warmeleitfahigkeitsabhangigkeit 

V2 

A = 2,45-10-^-2 Tx 

Wiedemann-Franzsches Gesetz 

k^T-' {T>T^) 

a = 0,072W/(m-K) 
^ = 1,16 lO-'m^/kg 

absolute Temperatur 
elektrische Leitfahigkeit 
Dichte 
spezifische Warmekapazitat 
Schallgeschwindigkeit 
freie Phonon-Weglange 
Debye-Temperatur 

Die Losungen der instationaren Fourier-
Differentialgleichung sind selbst in geome-
trisch einfachen Fallen mathematisch komph-
ziert (Tabelle P-6). Charakteristische Kenn-
groBen fiir instationare Warmeleitungsvor-
gange sind: 

KenngroBe 

Warmeeindring-
koeffizient 

Temperatur-
leitfahigkeit 

Definition 

b = 

a = 

y/^C^Q 

Warme-
iibertragungs-
art 

Aufheizen, 
Abkiihlen, 
Kontakt-
temperatur 

Temperatur-
zyklen, 
schnelle 
Anderungen 

b Warmeeindringkoeffizient, 
a Temperaturleitfahigkeit, 
Cp spezifische Warmekapazitat, 
A Warmeleitfahigkeit, 
Q Dichte. 
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Tabelle P-4. Temperaturverlauf in einer mehr-
schichtigen Wand im Beharrungszustand. 

Tabelle P-5. Eindimensionaler Warme trans­
port durch ein- und mehrschichtige Bauteile. 

Modell 

Warme-
strom-
dichte 

Warme-
durchgangs-
widerstand 

Temperatur-
verlauf 

innen 

ii?1 

S-i S2 

A-\ X2 

h-mu-K.) 

^̂ 3 

•̂ Oa = ^3 ~ J " iq = 

^ 2 

— 

H 
(V^'l 

^ 
CH 

auBen 

*" '̂̂  

Uoa 

S3 S4 

A3 A4 

53 5. 1 

A3 A4 a . 

^a 

k Warmedurchgangskoeffizient 
s Schichtdicke 
/. Warmeleitfahigkeit 
«; Warmeubergangskoeffizient, innen 
â  Warmeubergangskoeffizient, auBen 
5, Innentemperatur 
3̂ AuBentemperatur 

^oa Oberflachentemperatur, auBen 
Soi Oberflachentemperatur, innen 
^1, ^2' ^3 Schichttemperaturen 

GroBe 

Warme-
durchlaB-
widerstand 

Warme-
durchgangs-
widerstand 

Warme­
durchgangs­
koeffizient 

Beziehung 

1 s 
einschichtig — = R= -

A A 

mehrschichtig — = 7^ + T^ + T^ .. . 
A A^ ;.2 A3 

1 1 1 1 
7: = " + 7 + " ' 
/c oCj / I a^ 

, , - ' 
' ' 1 1 1 

— + — + — + ... 

s Schichtdicke 
/ Warmeleitfahigkeit 
aj Warmeubergangskoeffizient innen 
â  Warmeubergangskoeffizient auBen 

Die Kontakttemperatur, die sich beim Beriih-
ren zweier Halbkorper mil unterschiedlicher 
Temperatur einstellt, hangt von den Warme-
eindringkoeffizienten der sich beruhrenden 
Korper ab: 

(P-3) 

^ 1 , ^2 Temperaturen der Korper 1 und 2, 
S^ Kontakttemperatur der Beruhrungs-

flache, 
^ i ' ^ 2 Warmeeindringkoeffizienten der sich 

beruhrenden Korper 1 und 2. 

Beriihrt die menschliche Haut einen anderen 
Korper, so ist die Kontakttemperatur die sub-
jektiv empfundene Temperatur am Anfang der 
Beriihrung. 
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Tabelle P'6. Instationdre Wdrmeleitungsvorgdnge, Ndherungen fur kurze Aufheiz- oder Abkuhl-
zeiten. 

ebene Platte diinner Draht 

Modellfall 

Aufheizverlauf K{t) = Km + A\n- ^̂ ' 
Ink 1,781 r̂  

0^0) 

ô Oberflachentemperatur 
q^ Warmestromdichte 
gj langenbezogene Heizleistung 
Cp spezifische Warmekapazitat 
k Warmeleitfahigkeit 

Q Dichte 
b Waraieeindringkoeffizient {b = . 
r Drahtradius 
a Temperaturleitfahigkeit 
t Zeit 

P.2 Konvektion 

Fur die konvektive Warmeubertragung ist die 
Relativbewegung der beiden thermodynami-
schen Systeme mit unterschiedlichen Tempe-
raturen charakteristisch, wie es beispielsweise 
beim Warmeubergang von einem Fluid, einer 
stromenden Fliissigkeit oder einem Gas, auf 
eine Wand der Fall ist (Bild P-1). Zwei Kon-
vektionsarten werden unterschieden: 

Wand 

Grenzschicht 
Bild P-1. Konvektiver Warmeubergang mit Grenz­
schicht vor der wdrmeiibertragenden Wand. 

- Freie Konvektion 
Die Stromung des Fluids wird durch ein tempera-
turabhangiges Dichtegefalle im Fluid und die dar-
aus resultierenden Auftriebskrafte verursacht 

- Erzwungene Konvektion 
Die gerichtete Zwangsstromung im Fluid wird 
durch auBere Krafte, z. B. die Antriebskrafte von 
Pumpen und Ventilatoren, oder auch von Wind-
driicken erzwungen. 

Die Warmestromdichte zwischen Fluid und 
Wand ergibt sich aus folgenden Beziehungen: 

Fouriersches Gesetz 
der Grenzschicht-
Warmeleitung 

Warmeiibergangs-
gleichung 

Jq,K — 

Jq,K = 

- ( 

aU» 
(P-4) 

Warmestromdichte der konvektiven 
Warmeubertragung, 
Warmeleitfahigkeit des ruhenden 
Fluids, 
Warmeiibergangskoeffizient, 
Fluidtemperatur, 
Oberflachentemperatur der Wand, 

{dS/dn)Q^ Temperaturgradient in der Fluid-
Grenzschicht. 

7q,K 
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Tabelle P-7. Grundgleichungen der konvektiven Wdrmeubertragung. 

Warmeleitungsgleichung 
(Energiesatz) 

X = konst. 

Bewegungsgleichung 
der Hydromechanik 
(Impulssatz) 

Q = konst. 

Q = konst. 
v = 0 

inkompressible Fluide 

Kontinuitatsgleichung 
(Massenerhaltungssatz) 

Q = konst. 

Beziehungen 

S^ 
~dS f dS dS dSV 
_dl^V^d:.^'^d^^^'^¥z)_ 

/8^d 8^5 d^^\ 
~'\d^'^d^'^d^) 

Fourier-Gleichung 

dv, dv^ dv^ 1 dp /S^f, d^v^ d^vj\ 
dx ^ dy dz g dx \6x^ Qĵ  87^/ 

(x-Komponente) 

dx ^ dy dz g dx \dx^ dy^ dz^J 

Navier-Stokes-Gleichung (x-Komponente) 

81;̂  81;, dv^ 1 dp 
dx ^ dy dz g dx 

Euler-Gleichung fiir ideale Fluide (x-Komponente) 

dg (dv^ dv^ dv\ ( dg dg dg\ 

OX Qy cz 

S 

Q 

A 

V 

y 

spezifische Warmekapazitat 
bei konstantem Druck 
Dichte 
Warmeleitfahigkeit 
kinematische Viskositat 
thermischer Ausdehnungskoeffizient 

S 
v.,v^,v^ 

g 
AT 

Temperatur 
Komponenten der 
Stromungsgeschwindigkeit 
Fallbeschleunigung 
Temperaturgefalle fiir den thermischen 
Auftrieb 

Der Zahlenwert fur den konvektiven Wdrme-
ubergangskoeffizienten a^ hangt entscheidend 
von der Festlegung der Fluidtemperatur dp 
ab. Diese ist bei inhomogenen Temperaturen 
im Fluid, besonders bei der freien Konvek-
tion, nicht einfach und von der experimen-
tellen Mefianordnung im Modellversuch ab-
hangig. Die Bestimmung des Temperaturgra-
dienten in der Grenzschicht ist meBtechnisch 
aufwendig. 

Die Grundgleichungen der konvektiven War-
meubertragung (Tabelle P-7) sind wegen der 
raumlichen Mitfiihrung des Temperaturfeldes 
mit der Fluidbewegung extrem kompliziert. 

Die Losungsfamilien dieser gekoppelten par-
tiellen Differentialgleichungen liegen zwischen 
den Losungsfamilien fur die Grenzfalle: 

- Laminare Stromung 
Die Stromfaden der Fluidstromung verlaufen pa­
rallel zur Wand; keine konvektive Warmeiibertra-
gung in Richtung auf die parallele Wand, sondern 
Warmetransport durch Warmeleitung senkrecht 
zu den Stromfaden. Strenge mathematische L6-
sungen fiir einfache laminare Stromungen sind 
vorhanden. 

- Turbulente Stromung 
Ungeordnete Querbewegungen durch sog. Turbu-
lenzballen in der Fluidbewegung sorgen fur ein 
gleichmafiiges Stromungsprofil in der turbulenten 
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Kernstromung und beeinflussen durch ihr Ein-
dringen in die laminare Grenzschichtstromung 
deren Stromungsform. Mathematische Losungen 
fiir die turbulente Stromung fehlen; zur Beschrei-
bung dienen Naherungsgleichungen fiir empiri-
sche Beobachtungen und Messungen. 

Nahezu alle praktisch interessanten konvekti-
ven Warmeubergange haben turbulente Stro-
mungsprofile; laminare Stromungsformen 
schlagen durch Storungen (Anstromkanten, 
Rauhigkeit, Temperaturinhomogenitaten usw.) 
leicht in turbulente Zustande um. Deshalb 
muB in der Praxis der konvektive Warmeuber-
gangskoeffizient aus Modellversuchen ermit-
telt werden. Die Versuchsergebnisse lassen 
sich auf andere konvektive Warmeiibertra-
gungsverhaltnisse anwenden, wenn diese geo-
metrisch und hydrodynamisch dhnlich sind. Da-
mit die Losungen eines Modellfalls iibertragen 
werden konnen, miissen die MaBstabsfakto-
ren, die dimensionslosen Ahnlichkeitskenngro-

fien der Wdrmeubertragung (Tabelle P-8), des 
Anwendungs- und des Modellfalls iiberein-
stimmen. Die in die KenngroBen eingehenden 
Stoffwerte der Fluide sind z. T. stark tempera-
turabhangig (Tabelle P-9); zur Bildung der 
AhnlichkeitskenngroBen sind die Stoffwerte 
der Mitteltemperatur des Fluids einzusetzen. 

Die KenngroBe fiir die konvektive Warme-
iibertragung ist die Nufielt-Zahl Nu. Aus der 
NuBelt-Zahl des zugeordneten Modellfalls 
laBt sich der konvektive Warmeiibergangs-
koeffizient fiir das Warmeiibertragungspro-
blem angeben: 

dfj Warmeiibergangskoeffizient, 
Nu NuBelt-Zahl, 
X Warmeleitfahigkeit des Fluids, 
L charakteristische Lange. 

Tabelle P-8. Dimensionslose Kenngrofien der Wdrmeubert 

Zeichen 

Bi 

Fo 

Fr 

Ga 

Gr 

Gz 

Ka 

Le 

Nu 

KenngroBen 

Biot-Zahl 

Fourier-Zahl 

Froude-Zahl 

Galilei-Zahl 

Grashof-Zahl 

Graetz-Zahl 

Kapitza-Zahl 

Lewis-Zahl 

NuBelt-Zahl 

Definition 

gL 

Gz = — = Fo-^ 

QG^ F r R e ^ 

a Sc 
Le = - = — 

d Pr 

^agung. 

Problembereich 

Warmeiibertragung Festkorper/Fluid 

instationare Warmeleitung 

Stromungen unter SchwerkrafteinfluB 

Auftrieb in Fluiden 

freie Konvektion bei Temperaturgradient 

stationare Stromungen mit konstanten 
Verweilzeiten in Rohrstiicken 

Filmstromungen und Fluidfilm-
Kondensation 

Trocknung und Verdunstungskiihlung 

stationarer konvektiver Warmeiibergang 
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Tabelle P-8 (Fortsetzung) 

Zeichen 

Pe 

Pr 

Ra 

Re 

Sc 

St 

We 

KenngroBen 

Peclet-Zahl 

Prandtl-Zahl 

Rayleigh-Zahl 

Reynolds-Zahl 

Schmidt-Zahl 

Stanton-Zahl 

Weber-Zahl 

Definition 

vL 
?e = — ^ Re Pr 

a 

a 

gPATL^ ^ ^ 
Ra = — = Re Pr 

va 

QvL vL 
Re = = — 

-=j 

St = - ^ = -— 
Qc^v Pe 

We = ^ ^ ^ = (Ka Fr Re^y^ 
G 

Problembereich 

erzwungene instationare Konvektion 

Warmeiibertragungskennwert des Fluids 

freie Konvektion im Temperaturgradienten 

Stromungen unter ReibungseinfluB 

Kopplungskennwert 
Warmetransport mit Diffusion 

Warmeubergang bei erzwungener 
instationarer Konvektion 

Stromungsvorgange mit freien 
Oberflachen, Zerstaubung von 
Flussigkeiten 

a Temperaturleitfahigkeit 
Cp spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck 
g Fallbeschleunigung 
L charakteristische Lange 
t charakteristische Zeit 
ty Verweilzeit 
AT Temperaturunterschied 
V Stromungsgeschwindigkeit 
aĵ  Warmeubergangskoeffizient 

â  Warmeubergangskoeffizient auBen 
jS Warmeausdehnungskoeffizient 
d Diffusionskoeffizient 
r\ dynamische Viskositat 
A Warmeleitfahigkeit 
Aj Warmeleitfahigkeit des Innenkorpers 
V kinematische Zahigkeit 
Q Dichte 
o Oberflachenspannung 

Tabelle P-9. Wdrmetechnische Stoffwerte von Wasser und trockener Luft beim Druck p = i bar 
(aus VDI-Wdrmeatlas, 6. Aufl.. 1991). 

Q 

kg/m^ kJ/(kg-K) 
y 
lO-^K 10-'W/(m-K) 10-^kg/(m-s) lO-^m^/s 10-^m> 

Pr 

Wasser 

0,01 
10 
20 
30 
40 
60 
80 

100 
120 
150 
200 
250 
300 

999,8 
999,7 
998,3 
995,7 
992,2 
983,1 
971,6 
958,1 
942,8 
916,8 
864,7 
799,2 
712,2 

4,217 
4,193 
4,182 
4,179 
4,179 
4,185 
4,197 
4,216 
4,245 
4,310 
4,497 
4,869 
5,773 

-0,0852 
0,0821 
0,2066 
0,3056 
0,3890 
0,5288 
0,6473 
0,7547 
0,8590 
1,0237 
1,3721 
1,9552 
3,2932 

562 
582 
600 
615 
629 
651 
667 
677 
683 
684 
663 
618 
545 

1791,4 
1307,7 
1002,7 
797,7 
653,1 
466,8 
355,0 
282,2 
232,1 
181,9 
133,6 
105,8 
85,8 

1,792 
1,308 
1,004 
0,801 
0,658 
0,475 
0,365 
0,294 
0,246 
0,198 
0,154 
0,132 
0,120 

0,1333 
0,1388 
0,1436 
0,1478 
0,1516 
0,1582 
0,1635 
0,1677 
0,1707 
0,1730 
0,1706 
0,1589 
0,1325 

13,44 
9,42 
6,99 
5,42 
4,34 
3,00 
2,23 
1,76 
1,44 
1,15 
0,91 
0,83 
0,91 
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Tabelle P-9 (Fortsetzung) 

Q 
kg/m^ kJ/(kg.K) 

y 
10" VK 10-^W/(m-K) •kg/(m-s) lO-^m^/s 10-^m^/s 

Pr 

trockene Luft 

-100 
- 40 
- 20 
- 10 

0 
10 
20 
30 
60 

100 
140 
200 
300 
500 

1000 

2,019 
1,495 
1,377 
1,324 
1,275 
1,230 
1,188 
1,149 
1,045 
0,9329 
0,8425 
0,7356 
0,6072 
0,4502 
0,2734 

1,011 
1,007 
1,007 
1,006 
1,006 
1,007 
1,007 
1,007 
1,009 
1,012 
1,016 
1,026 
1,046 
1,093 
1,185 

5,852 
4,313 
3,968 
3,815 
3,674 
3,543 
3,421 
3,307 
3,007 
2,683 
2,422 
2,115 
1,745 
1,293 
0,7853 

16,02 
21,04 
22,63 
23,41 
24,18 
24,94 
25,69 
26,43 
28,60 
31,39 
34,08 
37,95 
44,09 
55,64 
80,77 

11,77 
15,16 
16,22 
16,74 
17,24 
17,74 
18,24 
18,72 
20,14 
21,94 
23,65 
26,09 
29,86 
36,62 
50,82 

5,829 
10,14 
11,78 
12,64 
13,52 
14,42 
15,35 
16,30 
19,27 
23,51 
28,07 
35,47 
49,18 
81,35 

1859 

7,851 
13,97 
16,33 
17,57 
18,83 
20,14 
21,47 
22,84 
27,13 
33,26 
39,80 
50,30 
69,43 

113,1 
249,2 

0,7423 
0,7258 
0,7215 
0,7196 
0,7179 
0,7163 
0,7148 
0,7134 
0,7100 
0,7070 
0,7054 
0,7051 
0,7083 
0,7194 
0,7458 

5 Celsius-Temperatur 
Q Dichte 
Cp spezifische Warmekapazitat 

bei konstantem Druck 
y Warmeausdehnungskoeffizient 

k Warmeleitfahigkeit 
r\ dynamische Viskositat 
V kinematische Viskositat 
a Temperaturleitfahigkeit 
Pr Prandtl-Zahl 

Die charakteristische Lange ist entsprechend 
dem Modellfall anzusetzen (Tabelle P-10). Im 
Ubergangsbereich von laminarer zu turbulen-
ter Stromung gilt mit fur technische Zwecke 
ausreichender Genauigkeit: 

< = y/^m + «i * 2 
K,turb • 

(P-6) 

P.3 Warmestrahlung 

Die Warmeiibertragung durch Warmestrah­
lung ist im Vakuum der einzige Warmetrans-
portmechanismus; in Gasen kommt der War-
meiibergang durch Warmestrahlung additiv 
zu demjenigen der Warmekonvektion hinzu. 

Tabelle P-10. Modellfdlle konvektiver Wdrmeubergdnge (nach VDI-Wdrmeatlas, 6. Aufl. 1991). 

Stromungs-
modell 

erzwungene 
Konvektion 
langs einer 
Platte 

erzwungene 
Stromung 
im Rohr-
inneren 

laminarer Bereich 

Nu = 0,664 Re'̂ ^Pr^^^ 

/ d\^^^ 
Nu = 0 ,664(Re- l Pr̂ ^̂  

turbulenter Bereich 

0,037 Re°'«Pr 
^ 1 + 2,443 Re-^'HPr'^^'-l) 

0,125^ (Re-1000) Pr 
Nu = — 

l+4,49Vc(Pr^/3-l) 
.̂  = ( l ,82IgRe-l ,64)-2 

HW] 

Hinweise 

L Plattenlangen 
in Stromungs-
richtung 

^ Eintritts-
temperatur 

Â Ausstrom-
temperatur 

6?. Innendurch-
messer Rohr 

L Rohrlange 
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Tabelle P-10 (Fortsetzung) 

Stromungs-
modell 

laminarer Bereich turbulenter Bereich Hinweise 

freie Kon-
vektion an 
vertikaler 
Wand Oder 
urn ein 
senkrechtes 
Rohr 

Nu: 0,825 

0,387 GrPr 

Nu = 0,15 
GrPr 

Q 3 2 2 \ 11/20-

Pr 

0,492 Y'^^ 
Pr J 

freie Kon-
vektion 
langs einer 
horizonta-
len Platte 
(nach oben) 

Nu = 0,766 

GrPr Nu: 0,825 + -
0,387 GrPr 

0,322 

"PT 

1 + 
0,492 

L Hohe der 
vertikalen 
Wand Oder 
des Rohres 
bzw. kurze 
Seitenlange 
der horizon-
talen Platte 

0̂ Oberflachen-
temperatur in 
Flachenmitte 

9^ Fluidtempe-
ratur auBer-
halb Grenz-
schicht 

Tabelle P-IL Emissionsgrade fur Gesamt-
strahlung e und in Richtung der Fldchennorma-
len e„ einiger Metalle und Nichtmetalle (nach 
VDI-Wdrmeatlas, 6. Aufl. 1991). 

Oberflache 

Metalle 

Nichtmetalle 

5 

Aluminium 
walzblank 
oxidiert 

Chrom poliert 
Gold poliert 
Eisen poliert 

angerostet 
verzinkt 

Messing 
nicht oxidiert 
oxidiert 

20 
20 

150 
230 
100 
20 
25 

25 
200 

0,04 
0,20 
0,058 
0,018 
0,17 
0,65 
0,25 

0,035 
0,61 

0,05 

0,071 

Beton 
Dachpappe 
Glas 
Holz 
Mauerwerk 
Kunststoffe 
Lacke, Farben 
Wasser 

20 
20 
20 
25 
20 
20 

100 
20 

0,94 
0,91 
0,94 
0,94 0,90 

0,93 
0,90 

0,92 bis 0,97 
0,95 

Die spezifische Ausstrahlung eines Tempera-
turstrahlers hangt nur von dessen absoluter 
Temperatur und seiner elektronischen Ober-
flachenstruktur ab. Die hochste Warmestrah-
lungsdichte emittiert ein schwarzer Korper; 
dieser absorbiert andererseits auch die ge-
samte auffallende Strahlungsenergie. Auf den 
schwarzen Korper sind daher das Emissions-
und Absorptionsvermogen der anderen 
grauen Korper bezogen (Tabelle P-11): 

Emissionszahl 

Absorptionszahl 

Kirchhoffsches Gesetz 

£ --

OL --

8 -

= MJM,^, 

-MJM^^, 

= (x; (P--7) 

Mg spezifische Abstrahlung des grauen 
Korpers, 

Mg s spezifische Abstrahlung des schwarzen 
Korpers, 

M^ absorbierte Strahlungsleistung des 
grauen Korpers, 

M^ 5 absorbierte Strahlungsleistung des 
schwarzen Korpers. 

Nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz ist die 
spezifische Abstrahlung eines grauen Korpers 

M^{T)=^&GT^\ (P-8) 



T absolute Temperatur des Strahlers, 
M^{T) spezifische Ausstrahlung, 
£ Emissionszahl, 
o Stefan-Boltzmann-Konstante 

[(7 = 5 ,670-10-^W/(m^-K^)] 

Temperaturstrahler emittieren nicht nur War-
mestrahlung, sie empfangen auch vom kalte-
ren Strahlungsleistung; fiir die Warmestrah-
lungsiibertragung vom warmeren Korper 1 an 
den kalteren Korper 2 gilt 

2 l 2 — ^ 1 2 ^ 1 V-'l ~ ^2 ) 

Cl2 = 

^ 2 

fur fi ^ 0,9 ist C^2 — ^i^i^^ii 

1 . J. c o s ^ i c o s ^ 

(P-9) 

2 i 2 Warmestrom durch Warmeiibertra-
gung durch Strahlung von Korper 1 
nach Korper 2, 

Ci 2 Strahlungsaustauschkoeffizient, 
</)i2 Einstrahlzahl zwischen den Flachen 

A^ und A2, 
A^,A2 abstrahlende Flache der Korper 1 

bzw. 2, 
Ti, T2 Oberflachentemperatur der Korper 

1 bzw. 2, 
£1, £2 Emissionszahl des Korpers 1 bzw. 2, 
Pi,p2 Richtungswinkel zwischen der 

Strahlungsrichtung und den Fla-
chennormalen von A^ und A2, 

u Stefan-Boltzmann-Konstante 
[(T = 5,670-10"^W/(m^-K^)] . 

Die Strahlungsaustauschkoeffizienten beriick-
sichtigen die geometrische Situation der 
Warmeiibertragung durch Warmestrahlung 
(TabelleP-12). 

Die Warmestromdichte der Warmeiibertra­
gung durch Warmestrahlung der Oberflache 
des Korpers 1 an den Korper 2 ist iiber den 
Warmeiibergangskoeffizienten a j mit der 
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Tabelle P-12. Strahlungsaustauschkoeffizienten. 

Geometrie 

^ 1 ^ ^ ^ 2 

parallele Flachen 

konvexe Flache A ̂  
von konkaver 
Flache A 2 um-
schlossen 

Halbraum A 2 iiber 
ebener Flache A, 

A2 

Rechteckflache 
parallel zum 
Flachenelement 
Av4i 

A2 

/ 
ZZ7AA, 

Rechteckflache 
senkrecht zum 
Flachenelement 

Strahlungsaustauschkoeffizient 

Q,= 
1 1 
—+ — 

C,2 = ^4'̂ -

C,2 

1-2(1-<=. ) ( ! -"^ i ) 

C j2 — CTfij 62 
2TC 

H—, arctan —, 
V«^ + c 

1 / ^ 
C,, = CT £, £1 — arctan -

^̂  ^ ^271 V a 
—, arctan , 
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Oberflachentemperaturdifferenz der beiden 
Korper verkniipft: 

< = C12 {T^ + Ti)(T, + r , ) ; (P-10) 

7q,S 

C12 

Warmestromdichte der Warmestrah-
lungsemission des Korpers 1, 
Warmestrom durch Warmeubertra-
gung durch Strahlung von Korper 1 
nach Korper 2, 
Strahlungsaustauschkoeffizient;, 
abstrahlende Flache des Kdrpers 1, 
Oberflachentemperatur der Korper 1 
bzw. 2 in K, 
Oberflachentemperatur der Korper 1 
bzw. 2 in °C, 
Warmeiibergangskoeffizient fur War-
mestrahlung. 

P.4 Warmedurchgang 

Beim Warmedurchgang wird durch konvek-
tive Warmeiibertragung Warme des Fluids 1 
und durch Warmestrahlungsabgabe Strah-

^s , i 

r ^(Q 

Y 

1 2 3 

BildP-2. Warmedurchgang durch eine mehrschich-
tige Trennwand. 

lungswarme der Umgebungsflachen 1 von der 
warmeren Seite 1 auf eine Trennwand iibertra-
gen, durch Warmeleitung an die Oberflache 
der kalten Seite 2 transportiert und dort kon-
vektiv an das kaltere Fluid 2 und die kalten 
Umgebungsflachen 2 abgegeben (Bild P-2). 

Im Beharrungszustand der Warmeiibertra­
gung addieren sich die Warmestrome der 
Konvektion und der Warmestrahlung auf die 
Trennwand, und der Transmissionswarme-
strom Qj durch die Trennwand hangt vom 
Warmedurchgangskoeffizient k der Trenn­
wand ab: 

eT = ^^(Sa<, . l -9aq,2) 

Ô K, 1 ^F, 1 + "̂ si 1 "̂ U, 1 

^K, 2 "̂ F, 2 + '̂ S* 2 ^U, 2 
' ^ a q , 2 - * 

^2 

a* = < 1 + < 2 

a* = < i + < 2 ; (p-11) 

GT 

A 

k 

^, 1 ' ^F, 2 

^̂ K, 1 ? % , 2 

'̂ S, 1 ' '^S, 2 

Transmissionswarmestrom durch 
die Trennwand, 
Warmedurchgangsflache innen 
Oder auBen, 
Warmedurchgangskoeffizient, 

' âq,2 aquivalente Temperatur der Seite 
1 bzw. 2, 
Fluidtemperatur auf der Seite 1 
bzw. 2, 
mittlere Oberflachentemperatur 
der Umgebungsflachen auf der 
Seite 1 bzw. 2, 
Warmeiibergangskoeffizient auf 
den Fluidseiten 1 bzw. 2, 
Warmeiibergangskoeffizient fiir 
Konvektion auf der Seite 1 bzw. 
2, 
Warmeiibergangskoeffizient fiir 
Warmestrahlung auf der Seite 1 
bzw. 2. 

Bei gekriimmten warmeiibertragenden Trenn-
wandflachen wird der Warmedurchgangs­
koeffizient k auf die Innenoberflache A^ oder 
die AuBenoberflache A 2 bezogen. In der 
Praxis wird haufig angesetzt, daB die 
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UmschlieBungsflachentemperaturen und die 
Fluidtemperaturen naherungsweise gleich 
sind und Su, ^F ist. 

Der Warmedurchgangskoeffizient einer ebe-
nen planparallelen Trennwand aus mehreren 
Schichten (Bild P-2) ist: 

1 

^1 ^2 ^3 

•; (P-12) 

^1, ^2, . . . Dicke der Bauteilschichten, 
>li, ^2, . . . Wanneleitfahigkeit der Bauteil­

schichten, 
af ~ ^ a2* ~ ^ Warmeiibergangswiderstand auf 

der Seite 1 bzw. 2. 

P.5 Stoffubertragung 

Die Grundgleichungen der Stoffubertragung 
sind die Fickschen Gesetze (Tabelle P-13). Sie 
sind vom mathematischen Aufbau her iden-
tisch mit den Fourierschen Gesetzen der 
Warmeleitung. So lassen sich vergleichbare 
Modellergebnisse bei Warmeleitungsvorgan-

gen auch fiir vergleichbare Stoffiibertragun-
gen iibernehmen. 

Im allgemeinen miissen bei Stoffubertragun-
gen, genauso wie bei der Warmeiibertragung 
durch Konvektion, Versuchsergebnisse von 
Modellversuchen auf den Anwendungsfall 
iibernommen werden, wobei im Fall der Stoff-
iibertragung die dimensionslosen KenngroBen 
der Stoffubertragung von Modellversuchen 
und Anwendungsfall iibereinstimmen miissen. 
Die Sherwood-Zahl Sh ist, vergleichbar mit 
der NuBelt-Zahl, die KenngroBe fiir den Stoff-
ubergangskoeffizienten P: 

DSh 
s 

(P-13) 

P Stoffiibergangskoefflzient, 
D DiffusionskoefTizient, 
s charakteristische Diffusionslange, 
Sh Sherwood-Zahl. 

Fiir einzelne Anwendungsfalle gibt es Bezie-
hungen Sh = Sh(Re, Sc, . . . ) zwischen der 
Sherwood-Zahl Sh und den anderen Kenn­
groBen der Stoffubertragung. 

Bin Spezialfall der Stoffiibertragung ist die 
Dampfdiffusion, insbesondere die Wasser-

Tabelle P-13. Ficksche Gesetze. 

1. Ficksches Gesetz 

2. Ficksches Gesetz 

ideales Fluid 

allgemein 

'=-0 
dt Vex â ' dz) 

ideale Gase 

P KT 

DM/dp\ 

^P KTf^i.^iy^i^ 
dt M \dx ay dz) 

dp (d^p d^p d^p\ 
dt~ \dx' "̂  dy' "̂  azV 

Q 
(dQldn) 
P 
(dpldn) 
D 
i 

Dichte 
Dichtegradient in w-Richtung 
Druck im Fluid 
Druckgradient in «-Richtung 
Diffusionskoeffizient, [D] = 1 m^/s 
Massenstromdichte 
[/] = lkg/(m^.s) 

K 
T 
M 
t 
X, J , Z 

universelle Gaskonstante 
[i? = 8,3144 J/(mol-K)] 
absolute Temperatur im Fluid 
Molmasse 
Zeit 
Ortskoordinaten 
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Tabelle P-14. Analogie von Wdrmeubertragung und Dampfdiffusion. 

Modell 

Ursache 

Wirkung 

TransportgroBen 

Warmetransport 

i 9 . 
V\ 

W i'̂ ^ 
^ 
« 

» l9n 
*• 172 

Temperaturgefalle 

^T=^^ -^2 

Warmestrom 

j^ = kiB,-S2) 

j^ 1 
1 1 1 

- + -: + -
a^ A 0̂ 2 

1 5, Sy S^ 

A A, / 2 ^'3 

Dampfdiffusion 

p i mi m •^ P2 

Dampfdruckgefalle 

^P=Pi -Pi 

Diffusionsstrom 

i = ko{Pi -Pi) 

ku = -
1 

1 1 1 

Ir^^^Jl 
1 5, ^2 S-, 
- = — + — + — 
A 3^ ^2 ^3 

^ Temperatur 
7q Warmestromdichte 
p Dampfdruck 
/ Dampfdiffusionsstromdichte 
k Warmedurchgangskoeffizient 
k Warmeleitflhigkeit 
s Schichtdicke 

a Warmeiibergangskoeffizient 
A ~ ^ WarmedurchlaBwiderstand 
k^ Diffusionsdurchgangskoeffizient 
b Dampfleitfahigkeit 
j8 Dampfiibergangskoeffizient 
A ~ ^ DampfdurchlaBwiderstand 

dampfdiffusion, durch feste Bauteile. Fiir die-
sen Fall ist die Analogie zwischen der Dampf­
diffusion und der Warmeiibertragung durch 
Warmeleitung vollstandig (Tabelle P-14). In 

der Kegel sind dabei die Wasserdampfiiber-
gangswiderstande l/j5 vernachlassigbar klein 
gegenuber dem WasserdampfdurchlaBwider-
stand 1/J. 



Q Energietechnik 

Die physikalischen Grundlagen der Energie­
technik finden sich zum groBen Teil in den 
Abschnitten M Elektrizitat und Magnetismus, 
O Thermodynamik, P Energie- und Stoffuber-
tragung, T Kernphysik und W Metall- und 
Halbleiterphysik. Die Energietechnik sichert 
durch ihre ingenieurmafiige Anwendung die 
Strom- und Warmeversorgung zum Lebens-
erhalt und zum menschhchen Komfort. Das 
Gebiet der Energietechnik reicht von der Pri-
marenergiegewinnung bis zur Energiedienst-
leistung und der Entsorgung des Energieab-
falls (Ubersicht Q-1). 

Anstrengungen zur Energieeinsparung 
weitem ubertrifft (Bild Q-1). 

bei 

Dem stehen die wirtschaftlich gewinnbaren 
fossilen Energiereserven (Tabelle Q-2) gegen-
iiber; die Reichweite der fossilen Reserven 
wiirde bei einem auf den Wert von 1990 
von 11 TWa eingefrorenem Primarenergiever-
brauch noch 100 Jahre betragen. Angesichts 
dieser historisch kurzen Zeitspanne setzt man 
zum einen auf Energieeinsparung durch ratio-
nelle Energieverwendung und zum anderen 
auf die Nutzung der regenerativen Energietra-

Q.l Energietrager 

Die Energietrager werden eingeteilt in Primdr-
energien, also energetisch nutzbare Stoffe aus 
Lagerstatten, Natur- oder Sonnenenergie, und 
Sekunddrenergien, also fur die Energienutzung 
im Energiewandler im allgemeinen verlust-
behaftet aufbereitete und veredelte Energie­
trager und Brennstoffe (Ubersicht Q-1). Der 
Verbrauch an Primarenergie steigt seit der 
Industrialisierung, insbesondere in den Indu-
strielandem der nordlichen Hemisphare, stark; 
1990 betrug der Welt-Primarenergieverbrauch 
etwa 11 TWa, was 12 • 10^ tSKE entspricht. 
Nach wie vor steigt der Weltenergieverbrauch, 
wobei die Verbrauchszunahme aufgrund des 
Bevolkerungswachstums die Ergebnisse von 

Tabelle Q-2. Wirtschaftlich gewinnbare fossile 
Energievorrdte (Stand 1990). 

Tabelle Q-l. Energieeinheiten. 

Einheit 

Kilowattstunde 
Terawattjahr 

Tonne-Steinkohlen-
einheit 
British thermal unit 

Umrechnung in 
SI-Einheit Joule 

IkWh =3,6-10^ J 
1 TWa = 8,76-10^2 kWh 

= 3,15-10^^1 
ltSKE = 9,3-10-^nWa 

= 29,3 • 10^ J 
1 btu = 1,055 • 10^ J 

Region 

GUS 
Nord-
amerika 
Naher 
Osten/ 
Nord-
afrika 
China 
West-
europa 
Ferner 
Osten 
Australien 
Siidafrika 
Ost-
europa 
Mittel-
und 
Sud-
amerika 

Welt 
absolut 

Welt 
prozentual 
in% 

Kohle 
TWa 

154,1 
179,0 

8,9 

129,7 
82,5 

60,9 

58.5 
51,4 
46,0 

13,8 

784,8 

71,4 

Erdol 
TWa 

10,6 
5,9 

130,4 

4,4 
2,5 

4,4 

0,3 
0,0 
0,4 

22,9 

181,8 

16,5 

Erdgas 
TWa 

49,4 
8,5 

51,3 

1,1 
5,3 

7,6 

0,7 

0,1 
0,6 

8,4 

133,0 

12,1 

gesamt 
TWa 

214,1 
193,4 

190,6 

135,2 
90,3 

72,9 

59,5 
51,5 
47,0 

45,1 

1099,6 

100,0 

An teil 
% 

19,5 
17,6 

17,3 

12,3 
8,2 

6,6 

5,4 
4,7 
4,3 

4,1 

100,0 
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Jahr 
Weltbevolkerung 

spezifischer 
Weltenergieverbrauch 

1960 
3,1 

1,5 

1980 
4,5 

2,2 

2000 
6,1 

2,4 

2020 
7,8 

2,6 

2040 
8,7 

2,8 

2060 
9,6 

2,9 

Milliarden 

kWa/Kopf 

Brennholz u.a. 

neue Energien 

y 4 4 i Kernenergie 

Wasserkraft 

Kohle 

Naturgas 

l^^ %1 Rohol 

1960 1980 2000 2020 
Jahr 

2040 2060 

BildQ-i. Historischer und prognostizierter Weltenergieverbrauch, mittlere Entwicklung (nach Weltenergie-
konferenz 1986), x Verhrauchswert 1990 von 347 EJ. 

Tabelle Q-3. Potential regenerativer Primdr-
energien. 

Energieart 

Solar-
strahlung 
auf 
Kontinente 

Wind-
energie 

Biomasse 

Wasser­
kraft 

Geo-
thermie 

Meeres-
energie 

geschatzte 
Primar-
energie 

TWa/a 

25 000 

350 

100 

5 

35 

20 

25 510 

technisch 
nutzbares 
Potential 

TWa/a 

19 

1,0 

2,1 

1,5 

0,6 

0,5 

34,7 

Verhaltnis von 
technisch 
nutzbarem 
Potential zum 
Weltprimar-
energiever-
brauch 1990 

(11 TWa/a) 

170% 

9% 

19% 

14% 

5% 

5% 

222% 

ger (Tabelle Q-3), die theoretisch um den Fak-
tor 2 groBer sind als 1990 der Primarenergie-
verbrauch in der Welt. 

Der Energieinhalt der fiir die Energiebereit-
stellung wichtigen Sekundarenergietrager 
wird gekennzeichnet durch den oberen Heiz-
wert H^, welcher die chemische Reaktions-
enthalpie einschliefilich der Verdampfungs-
warme der Verbrennungsgase darstellt, und 
den unteren Heizwert H^ (Tabelle Q-4). Beim 
unteren Heizwert ist von der Reaktionsenthal-
pie die Verdampfungswarme der Brenngase 
abgezogen, welche bis auf Ausnahmen (Kon-

Tabelle Q-4. Heizwerte von Sekunddrenergie-
trdgern. 

Brennstoffe unterer Heizwert i/„ 
kJ/kg kJ/m^ 

fest 
Kohlenstoff (rein) 
Steinkohle 
Pechkohle 
Braunkohlenbrikett 
Braunkohle (roh) 
Torf 
Holz 

33 820 
31500 
22 900 
19 000*) 
9 600*) 

13 800*) 
14 600*) 
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Tabelle Q-4 (Fortsetzung) 

Brennstoffe unterer Heizwert H^ 

kJ/kg kJ/m^ 

fliissig 

Methanol 
Ethanol/Alkohol 
Benzol 
Benzin 
Heizol EL 
Heizol S 

19510 
29 960 
40230 
42 500 
42000 
39 500 

gasformig 

Wasserstoff 
Methan 
Propan 
Butan 
Erdgas L 
Erdgas H 
Stadtgas 

119970 
50010 
46 350 
45 720 
39 600 
46900 
24 800 

10 780 
35 880 
93 210 

123 800 
32 800 
37000 
16120 

densationskraftwerk, Brennwertkessel) in der 
Regel in der Energieumwandlung energetisch 
nicht nutzbar ist. 

Q.2 Energiewandler 

Die Sekundarenergien werden in Energie-
wandlern in Nutzenergien umgewandelt. Der 
Energieinhalt der Brennstoffe kann insbeson-
dere bei thermischen Umwandlungsprozessen 
nicht voUstandig umgewandelt werden. In 
der Energietechnik wird deshalb die Energie 
aufgeteilt in die Exergie und die Anergic 
(Tabelle Q-5, Abschnitt 0.3.6) 

E = Ex -\- An ( Q - i ) 

*) Stark schwankend je nach Lagerstatte und Wasser-
gehalt 

Tabelle Q-5. Energie, Exergie, Anergie. 

Ex Exergie; dieser Energieanteil laBt sich 
vollstandig in andere Energieformen um-
wandeln, 

An Anergie, der in der Energieumwandlung 
nicht nutzbare Energieanteil. 

Energieart 

kinetische 
Energie 

potentielle 
Energie 

elektrische 
Energie 

Volumenanderungs-
arbeit 

innere 
Energie 

Warme 

Reaktionsenergie 

Energieinhalt 
1 

E^^= \u i d/ 
X\ 

AU=CymiT, -T2) 

^ 1 = 1 cmdT 

^R= - i^R, 1 - ^R, 2) 

Exergie 

Ex = E^-^ 

Ex = £p,. 

Ex = £,, 

Ex=W,,-p^iV,-V,) 

Ex^AU -CyiT^- T2) 
-T^(S,-S^) 

hX = E^ — i u ( O l — Oy) 

Anergie 

An = {) 

An = Q^ 

An = 0 

An=p^iV,-V,) 

An = Cy{T^j- T2) 
+ T^iS,-S^) 

An = Q,^^ 

An=T^{S,-S,) 

c spezifische Warmekapazi ta t 
Cy spezifische Warmekapazi ta t bei konstantem 

Volumen 
D RichtgroBe des elastischen Korpers 
g Fallbeschleunigung 
h Hohe 
H^ Reaktionsenthalpie 
/ elektrischer Strom 
m Masse 
p Druck 

/?u Umgebungsdruck 
s Lage des elastischen Korpers 
5" Entropie 
S^ Entropie bei Umgebungsbedingungen 
t Zeit 
T Temperatur 
T^j Umgebungstemperatur 
u elektrische Spannung 
V Geschwindigkeit 
V Volumen 
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iJbersicht Q-2. Gute- und Wirkungsgrade der Energieumwandlung. 

EnergiefluB 

4 
GE 

^E 

—> 
—> 
-̂  

Energie­
wandler 

-̂  
-̂  
-̂  

/̂ 
e. 
^A 

energetischer Giitegrad r] 

1 
H^ + QE + PE 

thermischer Wirkungsgrad 
von Kreisprozessen /̂„j 

' * 6 E 

ExergiefluB 

Energie­
wandler 

i 

exergetischer Giitegrad C 

exergetischer Wirkungsgrad CE 

1̂ 1 CEX = 
& F 

HK 

H. 

austretende Energiestrome 
eintretende Energiestrome 
austretende Exergiestrome 
eintretende Exergiestrome 
austretende Enthalpiestrome 
eintretende Enthalpiestrome 

i^ = Zj P^ j abgegebene mechanische Leistungen 
Pg = 11 P^ i zugefiihrte mechanische Leistungen 
Qf^ = IJ Qf^ . ausstromende Warmestrome 
QE = ^i QE, i einstromende Warmestrome 
Qy = I^ Qy ^ Warmeverluste 
A^v = ^k ^Ey ^ Energieumwandlungsverluste 

Abhangig von der Art des verarbeiteten 
Primar- bzw. Sekundarenergietragers sind die 
Energieumwandlungsprozesse und ihre tech-
nische Realisierung sehr unterschiedlich. Sie 
lassen sich durch Gutegrade des Umwand-
lungsprozesses und Wirkungsgrade fiir die 
Nutzenergieerzeugung charakterisieren. Beim 
Gutegrad beziehen sich die Umwandlungsver-
luste auf die eingesetzten Energien oder Exer-
gien; der Wirkungsgrad bezieht sich auf die 
tatsachlich erwiinschte Nutzenergie im Ver-
haltnis zur eingesetzten Energie oder Exergie 
(Ubersicht Q-2). 

Die Unterschiede zwischen den energeti-
schen und den exergetischen Wirkungs-
graden sind besonders groB, wenn, wie 
bei der Warmeerzeugung, das Nutzwarme-
niveau durch die Umgebungstemperatur bzw. 
die minimale Abgastemperatur begrenzt ist 
(Tabelle Q-6). 

Die Energiewandler lassen sich in stromerzeu-
gende, warmeerzeugende und kombinierte 

(Kraft-Warme-Kopplung) Anlagen einteilen. 
Durch die energetische Amortisationszeit x^ 
und den Erntefaktor f^ kann die Energiebe-
reitstellungsqualitat der verschiedenen Kraft-
werksarten beurteilt werden (Tabelle Q-7). 
Derzeit werden fur Kernkraft-, Kohlekraft-, 
Wasser- und Windkraftanlagen zur Stromer-
zeugung Amortisationszeiten von weniger als 
einem Jahr und Erntefaktoren von deuthch 
uber 10 angegeben, bei Photovoltaikanlagen 
dagegen liegen die Werte bei T^ ̂  20 a bzw. 

/ E ^ 1. Diese Angaben sind jedoch insbeson-
dere hinsichtlich der energetischen Beurtei-
lung des Entsorgungsaufwands und der Um-
weltbelastung umstritten. 
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Tabelle Q-6. Energiewandler- Wirkungsgrade. 

Energiewandler energetischer 
Wirkungsgrad 

Warmeerzeugung 

Stromerzeugung 

Antriebsenergieerzeugung 

exergetischer 
Wirkungsgrad 

Elektro-Heizung 
(Kraftwerk 
n = 0,33) 

Ol/Gas-Heizung 
Elektro-Warme-

pumpe 
Elektro-

Warmwasser-
bereitung 

Heizol/Gas-
Warmwasser-
bereitung 

Solar-
Warmwasser-
bereitung 

0,9 

0,6 
2 bis 3 

0,75 

0,50 

0,6 

0,035 

0,07 
0,1 bis 0,2 

0,016 

0,032 

0,04 

Dampfkraft-
werk 

Wasserkraft-
werk 

Windenergie-
kraftwerk 

0,33 

0,8 

0,3 

Ottomotor 
Dieselmotor 
Eiektroantrieb 
Elektromotor 
Dampfmaschine 
Wasserturbine 

0,5 

0,1 
0,15 
0,1 bis 0,15 
0,6 bis 0,9 
0,8 
0,8 

Q.3 Energiespeicher 

Diskrepanzen im Energieverbrauch sowohl im 
Tagesgang als auch im Jahresverlauf erfordem 
zur rationellen Energienutzung wirksame 
Kurzzeit- und Langzeit-Energiespeicher. Ins-
besondere ist dies fur eine optimale Sonnen-
energienutzung und Nutzung von Grundlast-
Kraftwerken notwendig. Im Bereich der 
Stromspeicherung dominieren Pumpspeicher-
und Staustufenspeicherwerke. Elektrochemi-
sche Batteriespeicher eignen sich nur fiir die 

Tabelle Q-7. Energetische Amortisationszeit, 
Erntefaktor. 

KenngroBe 

energetische 
Amortisationszeit 

Energie-Erntefaktor 

Definition 

^ i n v ^ i n v 

-^a.el .N - ^ ^ N ^a 

r ^L • ^ a , el, N 

_ "̂ L • ^ a , eI,N 

"̂ E • -^a, el, N + "̂ L • ^ a , B 

benotigte Energieinvestition zur Herstellung 
des Kraftwerks 
elektrische Nettoenergieerzeugung pro Jahr 
energetische Aufwendungen zum 
Kraftwerksbetrieb pro Jahr 
elektrische Netto-Kraftwerksleistung 
Jahres-Betriebsstunden 
Lebensdauer des Kraftwerks 

niederenergetische Kurzzeitspeicherung. Un-
ter den verschiedenen Speicherprinzipien (Ta­
belle Q-8) dominieren sowohl im Heizwarme-
und Strombereich als auch unangefochten im 
Verkehrsbereich die Brennstoffspeicher nach 
dem Reaktionswarmeprinzip. 

Energiespeicher werden nach der massenbezo-
genen und der volumenbezogenen Energie-
dichte charakterisiert: 

(^ = EUm, a' = EUV', (Q-2) 

^sp gespeicherte Energie, 
m Masse des Energiespeichers, 
V Volumen des Energiespeichers, 
o massenbezogene Speicherdichte, 
G' volumenbezogene Speicherdichte. 

Der Brennwert je 1 kg oder 1 m^ Brennstoff ist 
fiir die Praxis von untergeordneter Bedeutung. 
Zur Masse oder dem Volumen des Brennstoffs 
ist die Masse und das Raumvolumen der Spei-
cherbehalter und Speichermaterialien hinzu-
zurechnen. Unter diesen Gesichtspunkten ist 
die Energiespeicherung in Heizol oder in 
den Kraftstoffen Benzin und Dieselol uniiber-
troffen (Tabelle Q-9). Deshalb haben bisher 
elektrische oder mit Wasserstoff angetriebene 
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Tabelle Q-8. Moglichkeiten 

Speicherprinzip 

Reaktionswarme 

innere Energie 

Phasenumwandlung 
Latente Warme 

mechanische Energie 

elektrische Energie 

der Energiespeicherung. 

Speicherenergie 

Esp = c^fnAT 

Esp = mA 

Esp = fng Ah 
= VAp 
= ViJiAcaf 

Esp = ^QU 
= VzCiAUf 
= ViLiAIf 

Energiespeicher 

Brennstoffspeicher, Bunker, 
Tanks, Druckgasspeicher, 
H^-Hydritspeicher fiir Nuklear-
brennstoff 

Heifiwasserspeicher, Stein-, Pels-, 
Erdspeicher, Aquiferspeicher 

Eis-, Salz-Latentwarmespeicher, 
Ruths-Dampfspeicher 

Pumpspeicher, Druckluftspeicher, 
Schwungradspeicher 

Batterien, Kondensatoren, 
M agnetfeldspulen 

c 

S 
C 
^Sp 

9 
h 

K 
I 
J 

Lichtgeschwindigkeit (c = 3 
spezifische Warmekapazitat 
Kapazitat 
Speicherenergie 
Fallbeschleunigung 
Hohe 
unterer Heizwert 
elektrischer Strom 
Massentragheitsmoment 

10»m/s) L Induktivitat 
m Speichermasse 
p Gasdruck 
Q elektrische Ladung 
T Temperatur 
U elektrische Spannung 
V Speichervolumen 
A spezifische Phasenumwandlungswarme 

Tabelle Q-9. Speicherdichten von Fahrzeug-
speichern. 

Fahrzeugspeicher 

Benzintank 
Dieseltank 
Methanoltank 
Fliissig-Wasserstoffspeicher 
TiFe-Hydritspeicher 
Hochdruck-Wasserstoffspeicher 
Silber-Zink-Batterie 
Blei-Akku-Traktionsbatterie 

Speicherdichte 
Wh/kg 

9700 
10100 
4400 
5000 

400 
300 
120 
35 

Fahrzeuge geringe Marktchancen; giinstiger 
ist die Situation im Heizwarmebereich, wo 
die kritische massenbezogene Speicherdichte 
keine RoUe spielt. 

Q.4 Energieverbrauch 

Die Sekundarenergie wird in der Industrie, im 
Verkehr, in den Haushalten und im Kleinver-
brauch als Nutzenergie verbraucht (Bild Q-2). 
Letztendlich wird in einem hochentwickelten 
Land wie der Bundesrepublik Deutschland 
nur etwas mehr als ein Viertel der Primarener-
gie zu Nutzenergie. Ins Auge spring! insbeson-
dere der niedrige Nutzungsgrad im Verkehrs-
bereich; dies ist jedoch vor den im Vergleich 
zum stationaren Einsatz hohen Anforderun-
gen an den Energieeinsatz im Fahrzeug (mini-
male Energiespeicherdichte, Start- und Fahr-
dynamik, Unfall- und Tanksicherheit) zu 
verstehen. 

Nachdem bisher die wirtschaftliche Bereitstel-
lung von Nutzenergie zum Energieverbrauch 
dominierte und Erntefaktoren sowie Kapital-
riickfluBzeiten im Vordergrund der energie-
technischen Anstrengungen standen, hat sich 
der Schwerpunkt energietechnischer Beurtei-
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Export 

2 %:Z2> Bunkerung 

A %/^ nichtener-
getischer 
Verbrauch 

Nutzenenergie 
26,5 % 

BildQ-2. Energieumwandlung und Energieverbrauch in der Bundesrepublik Deutschland 1987 (Primdrenergie-
verbrauch 0,392 TWa = 100%). 

lung spatestens seit Tschernobyl bei den Kern-
kraftwerken und der Weltenergiekonferenz 
1989 in Montreal bei den fossilen Energieum-
wandlern zu den Belastungen der Umwelt 
(TabelleQ-10) durch die Energieverwendung 
und den okologischen Wirkungen des Nutz-
energieeinsatzes verlagert. 

Die okologisch-okonomische Bilanzierung 
der Umweltbelastung der Energienutzung 
im Spannungsfeld Okonomie - Energie­
technik - Okologie ist noch nicht gegeben. 
Derzeitiger Stand ist der Appell zur rationel-
len Energieumwandlung und -nutzung und die 
Forderung der Energiegewinnung aus regene-
rativen Energiequellen. Fiir die Beurteilung 
der Planung von energetischen MaBnahmen 

und der Sanierung von Energieumwandlern 
hinsichtlich ihres Energiebedarfs sind Energie-
kennzahlen (TabelleQ-11) hilfreich. 

Der Heizwarmebedarf von wohnahnlich ge-
nutzten Gebauden ohne Abwarmenutzung 
wird nach ISO 9164 unter Beriicksichtigung 
der solaren Warmegewinne durch die Ver-
glasungen und der internen Warmequellen 
(Personenwarme, Stromverbrauch) berechnet. 
Der Jahres-Energienutzungsgrad des Heiz-
systems beriicksichtigt zusatzlich zum Heiz­
warmebedarf den Warmebedarf der Warm-
wasserbereitung und die Anlagenverluste der 
Heizung und der Heizungsverteilung (Ta-
belleQ-12). 
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Tabelle Q-iO. Umweltbelastungen. 

Schadstoff 

Staube, Ru6 

Abwasser, Aerosole 

S02,N0^, Kraftstoff-
additive, Spurenstoffe 

Kohlendioxid CO2 

Methan CH4 

Fluor-Chlor-Kohlen-
wasserstoffe (FCKW) 

radioaktive Stoffe 

Verursacher 

Kraftwerke, Verkehr, 
industrielle Prozesse 

Rauchgaskondensation, 
Tankleckagen 

Verkehr, Kraftwerke, 
industrielle Prozesse 

Kraftwerke, Haushalt, 
Verkehr, industrielle 
Prozesse 

Tierhaltung, Erdol-
gewinnung, Reisanbau 

industrielle Herstellung, 
Entfettung, Privateinsatz 

Kernkraftwerke, 
fossile Kraftwerke 

Belastung 

Atemwegserkrankung, Korrosion, 
Verschmutzung 

Klarstorung, Trinkwasserverunreinigung, 
Hautallergie, Gewasserschaden 

Atemwegserkrankung, Bodenversauerung, 
Gewasserkippen, Waldschaden 

Klimaveranderung (Treibhauseffekt) 

Treibhauseffekt 

Storung der Erdatmosphare (Ozonloch) 

Genmutationen, Krebserkrankung 

Tabelle Q-11. Energiekennzahlen. 

Kennzahl 

Wohngebaude: 

Energie-Kennzahl 
Raumwarme 

Energie-Kennzahl 
Elektrizitat 

Nutzungsgrad 
Heizanlage 

Industriebau: 

Energie-Kennzahl 
Produktivitat 

EBF Energiebezugsflache (Stockwe 
E^ Heizenergiebedarf Heizanlage 
Ey Energieverbrauch 
PE Produktionseinheit (z. B. je 1; 
^gj Elektroenergiebedarf 
Q^ Jahres-Heizwarmebedarf 
^vvw Heizwarmebedarf Warmwasse 
V Gebaudevolumen (z. B. innerh 

Beziehung 
flachenbezogen 

^^•^•^ EM 

>?* = — ^ — 

EKZ^ = ^ 
^ PE 

rksflache, Putzflache, Nutzflache 

eg Mehlverbrauch, je Pkw) 

rbereitung 

lalb der warmeiibertragenden Hiil 

Beziehung 
volumenbezogen 

FK7 — — 

usw.) 

Iflache) 
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Tabelle Q-12. Berechnung des Heizungs-Nutzungsgrads. 

GroBe 

Nutzungsgrad r]^ 

Warmwasser-Energiebedarf Qy^^^ 

Energieverluste Raumheizung g y „ 

Energieverluste Warmwasser Qy ̂ ^^ 

Beziehung 

Qh + Sww + Q\, H + Qy, WW 

^w 

^ww = ^w ^ w P (-̂ w ~ "^K) h 

Qy, H — Qy, Hb + Qy, HS + Sv, HV 

Qy, WW ~ C:V, Sp "̂  Civ, Vz + Ĉ v, vu 

c^ spezifische Warmekapazitat von Wasser [c^ = 1,16 Wh/(kg • K)] 
£'^ Sekundarenergiebedarf des Heizungssystems 
m ^ Warmwasserverbrauch pro Person und Tag 
P Personenzahl der Warmwassernutzung 
Q^ Heizwarmebedarf 
Qy, Hb Warmeverluste des Warmeerzeugers im Betrieb 
Qy, Hs Warmeverluste des Warmeerzeugers im Stillstand 
Qy, Hv Warmeverluste der Heizungsverteilung 
Qy, Sp Warmeverlust des Warmwasserspeichers 
Qy, Vz Warmeverlust der Warmwasser-Zirkulationsleitung 
Qy, vu Warmeverlust der Stichleitungs-Unterverteilung des Warmwassernetzes 
t^ Warmwasser-Bereitstellungszeit (i. a. t^ = 365 d) 
&yf mittlere Warmwassertemperatur an der Entnahmestelle 
^K Kaltwassertemperatur 

Als Zielwerte fiir eine energiesparende Bau-

planung sind derzeit eine Heizwarme-Kenn-

zahl von E K Z W , F = 5 0 bis 60 kWh/Cm^ • a) 

(Warmeschutz-Verordnung BRD, Entwurf 

1992) und ein Nutzungsgrad der Heizanlage 
von rjy, = 0,75 bis 0,85 (SIA 380/1 von 1988) 
im Gesprach. 



R Umwelttechnik 

Die Umwelttechnik ist die Anwendung techni-
scher Losungen zur Vermeidung der Bildung 
von Schadstoffen (Primdrmafinahmen) und 
zur Abreinigung gebildeter Schadstoffe 

{Sekunddrmafinahmen). Emissionen entstehen 
durch nicht geschlossene Stoffstrome; das Ziel 
umwelttechnischer Anwendungen ist deshalb 
die Bildung von Stoffkreisldufen. 

Tabelle R-i. Gesetze, Verordnungen, Verwaltungsvorschriften, Normen. 

Gesetz, Norm 

Wasserhaushaltsgesetz 
(WHG, 23.9.1986) 

Landwassergesetz 
(WG, z.B. B.-W., 1.7.1988) 

Rahmenabwasser-VwV und Anhange 
(z.B. Anhang40, 1.1.1990) 

Indirekteinleiter-Verordnung 
(Bayern/Nordrhein-Westf.: VGS; 
Baden-Wiirtt. ab 1.10.1990) 

Abwasserherkunftsverordnung 
(3.7.1987) 

Verordnung iiber Anlagen zum Umgang 
mit wassergefahrdenden Stoffen 
(VAwS, z.Z. Entwurf) 

Verordnung iiber Anlagen zum Herstellen, 
Behandeln und Verwenden wassergefahrdender 
Stoffe (HBV-AnlagenV, z.Z. Entwurf) 

DIN 38 405-D bis H 

Bundesimmissionsschutzgesetz 
(BImSchG, 1990) 

1. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(l.BImSchV) 

2. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(2. BImSchV) 

3. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(3. BImSchV) 

4. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(4. BImSchV) 

5. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(5. BImSchV) 

Inhah 

Stand der Technik (§7 a) 
Umgang mit wassergefahrdenden Stoffen 
(§§19gbisl) 

Genehmigungspflicht fiir Abwasseranlagenbetrieb 

Grenzwerte fiir Abwasserableitung 
Pflichten der Produktion 
DIN-Normen der Analytik 

Schwellenwerte fur die Genehmigungspflicht 
der Abwasserableitung 

Aufzahlung der Produktionsbereiche 
mit gefahrlichen Stoffen 

Lagern, Abfullen und Umschlagen 
von Chemikalien 

Einsatz von Chemikalien in der Produktion 

Abwasseranalytik 

Regelung (allgemein) des 
- anlagenbezogenen, 
- produktbezogenen und 
- gebietbezogenen Immissionsschutzes. 

Kleinfeuerungsanlagen 

Emissionsbegrenzung von leichtfliichtigen 
Halogenkohlenwasserstoffen 

Schwefelgehalt von leichtem Heizol 
und Dieselkraftstoff 

Genehmigungsbediirftige Anlagen 

Immissionsschutzbeauftragte 
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Tabelle R-1 (Fortsetzung) 

Gesetz, Norm 

6. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(6. BImSchV) 

7. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(7. BImSchV) 

9. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(9. BImSchV) 

10. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(10. BImSchV) 

11. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(11. BImSchV) 

12. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(12. BImSchV) 

13. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(13. BImSchV) 

17. Bundesimmissionsschutz-Verordnung 
(17. BImSchV) 

1. Allgemeine Verwaltungsvorschrift 
zum BImSchG (1. BImSchVwV) 

4. Allgemeine Verwaltungsvorschrift 
zum BImSchG 
(4. BImSchVwV) 

5. Allgemeine Verwaltungsvorschrift 
zum BImSchG 
(5. BImSchVwV) 

VDI-Richtlinie 2310 

Abfallgesetz (AbfG 1986) 

Inhalt 

Fachkunde und Zuverlassigkeit 
von Immissionsschutzbeauftragten 

Auswurfbegrenzung von Holzstaub 

Grundsatze des Genehmigungsverfahrens 

Beschrankungen von PCB, PCT und VC* 
(Polychlorierte Biphenyle, -Terphenyle 
und Vinylchlorid) 

Emissionserklarung 

Storfallverordnung 

GroBfeuerungsanlagen 
(z. B. Kraftwerke) 

Abfallverbrennungsanlagen 

Technische Anleitung zur Reinhaltung 
der Luft (TA Luft) 

Ermittlung von Immissionen 
in Belastungsgebieten 

Erstellung von Emissionskatastern 
in Belastungsgebieten 

Maximale Immissionskonzentrationen (MIK-Werte) 
zum Schutz des Menschen 

Defmitionen, Grundsatze und allgemeine Pflichten 
der Bereiche 
- Abfalleinsammeln/'befordern 
- Abfallentsorgung 
- Reststoffverwertung 

Landesabfallgesetze 

Abfallbestimmungs-Verordnung 
(AbfBestV, 1990) 

Reststoffbestimmungs-Verordnung 
(RestBestV, 1990) 

Abfall- und Reststoffiiberwachungs-Verordnung 
(AbfRestUberwV, 1990) 

- Abfallverbringung (Ausland) 
- Betriebsbeauftragter fiir Abfall 
- Riicknahmepflichten, Pfandsysteme 

Detailregelung der Andienungspflichten 

Benennung der besonders iiberwachungsbediirftigen 
Abfalle („SondermiiH") 

Benennung der besonders iiberwachungsbediirftigen 
ReststofTe 

Detaillierte Regelung von 
- Einsammlung und Beforderung 
- Entsorgungs-Nachweis 
- Begleitscheinverfahren 
- Reststoff-Nachweis 
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Tabelle R-l(Fortsetzung) 

Gesetz, Norm 

Verpackungs-Verordnung 
(VerpackV, 1991) 

Altol-Verordnung 
(AltolV, 1987) 

Verordnung uber das Verbot des Einsatzes 
von PCB, PCX und VC* (1989) 

TA Abfall (2. AUgemeine Verwaltungsvorschrift 
zum AbfG, 1991) 

Inhalt 

Pflichten der Wieder- oder Weiterverwertung von 
- Verkaufsverpackungen, 
- Transportverpackungen, 
- Umverpackungen 

Klassifizierung der Altole in 
- riickgewinnbare Ole 
- verwertbare Ole 
- zu entsorgende Ole 
Vermischungsverbot, Pflichten 
fur Riickstellproben/Analysen 

Stoffeinsatzverbote mit Regelung 
der Ubergangsfristen 

Detailregelung der Abfallentsorgung, u. a. 
- Zuordnung der Abfalle 

zu Entsorgungsverfahren 
- Aufbauorganisation 

von Entsorgungsanlagen 
- Betriebsorganisation 

von Entsorgungsanlagen 

R.l Abwassertechnik 

R.l.l Entstehung von schadstoffbelastetem 
Abwasser 

Die Oberflachenbehandlung (z.B. Galvanik, 
Harterei, Lackierbetrieb, mechanische Ferti-
gung) besteht in der Kegel aus einer Abfolge 
von Wirkbadern (Wirkschritte, z.B. Ent-
fetten, Beizen, Entrosten, Phosphatieren, 
Briinieren, Metallisieren), zwischen denen 
Spiilschritte angeordnet sind. Abwasser- und 
Schadstoffemission finden statt, sobald der 
Wirkstoff (Elektrolyt) das Wirkbad verlaBt. 

Abwasser- und Schadstoffemissionen ent-
stehen durch Verwerfen und Ausschleppen 
des Wirkstoffes aus dem Wirkbad. 

schlieBend von den Werkstiicken abgespiilt 
werden. 

Verwerfen des Wirkbades: 
geringe Abwassermenge, hohe Schadstoff-
fracht. 

Ausschleppen von Wirkstoff: 
hohe Abwassermenge, geringe Schadstoff-
menge. 

R.l.2 Verminderung der Ausschleppungen 

Die Ausschleppungen werden von der Ober-
flachengeometrie der Werkstiicke stark beein-
fluBt. Dennoch gibt es allgemein giiltige An-
satze zur Ausschleppungsverminderung, die 
sich in chemische und mechanische MaBnah-
men unterteilen (Tabelle R-2). 

Das Wirkbad wird verworfen, weil Verun-
reinigungen seine Wirkung zu stark abge-
schwacht haben. Ausgeschleppt wird der 
Elektrolyt durch Werkstiicke und Werkstiick-
trager. Die Ausschleppungen miissen an-

R.1.3 Standzeitverlangerung des Wirkbades 

Je langer die Standzeit eines Wirkbades (weni-
ger haufiges Verwerfen), desto geringer die 
emittierte Schadstofffracht. 
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Tabelle R-2. Mafinahmen zur Ausschleppungs-
verringerung. 

MaBnahme Praxisbeispiel 

a) chemisch 

Oberflachen-
hydrophobierung 

Verringerung der 
Wirkstoff 
Konzentration 

waBrige Reinigung 
vor Harten, Lackieren, 
Priifen 

Nachscharfen anstelle 
Wochenbedarfsansatz 

Senkung des Losungsmittel-
anteils im Lacksystem 

b) mechanisch 

Overspray 
vermindern 

Anlagenbedienung 
und -steuerung 

Anlagentechnik 

Drehscheibe hinter zu 
lackierendem Teil 
(Overspray-Recycling) 

Airless-Verfahren 

elektrostatisch lackieren 

Abtropfzeiten, 
Warenbewegung, 
Teilepositionierung 

Abblasen, Abquetschen, 
Abspriihen 

Kaskadenfiihrung, 
Badkombinationen 

Tabelle R-3. 
Idngerung. 

Mafinahmen zur Standzeitver-

Vorreinigungs-
verfahren 

Nachreinigungs-
verfahren 

mehrstufige Spiiltechnik 
vorgeschaltete Reinigungs-
stufen, z. B. Entolen, 
mechanisches Reinigen 
Wirkbadkaskade 

Entschlammung 
lonenaustausch 
Dialyse/Elektrodialyse 
Elektrolyse 
thermische Behandlung 
(Kristallisation, Eindampfen) 
Membranabtrennung 
(Ultra- und Mikrofiltration, 
Umkehrosmose) 

Standzeitverlangerung durch 
- Vorreinigung der Einschleppungen 

(Verunreinigung von auBen); 
- Nachreinigung der prozeBbedingten 

Verunreinigungen (Abbauprodukte). 

Demzufolge untergliedern sich die Mafinah­
men zur Standzeitverlangerung in Vorreini­
gung der Werkstiicke und Nachreinigung der 
Wirkbadlosung (Tabelle R-3). 

R.1.4 Spultechnik 

Die Spultechnik hat die Aufgabe, 

- ausgeschleppte Wirkstoffe vom Werkstiick 
zu entfernen, 

- die Reaktion der Werkstiickoberflache mil 
dem Wirkstoff abzubrechen, 

- Einschleppungen in das folgende Wirkbad 
zu unterbinden. 

Gesetzesforderung ist die Einrichtung einer 
mehrstufigen Spiiltechnik (in der Kegel drei 
Spulstufen), die als Voraussetzung fiir mini-
mierten Abwasser- und Schadstoffanfall gilt. 
Als einzelne Spiilstufe gilt auch eine Spritzein-
richtung uber einem Spiilbad (Spiilbad 
+ Spritzeinrichtung = zweistufiges System). 

Unterschieden wird zwischen Standspulen 
(nicht durchflossen) und Fliefispulen (kon-
tinuierlicher Wasserdurchsatz Q). Die Bilder 
R-1, R-2 und R-3 zeigen Beispiele verschie-
dener dreifacher Spiiistufen nach dem Wirk­
bad. 

Die Effektivitat des Spiilvorgangs wird aus-
gedriickt durch das Spixlkriterium Sk, das 
als Quotient der Wirkbadkonzentration in 

"^n—p " ^ — I 

C-\ ^2 ^3 

Wirkbad f Spule 1 Spule 2 SpCile 3 
Abwasser 

BildR-1. Dreistufige Spultechnik als Dreifachkas-
kade. 
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V I V 

Cz 

f 
Abwasser 

BildR-2. Dreistufige Spultechnik als Standspule und 
Zweifachkaskade. 

Q, 

Abwasser 
lonenaus-
tauscher 

Bild R-3. Dreistufige Spultechnik als Vorspiilkaskade 
und Fliefispiile. 

Gramm/Liter oder val/Liter und der Rest-
konzentration im letzten Spiilbad n defmiert 
ist: 

Sk = Co/c„; (R-1) 

Tabelle R-4. Vergleich benotigter SpUlwasser-
mengen in Liter je Stunde Jur CQ = lOval/1, 
5A: = 10*, F = 10 1/h, Standspulwechsel in 8 h, 
Badvolumen V^ = 1000 1. 

Spulsystem 

1 FlieBspiile 

1 Standspule 
und 
1 FlieBspule 

Zweifach­
kaskade 

1 Standspule 
und 
Zweifach­
kaskade 

Dreifach-
kaskade ̂ ) 

Zweifach­
kaskade und 
1 FlieBspiile 

benotigte 
Spiilwasser 
menge 1/h 

100000 

7777 

1000 

402 

215 

50 + 4000 
100 + 1000 
200 + 250 

erzeugte 
Abwasser-
menge 1/h 

100000 

7777 

1000 

402 

215 

114 
116 
204 

)̂ Bei direkter Riickfiihrung ins Wirkbad ist die 
Dreifachkaskade vorteilhaft, bei Kreislauffiihrung 
des Spiilwassers (lonenaustauscher) das System Vor­
spiilkaskade und SchluBspiile. 

CQ Elektrolytkonzentration im Wirkbad, 
c„ Elektrolytkonzentration im «-ten Spiil­

bad nach dem Wirkbad. 

Spiilkriterien liegen iiblicherweise zwischen 
10^ und 1 0 \ 

Die Konzentration eines Standspiilbades nach 
der Betriebszeit / betragt 

C^ — CQ ; (R-2) 

Die Gleichgewichtskonzentrationen von Ein-
zelflieBspiilen und FlieBspiilkaskaden betra-
gen (Voraussetzung: V < Q) 

c„ = CQ{viQr; 

V 

Q 

(R-3 ) 

Elektrolytkonzentration im Wirkbad, 
Elektrolytkonzentration im n-ten Spiil­
bad nach dem Wirkbad, 
Ausschleppungsvolumen, 
Spiilwasserdurchsatz. 

/ Betriebsdauer in Stunden, 
CQ Elektrolytkonzentration im Wirkbad, 
Cj Elektrolytkonzentration im Standspul-

bad nach t Stunden Betriebszeit, 
V Verschleppungsvolumen, normiert auf 1 h, 
Fg Volumen des Spiilbades. 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich verglei-
chende Betrachtungen des notwendigen Was-
sereinsatzes unterschiedlicher Spiilsysteme 
durchfuhren und laBt sich der jeweils resultie-
rende Abwasseranfall berechnen (Tabelle 
R-4). 
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Tabelle R-5. lonenaustauscherharze. 

Harztyp 

stark saures 
Kationen-
austauscher-
harz 

schwach 
saures 
Kationen-
austauscher-
harz 

schwach 
alkalisches 
Anionen-
austauscher-
harz 

stark 
alkalisches 
Anionen-
austauscher 
harz 

funktionelle 
Austauscher-
gruppe 

Sulfonsaure-
gruppe 
(-SO3H) 

Carbonsaure-
gruppe 
(-COOH) 

tertiare 
Ammonium-
gruppe 
(-R2NHOH) 

quartare 
Ammonium-
gruppe 
(-R3NOH) 

Reaktion 

Kat ion^H^ 

Kation<^H^ 

Anion <->• OH" 

A n i o n •<->• O H ~ 

Produktion 

Kies- Kohle-
filter __ __ 

Kationen- Anionen-
austauscher 

Bild R-4. lonenaustauscheranlage in Strafienschaltung. 

Produktion 

I hM II 

Kies- Kohle- Kationen- Anionen-
filter austauscher 

Bild R-5. lonenaustauscheranlage in Reihenschaltung. 

R.1.5 Kreislauffiihrung des Spiilwassers 
(lonenaustauscher) 

lonenaustauscher sind organische Polymer-
harze mit funktionellen Gruppen. 

Die Vollentsalzung des Wassers geschieht 
in hintereinandergeschalteten Kationen- und 
Anionenaustauscherharzen (Tabelle R-5). Vor-
aussetzung fur den sinnvollen Einsatz von 
lonenaustauschern ist ein geringer Salzgehalt 
{= Elektrolytgehalt) im kreislaufgefuhrten 
Wasser. Es gibt unterschiedliche verfahrens-
technische Schaltungsmoglichkeiten der lonen-
austauscheranlagen (StraBen- und Reihen­
schaltung, Bilder R-4 und R-5). 

Abwasser (Regenerat, Eluat) entsteht bei der 
Regeneration der beladenen Harze. Kationen-
harze werden mit Saure (5 %), Anionenharze 
mit Lauge (5%) regeneriert. 

Je 1 val Salz Beladung auf die Austauscher-
anlage entstehen etwa 14 1 Abwasser bei 
der Regeneration. 

R.1.6 Abwasseraufbereitung (-behandlung) 

Der Grundsatz lautet: Unnotige Mischungen 
vermeiden. 

Die Verfahrensstufen (Bild R-6) sind 

- Cyanidoxidation, 
- Nitritoxidation oder -reduktion, 
- Chromatreduktion, 
- Neutralisation, 
- Flockung, 
- Sedimentation, 
- Schlammentwasserung, 
- SchluBfiltration. 

Probleme entstehen 

- durch Bildung von (an Aktivkohle ad-
sorbierbaren) Halogenkohlenwasserstoffen 
[AOX] bei der Oxidation mit Bleichlauge 
(NaOCl), 

- bei der Entsorgung des anfallenden schwer-
metallhaltigen Galvanikschlamms (Sonder-
miill, Abschnitt R-3). 
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Fertigung 

Abwasser - Sammelbehalter 

olhaltiges 
Abwasser 

saure/alkalische 
Konzentrate 

chromathaltige 
Konzentrate 

Ol-Wasser-Trennung 
z.B. Ultra-ZMikro-

filtration 

Permeat 

Retentat 

Konzentrierung 
z.B. Desorber 

Wasser 

f 
Standbehandlung 
Nitritoxidation 
Chromatreduktion 
Neutralisation/ 
Sciiwermetallfailung 
Sedimentation 

t 
Sciiiammsammler 

Filterpresse 

Alto! Deponie 

BildR-6. Blockschema einer Abwasseraufbereitungsanlage. 

cyanidische 
Konzentrate 

Standbehandlung 
Cyanid-Oxidation 

Natronlauge 
Peroxid 
Bisulfit 
Salzsaure 
Kalkmilch 
Polielektrolyt 

Kiesfilter 

Endkontrolle 

Kanalisation 

R.2 Reinhaltung der Luft 

Tabelle R-6. Begriffserlduterungen. Tabelle R-6 (Fortsetzung) 

Luftverun-
reinigung 

Emission 

Immission 

Transmission 

alle Stoffe, die die natiirliche Zu-
sammensetzung der Luft verandern 

an die Umwelt abgegebene Luft-
verunreinigung 

die Einwirkung der Luftverun-
reinigungen auf die Umwelt 

Ausbreitung der Luftverunreini-
gung (zwischen Emissionsquelle 
und Immissionseinwirkung) 

Smog 

Abgas 

Rauchgas 

Abluft 

hohe Immissionskonzentrationen 
von Schadstoffen in Verbindung 
mit Nebel (Kombination von 
„smoke" und „fog") 

an die Umwelt abgegebene s Gas 

Abgas von Feuerungsanlagen 

Abgas, dessen Tragergas Luft ist 
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R.2.1 Entstehung von Luftverunreinigungen 

Die natiirliche Zusammensetzung der Luft ist 

Tabelle R-7. Auswirkungen von Luftverunrei-
nigungen. 

Stickstoff (N2) 
Sauerstoff(02) 
Argon (Ar) 
Kohlendioxid (CO2) 
Spuren 
• andere Edelgase 
• Methan 
• Wasserstoff. 

78,10 %, 
20,93 % 

0,93 % 
0,035%, 

Hauptquellen der Luftverunreinigungen sind 
Energieerzeugung (Kraftwerke), Hausheizun-
gen, Verkehr und Industrie. Hauptsachlich 
werden folgende Luftverunreinigungen emit-
tiert: 

- Kohlendioxid (CO2), 
- Stickoxide (NO und NO2), 
- Schwefeldioxid (SO2), 
- Kohlenwasserstoffe (C^H„), 
- Kohlenmonoxid (CO), 
- RuB und Staub. 

R.2.2 Auswirkungen von Luftverunreinigungen 

Die hauptsachlichen Auswirkungen der Luft­
verunreinigungen sind Tabelle R-7 zu entneh-
men. Bei der Beurteilung der Auswirkungen 
von Luftverunreinigungen ist stets die Trans­
mission der Stoffe und ihre chemische Um-
wandlung zu anderen Produkten mit zu be-
trachten. 

R.2.3 PrimarmaBnahmen 
der Schadstoffbegrenzung 

Schwefeldioxid 

Stickoxide 

Entschwefelung 
der Brennstoffe 
mehrstufige Verbrennung 

-> Abgasriickfiihrung 

Kohlenwasserstoffe, RuB, Kohlenmonoxid 
-» vollstandige 

Verbrennung, dabei 

- ausreichender LuftiiberschuB (2 > 1), 
- hohe Verbrennungstemperaturen, 
- lange Verweilzeit des Brennstoffes in Zonen 

hoher Temperatur, 
- gute Durchmischung von Luft und Brenn-

stoff. 

Schadensart 

Ozonloch 

hoher Ozon-
gehaU in der 
Atemluft 

Treibhaus-
effekt 

Waldsterben 

Smog 

foto-
chemischer 
Smog 

saurer Regen 

Verursacher 
(Leitstoff) 

Fluorchlor-
kohlenwasser-
stoffe 
(FCKW) 

Stickoxide 
und Licht 

IR-aktive 
Gase 
(z.B. CO2, 
CHJ 

vermutete 
Synergic aller 
Luftverun­
reinigungen 

Nebel und 
austausch-
arme Wetter-
lagen 

Stickoxide, 
Licht und 
Kohlenwasser­
stoffe 

Stickoxide, 
Schwefel­
dioxid 

Auswirkungen 

Zerstorung der 
Ozonschicht 
in der Strato-
sphare: hartere 
Strahlung ge-
langt auf Erd-
oberflache 

Herz-/Kreislauf-
beschwerden 

Erwarmung der 
Erdoberflache: 
Klimastorungen 

Anderung von 
Klima, Flora 
und Fauna 

Erkrankung von 
Atemwegen und 
-organen, 
Herz-/Kreislauf-
Schwache 

Erkrankung von 
Atemwegen und 
-organen. 
Herz-/Kreislauf-
Schwache 

Schadigung der 
Pflanzenwurzeln, 
Korrosion an 
Metallen/Bau-
stoffen 

R.2.4 SekundarmaBnahmen 
der Schadstoffbegrenzung 

Unter SekundarmaBnahmen sind Abreini-
gungsverfahren zu verstehen. 

Rufi und Staub 
-> Staubabscheidung 
MaBgebend fiir die Abscheidefahigkeit eines 
Staubes ist die Sinkgeschwindigkeit v^ der Par-
tikeln aus dem Gasstrom, die sich fiir das 
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Modell kugelfdrmiger Partikeln wie folgt er-
gibt: 

d^ (gp -QG)9 . 

18 /̂G 
(R-4) 

v^ Sinkgeschwindigkeit der Staubpartikeln, 
d Staubpartikeldurchmesser, 
^p Dichte der Staubpartikeln, 
QQ Dichte des Abgases, 
g Erdbeschleunigung, 
^G Viskositat des Abgases. 

Alle Faktoren, die die Sinkgeschwindigkeit er-
hdhen, tragen zur Verbesserung der Abscheide-
leistung bei: 

- VergrdBerung von Dichte und Partikel-
durchmesser im NaBabscheider 
• Wirbelwascher, 
• Venturiwascher, 
• Rotationswascher; 

- Erhohung der Beschleunigung im 
• Elektrofilter, 
• Zyklon. 

Elektrofiker und Zyklone sind typische Ver-
treter der Querstromftitration (Partikeln wer-
den quer zur Gasstromung abgeschieden); 
Tuchfilter und Filterkerzen, die eine Sekun-
darfilterschicht durch abgeschiedene Staub-
teilchen ausbilden, sind typische Beispiele fur 
die Hauptstromfiltration (Partikeln- und Gas-
bewegung in gleicher Richtung, Bild R-7). 

a) Gas 

^/y:^0/?^ 

Gas 

b) 

Gas ' Gas 

Schwefeldioxid 

- (Rauchgas-)Entschwefelung 
Trockenes, halbtrockenes und nasses Ver-
fahren. Unter Zugabe von Kalk (Kalk-
milch) und mit Hilfe von Luftsauerstoff 
wird Gips gebildet (CaS04 • 2H2O; Abfall-
problematik). 

Stickoxide 

- Oxidationsverfahren (selten angewendet) 
Oxidation der Stickoxide zu Stickstoff-
dioxid mit Hilfe von Ozon und Abreinigung 
durch Bildung von Salpetersaure. 

- Reduktionsverfahren (katalytisch: SCR-
Verfahren; nicht katalytisch: SNCR-Ver-
fahren ^). 
Durch Eindiisung von Ammoniak werden 
Stickoxide zu Stickstoff reduziert, was einer 
Riickbildung des Ausgangsstoffes (Luft-
N2) entspricht. 

Kohlenwasserstoffe 

- Nachverbrennung (thermisch: TNV; kata­
lytisch: KNY). 
Nachgeschaltete Verbrennung bei hohen 
Temperaturen, Einsatz von Katalysatoren 
und alien Bedingungen vollstandiger Ver­
brennung. 

- Adsorption 
Aktivkohlefiltration. Probleme der an-
schheBenden Regeneration der beladenen 
Aktivkohle: Dampf gelangt in das Abwas-
ser, HeiBgas erfordert Energieaufwand. Bei 
Verwerfen der beladenen Aktivkohle ent-
steht Abfallproblematik. 

- Kondensation 
„Ausfrieren" der Kohlenwasserstoffe in 
Kaltefallen. Energieaufwendig, fur einzu-
haltende Grenzwerte nicht ausreichend, nur 
fur schwerer fliichtige Kohlenwasserstoffe. 
Wird in der Regel als Abreinigungsvorstufe 
benutzt. 

- Membrantrennung und biologische Abrei­
nigung 
Verfahren z. Zt. in der Markteinfiihrung; 
Einzelfallbetrachtung des Einsatzes not-
wendig. 

Bild R-7. Hauptstromfiltration (a) und Querstromf ti­
tration (b). 

)̂ SCR: selective catalytic reduction, SNCR: selec­
tive non catalytic reduction. 
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Kfz-Katalysator 

Der Dreiwege-Katalysator dient zur Um-
setzung der drei Schadstoffe Kohlenmon-
oxid, Kohlenwasserstoffe und Stickoxide. 

- Katalysatoraufbau 
Platin (Oxidationsprozesse) und Rhodium 
(Reduktionsvorgange) als Katalysator-
metalle, die auf Trager Aluminiumoxid 
(„washcoat", hohe Oberflache) aufgebracht 
sind, das auf Keramikkorper oder Metall-
trager aufgetragen wird. 

- Betriebsbedingungen 
Der optimale Temperaturbereich liegt zwi-
schen 300 und 850 °C. Luftregelung mittels 
Lambda-Sonde auf k -^ 1 (stochiometri-
scher Lufteinsatz, kein LuftiiberschuB). 

- Reaktionen 
• Kohlenwasserstoffe und Kohlenmonoxid 

oxidieren an Platin zu Kohlendioxid 
(= Endprodukt vollstandiger Verbren-
nung). 

• Stickoxide (iiberwiegend NO) werden an 
Rhodium zu Stickstoff reduziert. 

• Unerwunschte Nebenreaktionen (Luft­
iiberschuB, Luftmangel, ungiinstige Tem-
peraturen) fiihren zur Bildung von 
Schwefeltrioxid, Schwefelwasserstoff und 
Ammoniak. 

Lambda-Sonde 

Notwendiges Aggregat, um LuftiiberschuB-
zahl gegen 1 zu regeln (Voraussetzung fiir 
Funktion des Dreiwege-Katalysators). 

- Aufbau 
Fingerhutformig angeordnete Zirkon-
dioxid-Membran, auf deren Innenseite sich 
Luft befmdet. An der AuBenseite werden 
Abgase vorbeigefiihrt. Beide Seiten der 
Membran sind mit einem Platingitter ver-
sehen, das als Ableitungselektrode dient. 

- MeBprinzip 
Potentiometrisches MeBprinzip. In Abhan-
gigkeit vom jeweiHgen Sauertoffpartial-
druck (Innen- und AuBenseite der Mem-
bran) bilden sich - bedingt durch Diffusion 
von Sauerstoff-Ionen in Fehlstellen des 
Zirkondioxidgitters ~ unterschiedHche Po-
tentiale aus. Die Potentialdifferenz kann als 

Membranspannung U abgegriffen werden 
(Nernstsches Gesetz). Zur Bildung der 
Sauerstoffionen werden Temperaturen 
>400°C benotigt (Betriebstemperatur der 
Sonde). 

U — ^"^ ^ In ^ 0 2 (Luft) . 

^L /'o2(Abgas) 
(R-5) 

P02 

molare Gaskonstante 
[i?^-8,3144 J/(K-mol)], 
absolute Temperatur, 
Anzahl Elementarladungen, 
Faraday-Konstante 
(i^=96486A-s/mol), 
Sauerstoffpartialdruck. 

MeB- und Regeltechnik 
Je geringer der Sauerstoffanteil im Abgas, 
desto hoher die abgegriffene Spannung. Die 
Sonde regelt die Begrenzung der Luftzufuhr 
so weit, bis steiler Spannungsanstieg ein-
tritt. Die Regelung erfolgt also nicht durch 
exakte Sauerstoffmessung, sondern das 
Luft-Kraftstoff-Verhaltnis wird so geregelt, 
daB der Sauerstoffanteil an der Abgasseite 
der Sonde gegen null geht (steiler Span­
nungsanstieg). 

R.3 AbfaUwirtschaft 

Tabelle R-8. Begriffserlduterungen. 

Abfall 

Reststoff 

besonders 
iiberwachungs-
bediirftiger 
Abfall/Rest-
stoff („Sonder-
abfall") 

Entsorgungs-
anlage 

bewegliche Sache, derer sich der 
Besitzer entledigen will oder 
deren geordnete Entsorgung zur 
Wahrung des Wohls der 
Allgemeinheit geboten ist 

bewegliche Sache, derer sich der 
Besitzer entledigen will und die 
einer stofflichen oder sonstigen 
Verwertung zugefiihrt wird 

Abfalle/Reststoffe, die aufgrund 
ihrer Eigenschaften ein 
besonderes Gefahrenpotential 
aufweisen (z. B. giftig, erbgut-
schadigend) 

Anlage zum Verwerten, Be-
handeln, Lagern und Entsorgen 
von Abfallen/Reststoffen 



R.3 Abfallwirtschaft 427 

R.3.1 Entstehung von Abfallen 

Abfalle entstehen durch Vermischung und 
daraus folgender Feinverteilung von Wert-
stoffen. 

Abfalldeponie: Wertstoffe in feinverteilter 
Form. 
Rohstofflager: Wertstoffe in konzentrierter 
Form. 

Umstellung des Fertigungsverfahrens 
und der Produkte (Beispiele) 

~ Umstellung losemittelhaltiger Lacke auf 
Wasserlacksysteme, 

- Erhohung des Auftragwirkungsgrades, 
- Einsatz von NC-Bearbeitungsautomaten 

und CNC-Fertigungs-„poolcentern" mit 
optimierter Materialausnutzung, 

- verringerter Materialeinsatz (Hausgerate, 
Verpackung), 

- langere Produktlebensdauer. 

R.3.2 Grundsatz der Abfallwirtschaft 

Der Grundsatz des Umgangs mit Abfall ist 
allgemeingiiltig im Abfallgesetz defmiert: 

Vermeiden vor Verwerten vor Entsorgen. 

Voraussetzung ist die Einbindung dieses 
Aspekts in die Fertigungsplanung, durch 
Schaffen eines Versorgungs- und Entsor-
gungskonzeptes, das die notwendigen Vor-
bereitungen zur Abfallvermeidung und 
-verwertung enthalt. 

Abfallvermeidung kann durch gezielte Einwir-
kung auf zwei Planungsbereiche unterstiitzt 
werden: 

Abfallvermeidung durch 
- Vermeidung des Entstehens von Rest-

stoffen (Primdrmafinahmen), 
- Schaffen von Stoffkreislaufen angefalle-

ner Reststoffe (SekundarmaBnahmen). 

R.3.3 PrimarmaBnahmen der Abfallvermeidung 

Ersatz abfallproblematischer Einsatzstoffe 
(Beispiele) 

- Umstellung der CKW-Reinigung (Chlor-
kohlenwasserstoffe) auf wassrige Reini-
gungssysteme, 

- Asbestersatz in der Baustoffmdustrie, 
- Ersatz cyanidischer Wirkbader in der Ober-

flachenbehandlung, 
- Umstellung cadmium- und bleichromathal-

tiger Lacke auf organische Pigmente, 
- Ersatz von Quecksilber und Cadmium bei 

der Batterieherstellung. 

R.3.4 SekundarmaBnahmen 
der Abfallvermeidung 

Die Weiterverwertung von Reststoffen (Schaf-
fung von Stoffkreislaufen) setzt in der Regel 
unvermischte Reststoffe voraus. 

Sortierung anfallender Abfallgemische 

Das Sortieren des Mischabfalls dient der 
Auftrennung eines Stoffgemisches in Einzel-
fraktionen mit dem Ziel der weiteren stoff-
lichen Nutzung. Die einzelnen Trennverfahren 
unterscheiden sich dabei weniger im Prinzip 
der Auftrennung als in der Reihenfolge der 
einzelnen Trennschritte. Bild R-8 zeigt den 
Aufbau eines Abfalltrennverfahrens. 

Die fmanziellen Aufwendungen fiir Investi-
tion und Betrieb der vorhandenen Anlagen 
sind bislang schwer zu amortisieren. Weitere 
Probleme der Abfallsortierung entstehen 
durch fehlende Kapazitaten zur Aufnahme 
der abgetrennten Fraktionen. 

Nachtraghche Sortierung des angefallenen 
Mischabfalls ist die ungiinstigere Alter­
native der Abfallverwertung. 

Getrennte Sammlung und Verwertung 
von Abfallen 

Die getrennte Erfassung der unvermischten 
Reststoffe ist Voraussetzung fiir ihre sinn-
volle Verwertung. 

Besonders effizient ist eine Ruckfiihrung der 
Fertigungsreststoffe in denselben ProzeB (Ab­
fallvermeidung und Einsparung von Rest­
stoffen). 
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apparative Durchfuhrung VerfahrensprozeB 

Aufstromsortierer Sortierung Entwasserung 

Uberbandmagnet Magnetabscheidung 

Schwertrube 

Schwertrube 

Fotozelle 

Fotozelle 

Dichtesortierung I 

Dichtesortierung II 

optische Sortierung I 

optische Sortierung II 

abgetrennte Fraktion 

organisches 
Material 

Eisenmetalle 

Nichteisen-
metalle 
(p = 2,6 kg/I) 

Keramik, Steine 
(p = 2,45 kg/I) 

- ^ WeiBglas 

- ^ Grijnglas 

Braunglas 

Bild R-8. Trennverfahren fur Mischabfall. 

Recycling wdhrend des Produktgebrauchs wird 
vornehmlich im Maschinenbau praktiziert. 
Die Austauscherzeugnis-Fertigung setzt sich 
zusammen aus den Fertigungsschritten 

- Demontage, 
- Reinigung, 
- Prlifung/Sortierung, 
- Aufarbeitung und 
- Wiedermontage. 

Altstoffrecycling nach Produktgebrauch ist vor 
allem beim Schrottrecycling bekannt. So wer-
den Kraftfahrzeuge in einer Hammermiihle 
(Shredder) zerkleinert und anschliefiend einer 
Stofftrennung mit Hilfe von Magnetabschei-
dern, Windsichtern und anderen Dichtetrenn-
anlagen unterzogen. Zur Zeit wird allerdings 
nur der Metallanteil zuriickgewonnen. 
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S.l Atombau und Spektren 

Die Untersuchung von optischen Spektren 
liefert Informationen uber den Aufbau von 
Atomen und Molekiilen. Diese Teilchen kon-
nen mit elektromagnetischer Strahlung in 
Wechselwirkung treten (Emission und Ab­
sorption). 

S.2 Systematik des Atombaus 

S.2.1 Aufbau der Atome 

Ein Atom besteht aus dem Atomkern und der 
Atomhulle. Die Atomhiille besteht meist aus 
Elektronen und der Atomkern, sehr einfach 
gesagt, aus den Nukleonen: Protonen und Neu-
tronen. In Tabelle S-1 sind die entsprechenden 
GroBen zusammengestellt. 

Ein Atom wird folgendermaBen gekennzeich-
net: 

;X 

X Elementsymbol 

A Massenzahl (Anzahl der Protonen 
und Neutronen; A = Z + N) 

Z Ordnungszahl (Anzahl der Protonen 
im Kern = Anzahl' der Elektronen 
in der Hiille = Kernladungszahl; 
Z = A-N) 

^92U, Z kann auch weg-Beispiele sind ^7N; 
gelassen werden. 

Tabelle S-2 zeigt die Unterschiede verschiede-
ner Kernarten (Nuklide). 

Tabelle S-1. Eigenschaften des Atomkerns und der Atomhulle. 

Ladung Q 

Ruhemasse 

Radius 

Atom 

. . 0 , 5 ^ ; 

m^ Atommasse, 
Q Dichte 

Atomkern 

Proton p 

1,6021 - l O - ' ^ C 

1,67-10-^^kg 

(1836 w J 

r^^ 1 , 4 - 1 0 - ^ 5 ^ 

in m ; 

A Massenzahl 
(Nukleonenzahl) 
des Atomkerns 

Neutron n 

0 

1 ,675-10-^ 'kg 

(1839 m j 

r ^ ^ 1 , 4 - 1 0 - * ^ ^ 

in m ; 

A Massenzahl 
(Nukleonenzahl) 
des Atomkerns 

Atomhiille 

Elektron e 

-1 ,6021 - lO-^^C 

9,11 10-^1 kg 

(^el) 

e^ 

'^ Anm^&QC^ 

fi^e^ 

4nm^ 

= 2,818- lO-^^m; 

e^ - 1 , 6 - 1 0 " ^ ^ C , 

w, = 9,11 -10-31 kg, 

/lo = 1,257-10-^ H/m, 

£o = 8,85-10-^2 F/m, 

c = 2,998 -10^ m/s 
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Tabelle S-2. Isotope, Isobare und Isotone. 

Ordnungszahl Z 
(Protonenzahl; 
Zahl der 
Elektronen) 

Massenzahl A 
(Anzahl der 
Nukleonen: 
Protonen und 
Neutronen; 
A=Z + N) 

Neutronen-
zahlA^ 
{N = A-Z) 

Beispiele 

isotopes 
Nuklid 

gleich 

ungleich 

ungleich 

234TJ 2 3 5 y 

238U 

isobares 
Nuklid 

ungleich 

gleich 

ungleich 

2^^Pb, 
204Hg 

isotones 
Nuklid 

ungleich 

ungleich 

gleich 

'̂̂ K, 
^«Ca 

S.2.2 Atommasse und Anzahl der Atome 

Die Masse von Atomen und Molekiilen wird 
in atomaren Masseneinheiten u gemessen. Die 
Definition lautet 

atomare Masseneinheit u = 1/12 der 
Masse des Kohlenstoffatoms ^^C. 

Es gelten folgende Zusammenhange: 

1M = 1 {g/mol)IN^, wobei 
ÂA = 6,0221367-10'^ mor^ (S-1) 

1kg = 6,0221367 

Fiir die Massen m^ 
kills) ergibt sich 

f^^A = 

'lO^^u 

eines Atoms (bzw 

A^u^A^-1,66056 10" -^^kg; 

(s--3) 

. Mole-

(S--4) 

A^ relative Atommasse. 

Die Anzahl der Atome Â  eines Korpers der 
Masse m laBt sich aus der Masse eines Atoms 

m m 

m^ A^' u Aj. 

m 

• 1 , 6 6 0 5 6 - 1 0 - 2 ' k g ' 

(S-5) 

1 u = 1/I2mi2c = 1,66056• 10-^"^kg. (S-2) 

A^ relative Atommasse eines Stoffes, 
m Masse des Korpers, 
m* Masse eines Atoms. 

S.3 Quantentheorie 

Fiir die Erklarung der Phanomene in der 
Mikrophysik werden die Erkenntnisse der 
Quantentheorie benotigt. Es sind dies 
(UbersichtS-1): 

- Quantisierung der Energie, 
- Energiequant (Photon) hat eine Masse und 

einen Impuls, 
- Dualismus Teilchen - Welle (jedes Teilchen 

hat auch Wellencharakter, und jeder Welle 
kann ein Teilchen zugeordnet werden). 

Ubersicht S-l. Gesetze der Quanter 

Quantisierung der Energie 

E = hv\ 

h Planckes Wirkungsquantum 
V Frequenz der Strahlung 

itheorie. 

Masse als Energieform 

E = mc^\ 

m Masse, 
c Lichtgeschwindigkeit 

Masse 

hv h 

Photon (Energiequant) 

Impuls 

hv h 
^ C A 

Photonen bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit. Die Ruhemasse ist 0. 
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Ubersicht S-i (Fortsetzung) 

Compton-Effekt 

Streuung eines Photons an einem Elektron 

Energieerhaltungssatz 

hv -\- ntQC^ = hV + mc^ 

Impulserhaltung 
- :>f-Richtung 

hv hv' 
— = — cos y + m t; cos G) 
c c 

- j-Richtung 

^ hV . ^ 
0 = — sin y — w f sin (p 

c 

Verschiebung der Wellenlange 

AA = A'-A = — ( 1 - C 0 S 5 ) 
moc 

Compton-Wellenlange 

h v' 

k= = 2,426.10" ^^m 

Dualismus Teilchen - Welle 

Energiestrahlung hat Teilchen- und Wellencharakter. 
Wellenlangen sind in Tabelle L-1 angegeben. 

Unscharfe-Relation 

Ort X und Impuls p eines Teilchens konnen 
nicht beliebig genau ermittelt werden. 

Ax A/7̂  ^ h 

PynfP 

Ax 
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Ubersicht S-1 (Fortsetzung) 

Schrodinger-Gleichung 

Ein Teilchen entspricht einer Welle ^ mit dem Wellenvektor k = pl~h und einer Kreisfrequenz a>\ 

^{x, t) = a Q^J'^-^-J'^'^ = a e (̂P-̂ -̂ '>; 

E = ^0}, p^ = 'hk^,j = V — 1. 

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens am Ort {x,y,z) im Volumen dF ist | T {x,y,z)\^dV. 

Bestimmung von T durch die Schrodinger-Gleichung 
- zeitabhangig 

2m 
A + F(r) 

ot 

V(r) potentielle Energie, 
A Laplace-Operator 

zeitunabhangig 

Re[Hx.O] 

t konstant 

2m 
A + V{r) ^{r) = E^{r) 

c 
h 
t 
k 
m 
Wo 

P 
Vir) 
V 

Ax 
X 

A 

Lichtgeschwindigkeit (c = 2,99792458 • 10^ m/s) 
Plancksches Wirkungsquantum (h = 6,6260755 • 10 
h/lK 
Wellenzahl 
Masse 
Ruhemasse 
Impuls 
potentielle Energie 
Geschwindigkeit 
Spaltbreite 
Wellenlange 

t) Wellenfunktion ^^ ^^ ^ 

Laplace-Operator (̂ A = ^ ^ + ^ ^ + g p j 

' J - s ) 

S.4 Atomhiille 

S.4.1 Atommodelle 

Zur Erklarung warden folgende Modelle ver-
wendet: 

1. Rutherford 

Die positive Ladung und fast die gesamte 
Masse des Atoms ist in einem Atomkern 
(Durchmesser etwa 10~^^m) konzentriert. 
Er ist von einer Elektronenhiille umgeben 
(Durchmesser etwa 10~^°m). Die Elektronen 

kreisen dabei um den Atomkern wie Planeten 
um die Sonne. Die Zentrifugalkraft der Kreis-
bewegung ist gleich der Coulombschen Anzie-
hungskraft zwischen den positiven Protonen 
des Atomkerns und den negativen Elektronen 
der Hiille. 

Dieses Model! kann aber den Atombau nicht 
erklaren: Die um den Kern umlaufenden Elek­
tronen stellen eine beschleunigte Ladung dar, 
die Energie abstrahlt. Damit verlieren die 
Elektronen Energie und muBten mit der Zeit 
in den Kern fallen. 
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2. Bohrsche Postulate 

Die drei Bohrschen Postulate lauten: 

1. Elektronen konnen nur auf ganz bestimm-
ten (diskreten) Bahnen umlaufen. 

2. Die diskreten Bahnen werden durch die 
Quantelung des Bahndrehimpulses des 
Elektrons bestimmt. 

3. Die Bewegung auf diesen Bahnen erfolgt 
strahlungslos. Der Ubergang von einer 
Bahn zur anderen erfolgt sprunghaft unter 
Aussendung eines Strahlungsquants. Die 
Ubergangsfrequenzen sind typisch fiir die 
Atomart. 

Mit diesen Postulaten konnen Bahngeschwin-
digkeit, Kreisfrequenz, Bahnradius und Ener-
gieniveaus der Elektronen berechnet werden 
(Ubersicht S-2). 

S.4.2 Wasserstoff-AtommodeU 

Die Berechnungen aus dem Bohrschen Atom-
modell sind fur das Wasserstoffatom beson-
ders einfach, weil nur ein Elektron den Kern 
umkreist. Die Ergebnisse sind in Uber­
sicht S-2 zusammengestellt. 

Ubersicht S-2. Wasserstoff-AtommodeU. 

Bahnradius r„ 

Kreisfrequenz 

n^ii^ 4TC£O 

e'^niQ 

""" i^ns^fH' 

n' 

n^ 

5,29177-10-'' 

4,13413-10'^ 

m 

S - ' 

Bahngeschwindigkeit i;„ 
2,18769 • 10^ 

InhSr. n 
m/s 

1 0 - " m 

1 0 ' ^ - ' 

10^ m/s 

« = 1 

5,29177 

4,13413 

2,18769 

n = l 

21,16709 

0,516766 

1,09385 

« = 3 

47,62595 

0,153116 

0,72923 

« = 4 

84,66836 

0,064596 

0,54692 

rt = 5 

132,2943 

0,033073 

0,43754 

« = 6 

190,5038 

0,019139 

0,36462 

Bohrscher Radius r̂  = 5,29177 • 1 0 " " m 

Z^e^Wo 1 

Termschema: 

^-^^7 = 3 

n = ^ 
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Ubersicht S-2 (Fortsetzung) 

\ F / 1 1 
Wellenzahl v = - = -— = / ? H ( ^ T -

X he "V« n' 
c / 1 1 

Frequenz f=- = cR^[-^--^ R^ Rydberg-Konstante 

Serien des Emissionsspektrums 

Lyman-Serie 
(ultraviolett) 

Balmer-Serie 
(sichtbar) 

Paschen-Serie 
(infrarot) 

Brackett-Serie 
(infrarot) 

Pfundt-Serie 
(infrarot) 

n' 

1 

2 

3 

4 

5 

n 

2 
3 
4 
5 

3 
4 
5 
6 
7 

4 
5 
6 
7 

5 
6 
7 

6 
7 

Wellenlange A 
nm 

122 
103 
97 
95 

656 
486 
434 
410 
397 

1875 
1282 
1094 
1005 

4052 
2626 
2166 

7460 
4654 

Infrarot 

Lyman 

Balmer 

Paschen 

Pfundt 
Brackett 

sichtbar Ultraviolett 

Bracket-Serie(1922) 

2500 cm"^ Wellenzahl 

Paschen-Serie (1908) 

" " Lyman-
Balnner-Serie sehe 

(1885) (1906) 

5000 cm'̂  10000 cm-̂  50000 cm-

T -I 

4000 nm 3000 nm 

Balmer-Serie 

2000 nm X Wellenlange 1000 nm 

-4 
200 

5 6 7 8 10 n^ 

700 nm 600 nm 500 nm 400 nm H« 

0,33 cm"' 
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Ubersicht S-2 (Fortsetzung) 

c Lichtgeschwindigkeit (c = 2,99792458 • 10® m/s) 
e Elementarladung {e = 1,60217733 • 10" ̂ ^ A • s) 
h Plancksches Wirkungsquantum {h = 6,6260755 • 10"̂ "̂  J • s) 
-h Plancksches Drehimpulsquantum {t = h/ln = 1,05457267 • 10" ̂ "̂  
mo Ruhemasse des Elektrons (mo = 9,1093897 • 10"^^ kg) 
n Hauptquantenzahl, Schalennummer 
R^i Rydberg-Konstante (/?„ = 1,09677581 • 10^ m"^) 
r„ Radius der n-ten Bahn 
v„ Geschwindigkeit des Elektrons auf der n-ten Bahn 
Z Kemladungszahl 
So elektrische Feldkonstante [EQ = 8,5418781762 • 10"^^(A-s)/V-m)] 
A Wellenlange 
V Wellenzahl (v = l/X) 
«„ Kreisfrequenz des Elektrons auf der «-ten Bahn 

J-s) 

S.4.3 Quantenzahlen 

Die Quantenzahlen gestatten, die umlaufen-
den Elektronen und die Eigenrotation des 
Kerns genau zu kennzeichnen. In Ubersicht 
S-3 sind die Quantenzahlen und ihre Bezie-
hungen untereinander zusammegestellt. 

Fiir den Aufbau der Elektronenhiille sind fol-
gende Quantenzahlen maBgebend: 

- Hauptquantenzahl n (beschreibt die Zahl 
der Kreisbahn), 

- Bahndrehimpulsquantenzahl / = 0 , 1 , 2 , . . . 
« - l , 

- magnetische Quantenzahl 
w^ = 0 , ± l , ± 2 , . . . , ±/ 

- magnetische Quantenzahl des Elektronen-
spins AWg = ± 1/2. 

Folgende zwei GesetzmaBigkeiten sind dabei 
zu beachten: 

1. Elektronen nehmen die geringstmogliche 
Energie ein. 

2. Zwei Elektronen eines Atoms miissen sich 
in mindestens einer Quantenzahl unter-
scheiden {Pauli-Prinzip). 

Fiir die Elektronenanordnung (Elektronen-
Konfiguration) gilt folgende Symbolik: 

(Hauptquantenzahl) 
• (Bahndrehimpuls)^^"^^*'* ^" Elektronen) 

Die maximal mogliche Anzahl z der Elektro­
nen auf einer Schale betragt 

:2«2 (S-6) 

In Ubersicht S-4 sind Elektronen-Konfigu-
ration und das Energiediagramm zu sehen. 

Ubersicht S-3. Quantenzahlen und ihre Beziehungen. 

Quantenzahl 

Bahn Hauptquantenzahl n 
(Zahl der Kreisbahn) 
« = 1, 2, 3, . . . , 
maBgebend fur die 
Energie E^ 
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Ubersicht S-3 (Fortsetzung) 

Bahn-
magnetismus 

Elektron bewegt sich auf 
einer Kreisbahn 

Bahndrehimpuls 

al ^ ^ rBahnradius 

-»^^ Elektron mit der 

' ladung e 

Bahndrehimpuls-Quantenzahl cf 
(auf Ellipsen bewegen sich Elektronen 
unterschiedlich schnell) 

magnetische Quantenzahl m^ 
(raumliche Lage der Ebene 
der Elektronenbahn) 

c o s y •• 

^ (2^ + 1)Werte 

i / \ = h4W^) 0 0 l'=mpn 

m( =0, ±1, ±2,...±^ 

/ Bahndrehimpulsquantenzahl 
m^ magnetische Quantenzahl 

(des Bahndrehimpulses) 

Nur solche Einstellungen von / sind 
erlaubt, fiir die die Projektion in 
z-Richtung ein ganzzahliges Vielfaches 
von t betragt. 
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Ubersicht S-3 (Fortsetzung) 

Modell Quantenzahl 

Spin-
magnetismus 

Elektron dreht sich um seine 
eigene Achse 

Eigendrehimpuls 
Spindrehimpuls 
(kurz Spin) 

Elektron 

(2s + 1)Werte 

Wg magnetische Quantenzahl 
(des Spins) 

s Spinquantenzahl 
5 kann sich nicht parallel zur 

2-Richtung einstellen und 
prazediert wie / um die z-Achse 

Kernspin-
magnetismus 

Atomkern dreht sich um 
seine eigene Achse 

Eigendrehimpuls 
Spindrehimpuls 
(kurz Kernspin) 

/ 
Atomkern 

|/h 

z ' " i (2/+1)Werte 4 

0 
z m a x " " ' " A*. 

-2n 

-I,-I+h...+I 1=2 

I Kemspinquantenzahl 
/ kann ganz- und halbzahlige Werte 

annehmen 
nil magnetische Quantenzahl 

des Kemspins 

Ubersicht S-4. Elektronen-Konfiguration und Energie- Termschema. 

Elektronen-Konfiguration 

n 

1 

2 

3 

4 

/ 

0 

0 
1 

0 
1 
2 

0 
1 
2 
3 

m, 

0 

0 
1,0,-1 

0 
1,0,-1 

2,1,0, - 1 , - 2 

0 
1,0,-1 

2,1,0, - 1 , - 2 
3 , 2 , 1 , 0 , - 1 , - 2 , - 3 

m^ 

±1/2 

+ 1/2 
±1/2 

+ 1/2 
±1/2 
±1/2 

+ 1/2 
±1/2 
+ 1/2 
+ 1/2 

Bezeichnung 

Is^ 

2s2 
2p^ 

3s^ 
3p^ 
3d^o 

4s^ 
4p^ 
4d^^ 
4fl4 

Anzahl 
Elektronen 
Z N 

2 2 

2 8 
6 ^ 
2 
6 18 

10 

2 

10 ^^ 
14 
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Ubersicht S-4 (Fortsetzung) Ubersicht S-5. Rontgenstrahlen. 

Energiediagramm der besetzten Elektronenschalen Rontgenrohre 

s 
= 0 

7s 
— 
6s 
5s 

4s 

3s 

P 
1 

7p 

6p-

J^^ 
4p 

3p 

d 
2 

6d 

5d 

_ _ 4 d ^ 

3d 
^^^-

' Elektronen-
3 anzahl je 

Schale 

5f 
- 3 2 4f 32 

18 

18 

2S:;;SS; 

Is 

.2P 

S.4.4 Rontgenstrahlung 

Bei einer Rontgenrohre werden Elektronen 
aus einer beheizten Katode emittiert und 
durch Anlegen einer Spannung UQ von etwa 
20 kV bis 250 kV auf die Anode (Anti-
Katode) beschleunigt (Ubersicht S-5). Die in 
das Material eindringenden Elektronen wer­
den durch das Feld der positiv geladenen 
Atomkerne abgelenkt und abgebremst, wo-
durch eine Strahlung entsteht, die Rontgen-
bremsstrahlung genannt wird. Diese Brems-
strahlung besitzt ein kontinuierliches Spek-
trum mit der oberen Grenzfrequenz /^ax' 
(Ubersicht S-5). Wenn die auftreffenden 
Elektronen Elektronen aus den inneren Scha-
len entfernen, dann fiillen Elektronen aus 
den oberen Schalen die entstandenen Liicken 
auf, und es entsteht die charakteristische 
Rontgenstrahlung mit einem Linienspektrum 
(Ubersicht S-5). Die Bezeichnung der Strah­
lung erfolgt durch folgende zwei GroBen: 

1. Schalenbezeichnung des Endzustands des 
Elekt rons(K,L, M, . . . ) , 

2. Schalenbezeichnung des Anfangzustandes 
(a , i5 ,7 , . . . ) . 

Wasserkuhlung 
i^ \ \ \ \ \ ^ 

Beschleunigungs-
spannung 

Anode 

Fenster (Be) 

Gluhkatode 
(Wolfram-
Faden) 
mit Schirm 

Rontgenspektren 

Bremsstrahlung 
charakteristische 
Strahlung 

Atomkern 

Lf t 

Kg^^Ky 

kontinuierliches 
Spektrum 

U.,>U, 

Linienspektrum 

01^^02 ^ Kp 1 

|K„ 

V 

Amini Amin2 Wellenlange Wellenlange 

s 
c 
B 

Kp 

v j 

|Ka 

Wellenlange 
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Ubersicht S-5 (Fortsetzung) 

Grenzfrequenz bzw. Grenzwellenlange 
der Bremsstrahlung 

^max 
eJJo 

h 

1,239842-lO-^V-m 

' if. 

e E lementar ladung 
c Lichtgeschwindigkeit 
/max Grenzfrequenz 
h Plancksches Wi rkungsquan tum 
UQ beschleunigende Spannung 
A^i„ Grenzwellenlange 

Tabelle S-3. lonisierungsenergien innerer Elek-
tronen. 

Element 

Aluminium 
Kupfer 
Silber 
Wolfram 
Gold 

Ordnungs-
zahl 

13 
29 
47 
74 
79 

^ K 

keV 

1,559 
8,980 

25,517 
69,508 
80,713 

Eu 
keV 

0,087 
1,100 
3,810 

12,090 
14,353 

bindendes 
Molekijlorbital: 
Bindung 

nicht bindendes 
Moiekulorbital: 
keine Bindung 

VeM 

Elektronen-
dichte des 

H2-Molekuls 

\ \ harmonisches Potential 

\..n^o Dissozia-
tions-
energie 

F{r) 

BildS-i. Potentialkurve eines bindenden und eines 
nicht bindenden Molekidorbitals. 

Beide Spektren, die kontinuierliche Brems­
strahlung und das diskrete Linienspektrum, 
uberlagern sich (Ubersicht S-5). 

Wenn die inneren Elektronen entfernt werden, 
werden die Atome ionisiert. Tabelle S-3 zeigt 
die lonisierungsenergien fiir das Elektron der 

S.5 Molekiilspektren 

Atome konnen kovalente Bindungen eingehen. 
Wird der Abstand r zwischen zwei Atomen A 
und B verringert, dann tritt eine Kraftwirkung 
^AB {^) ^uf- Diese kann, wie Bild S-1 am Bei-
spiel des Molekuls H;^ zeigt, entweder bindend 
Oder abstofiend sein. Im Fall der Bindung zeigt 
die Potentialkurve beim Gleichgewichtsab-
stand r^ ein Minimum, d.h., eine weitere An-

naherung beider Atome fiihrt zu einer absto-
Benden Coulomb-Kraft. 

Das klassische Modell eines zweiatomigen 
Molekuls kann durch zwei Massen m^ und m^ 
beschrieben werden, die im Abstand r^ mit 
einer Feder verbunden sind. Ubersicht S-6 
zeigt die Schwingungsmoglichkeiten fur ein 
«-atomiges Molekul mit / Freiheitsgraden 
und als Beispiel die Schwingungsmoglich­
keiten eines dreiatomigen Molekuls, das linear 
(z. B. CO2) bzw. nicht linear ist (z. B. HjO). 

S.5.1 Rotations-Schwingungs-Spektren 

Die Schwingungs- und Rotationszustande 
sind gequantelt, d.h., das Molekul kann nur 
mit ganz bestimmten, mit der Schrodinger-
Gleichung berechenbaren Frequenzen schwin-
gen. Werden Molekiile mit Infrarotstrahlung 
bestrahlt, so fmden Schwingungs- und Rota-
tionsiibergange gleichzeitig statt, die von den 
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fibersicht S-6. Bewegungsmoglichkeiten und 
Schwingungen eines dreiatomigen Molekiils. 

Bewegungsmoglichkeiten 

• Schwingung der Kerne gegeneinander 
(Schwerpunkt des Molekiils bewegt sich nicht) 
r _ I ^ " ~ ^ lineares Molekiil 

yschw ~ 13 „ _ 5 nichtlineares Molekiil 

• Rotation um den Schwerpunkt 
I 2 lineares Molekiil 
I 3 nichtlineares Molekiil 

Ubersicht S-6 (Fortsetzung) 

L 4 
• Translation des Schwerpunktes 

f = 3 
V trans "̂  • 

Beispiel 

lineares Molekul 

CO2 (Kohlendioxid) 

U^ = 3 - 3 - 5 = 4 

Q-Q-Q 

nichtlineares Molekiil 

HjO (Wasser) 

/.chw = 3 - 3 - 6 = 3 

Auswahlregeln fur die Schwingungsquanten-
zahl V und die Rotationsquantenzahl ^ be-
stimmt wird. Bild S-2 zeigt das Infrarot-
spektrum von Chlorwasserstoff und Poly-
styrol. 

S.5.2 Raman-Effekt 

Bei den Rotations-Schwingungs-Spektren an-
dert sich das Dipolmoment. Bei unpolaren 
Molekulen (z.B. O2) gibt es kein Dipolmo-

100 

87,5 

75 

c 62,5 

E 50 

H- 37,5 

25 

12,5 

Hiifi 
01 

flflA ~̂̂  " ' "" 
1 1 1 
1 

i n 
i 1 1 1 

n A 

1 
1 

1 1 
1 1 1 i 1 1 1 I 1 1 1 M 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
M 

1 T1T M T 
11 1 1 1 1 1 i 1 1 1 
1 j 1 1 1 1 1 

' '1 1 ^̂ ^̂  

onnni 1 
I I I I I I 1 1 

1 1 
I I 

v=0 
3065 2945 2825 2705 cm-^ 2525 

3125 3005 2885 2765 2645 

Wellenzahl 

Bild S-2. Infrarotspektrum von Chlorwasserstoff (a) und Polystyrol (b). 
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3640 2920 2200 1480 400 BildS-2b. 
4000 3280 2560 1840 

Wellenzahl 
1120 

ment und damit auch keine Schwingungen 
(IR-inaktiv). Durch Messung des gestreuten 
Lichtes {Raman-Effekt) konnen auch die nicht 
IR-aktiven Schwingungen untersucht werden. 

S.6 Quanten-Hall-Effekt 

Durch Anlegen einer Spannung U an den 
Leiter (dreidimensionales Elektronengas) 
flieBt ein Strom / in x-Richtung, wie Bild S-3 
zeigt. Durch die magnetische Induktion B in 
z-Richtung entsteht senkrecht zum Strom / 
und zum Magnetfeld B eine Spannung, die 
Hall-Spannung: 11^1 = Ri^ I. i?H wird analog 
zum Ohmschen Gesetz (U = RI) als Hall-
Widerstand bezeichnet, fur den sich im klassi-
schen Fall ergibt (Abschnitt M.5.3, Bild 
M-52): 

R^ = BJ{nde); (S-7) 

magnetische Induktion in z-Richtung, 
Anzahldichte der Ladungstrager, 
Elementarladung 
(e = 1,60217733-IQ-^^ A-s) , 
Dicke des Plattchens. 

Wird ein zweidimensionales Elektronengas 
(2DEG) verwendet, wie dies bei einem 
MOSFET-Transistor unterhalb der Si02-
Schicht des Tores der Fall ist, dann ergeben 
sich die im Bild S-3 zusammengestellten Be-
funde. Es ist an der Abhangigkeit der Hall-
Spannung C/jj von der magnetischen Induk­
tion B zu sehen, da6 Plateaus auftreten, bei 
denen der Hall-Widerstand ^^ konstant wird 
(bzw. die Hall-Spannung t/^ ^^^^ ist). Der 
Hall-Widerstand 7?^ ist quantisiert, weil er nur 
folgende diskrete Werte annimmt: 

^ H ^ ^ H ^ ^ - ' ^ n ( / = i , 2 , 3 . . . ) . 

(S-8) 

h Plancksches Wirkungsquantum 
(/̂  = 6,6260755-10"'^ J-s) , 

e Elementarladung 
(^ = 1,60217733-10"^^ A-s) , 

/ ganze Zahl. 

Weil der Hall-Widerstand i?H sehr genau meB-
bar (Genauigkeit 10"®) und unabhangig vom 
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a) 

Si02 

Drain 
n-lnversionsschicht 

BildS-3. Quanten-Hall-Effekt. 
a) zweidimensionales Elektronengas im MOSFET-

Transistor, 
b) Hall-Spannung U^^ in Abhdngigkeit von der Gate-

Spannung UQ, 
c) Abhdngigkeit der Widerstdnde Q^ und Q von der 

Magnetfeldstdrke B. 

10 15 20 
(;G(inVolt)~ns 

2 4 T 
magnetische FluBdichte B 

Material und dessen Reinheit ist, eignet er sich 
hervorragend als Widerstandsnormal. 

Zusatzlich ist der Hall-Widerstand mit der 
Lichtgeschwindigkeit c und der Sommerfeld-
schen Feinstrukturkonstanten a verkniipft, 
und es gilt 

Mo 

• 2 a ' 
(S-9) 

Vakuumlichtgeschwindigkeit 
(c = 2,99792458 • 10^ m/s), 
Sommerfeldsche Feinstrukturkostante 
(a = 7,29735308-10"^), 
magnetische Feldkonstante 
[^o = 47c-10^(A-s)/(V-m)]. 
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Im einfachen Kemmodell vereinigt der Atom-
kern den Hauptanteil der Masse eines Atoms; 
er besteht aus Protonen und Neutronen, die 
auch Nukleonen genannt werden. Die Nukle-
onen werden durch Kernkrafte kurzer Reich-
weite zusammengehalten. 

Als Einheit fiir die Masse wird die atomare 
Masseneinheit u verwendet (Abschnitt S.2.2). 
Die Beziehungen und Werte fur einige 
Teilchen- bzw. Nuklidmassen sind in 
UbersichtT-1 zusammengestellt. 

Ubersicht T-l. Beziehungen zwischen Teilchen- und Nuklidmassen. 

atomare Masseneinheit m^ 

. „ ^ l»4 . , r c )4 . ^^ ' " ' ; ^ ' - ^^" ' ° '= . 1.66056.lO-̂ -kg. 

Fiir die relative Atommasse A^ bzw. Molekulmasse M^ gilt 

A - ^ M=-
w„ 

Fiir die Molmasse M (Masse eines Mols von Atomen bzw. Molekiilen) gilt 

M = A^N^m^ = A^' \ g/mol, M = M^N^m^ = M^- \ g/mol. 

In der Kernphysik ist es iiblich, die Masse iiber die Beziehung m = Ejc^ als dquivalente Energie 
anzugeben. Dann ist 

m^ = 1M = 931,5016 MeV/c^ 

(Haufig wird c^ weggelassen). 

M 

Nj. 

relative Atommasse (̂ 4̂  = mjm^, 
Molmasse (M = A^ N^^ w„ bzw. M^ N^ mj, 
relative Molekiilmasse {M^ = m^/m^), 
Atommasse, 
Molekiilmasse, 
atomare Masseneinheit (m„ = u) 
(M = 1,66056 • 10-2' kg = 931,5016 MeV/c^) 
Avogadro-Konstante (Anzahl der Teilchen je mol) 
(ÂA = 6,0221357 • 10^^ moP ̂ ) 

Teilchen bzw. Nuklid 

Elektron 
Proton 
Neutron 

^H 
^H 
^He 
^Be 

'^C 

Masse u 

5,48580-10-* 
1,00727647 
1,008664967 
1,007825037 
2,014101787 
4,00260325 
9,0121825 

12,00000000 

Teilchen bzw. Nuklid 

i ^ N 

^̂ O 
2'Al 
3^Si 
30p 

i^^Dy 
165Qy 

Masse u 

14,003074008 
16,9991306 
26,9815413 
29,9737717 
29,9783098 

163,929183 
164,931712 
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100 

N 

0)50 

Schnittkurve 
Stabilitatslinie 

Kernfusion 

50 100 

Neutronenzahl N 

Bild T-1. Tal der pStabilitdt. 

T.l Radioaktiver ZerfaU 

T.l.l StabiUtat des Kerns 

Fiir die Stabilitat der Atomkerne gilt folgende 
Formel: 

1,98+0,015^2^3' 

A Massenzahl (^ = iV + Z), 
N Neutronenzahl, 
Z Ordnungszahl (Zahl der Protonen bzw. 

Elektronen), 
ZQ Stabilitatslinie. 

Im Bild T-1 sind die Linien gleicher Bindungs-
energie E^ je Nukleon (E^/A) zu sehen. Man 
erhalt eine Parabel, welche ein Tal der 
p-Stabilitdt beschreibt, das bei kleinen 
N, Z-Werten sehr stark abfallt (eng ist) und 
bei groBen N, Z-Werten sich offnet. Die im 
linken Parabelast liegenden Nuklide wan-
deln sich durch j9"-ZerfaU (n -> p + e~ + Vg), 
die rechts liegenden durch jS^-Zerfall 
(p -• n + e"̂  H- v j um. Ein Schnitt durch das 

Tal der j5-StabiUtat fur konstante Nukleonen-
zahl A zeigt Bild T-1 rechts unten. Im Bild T-1 
rechts oben ist die Stabilitatslinie ZQ aufgetra-
gen. Man erkennt, daB zur Energieerzeugung 
folgende beiden Kemprozesse herangezogen 
werden konnen: 
- Kemspaltung 

(Energiegewinn etwa 200 MeV), 
- Kernfusion (Kernverschmelzung: Energie­

gewinn etwa 24 MeV). 
Besonders viele stabile Isotope (Nuklide mit 
gleicher Protonenzahl) gibt es bei den magi-
schen Zahlen fur Neutronen bzw. Protonen: 

2, 8, 20, 28, 50, 82, 126. 
Insgesamt sind 267 stabile Nuklide bekannt, 
und zwar 

158g,g-Kerne 
53 g, u-Keme 
50 u, g-Kerne 
6 u, u-Keme 

Z gerade N gerade 
Z gerade N ungerade 
Z ungerade N gerade 
Z ungerade N ungerade. 

T.1.2 ZerfaU 

In TabelleT-1 sind die Zerfallsarten und 
die Zerfallsreaktionen zusammengestellt, in 



T.l Radioaktiver Zerfall 445 

Tabelle T-1. Radioaktive Zerfallsreaktionen. 

Zerfallsgleichung A£-Wert 
Zerfallsschema 

Energieverteilung Bemerkungen 

8 

A^ 4 , A-A^, 
Z ^ ^ l " " ^ Z - 2 ^ 

2 1 0 ^ 4 . 206^ , 

AE 

- m , ( K ' ) 

r = 138,4 d 2i0pQ 

diskontinuierlich 
dA/ 

Dieser Zerfall 
tritt nur bei 
Ordnungs-
zahlen groBer 
als 80 auf. 

a ( 5 , 3 0 5 M e V ) 
1 0 0 % 

Si E2 

^Pb 

" + Z + l ^ ' + ̂ "e 

Sr - - ? / 9 0 , 
39 

^ = m , ( K ) - m 3 ( K ' ) 
*̂  90g|. 7 = 2 8 , 6 a 

^ m a x = 0 , 5 4 6 \ M e V 

kontinuierlich 

- h — E 

Nuklide mit 
relativem 
Neutronen-
iiberschuB 
(unterhalb der 
Linie der 
/9-Stabilitat). 

'>^ + zli^'+^ 

^n + v̂  

AE 
kontinuierlich 

N 1 4 o . 0 r + > + v. 

0 3 . 

f — E 

4,12 MeV 

Dieser ProzeB 
kommt natiir-
lich aufgrund 
der kurzen 
Halbwertszeit 
nicht vor 
(oberhalb der 
Linie der 
J9-Stabilitat). 

^ 1 ^ , 0 A ^, , 

l P ( K e r n ) + _ i e ^ Q H + V, 

Hiille 
K-Schale 

40 T̂  ^ 0 40 . . 
j 9 K + _ j e - j g A r + v, 

AE 
^ = m , ( K ) - m 3 ( K ' ) 

EC 
1,46 MeV 

d/V charakteristische 
dE Rontgenstrahlung 

von K' 

JU 
E. Ep 

^Ar 

Der Zerfall 
tritt immer 
auf bei 
m,(K)>W3(K'). 

1 3 7 ^ 0 ^ 1 3 7 ^ ^ 

AE 
m 3 ( K * ) - m , ( K ) 

'Cs 

0,662-

B 
o 

. MeV 

'Ba 

dA/ 
dE 

diskontinuierlich 

A _4. 
^1 £2 ^ 3 

Begleiter-
scheinung 
der anderen 
Zerfallsarten. 
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Tabelle T-1 (Fortsetzung) 

Am 1 
'^Xe 

r=2 ,19d 

•0,233 

0,233 MeV 

± ^Xe 

dA/ 
dE verzogerte 

Abgabe von 
>'-Quanten. 

Vg Neutrino; Anti-Neutrino 

Ubersicht T-2. Radioaktiver Zerfall. 

Radioaktive Zerfallskonstante X beschreibt das Verhaltnis der im Moment zerfallenden Kerne ( —diV/d/) 
zur Gesamtzahl vorhandener instabiler Kerne N\ 

-dN/dt 

Aktivitat A (Anzahl der Zerfalle je Zeiteinheit): 

A = --^ = AN = —^ = A \^^ m Bq; 
dt T., M 

Zerfallsgesetz (Integration der Formel fiir die Aktivitat): 

spezifische Aktivitat a (Aktivitat A bezogen auf die 
Masse m): 

Aktivitat^ . ^ , 
a = n^T inBq/g; 

Masse m 
Halbwertszeit T^i2 (Zeit, in der die Halfte aller Kerne 
zerfallen ist) 

In 2 0,69315 

: | 2 

< 

10 

Jg/A=lg>Ao-Af 

Zeit f 

mittlere Lebensdauer T: 

In 2 0,69315' 

A Aktivitat zur Zeit / 
AQ Aktivitat am Beginn {t = 0) 
m^ Atommasse 
M Molmasse 
A'̂  Anzahl der zerfallsfahigen Kerne 
NQ Anzahl der Kerne zu Beginn 

Â^ Avogadro-Konstante 
(ÂA = 6,0221367 • 10^3 morO 

dNjdt Anzahl Zerfalle je Zeiteinheit 
T^I2 Halbwertszeit 
t Zeit 
a spezifische Aktivitat 
X Zerfallskonstante 
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Tabelle T-2. Naturliche Radioaktivitdt. 

Gegenstand 

Grundwasser 

Oberflachen-
gewasser 

Trinkwasser 

Milch 
Rindfleisch 
Hering 

Radionuklid 

238U 

238U 

40J. 

238U 

4 0 ^ 

Konzentration 
mBq/1 

40 bis 400 
4 bis 400 
1 bis 200 

20 bis 100 
40 bis 2000 
bis zu 40 

20 bis 70 
200 

0,4 

46 Bq/kg 
116Bq/kg 
136 Bq/kg 

Ubersicht T-2 die wichtigsten Gleichungen. 
Tabelle T-2 sind die Werte der naturlichen 
Radioaktivitat einiger Stoffe aus der Natur zu 
entnehmen. 

Liegen mehrere Radionuklide vor, so muB 
man zwischen unabhdngigem (genetisch nicht 
verkniipftem) und abhdngigem (genetisch 
verkniipftem oder Mutter-Tochter-System) 
unterscheiden. Die Zerfallskurven und die 
Einzel- bzw. Gesamtaktivitaten sind in 
Tabelle T-3 zusammengestellt. Bild T-2 zeigt 
die drei natiirlich vorkommenden Zerfallsrei-
hen. 

Radioaktive Stoffe werden, wie Tabelle T-4 
zeigt, vor allem in der Medizin und in der 
Chemie eingesetzt. 
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Ordnungszahl 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 

146 U-238 , 
4.5E9a 

145 

..^ 
Radionuklid 

144 
- HalbwertszeJt 

Th-234 
24. I d 

143 ~ Zerfallsart 
Pa-234/m 

6.7m/1.2m 
ivp-

^ U - 2 3 5 i 
^ 7 E 8 a | 

142 Th-232 
1.4E10a 

U-234 
2.5E5a 

a/IC 

141 ^ 

~7^ 
a 

140 Ra-228 
5 7a 

Th-230 
8E4a 
cc/IC 

^Pa-231S 
i3 .4E4a! 

139 Ac-227 
22a 

138 Ra-226 
1620a 

Ac-228 
6 1 h 

Th-228 
1 9a 

137 Th-227 
182cl 

136 Rn-222 
3.8d 

::Ra-224 
S:3.6dx;-

135 gRa-223| 
mi2dg?5 

134 Po-218 
3.1m 

Rn-220 
55 6s 

133 Rn-219? 
3 9s 
a/IC 

132 Pb-214 
26.8m 

Po-216-: 
• 8.2s : 

131 

130 

129 

128 

127 

Bi-214 
19.9m 

i P o - 2 1 5 , 
fel.8E-3s! 

Pb-212:; 
10.6h '•:•. 

Po-214 
1.6E-4S 

iPb-211 
" 36m j 

: T I - 2 0 8 : 
; 3.1m : 

126 ..-.-. -207, 
m 4.8m ^^ 

125 

124 

•;Bi-212:; 
•;: 60.6m:; 
>;: p7a :• 

Pb-210 
22a 

p7IC 

^ B i - 2 1 i y 
1 2.2m '-^ 

: P O - 2 1 2 ; 

Bi-210 
5d 

Pb-208:., 
Stabil :.:: 

Po-210 
138.4d 

s: Sekunden 

m: Minuten 

d: Tage 

a: Jahre 

IC: internal 
conversion 

i P b - 2 0 7 ^ 
ft stabil 

Uran-Radium 
A = 4n +2 

Actinium 
/\ = 4n +3 

Thorium 
>A = 4n 

Pb-206 
stabil 

Bild T-2. Naturliche Zerfallsreihen. 
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Tabelle T-4, 
Nuklide. 

Bereiche 

Kernphysik 

Anwendungsgebiete radioaktiver 

Anwendungsfelder 

umschlossene Strahlungsquellen 

Medizin 

Strahlen-
chemie 

chemische 
Analytik 

Mefitechnik 

Energie-
umwandlung 

offene Strahlui 

Medizin 

chemische 
Analytik 

Oko-
toxikologie 

ProzeB-
analyse 

VerschleiB-
messungen 

Strahlentherapie 

Sterilisierung medizinischer 
Produkte (z. B. Einwegspritzen); 
Konservierung von Nahrungs-
mitteln; 
Abwasserbehandlung 

Rontgenfluoreszenz-Analyse; 
Elektroneneinfangdetektor zum 
Spurennachweis halogenierter 
Kohlenwasserstoffe 

Durchstrahl- und Riickstrahl-
Verfahren mit jS- und y-Quellen 
(z. B. Messung der Fiillhohe, 
der Dichte und der Dicke) 

Umwandlung der Zerfallsenergie 
in Warme; weitere Umwandlung 
der Warme (Seebeck-Effekt) in 
elektrische Energie; Radionuklid-
Batterien 

igsquellen 

Organ-Funktionsdiagnostik 
(Leber- und Nierendiagnostik); 
Lokalisationsdiagnostik 
(Anreicherung im Gewebe); 
Szintigraphen 

Bestimmung des Schilddrusen-
hormons 

Bestimmung der Anreicherung 
von Umweltchemikalien in Organen 
und Geweben von Tieren durch 
radioaktive Markierung 

quantitative Verfolgung des Stoff-
Transports in verfahrenstechnischen 
Anlagen durch Zusatz radioaktiver 
Indikatoren 

Abriebmessung von 10 ~^ \im bis 
1 10-^ îm 

T.2 Dosisgrofien 

Bild T-3 zeigt die Dosisgrofien, deren Eintei-
lung und Zusammenhange. Man unterschei-
det grob zwischen 

- lonendosis I (erzeugte Ladung dg je Massen-
einheit dm: I = dg/dw), 

- Energiedosis D (absorbierter Energiebetrag 
d̂ " je Masseneinheit dm: D = dE/dm), 

- Aquivalentdosis H (Beurteilung der biologi-
schen Wirkung einer Strahlung durch den 
Bewertungsfaktor q: H = D q). 
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dim p6V 

C/kg 

1 R (Rontgen) 
=2,580-10'^C/kg 

^^efP 

1 ^ £• 

dm p6V 

| | i l vJ/kg =• 1 Gy (G ray) | | | 

0,01 J/kg = 1 rd (Rad) 
radation absorbed dose 

; 

0 
^^ l_ 

Strahlen- keV/^tm 

vertellung N q = QN 

H = Dq 

1 J/kg = 1 Sv (Sievert) 

0,01 J/kg = 1 rem (Rem) 
r ontgen equivalent man 

DosisgroBen 

zeitunabhangig i-

lonendosis / 

A zeitabhangig -^ 

lonendosis-
leistung / 

Material-
eigenschaften 

Energiedosis D 

6t 

Ckg-̂ s-̂  Ckg-^h-^ 

Rs^ Rh-̂  

Energie-
dosisleistung D 

biologische 
Wirkung 

Aquivalent-
dosis H 

6t 

Gys-̂  Gyh-̂  

rds"̂  rdh'̂  

Aquivalent-
dosisleistung H Svs-̂  Sva-"" , 

rems"̂  rema"̂  

Bild T-3. Dosisgrofien der Radioaktivitdt. 

T.3 Strahlenschutz 

In vielen wissenschaftlichen und technischen 
Bereichen wird mit Substanzen und Appara-
turen gearbeitet, die direkt oder indirekt ioni-
sierende Strahlung emittieren. Bild T-4 zeigt 
die Zusammenhange. 

T.3.1 Wechselwirkung von Strahlung 
mit Materie (Schwachung) 

Durch die Prozesse der Wechselwirkung der 
verschiedenen Strahlungsarten mit der Mate­
rie wird die FluBdichte der Strahlung und de-
ren Energie gemindert. Die Abhangigkeit der 
FluBdichte von der Schichtdicke des Absor-
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Me3gr63e 
Dosis D 

1 
biologische Bewertung, 1 

Rewertungsfaktor q [ 

' 
Umwelt 

Wechselw rkung der 
Strahlung mit Materie 

gesetzliche Regelung, 
Strahlenschutzverordnung 

' 
StrahlenschutzmaBnahmen, 

Minderung der 
Strahlenbelastung 

innere 
Strahlenbelastung 

auBere 
Strahlenbelastung 

MeBgerate, 
1 Dosimeter 

' 
J Strahlungsfeld, 
1 Strahlenbelastung 

T 

Mensch 

Bild T-4. Zusammenhdnge im Strahlenschutz. 

bermaterials wird Absorptionskurve genannt. 
Fiir die einzelnen Strahlungsarten sind die 
Wechselwirkungsprozesse, die Energiebilanz 
und die Absorptionskurve in Tabelle T-5 zu-
sammengestellt. Tabelle T-6 zeigt die Massen-
Reichweiten der einzelnen Strahlungsarten. 
Die maximale Reichweite ist die zur vollstandi-
gen Absorption notwendige Flachenmasse. 

T.3.2 DosismeBverfahren 

Tabelle T-7 zeigt die DosismeBverfahren. 

T.3.3 Biologische Wirkung der Strahlung 

Durch lonisation und Anregung konnen sich 
chemisch sehr aktive Molekulbruchstiicke 
(Radikale) bilden, die die chemischen Reaktio-
nen stark beeinflussen. Besonders schwerwie-
gend wirken sich Veranderung der Erbanlagen 
der Zellen aus, insbesondere bei Keimzellen 
oder wahrend des friihen Wachstums eines 
Organismus. Deshalb sind Gewebe mit hohen 
Zellteilungsraten (z. B. Knochenmark und 

Haut) starker gefahrdet als Zellen, die sich 
weniger haufig teilen (z.B. Nerven, Bindege-
webe und Muskeln). 

HinsichtHch der Wirkung der Schadigung 
unterscheidet man 

- somatische Strahlenschaden (Schaden in 
Korperzellen), 

- genetische Strahlenschaden (Schaden am 
Erbgut). 

Tabelle T-8 zeigt die somatischen Strahlenwir-
kungen. Die natiirliche und die zivihsatorische 
Strahlenbelastung der deutschen Bevolkerung 
geht aus Ubersicht T-3 hervor. 

T.3.4 Schutz vor Strahlenbelastung 

In Tabelle T-9 sind die in der Strahlenschutz­
verordnung festgelegten Dosisgrenzwerte zu-
sammengestellt, und in Tabelle T-10 ist ein 
Beispiel zur Berechnung der Strahlenbela­
stung aufgefuhrt. 

In Ubersicht T-4 ist die Gleichung fur die 
Aquivalentdosisleistung hinter einer Abschir-



Tabelle T-5. Verhalten der verschiedenen Strahlungsarten. 

Strahlenart Wechselwirkungsprozesse Energiebilanz Absorptionskurve 

lonisation, Anregung 

Atom 

Sekundar-
strahlung 

E^ Bindungs-
energie des 
Elektrons 

^x~^0 ^c ^B 

^ S ~ ^M ^ N 

R^ mittlere Reichweite 
R^^ extrapolierte Reichweite 

o 1 

m C2 

a-Teilchen 

ffm f^e 
Schichtdicke x 

CD "O 

!tz CO 

Schichtdicke x 

Protonen 
P 

lonisation, Anregung R^ mittlere Reichweite 
R^^ extrapolierte Reichweite 

^n ^ n ^f ^ R 

5? 
CD r r 

Protonen 

Rm '̂ e 
Schichtdicke x 

Elek-
tronen e 

Anregung 

Atom M L K 

/^-Strahier 

Bremsstrahler 

0 100 200 300mg/cm2 
Flachenmasse d^ 

Massenabsorptionskoeffizient 
{fi^^^lQ in cm^lmg) 
Flachenmasse in mg/cm^ 
{d = XQ) 
Dichte 

E=mc^ 
Vernichtungsstrahlung 
e + + e - — * • 2 / 



Tabelle T-5 (Fortsetzung) 

Strahlenart Wechselwirkungsprozesse Energiebilanz Absorptionskurve 

Fotoeffekt 

Sekundarstrahlung 

E. = Ey-F^ 

^ S " " ^ L ^ K 

0 0,5 1,0 1,5 cm 2,5 
Schichtdicke x 

Comptoneffekt 

E: = 

Paarbildungseffekt 
l—COS(p 

Rayleigh-Streuung 

(1 = 

E^ = E,~2m^c^ 

Atom 

MeV 
Photonen-Energie E 

Neu-
tronen n 

elastische Streuung (n, n) 
RuckstoBkern 

Eo E, 
o— 

Potentialstreuung 
E^ = E^cos^(p 
fiir Protonen 

1/(cm2.s) 

0 2 ^ 

I^Jio-
5 

f ,5c 

ineiastische Streuung (n, n') 

Eo ^ ^ w ^ H , 

En 

CO ^"5 

LI- WZ -JQ2 

1/(cm2.s) 
^ ^ 2 . 

^ ^ g l 0 3 

Neutronenquelle 
^schnelle Neutronen 

4 8 12 cm 20 
Schichtdicke Xpa^affin 

Absorption (n.y) 
E 
o ^ 

4 8 12 cm 20 
Schichtdicke Xparaffin 

Kern 

weitere Reaktionen 
(n, p); (n ,a) 
(n, 2n); (n, np) 
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Tabelle T-6. Wechselwirkungen der verschiedenen Strahlungsarten. 

Strahlenart Energie- und Materialabhangigkeit der Wechselwirkungsprozesse 

Teilchenenergie E 
2 4 6 MeV 10 
a - Energie E„ 

Protonen 
P 

• 10^ cm-' 

Luft 

0,5 1 2 5 MeV 20 
Teilchenenergie E 

0,5 1 2 5 Me\ 20 
Teilchenenergie E 

2 4 6 MeV 10 
p - Energie Ep 

Elek-
tronen e 

)8-Strahler 
0,05MeV<£'_,<5MeV 

R^^^ maximale 
Reichweite 
in g/cm^ 

m̂ax i^-Maximal-
Energie in MeV 

Energieverlust 
durch Bremsstrahlung 

p = 0,33 10 - 'Z£„„ 

p Anteil der j3-Energie, 
der in Bremsstrahlung 
umgewandelt wird 

E^.. in MeV 

g/cm-

- - 10 
1 10 10^ 10̂ ^ keV 10^ 10 

Elektronenenergie Ep 
lO-^IO'^ 1 MeV 10^ 

Elektronenenergie Ee 

MeVcm^/g 

10^ 
MeV 

(o CL 1 0 

10^ 10^ 1 10 lO''MeV 
Elektronenenergie Ee 
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Tabelle T-6 (Fortsetzung) 

Strahlenart Energie- und Materialabhangigkeit der Wechselwirkungsprozesse 

/^Fot 

^C — /^C Absorption + 

McStreuung 

^'^-E. 

^ P a a r ~ ^ ^ l n £ ^ 

ayleigh 
im Bereich 
<10keV 
wichtig 

io3-

10^-

10 -

1 -

10 ^^ 
10 

10 -

1 

\ Eisen 
\ Fotoeffekt 

^ 10'^ 1 10 MeV 
Photonenenergie E 

Eisen 
Compton-Effekt 

2000] 

cm'' 

200 

50 

1 10 

1 2^ 
0,5 

0,1 

0 02 
0,01 

Eisen 

\ gesamt 

0,1 1 MeV 10 
Photonenenergie E 

10"^ 10"̂  1 10 MeV 
Photonenenergie E 

1 
cm"i 

' 10-^ 

Eisen 
Paarbiidungseffekt 

10'^ 10'^ 1 10 MeV 
Photonenenergie E 

Neu-
tronen n 10 

barn 

1 ^ 

<7(n, n) 12C 

^ 

10"^ 1 lO'^ eV 10^ 
Neutronenenergie En 

10 ' 
barn (n, p) 

(n,2n) ^ 

10^ 
barn 

c 

ho' 
Z3 
CT 
05 ?10 

1 

^(n ,y) Ag 

J\ 1 
Ilk y i iifFy 

lO ' ' 10"̂  1 lOeVIO^ 
Neutronenenergie E 

0 5 10 15 MeV 25 
Neutronenenergie En 
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Tabelle T-8. Strahlenwirkungen bei kurzzeitiger Ganzkorperbestrahlung mit 

Dosis 

Schwellendosis 
0,25 Sv 
(25 rem) 

subletale Dosis 
ISv 
(100 rem) 

mittlere letale 
Dosis 

4Sv 
(400 rem) 

letale Dosis 
7Sv 
(700 rem) 

l.Woche 

keine subjektiven 
Symptome, Ab-
sinken der Anzahl 
von Lymphozyten 
im Verlauf von 
zwei Tagen 

Blutbild wird rasch 
wieder normal. 

am ersten Tag 
Erbrechen und 
Ubelkeit, Absin-
ken der Anzahl 
der Lymphozyten 
auf lOOO/mm^ 
innerhalb von 
zwei Tagen 

nach 1 bis 2 h 
Erbrechen und 
Ubelkeit. Nach 
zwei Tagen keine 
Lymphozyten 
mehr. 

2. Woche 

Blutbild wird 
rasch wieder 
normal. 

keine deutlichen 
subjektiven 
Symptome. 

keine deutlichen 
Symptome 

Mattigkeit, 
Appetitlosigkeit, 
Entziindungen 
im Mund- und 
Rachenraum, 
innere Blutungen, 
hohes Fieber. 

3. Woche 

Unwohlsein, 
Mattigkeit, 
Appetitmangel; 
Haarausfall, 
wunder Rachen. 

Unwohlsein, 
Mattigkeit, 
Appetitlosigkeit; 
Haarausfall, Ent­
ziindungen im 
Rachenraum und 
Diinndarm 

y-Strahlung. 

4. Woche 

Spermienproduktion 
laBt vorubergehend 
nach. Krafteverfall, 
Erholung wahr-
scheinlich. 

langere bis lebens-
lange Sterilitat bei 
Mannem; Krafte­
verfall, 50% Todes-
falle 

mung zu sehen. Die Werte fur // und B 
sind den entsprechenden Grafiken zu ent-
nehmen. 

Zur Beurteilung der Schadlichkeit (Toxizitdt) 
von Radionukliden ist auBer der physikali- zitatsklassen 1 bis 4. 

schen auch die biologische Halbwertszeit wich-
tig. Sie gibt die Zeit an, in der eine im Korper 
vorhandene Aktivitat durch Ausscheidung auf 
die Halfte vermindert wurde. Tabelle T-11 
zeigt die Toxizitat einiger Nuklide in den Toxi-
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Tabelle T-9. Grenzwerte der Strahlendosis. 

Korperbereich 

Ganzkorper, 
Knochenmark, 
Gonaden, 
Uterus 

Hande, Unter-
arme, FiiBe, 
Knochel 

Haut, Knochen, 
Schilddriise 

andere Organe 

allgemeines 
Staatsgebiet, 
natiirliche 
Strahlen-
belastung 

2,2 mSv/a 

Strahlenschutzbereiche, Dosisgrenzwerte an den Bereichsgrenzen 

auBerbetrieb-
licher Uberwa-
chungsbereich 

0,3 mSv/a 

3,6 mSv/a 

l,8mSv/a 

0,9 mSv/a 

betrieblicher 
Uberwachungs-
bereich 

5 mSv/a 

60 mSv/a 

30 mSv/a 

15mSv/a 

KontroUbereich 
(Aufenthalt 
40 h/Woche) 

15mSv/a 

180mSv/a 

90 mSv/a 

45 mSv/a 

Sperrbereich 

3 mSv/h 

UberwachungsmaBnahmen gemaB Strahlenschutzverordnung 

Messung der Ortsdosis 
und Ortsdosisleistung 

Kontaminationsuberwachung 

arztliche tJberwachung 

Messung der Korperdosis 
bzw. Personendosis 

• • 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

Grenzwerte der Korperdosen fur beruflich strahlenexponierte Personen 

Korperbereich 

Ganzkorper, Knochenmark, Gonaden, Uterus 

Hande, Unterarme, FiiBe, Unterschenkel, Knochel 

Knochen, Schilddriise 

andere Organe 

beruflich strahlen­
exponierte Personen 
der Kategorie A 
mSv/a 

50 

600 

300 

150 

beruflich strahlen­
exponierte Personen 
der Kategorie B 
mSv/a 

15 

200 

100 

50 
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Tabelle T-10. Beispiel zur Strahlenbelastung. 

radioaktives Praparat: ^̂ "̂ Cs 
Dosiskonstante: 0,077 ^Svh~^ m^ MBq~^ 
Aktivitat: 10 MBq 

direktes Greifen des radioaktiven Praparats, 
Armlange 0,5 m 

Verwendung einer Zange zum Greifen (0,25 m) 

Abschiraiung 5 cm Blei 

Abstand r 

m 

0,01 
0,5 

0,25 
0,75 

1,00 

1,00 

Aquivalentdosisieistung H 

nSv/h 

7,7 • 10^ Finger 
3,1 Korper 

12,3 Finger 
1,4 Korper 

0,77 

0,004 
/x = l ,2cm"^ 5 = 2 

Tabelle T-IL Toxizitdt von Radionukliden. 

Radiotoxizitatsklasse 

1 
Freigrenze 
3,7 kBq 

2 
Freigrenze 
37 kBq 

3 
Freigrenze 
370 kBq 

4 
Freigrenze 
3,7 MBq 

Nuklid 

^«Sr 
210pb 
210p ,̂ 
233U 

" N a 
i^^Cs 
i^^Ce 
131J 

iAQ 

2^Na 
^^^Rh 
lo^Cd 

^H 
^^Sr 

238U 

Halbwertszeit 
T 
p̂hys 

28,1a 
22 a 

138d 
1,63-10^ a 

2,58 a 
26,6 a 

285 d 
8,0 d 

5570 a 
15h 
l,54d 
1,3a 

12,6 a 
70min 
4,5-10^ a 

Halbwertszeit 
-'biol 

11a 
730 d 
40 d 

300 d 

19d 
100 d 
330 d 
180d 

35 a 
19d 
28 d 

100 d 

19d 
11a 

300 d 

kritisches Organ 

Knochen 
Knochen 
Milz 
Knochen 

gesamter Korper 
Muskel 
Knochen 
Schilddriise 

Fett 
gesamter Korper 
Nieren 
Leber 

gesamter Korper 
Knochen 
Nieren 
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Ubersicht T-4. Absorption radioaktiver Strahlung. 

H = R H , 2 e"''^ B{x,E)\ 

fix 
A 
r 

L. 
Dosis Schwa- Aufbau-
ohne Chungs- faktor 
Abschir- faktor 
mung 

Dosisaufbaufaktor 
Weglange 
Relaxationslange 
Aktivitat der Quelle 
Abstand von der Quelle 
Dosiskonstante 
Schwachungskoeffizient 

Radionuklid 

^^Na 
°̂Co 

131j 

^̂ -̂ Cs 
22^Ra 

Dosiskonstante T^ 
Svm^h-^Bq-^ 

4,72-10-^^ 
3,36-10-^3 
5,45-10-^* 
7,70-10-'* 
2,14-10-^3 

40" 

CTTl-

du-

10,0-
8,0; 
6,0-

H,U-

3,0^ 

2,0-

1,0-
0,8-

0,6-

0,4-

0,3-

0,2 

\ \ \ 
\ \ \ 

V V̂  
> ^ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

^ \ 
\v w 
\ 

1 

\ 

^̂ J 

V 
^ 
V 
\ 

\ 
, \ 

V 

\ 
X 
\ 

V 4 N 

r 
K 

|_ 

W 

Jra 

B 

E 

lei 
7 

l-j— 

inn 

n 

l U " 

^ 1 0 
o 

j ^ 
CO 

3 
CC 

J^ 

3 
CC 
{/) 

</) o 
Q 10-

1 

y^,,.^^ 

A 
/A // // X 

// y\ 
fX J 

> 
CD 

CO CD 

i ^ 
CO c 
O LU 
8,0 
10,0 

6,0 

5,11 

4,0 

3,0 

2,0 

1,0 

0,5 

0,1 0,2 0,4 1,0 

Energie Ey 

4 6 

MeV 

10 4 8 12 16 20 24 
Relaxationslange ]AX 



T.4 Kernreaktionen 463 

T.4 Kernreaktionen 

T.4.1 Energetik 

Eine Kemreaktion kann folgendermaBen ge-
schrieben werden: 

A + a 
Target Projektil 

= B + b + Â " 
Produktkem Produkt- Energie-

teilchen differenz 

Oder 

A(a,b)B. 

Die bei der Kemreaktion freiwerdende Ener-
gie AJE" (freiwerdend bzw. exoergisch oder be-
notigt bzw. endoergisch) berechnet sich aus 
der Massendifferenz des Ausgangszustandes 
(A + a) und des Endzustandes (B + b): 

A £ = { K ( A ) + m, (a ) ] -K(B) + w,(b)]}c^ 

UbersichtT-5 zeigt das Energiediagramm 
einer Kemreaktion und eine mogliche Spalt-
kette von ^^^U. Es ist ersichtlich, daB aus dem 
Target und dem Projektil (A + a) zunachst ein 
sehr kurzlebiger Compoundkern (< 10 ~ ^ ̂  s) 
entsteht, der in den neuen Zustand (B + b) 

Ubersicht T-5. Reaktionen der Kernspaltung. 

a) Energiediagramm 

• A Ha 

Compoundkern—\-y— 

radioaktiver 
Zerfall des 

Compoundkerns 

b) Verlauf einer Kernspaltung 

Af-10-^^s Af-10-2°s 
II 1̂  

•o -o 
2351, 2 3 6 , , 

n ^ ^ Compoundkern 
(thermisch) (Deformationsschwingung) 

O 

r .o 'Zr 

^ O — « - • n (prompt) 

-*- • n (prompt) 

O ^ / • n (verzogert) 

i 3 8 x e ( J — ^ ° ^ ' 

A/ = 10"^^s Af = 0,2sbisA/=54s 
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Ubersicht T-5 (Fortsetzung) 

c) Spaltkette von ^^^U 

?U+<^n R^Kr 

32,3 s 

t 
3̂ °Rb 

2,2 m 

t 

Sr 

28,6 a 

's lBa + S^n 

20 s 

143 
57 La 

14m 

143pp, 
58'^^ 

33 h 

90 
39 

P' 

Y 

64,1 h 

' 
9O7 
4 0 ^ ' 

143 
59 

/?" 

' 

Pr 

13 

' 

^^?Nd stabil 

Tabelle T-12. 

Bezeichnung 

Austausch-
reaktion 

Einfang-
reaktion 

elastische 
Streuung 

inelastische 
Streuung 

inelastische 
StoBe 

Kernspaltung 

Arten von Kernreaktionen. 

Beschreibung 

Ein Teilchen gelangt in den Kern, 
ein anderes wird dafiir emittiert. 
(p, n); (d, p); (a, p) 

Das einfallende Teilchen verbleibt 
im Kern. Die Anregungsenergie 
wird durch Emission von y-Quanten 
frei. 
(n,T). 

Das einfallende Teilchen wird, 
ohne den Kern anzuregen, wieder 
emittiert. 
(n,n) 
Das Teilchen gibt einen Teil seiner 
Energie als Anregungsenergie an 
den Kern. 
(n, n') 

Teilchen werden aus dem Kern 
durch energiereiche Teilchen 
herausgeschlagen. 
(n, 2n); (d, 2n) 

Der Kern zerfallt beim BeschuB 
in zwei oder mehrere Bruchstiicke. 
(n,f);(y,f) 

zerfallt. Tabelle T-12 zeigt die moglichen 
Kernreaktionen. Es ist darauf hinzuweisen, 
dafi verschiedene Spaltketten moglich sind. 
BildT-5 zeigt die Haufigkeit der Spaltpro-
dukte fur ^^^U. Es ist zu erkennen, dafi bevor-
zugt eine asymmetrische Spaltung auftritt, 
d.h., das Atom spaltet sich in einen kleineren 
(Massenzahlen 90 bis 100) und einen groBeren 
(Massenzahlen 133 bis 143) Kern auf. 

Die bei der Spaltung freiwerdende Energie AE 
kann aus Bild T-1 der Kurve rechts oben er-
mittelt werden. Sie betragt fiir ^^^U 0,86 MeV 
je Nukleon, d.h. 200 MeV je Spaltung. Bild 
T-6 zeigt die Verteilung der Spaltenergie. Aus 
den 85 % kinetischer Energie kann durch Um-
wandlung in Warme mittels einer Dampftur-
bine elektrische Energie erzeugt werden (Kern-
energie). 

T.4.2 Wirkungsquerschnitt 

Der Wirkungsquerschnitt a gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, mit der eine Kernreaktion 

70 90 110 130 150 170 
80 100 120 140 160 

Massenzahl A 

BildT-5. Haufigkeit der Zerfallsprodukte bei der 
Spaltung von ^^^U. 
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^U + n . Spaltenergie 
200 MeV 

Bild T-6. Energieausbeute bei der Kernspaltung. 

stattfmdet. Wie Ubersicht T-6 zeigt, sind die 
Atomkerne kleine Zielscheiben mit bestimm-
ter Flache, die mit Projektilen a beschossen 
werden. Eine Kernreaktion wird immer dann 
ablaufen, wenn ein Projektil die Zielscheibe 
trifft. Die Einheit des Wirkungsquerschnitts 
ist das barn (1 barn = 10"^^ m^) und ent-
spricht etwa der Kernquerschnittsflache. 

Jedem Reaktionstyp eines bestimmten Kernes 
A mit einem Projektil (z. B. Neutronen n) muB 
ein Wirkungsquerschnitt zugeordnet werden. 
Der Gesamt-Wirkungsquerschnitt G^p^ ergibt 
sich durch Addition der partiellen Wirkungs-
querschnitte: 

.^Oi (n,2n)A + t7,„ , + ... 

Ubersicht T-6. Wirkungsquerschnitt. 

Trefferzahl und Wirkungsquerschnitt 

Trefferzahl Projektilteilchen a Wahrscheinlichkeit 

Zeit 

dNj&t 

Teilchen 
a 

(Projektil) 

Flache • Zeit des Treffers 

Flache Target 

R >̂̂  
R-; 
^ ^ 

( 
0 
0 

0 

"^^^^ 

5 0 0 

TeiichenfluB 

Flache der Zielscheibe 
je Atom 
(keine gegenseitige Uberlappung) 

Ubersicht T-6 (Fortsetzung) 

Kernreaktionen bei der Bestrahlung von \lA\ 
mit Neutronen 

\IM + Jn - illKX) -\ 
Compound-
kern 

l^:^\lM + y 

(r(n, p ) 21-KK , 1 ) l lMg+ Jp 

a (n, a) 
JtNa + la 

N^j Anzahl der Kerne A im Target 
dNj&t Trefferanzahl je Zeit 
a Wirkungsquerschnitt 
^ FrojektilfluBdichte 
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Ubersicht T-7. Mogliche Fusionsreaktionen. 

Deuterium-Zyklus 

{p + } p ^ fD + e ^ + v , 

?D + 1P ^ !He + y 
^He + p e ^ ^He + 2 }p 

(langsam) 

(rasch) 

(rasch) 

Bruttoreaktion 4;p -> 2^6 + 2e^ + 2Vg 
Kohlenstoff-Zyklus 

^JC + Jp - ^̂ ,N -. '\C + 

'\C + \p -> ^̂ ,N + y 

^1^N+ Jp ^ ^ |0 ^ '̂7N + 

e^ +v^ 

e"" + V, 

+ A£ 

i5N + ip _, î C + lH 

Bruttoreaktion 4 Jp -• ^He + 2e^+2v^ + A£' 

JD + ?T -̂  ^He + Jn + 17,61 MeV 
^D + ?D ^ ^He + Jn + 3,27 MeV 
\T> + \T> -^ IT + IP + 4,03 MeV 
?D + p e -̂  ^He + Jp + 18,35 MeV 
1P +^'58 ^ 3^He + 8,7 MeV. 10^ 10^ K 

Temperatur T 

Bild T-7. Temperatur undEinschlufiparameter einiger 
Kernfusionsprojekte. 

T.5 Kernfusion T.6 Elementarteilchen 

Fusionsreaktionen, bei denen eine Kernver-
schmelzung stattfindet, konnen zu einem Ener-
giegewinn fiihren (z. B. Fusion von Wasser-
stoff zu Helium, wie es in der Sonne stattfin­
det). In Ubersicht T-7 sind der Deuterium-
mid der Kohlenstoff-Stickstoff-Zyklus mit den 
Reaktionsgleichungen zusammengestellt, fer-
ner die Fusionsreaktionen, die fur die techni-
sche Nutzung in Frage kommen konnten, und 
die Abhangigkeit des Wirkungsquerschnitts 
von der Deuteronenenergie. 

Die Fusion ist nur moglich, wenn zwei Vor-
aussetzungen gegeben sind: 

1. Temperatur T> 10^ K. 
2. Einschlufiparameter (Anzahl der Teilchen je 

Kubikzentimeter, multipliziert mit der Ein-
schluBzeit 0 von etwa lO^ '̂̂ s/cm .̂ 

Bild T-7 zeigt die derzeitigen Versuche zur 
Fusion. 

T.6.1 Fundamentale Wechselwirkungen 

Es gibt vier fundamentale Wechselwirkungen, 
die durch bestimmte Austauschteilchen be-
schrieben werden (Tabelle T-13): 

1. die Krafte zwischen den materiellen Kor-
pern, denen das Graviton zugeordnet ist, 

2. die Krafte zwischen Ladungen, die vom 
Photon vermittelt werden, 

3. Starke Kernkraft, welche die Kernteile zu-
sammenhalt, deren Teilchen die Hadronen 
sind, 

4. die schwache Kernkraft, die fur die Radio-
aktivitat zustandig ist mit den intermedia-
ren Vektorbosonen (Weakonen) als Aus­
tauschteilchen. 

T.6.2 Erhaltungssatze 

In Tabelle T-14 sind die fur die Elementarteil­
chen wichtigen Erhaltungssatze zusammenge­
stellt. 
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Tabelle T-13. Vier fundamentale Wechselwirkungen. 

Reichweite 

Beispiel 

Starke (relative) 

betroffene 
Teilchen 

Feynman-
Diagramm 
t 

X 

Austauschteilchen 

Masse 

Erhaltung 

Ladung Q 

Baryonenzahl B 

Leptonenzahl L 

Spin / 

Seltsamkeit S 

Is ospin / 

h 

Gravitation 

00 

Krafte zwischen 
Himmelskorpern 

lo-'̂ ^ 

alle 

v ^ ^ 
^ p p \ 

Graviton 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

-

-

-

elektromagnetische 
Wechselwirkung 

00 

Krafte zwischen 
Ladungen, z. B. 
Atom 

10-2 

geladene 
Teilchen 

^e" e-

Photon 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

-

+ 

Starke 
Wechselwirkung 

10-^^mbis lO'^^m 

Zusammenhalt 
der Atomkerne 

1 

Hadronen 

< p n^ 

Hadronen 
Gluon 

7 t ^ , 7 1 " , 71^ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

schwache 
Wechselwirkung 

<^10-^^m 

Betazerfall 
der Atomkerne 

lQ-14 

Hadronen 
und Leptonen 

Ve / 
\ W" X 

4-

Intermediare 
Vektorbosonen 

m^ = 82 GeV/c^ 
mz = 93 GeV/c^ 

w^w-, ẑ  

+ 

+ 

+ 

+ 

-

-

-

T.6.3 Einteilung 

Bild T-8 zeigt die Einteilung der Elementar­
teilchen. Zu jedem Teilchen existiert ein Anti-
teilchen mit entgegengesetzter Ladung und 
entgegengesetzten Werten aller ladungsartigen 
Quantenzahlen (z. B. B, S, C, I3). Wenn beide 
zusammentreffen, dann losen sie sich auf, und 
es entsteht Strahlung. 

Die kleinsten Elementarteilchen sind die 
Quarks. Sie haben sechs Unterscheidungs-
merkmale (up, down, charm, strange, top, 
bottom). Jede dieser Varianten kommt in drei 
Farben vor (dies sind keine sichtbaren Farben, 
sondern nur Bezeichnungen). So besteht bei-
spielsweise ein Proton oder ein Neutron aus 
drei Quarks, eines von jeder Farbe (weitere 
Quantenzahlen sind in Tabelle T-15 zu fmden). 
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Tabelle T-14. Erhaltungssdtze bei Elementarteilchen. 

Erhaltungssatz 

Elektrische Ladung Q 

Leptonenzahl L 

Baryonenzahl B 

Seltsamkeit .S 

Charme C, 
Bottom B* 

Isospin / 

Spin J, Paritat P 

Beschreibung 

Die elektrische Ladung eines 
abgeschlossenen Systems bleibt erhalten. 

Insgesamt gibt es sechs Leptonen 
(Tabelle T-13) mit dem Spin 1/2 und 
einer elektromagnetisch schwachen 
Wechselwirkung. 
Die Leptonenzahl L bleibt bei einer 
Reaktion erhalten. 

Baryonen (Spin 1/2) zerfallen in ein 
Proton. Die Baryonenzahl bleibt 
erhalten. 

Fiir Reaktionen mit starker und 
elektromagnetischer Wechselwirkung 
bleibt sie erhalten. 

Bleiben bei elektromagnetischer und 
starker Wechselwirkung erhalten. 

Isospin ist ein Vektor mit drei Kompo-
nenten. Die dritte Komponente ^ 
liefert eine Aussage iiber die Ladung 
(Proton /j = +1/2, Neutron ^ = -1/2). 
Bei der starken Wechselwirkung bleibt 
der Isospin erhalten, bei der elektro-
magnetischen nur die dritte Kompo­
nente I^. 

Der Spin ergibt sich durch Kombination 
der Quarkspins und des Bahndreh-
impulses. Die Wellenfunktion 'F darf 
nur ihr Vorzeichen andern. 

Beispiel 

7r~ -^ H~ +v^ 
Q: - 1 = - 1 + 0 
Das Pion n~ und das Muon fi~ 
miissen dieselbe Ladung haben, da 
Neutrinos v̂  elektrisch neutral sind. 

L: - l = ( - l ) + ( - l ) + ( + l) 

P + P -^P + n -\- n^ 
5: 1 + 1 = 1 + 1 + 0 
{n^: TT -̂Meson) 

'P{-x,-y,-z)= W{x,y,z) 
Paritat P = 1 (gerade) 
•F(-x, -y,-z)= -W{x,y,z) 
Paritat P = — 1 (ungerade) 

Bei den Elementarteilchen unterscheidet man 
zwischen Teilchen mit schwacher Wechselwir­
kung {Leptonen) und solchen mit starker 
Wechselwirkung (Hadronen). Zu den Hadro-
nen zahlen die Baryonen (Spin J halbzahlig) 
und die Mesonen (Spin J ganzzahlig). Die 

Baryonen zerfallen stets in Nukleonen (Proto-
nen oder Neutronen). Baryonen konnen, wie 
bereits in Tabelle 14 bei den Erhaltungssatzen 
aufgestellt, weder erzeugt werden noch ver-
schwinden. Die Mesonen zerfallen in Photo-
nen, Elektronen und Neutrinos. 
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Elementarteilchen 

Hadronen 
L = 0 

Mesonen 
e = o 

Jganzzahlig 

Leptonen 
L=1 

Elektron e* 
e-Neutrino Ve 

Myon 1̂ -
fi-Neutrino v^ 

Tau X 
T-Neutrino Vx 

Masse in 
IVIeV/c2 

0,511 
< 0,00006 

105,66 
< 1,2 

1782 
<250 

Leptonen-
zahl L 

+1 -1 
+1 -1 

+1 -1 
+1 -1 

+1 -1 
+1 -1 

Ladung 
Q[e] 

-1 +1 
0 0 

-1 +1 
0 0 

-1 +1 
0 0 

Antiteilchen 

e+ Positron 
Ve Anti-e-Neutron 

ii^ Myon 
Vn Anti-|i-Neutrino 

T*Tau 
Vx Anti-x-Neutrino 

Baryonen 
e = i 

Jhalbzahlig 

Proton 
Neutron 
Nukleon 

Mes 

q 

Dnen 
q 

Name 

up 

down 

charm 

strange 

top 
(truth) 
bottom 
(beauty) 

q 

u 

d 

c 

s 

t 

b 

J[h] 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

B 

1/3 

1/3 

1/3 

1/3 

1/3 

1/3 

Qua ^ksq 

/ 1: 

1/2 + 

1/2 

0 

0 

0 

0 

Jz 

1/2 

1/2 

0 

0 

0 

0 

S 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

Baryonen 

q q q 

C B* 

0 0 

0 0 

+1 0 

0 0 

0 0 

0 -1 

Q[e] 

+2/3 

-1/3 

+2/3 

-1/3 

+2/3 

-1/3 

q 

u 

d 

c 

s 

t 

6 

Bild T-8. Einteilung der Elementarteilchen. 

Tabelle T-15. Quantenzahlen von Protonen und Neutronen. 

Proton p Neutron n 

Quarkkombination 
Ladung Q 
Baryonenzahl B 
Isospin /g 

u +u +d 
2/3 + 2/3-1/3=+! 
1/3 + 1/3 + 1/3=+! 
1/2+ 1/2-1/2= 1/2 

u +d +d 
2/3-1/3-1/3= 0 
1/3 + 1/3 + 1/3 = 1 
1/2-1/2-1/2=-1/2 
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U.l Relativitat des Bezugssystems 

Die Gesetze der klassischen Mechanik gelten 
in Inertialsystemen, die sich relativ zueinander 
mit konstanter Geschwindigkeit v < c bewe-
gen. Es gibt kein bevorzugtes Bezugssystem 
und keine Moglichkeit, eine Geschwindigkeit 
absolut zu messen. 

In jedem Inertialsystem breitet sich Licht 
unabhangig von der Relativbewegung zwi-
schen Lichtquelle und Beobachter nach 
alien Richtungen mit derselben Geschwin­
digkeit, der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c 
(c = 2,99792458 • 10^ m/s) aus. 

U.2 Lorentz-Transformation 

Weil die Lichtgeschwindigkeit konstant ist, 
miissen die Orts- und Zeitkoordinaten der 
zwei sich relativ zueinander bewegenden 
Systeme S und S' umgerechnet werden 
(Lorentz-Transformation in Ubersicht U-1). 

Ubersicht U-1. Lorentz-Transformation. 

System S' {x\ y', z') bewegt sich mit Geschwindigkeit 
V in x-Richtung relativ zum System S(x,>',z) 
Ls Lichtsekunden 

Lichtlinie x=cf 

4 Ls X 
(S-IO^m) 

Umrechnung der Orts- und Zeitkoordinaten 

System S 

X = y{x' + vt') 

y = y' 
z = z' 

( = v((' + ^ x ' j 

System S' 

x' = y{x — vt) 

y=y 
z' = z 

t' = y[t-^,.). 

reiativistischer Faktor 
1 

y i - {vie? 

c 
t 
t' 
V 

x,y, z 
x',y',z' 
1 

Lichtgeschwindigkeit 
Zeit im System S 
Zeit im System S' 
Relativgeschwindigkeit in A;-Richtung 
zwischen S und S' 
Ortskoordinaten des Systems S 
Ortskoordinaten des Systems S' 
reiativistischer Faktor 



U.3 Relativistische Effekte 

Es treten folgende Effekte auf (Ubersicht 
U-2): 

- Ldngenkontraktion. 
Ein relativ zu einem Beobachter sich bewe-
gender Korper erscheint verkiirzt. 

- Zeitdilatation. 
Die Zeit lauft in einem System, das relativ 
zu einem Beobachter bewegt wird, lang-
samer. 

- Additionstheorem der Geschwindigkeiten. 
Bei Geschwindigkeitsiiberlagerungen darf 
die Lichtgeschwindigkeit nicht liberschrit-
ten werden. 

Ubersicht U-2. Relativistische Effekte. 

Ldngenkontraktion 

l'=-l = J\-{vlcfl. 

Fiir alle Korper, die sich mit einer konstanten 
Geschwindigkeit v relativ zueinander bewegen, 
verkurzen sich die Langen des anderen 
Korpers in dieser Richtung um den Faktor 

Vl - {vIcY. 
Senkrecht zur Bewegungsrichtung liegende 
Strecken erscheinen nicht verkiirzt. 
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Ubersicht U-2 (Fortsetzung) 

M 
Zeitdilatation 

^t' = y^t = - . 
V l - {vjcf 

Bewegen sich zwei Beobachter mit einer konstanten 
Geschwindigkeit v relativ zueinander, dann 
erscheint das Zeitintervall Af' des Systems S' vom 
System S aus betrachtet groBer zu sein und 
umgekehrt. 

relativistische Addition der Geschwindigkeiten 

System S 

C^ 

7 1 + ?".) 

y 1 + ?"'') 

System S' 

y 1 ?"̂ ) 

ni-3". 

c Lichtgeschwindigkeit 
(c = 2,99792458 • 10« m/s) 

« ,̂ My, u^ Geschwindigkeiten im System S 
u'^. My, M̂  Geschwindigkeiten im System S' 
V Relativgeschwindigkeit 
y relativistischer Faktor 

(7 = 1/Vl - {vlcf) 

U.4 Relativistische Dynamik 

In der relativistischen Dynamik nimmt die 
Masse mit steigender Relativgeschwindigkeit 
zu. Dies hat Auswirkungen auf den Impuls 
{p = mv) und die Kraft (F = md), wie 
Ubersicht U-3 zeigt. 
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Ubersicht U-3. Relativistische Dynamik. 

relativistische Massenzunahme 

I 
Massenzunahme mim. 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
vie ^ 

m{v) = 
Vl - {vicf 

yrriQ. 

Ein Korper mit der Ruhemasse IUQ , der sich mit 
der Geschwindigkeit v relativ zu einem 
Inertialsystem bewegt, erfahrt einen relativistischen 
Massenzuwachs. 

relativistische Energie 

E == mc^. 

Ubersicht U-3 (Fortsetzung) 

relativistischer Impuls 

p = m{v)v = 
V l - ivlc)' 

V = y rriQV. 

P--

relativistische Kraft 

'-i. 
fur Relativgeschwindigkeit in x-Richtung 

2T372 = ^ 0 y-^ «x " [1 - {vicffi 

y i - {vicy 
= moya^ 

a^,a^, a^ 
c 

E 
F 
m, WQ 

P 
y 

Beschleunigung in x-, y-, z-Richtung 
Lichtgeschwindigkeit 
(c = 2,99792458 • 10« m/s) 
Energie 
Kraft 
Masse, Ruhemasse 
Impuls 
relativistischer Faktor 

{y = i/Vi - ivlcf) 

U.5 Relativistische Elektrodynamik 

Die Relativitatstheorie macht deutlich, dafi 
ein rein elektrisches Feld durch Wechsel in 
ein bewegtes Koordinatensystem zusdtzlich 
ein magnetisches Feld erhalt und ein rein 
magnetisches Feld ein elektrisches. Das be-
deutet: Elektrische und magnetische Krafte 
sind verschiedene Auspragungen desselben 
physikalischen Phanomens: der elektromagne-
tischen Wechselwirkung. 

Ubersicht U-4 links zeigt ein System S. In ihm 
ist der Draht in Ruhe, die Elektronen fliefien 
mit der Geschwindigkeit u nach rechts (die 
konventionelle Stromrichtung geht nach 
Hnks). Die Ladung Q bewegt sich ebenfalls mit 
der Geschwindigkeit u nach rechts. Der Draht 
ist insgesamt elektrisch neutral. Das Magnet-

feld des Stroms erzeugt eine Lorentz-Kraft, 
welches die Ladung Q vom Draht abstoBt. 

In Ubersicht U-4 rechts bewegt sich das 
System mit der Geschwindigkeit u nach rechts. 
Im System S' ruhen die Ladung Q und die 
Elektronen des Leiters. Die positiven lonen 
laufen dafiir nach links mit der Geschwindig­
keit u' = —u. Das System S' ist aber nicht 
neutral: Wegen der Ldngenkontraktion ist der 
Abstand zwischen den positiven lonen kleiner 
und der Abstand zwischen den Elektronen 
groBer als im System S. Dadurch entsteht eine 
positive Ladungsdichte. Zusatzhch zum Ma-
gnetfeld entsteht so ein radial nach auBen ge-
richtetes elektrisches Feld, das die ruhende 
Ladung Q abstoBt. 
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Ubersicht U-4. Elektrodynamische Krdfte. 

System S 
(Laborsystem) 

System S' 

Geometrie ortsfest 

I u = 0 
/"© © S © ® 

0 0 0 — 0 
/ © ©-7© © © 

© 0 ^ ' © 0 0 

+ Q 

^ 17 = 0 
ortsfest 

i 17 = 0 
+ Q 

Ladungsdichte 
im Leiter P+ = - P -

P = p++p_=0 

elektrisch neutral 

p^=p,.7>p^,p- = y < p _ 

positiv geladen 

Feld und Kraft 
auf Ladung Q 

F=Qu 

^ ' 2Kr 

i F, F= QuxB 
Lorentz-Kraft 

2nr 

2'KEQr 

F'^QE' 
elektrostatische Kraft 

c^2neor 

Kl = yFrr,^ 
1 

A 
B 
c 

E 
^H 
F 
* magn Q 
r 
V 

y 

Querschnittsflache 
magnetische Induktion 
Lichtgeschwindigkeit 
(c = 2,99792458 • 10^ m/s) 
elektrische Feldstarke 
elektrische Kraft 
magnetische Kraft 
Ladung 
Abstand der Ladung Q zur Leitermitte 
Geschwindigkeit 
relativistischer Faktor 

[y = i/xA"- iv/cr] 
Q Ladungsdichte 
fio elektrische Feldkonstante 

[eo = 8,854-10-^^A-s/(V-m)] 
JXQ magnetische Feldkonstante 

[̂ o = 47flO-^V-s/(A-m)] 
Die mit ' bezeichneten GroBen gelten fur das bewegte System. 
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U.6 Doppier-Effekt des Lichtes 

Wenn Sender und Empfanger elektromagneti-
scher Wellen sich relativ zueinander mit der 
Geschwindigkeit v bewegen, ist die Frequenz 
der empfangenen Strahlung verschieden von 
der Senderfrequenz (Ubersicht U-5). 

Wahrend beim Doppier-Effekt der Schallwel-
len (Abschnitt J.2.5) unterschieden werden 
muB, ob sich die Quelle oder der Beobachter 
relativ zum Ubertragungsmedium Luft bewe­
gen, ist beim Doppier-Effekt des Lichtes nur 
die Relativbewegung zwischen Quelle und 
Beobachter relevant (elektromagnetische Wel­
len benotigen kein Ubertragungsmedium). 

Kosmologische Rotverschiebung 

Die Spektren des Lichts, das wir von fernen 
Galaxien empfangen, sind gegeniiber bekann-
ten Spektren irdischer Lichtquellen zu groBe-
ren Wellenlangen hin verschoben. Diese Rot­
verschiebung infolge des Doppler-Effekts 
zeigt, daB sich das Universum ausdehnt. 
HUBBLE fand eine lineare Beziehung zwischen 
der Entfernung r von Galaxien und ihrer 
Fluchtgeschwindigkeit v. 

v = Hr. 

H Hubble-Parameter 
/ / = ( 5 0 . . . 1 0 0 ) k m / ( s - M p c ) 

= (15 . . . 30 )km/ ( s -10^L j ) 
1 pc (Parsec) = 3,0856 • 10'^ km 

= 3,2615 Lj (Lichtjahre) 

Ubersicht U-5. Doppier-Effekt des Lichts. 

longitudinaler Doppier-Effekt 
(Beobachter bewegt sich langs der Lichtstrahlen) 
Beobachter entfernt sich 
von der Quelle 

/ ' = / . -
\ c-¥ V 

Beobachter nahert sich 
der Quelle 

r-

transversaler Doppier-Effekt 
(Beobachter bewegt sich senkrecht zum Lichtstrahl) 
f'=fj\-{vlcf=fly 

c Lichtgeschwindigkeit 
(c = 2,99792458-lO^m/s) 

/ Frequenz im ruhenden System 
/ ' Frequenz im bewegten System 
V Relativgeschwindigkeit 
7 relativistischer Faktor 

[y = 1/yi - {vicf] 



V Festkorperphysik 

V.l Arten der Kristallbindung 

Zwischen Atomen bzw. Molekiilen fester Kor-
per wirken ausschlieBlich elektrostatische 
Krafte der Anziehung und AbstoBung. Dies 
fuhrt zu verschiedenen Bindungsarten (Ta-
belle V-1). 

Tabelle V-1. Bindungsarten. 

Bindungsart 

van der Waals 

kovalent 
(homoopolar) 

lonen 
(heteropolar) 

metallisch 

Kraftwirkungen 

Zwischen zwei isolierten 
Atomen mit permanentem 
oder induziertem Dipol-
moment 

c^—>;^ V̂^ i v 
Elektronenpaarbindung 

-(o)—(o)—(o)—(c)-

-(c)—(c)—(c)—(oy 
zwischen zwei verschieden ge-
ladenen lonen 

03 
zwischen festen Atomrumpfen 
und frei bewegHchen Elek-
tronen 

~ 0 ~ 0 " © " © " © ~ © 
© © © © © © 

_ © _ © _ © _© _ © _ © 

Bindungsenergie 
eV/Atom 

E ^ i 

10-2 bis 10"^ 

1 bis 7 

(a » 1,75) 
6 bis 20 

1 bis 5 

Beispiele 

Edelgas-
kristalle, 

Molekul-
kristalle, 
Polymere 

viele organi-
sche Stoffe, 
Elemente der 
Vierergruppe, 
C, Si, InSb 

Salze 
(NaCl, KCl) 
BaF2 

Metalle, 
Legierungen 

Eigenschaften 

Isolator, leicht kom-
primierbar, niedriger 
Schmelzpunkt, 
durchlassig fiir Licht 
im fernen UV 

Isolator Oder Halb-
leiter, sehr schwer 
verformbar, hoher 
Schmelzpunkt 

Isolator bei niedrigen 
Temper aturen, 
lonenleitung bei 
hohen Temperaturen, 
plastisch verformbar 

elektrischer Leiter, 
guter Warmeleiter, 
plastisch verform­
bar, reflektiert im 
IR, reflektiert Licht 
(durchlassig im UV) 

Q 
Bindungsenergie 
Ladung 

Abstand der Atome 
M adelung-Konstante 
elektrische Feldkonstante [CQ = 8,85412 • 10"^^ A-s/(V-m)] 
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V.2 Kristalline Strukturen 

V.2.1 Kristallsysteme und dichteste 
Kugelpackungen 

In einem Kristall befinden sich die Atome in 
jeder Raumrichtung in gleichmaBigen Abstan-
den an den Kreuzungspunkten eines raum-
lichen Gitters, dessen kleinstes Element die 
Elementarzelle ist. Sie wird beschrieben durch 
die Atomabstdnde entlang den Koordinaten-
achsen (x-Achse: a; y-Achse: b; z-Achse: c) 
und den Winkeln a, P und y zwischen den 
Kristallachsen. Die sieben Kristallsysteme mit 

ihren Varianten ergeben die 14 Bravais-Gitter 
(Tabelle V-2). 

Die Atome liegen besonders dicht beieinan-
der, wenn aufeinanderfolgende Kugelebenen 
die Liicken der Ausgangsebenen besetzen. Es 
gibt drei unterschiedliche Anordnungen dich-
tester Kugelpackungen (Tabelle V-4). 

V.2.2 Richtungen und Ebenen im Kristallgitter 

Kristallrichtungen und Richtungen von Ebe­
nen werden durch Millersche Indizes angege-
ben. Sie sind die reziproken Werte der Achsen-
abschnitte der Kristallrichtungen (Ubersicht 
V-l). 

Tabelle V-2. Bravais-Gitter. 

primitiv flachen-
zentriert 

basis-
zentriert zentriert 

kubisch 
a = b = c 
a = jS = y = 90° 2# iV 

tetragonal 
a = b ^ c 
a = j8 = y = 90° 

A^ V. 

orthorhombisch 
a + ^ + c ATI 

V 
hexagonal 
a = b =^ c 
a = ^ = 90° 
y = 120° 

rhomboedrisch 
a = b = c 
a = j? = y # 90° 

monoklin 
a^b^^c 
a = y = 90° 
i9 + 90° 

triklin 
a =^ b ^ c 
a 4= i? 4= y 4= 90°; 
+ 120° 
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Tabelle VS. Atomare Konstanten einiger 
Metalle mit kubisch-fldchenzentrierter und 
kubisch-raumzentrierter Struktur. 

]cubisch-
raum-
zentriert 

Cs 
K 
Ba 
Na 
Zr 
Li 
W 
Fe 

kubisch-
flachen-
zentriert 

Ce 
Pb 
Ag 
Au 
Al 
Pt 
Cu 
Ni 

Dichte Q 
g/cm^ 

1,9 
0,86 
3,5 
0,97 
6,5 
0,53 

19,3 
7,87 

Dichte Q 
g/cm^ 

6,9 
11,34 
10,49 
19,32 
2,7 

21,45 
8,96 
8,90 

Gitter-
konstante a 
10-^°m 

6,08 
5,33 
5,01 
4,28 
3,61 
3,50 
3,16 
2,86 

Gitter-
konstante a 
10-^^m 

5,16 
4,94 
4,08 
4,07 
4,04 
3,92 
3,61 
3,52 

Abstand 
zweier 
nachster 
Nachbarn 
10-^^m 

5,24 
4,62 
4,43 
3,71 
3,16 
3,03 
2,73 
2,48 

Abstand 
zweier 
nachster 
Nachbarn 
10-^^m 

3,64 
3,49 
2,88 
2,88 
2,86 
2,77 
2,55 
2,49 

Tabelle V-4. Gittertypen dichtester Kugelpak-
kungen. 

Eigen-
schaften 

Elementar-
zelle 

Kugel-
modell 

Packungs-
dichte 

Atom-
anzahl 
je Zelle 

Koordina-
tionszahl 

dichtest 
gepackte 
Richtung 

Gittertypen 

kubisch-
flachen-
zentriert 

74% 

12 

Flachen-
diagonale 

hexagonal 
dichteste 
Kugel-
packung 

74% 

12 

Sechseck-
seite 

kubisch-
raum-
zentriert 

68% 

Raum-
diagonale 

V.2.3 Gitterfehler 

Der periodisch regelmaBige Kristallaufbau 
kann Fehler aufweisen {Gitterfehler), die zu 
veranderten Materialeigenschaften fiihren. 
Mit absichtlich eingebauten Fehiern konnen 
die Werkstoffeigenschaften gezielt verandert 
werden (Bild V-1). 

Ubersicht V-1, Indizierung der Kristallrichtun-
gen und Kristallebenen (Millersche Indizes). 

Indizierung der Kristallrichtung und Kristallebene 

Z L 

2c\ 

Kristallrichtung 
2b 

B y 
Ebene(213) 
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Ubersicht V-1 (Fortsetzung) 

Beispiele fiir Kristallrichtungen und Kristallebenen 

Ebenen-
Bezeich-
nung 

Ebene 
und 
Richtung 

[100] 

mm 

[010] 

[001] 

I 

y 

[110] 

Ebenen-
Bezeich-
nung 

,_̂  
o 

n 

Ebene 
und 
Richtung 

z[ 

ini 

N^i / 
^ 
• -^ 

y 

/J^nm 

[010] 

'SA-
[111] 

v.3 Makromolekulare Festkorper 

Makromolekulare Festkorper sind aus sehr 
langen Molekiilen aufgebaut. Sie bestehen 
entweder aus einem Riesenmolekul oder aus 
vielen kleinen Molekiilen, die durch homoopo-
lare Elektronenpaarbindung zusammengehal-
ten werden. So entstehen Faden-, Schicht- und 
Raumnetzstrukturen. 

Das Verformungsverhalten kann durch eine 
Kombination des elastischen Verhaltens 
(Federgesetz nach HOOKE) mit einem viskosen 
Verhalten (Dampfungsglied nach NEWTON) 
erklart werden. In der Rheologie wird die Ver-
formung auch durch andere Modelle beschrie-
ben (Tabelle V-6). 

Tabelle V-5. Einteilung der Kunststoffe (Polymerwerkstoffe). 

"̂""""-s,̂ ^̂  Polymer-
^^"-^^^^ werkstoff 

Charak- ^^"^^^^^ 
teristik ^"^^.^ 

Schmelzverhalten 

Quellverhalten 

Loslichkeit 

Struktur 

Umweltfreundlichkeit 

Thermoplaste 

schmelzbar 

quellbar 

loslich 

Molekulknauel, 
unvernetzt, amorph, 
teilkristallin 

wiederverwendbar 
(200°C) 

Elastomere 

nicht schmelzbar 

quellbar 

nicht loslich 

weitmaschig vernetzt, 
amorph, teilkristallin 

nicht wiederverwendbar 

Duromere 

nicht schmelzbar 

nicht quellbar 

nicht loslich 

engmaschig vernetzt 

(pyrohsierbar) 



480 V Festkorperphysik 

Tabelle V-5 (Fortsetzung) 

^^^-v,^^ Polymer-
'̂"̂ ^v.,.̂  werkstoff 

Charak- ^^^^^^^ 
teristik ^̂ ^̂ v̂ ^̂  

Verarbeitung 

Beispiele 

Thermoplaste 

alle Verfahren 

Polyethylen (PE), 
Polyvinylchlorid (PVC), 
Polystyrol (PS), 
Polyamid (Nylon, Perlon), 
Polyester (Trevira), 
Poly aery Initril (Dralon), 
Polycarbonat (Macrolon) 

Elastomere 

alle Verfahren, Form-
gebung vor oder wah-
rend der Vernetzung 
(„Vulkanisieren") 

Buna, Kautschuk, 
Silicon Rubber (SIR), 
Polychloropren (CR), 
Neopren 

Duromere 

Pressen, SpritzgieBen, 
Formgebung wahrend 
der Vernetzung 
(„Hartung") 

Phenolformaldehyd, 
Melaminformaldehyd, 
Harnstofformaldehyd, 
(ungesattigter Polyester) 
(UP), 
Epoxidharz (EP) 

Tabelle V-6. Verformungsmodelle von Kunststoffen. 

Modell 

Erl 

1 

| E O — - £ e l 

1 , 
Q y / O — ^ £v 

^ 
1 Eo — eel 

Mjr?0 £y 

i 

IJ"-" 
? 

Verhalten 

Feder: 

Elastisches Verhalten (Hooke) 

Dampfungsghed: 

Viskoses oder plastisches 
Verhalten (Newton) 

Maxwell-Modell: (Feder und Dampfer in Reihe) 

Elastisch-viskoses 
(plastisches) Verhalten 

Voigt-Kelvin-Modell: (Feder und Dampfer parallel) 

Viskoelastisches Verhalten 
(relaxierendes Verhalten) 

r̂(0 = 4-(l-e-'^0^"(0 ^ + - = - t, = -̂  
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Tabelle V-6 (Fortsetzung) 

Er] 

^ 

eel 

^ ^ r — . 

Burger-Modell: 
£ = 8 (Maxwell) + e (Voigt-Kelvin) 

B ( t ) : 
^0 no K J 

E Elastizitatsmodul 
t Zeit 
u{t) Springfunktion 
e Dehnung 
ê j elastische Dehnung 

£,. Relaxationsdehnung 
G Spannung 
^0 statische Viskositat 
r}^ dynamische Viskositat der Relaxation 
T Relaxationszeit 

V.4 Thermodynamik fester Korper 

V.4.1 Schwingendes Gitter (Phononen) 

Die regelmaBig angeordneten Atome eines 
Kristallgitters fuhren Schwingungen um ihre 
Ruhelagen aus, wenn sie von auBen angeregt 
werden. Diese Gitterschwingungen sind ge-
quantelt; ihre Quanten heiBen Phononen 
(Ubersicht V-2). 

Gitterschwingungen konnen demnach be-
schrieben werden, als ob Teilchen sich mit der 
Schallgeschwindigkeit c^ durch den Kristall 
bewegen, mit anderen Teilchen zusammen-
stoBen und Energie und Impuls austauschen. 
Eine hneare Atomkette zei§t als gekoppeltes 
Schwingungssystem die in Ubersicht V-3 zu-
sammengestellten Abhangigkeiten. 

Wie Ubersicht V-3 deutlich zeigt, ergibt sich 
ein Phononenspektrum, in dem die F r e q u e n z / 

Ubersicht V-2, Transversale Gitterwellen und 
Phononen. 

transversale Gitterwellen 

V- a-* ^~-^n nin — * • 

) 

) 

^Phonon=hf=-hcO 

Pphonon = hjk = t k 

a Gitterkonstante (Atomabstand) 
E Energie 
/ Frequenz 
h Plancksches Wirkungsquantum 

(A = 6,626-10-3* J . s) 
t. Plancksche Konstante (^ = hjln) 
k Wellenzahl 
p Impuls 
k Wellenlange 
a> Kreisfrequenz 

Ubersicht V-3, Gitterwellen einer linearen 
Atomkette, 

lineare Atomkette 
c 

Dispersion 

2c /4c . ka 
ft) = /—(1—cosA:fl)= /—sm—-

I—erste Brillouin-Zone-H 

maximale Wellenzahl k , = •• n/a 
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ijbersicht V-3 (Fortsetzung) 

Gruppen- und Phasengeschwindigkeit 

2w y i -coska 

2 c y/l — cos k a 
'"•̂  ^ V ^ k 
maximale Schallgeschwindigkeit c^ 

,̂  = ^a^ E/m = ^/E/Q 

/max = - ^oElm 

a Gitterkonstante 
c Federkonstante 
Cgr Gruppengeschwindigkeit 
Cpj, Phasengeschwindigkeit 
C3 Schallgeschwindigkeit 
E Elastizitatsmodul 
/ Frequenz 
k Wellenzahl(i t = 2Ti:M) 
m Masse 
Q Dichte 
w Kreisfrequenz 
X Wellenlange 

von der Wellenlange k bzw. von der Wellen-
zahl k abhangt (Dispersion). Alle vorkommen-
den Wellenzahlen liegen innerhalb der ersten 
Brillouin-Zone ( - ^ < A: < 5). 

Sind zwei oder mehr Atome in einer Ele-
mentarzelle, dann ergeben sich je nach 
Schwingungstyp verschiedene Dispersions-
relationen, die in akustische (TA: transversal 
akustisch und LA: longitudinal akustisch) und 
optische Dispersionsrelationen (TO: transver­
sal optisch und LO: longitudinal optisch) ein-
geteilt werden (Bild V-2). 

0 2 4 6 8 lO-IO^m-^ 
Wellenvektor /r in [111] - Richtung 

b) 

Bild V-2. Dispersion von Germanium (a), akustische 
(b) und optische Phononen (c). 

V.4.2 Molare und spezifische Warmekapazitat 

Bin schwingungsfahiges System besitzt eine 
Schwingungsenergie, die sich gleichmaBig auf 
die potentielle und kinetische Energie aufteilt. 
Aufgrund der drei Freiheitsgrade eines Gitter-
bausteins gilt die Dulong-Petitsche Kegel. Die 
tatsachlich gemessenen molaren Warmekapa-
zitaten weichen, vor allem bei tiefen Tempera-
turen, festen Gitterbindungen und leichten 
Atomen, sehr stark von diesem Wert ab. Des-
halb schlug EINSTEIN eine Quantelung der 
Schwingungsenergie vor, und DEBYE ging da-
von aus, daB der Energieinhalt eines festen 
Korpers in den stehenden Wellen der A'^Gitter-
schwingungen gespeichert ist (Ubersicht V-4). 

Tabelle V-7. 
Stoffe. 

Debye-Temperatur T^^ einiger 

Stoff 

Pb 
Na 
Ag 
NaCl 
Cu 

T^ 

88 1 
172 
226 
281 
345 

Stoff 

Mg 
Al 
LiF 
Diamant 

TpinK 

405 
428 
740 

1860 
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Ubersicht V-4. Innere Energie und molare Wdrmekapazitdt der Festkorper nach DULONG-PETIT, 
EINSTEIN und DEBYE. 

Dulong-Petit 

0,2 0,4 0,6 r / ro 1, 

Boltzmann-Verteilung 

^ ^ hf 
Q^T - 1 

Einstein-Temperatur 

T; = hfik 

Debye 

^D 0 e — J 

z = {hf)l{kT) und z^=T^IT 

Debye-Temperatur 

r > TE und r > To! t/ « 3 ATA; r = 3 V i?^ r und C„ = 3 i?„ (Dulong-Petit) 

U=3NhfQ-^ 

. = 3 i ? . ( ^ 
2 ^ 

e"kr 

3 T^ 
U = -n''NkT-. 

5 TD^ 

12 r^ 

C^ molare Warmekapazitat 
/ Frequenz 
/gr Grenzfrequenz 
h Plancksches Wirkungsquantum 

(A = 6,626-10-^^ J-s) 
k Wellenzahl 

N Anzahl der schwingenden Punkte 
R^ molare Gaskonstante 
T Temperatur 
T^ Debye-Temperatur 
7̂  Einstein-Temperatur 
U innere Energie 
V Stoffmenge (Anzahl Mol) 
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Ubersicht V-5. Wdrmeleitung im Isolator und 
im Metall. 

T-,L 

T-k 

V.4.3 Warmeleitfahigkeit 

Zwar breiten sich die Phononen im Festkorper 
mit Schallgeschwindigkeit aus, doch der 
Warmetransport ist bedeutend langsamer. Bei 
den Metallen wird Warme nicht nur durch die 
Phononen, sondern auch durch die freien 
Elektronen iibertragen (Ubersicht V-5). Es 
gilt fiir Metalle, daB gute elektrische Leiter 
auch gute Warmeleiter sind (und umgekehrt). 

k-^ 
AT 
~Kx 

Isolator 

7q = :^«ph^Cs^p 
AT 

^ = 2^ph^cJ^^^ 

^ = ^QcCsK^ 

Metall 

3 m 

Bei konstanter Temperatur ist fur alle Metalle die 
Warmeleitfahigkeit I proportional der elektrischen 
Leitfahigkeit x: 

X = LTK. 

c 
^s 

7q 
k 
L 
P̂h 

m 
n 
"ph 

T 
AT/A^ 
X 
X 
X 

spezifische Warmekapazitat 
Schallgeschwindigkeit der Phononen 
Warmestromdichte 
Boltzmann-Konstante ik = 1,38 • 10"^^ J/K) 
Lorenzsche Zahl (L = 2,45 • 10-« V^/K^) 
mittlere freie Phononenweglange 
Masse 
Dichte der Elektronen 
Dichte der Phononen 
("ph = ^ph/^' ^ph Anzahl der Phononen; 
V Volumen) 
Temperatur 

' Temperaturgefalle in x-Richtung 
Warmeleitfahigkeit 
elektrische Leitfahigkeit 
Relaxationszeit 
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spezifischer elektrischer Widerstand p 

Bild W-i. Spezifischer elektrischer Widerstand (Restivitdt) und Bdndermodell von Festkorpern. Die mit 
Elektronen besetzten Zustdnde sind grau gekennzeichnet. 

Anhand des spezifischen elektrischen Wider-
standes (Resistivitat) Q wird eingeteilt in 
(Bild W-1): 

- Leiter Q < 1 0 ~ ^ n m , 
- Halbleiter 10"^ < ^ < 10"̂  Q • m, 
- Isolatoren ^ > 10"̂  Q • m. 

W.l Energiebander 

Die scharfen Energieniveaus der Elektronen in 
einzelnen Atomen werden durch Wechselwir-
kung mit Nachbarn verbreitert, so da6 in 
Festkorpern die Elektronen Energien inner-
halb mehr oder weniger breiter Bander anneh-
men konnen. 

Elektronen halten sich in Festkorpern 
innerhalb erlaubter Energiebander auf, 
die durch verbotene Zonen voneinander 
getrennt sind. 

FlieBt in einem Festkorper ein elektrischer 
Strom, dann erhoht sich die Energie der Elek­
tronen um die kinetische Energie der Drift-
bewegung. Sie werden dadurch auf hohere 
Energiezustande gehoben. Dies ist nur mog-
Uch, wenn das hochste mit Elektronen besetzte 
Band nicht voU besetzt ist. Dieses Band wird 
als Leitungsband (LB im Bild W-1) bezeichnet. 
Hat das oberste mit Elektronen besetzte 
Band keine freien Energiezustande, dann ist 
der Festkorper ein Isolator bzw. Halbleiter. 
Dieses Band wird als Valenzband (VB im 
Bild W-1) bezeichnet. Anhand der Breite 
E^ (energy gap) der verbotenen Zone (VZ) 
wird in Halbleiter und Isolatoren eingeteilt 
(Bild W-1). 

W.2 MetaUe 

Im Modell d^s freien Elektronengases konnen 
sich die Leitungselektronen innerhalb des 
Kristalls frei bewegen (Tabelle W-1). 
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Tabelle W-l. Model! des freien Elektronen-
gases. 

kinetische Energie 
der Leitungselektronen 

Impuls und Materiewellen-
lange der Elektronen 

Fermi-Energie; hochstes 
mit Elektronen gefiilltes 
Energieniveau 

Wellenzahl des Fermi-
Niveaus 

Fermi-Geschwindigkeit 

Im 2m 

p = hi A = t k 

2m 

kp = Qn^n)"^ 

m 

E kinetische Energie 
£p Fermi-Energie 
ii Plancksche Konstante {ii = /z/2 TI) 
k Wellenzahl (A: = 2 TiM) 
m Elektronenmasse 
n Teilchenzahldichte (n = N/V) 
p Impuls 
/ Wellenlange der Materiewelle 

W.2.1 Energiezustande und Besetzung 

Die moglichen Energiezustande der Elektro­
nen im Leitungsband sind nicht gleichmaBig 
auf der Energieleiter angeordnet, sondern 
werden mit zunehmender Energie immer dich-
ter. Die Zustandsdichte D (E) gibt die Zahl 
der Energiezustande je Energieintervall dE 
und Volumeneinheit an (Ubersicht W-l) . Die 
Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmter 
Energiezustand E besetzt ist, wird durch 
die Fermi'Dirac-Verteilungsfunktion f {E) be-
schrieben (Ubersicht W-l) . 

W.2.2 Elektrische Leitung 

In einem elektrischen Feld werden die Elek­
tronen beschleunigt und zugleich durch StoB-
prozesse im Kristall abgebremst. Bei konstan-
ter Feldstarke folgt das Ohmsche Gesetz (Ta­
belle W-2). 

Ubersicht W-l. Zustandsdichte und Fermi-
Dirac- Verteilungsfunktion. 

Zustandsdichte D{E) 

1 (2mY^ ^,,, 
D{E) = 

2ie 

Dirac-Verteilungsfunktion / ( ^ ) 
1 

e fcr + 1 

Fermi-

f{E)-

fiE) 
1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 _E 

Ep Fermi-Energie 
E Energie im Leitungsband 
D (E) Zustandsdichte (iibliche Einheit eV ~ ^ cm ~ ̂ ) 
li Plancksche Konstante 

{-h = h/2n = 6,5S2\ -IQ-^^eV-s) 
k Boltzmann-Konstante 

(A: = 8,6174-lO-'eV/K) 
m Masse der Elektronen 
T absolute Temperatur 

—<<^x\ 
J 0,9 

j 0,5 

1 °''' 

^ 

- - -

kT=0 

hv^'^^To^^ 
m^ m#^ . 

Tabelle W-2. Ohmsches Gesetz. 

Differentialgleichung der 
Elektronenbeschleunigung 

stationare Driftgeschwin-
digkeit bei konstanter 
Feldstarke 

elektrische Stromdichte 
(Ohmsches Gesetz) 

elektrische Leitfahigkeit 

drd_ _eE_v^ 
dr m X 

= --^iEQ 

K = enfi 

E elektrische Feldstarke 
e Elementarladung 
m Elektronenmasse 
n Elektronenzahldichte 
v^ Driftgeschwindigkeit 
X elektrische Leitfahigkeit 
/I Beweglichkeit 
T Relaxationszeit 
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W.3 Halbleiter 

Halbleiter haben bei tiefen Temperaturen ein 
mit Elektronen gefiilltes Valenzband, welches 
durch eine verbotene Zone (Energieliicke; 
energy gap) vom leeren Leitungsband getrennt 
ist (Bild W-1). Tabelle W-3 zeigt einige halb-
leitende Substanzen; Daten von Ge, Si und 
GaAs sind in Tabelle W-4 enthalten. 

Tabelle W-3. Halbleitende Verbindungen. 

Gruppen des Perioden-
systems zur Kombination 
der Elemente 

IV 
IV-IV 
III-V 
II-VI 

Beispiele 

Si, Ge, Sn (grau) 
SiC 
GaAs, InSb 
ZnTe, CdSe, HgS 

W.3.1 Eigenleitung 

Bei r = 0 K ist die Leitfahigkeit eines Halblei­
ter s null. Mit steigender Temperatur werden 
durch die Gitterschwingungen Bindungen 
zwischen benachbarten Atomen aufgerissen, 
so daB frei bewegliche Elektronen erzeugt wer­
den. Im Bandermodell entspricht dies einer 
Anhebung von Elektronen vom Valenzband 
iiber die Energieliicke ins Leitungsband (Ta­
belle W-5). Die im Valenzband zuriickbleiben-
den Locher verhalten sich wie positive Teil-
chen und tragen wie die Elektronen zum 
elektrischen Strom bei (Tabelle W-6). 

W.3.2 StorsteUenleitung 

Der spezifische Widerstand eines Halbleiters 
andert sich drastisch bei Dotierung mit Fremd-
stoffen. Je nach Dotierstoff beruht die Leitung 

Tabelle W-4. Daten der Halbleiter Ge, Si und GaAs. 
Die Zahlenwerte gelten fur T = 300 K. 

Kristallstruktur 

Gitterkonstante a in 10"^^ m 

linearer Ausdehnungskoeffizient a in 10~^K~^ 

spezifische Warmekapazitat c in kJ/(kg • K) 

Warmeleitfahigkeit A in W/(in • K) 

Schmelzpunkt S, in °C 

Atomdichte N/V in 10^^ cm"^ 

Dichte Q in kg/m^ 

Molmasse M in g/mol 

Bandgap E^ in eV 

intrinsische Tragerdichte n^ in cm"^ 

Effektive Zustandsdichte 
im Leitungsband ÂL in cm~^ 
im Valenzband Ny in cm~^ 

Beweglichkeit fi„ in cm^/(V • s) 
iUpincm^/CV-s) 

relative Dielektrizitatszahl B^ 

Ge 

Diamant 

5,65771 

5,90 

0,31 

64 

937 

4,42 

5326,7 

72,60 

0,660 

2,33 • 10̂ 2 

1,24.10^^ 
5,35-lO^^ 

3900 
1900 

16 

Si 

Diamant 

5,43043 

2,56 

0,70 

145 

1415 

5,0 

2328 

28,09 

1,11 

1,02 • 10̂ *̂  

2,85 • 10^^ 
1,62-10^^ 

1350 
480 

11,8 

GaAs 

Zinkblende 

5,65325 

6,86 

0,35 

46 

1238 

4,42 

5320 

144,63 

1,43 

2,00 • 10^ 

4,55-10^' 
9,32 • 10^^ 

8500 
1 435 

12,9 
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Tabelle W-S. Leitungsmechanismen in Halbleitern. 

Eigenleitung Storstellenleitung 

n-dotiert (Elektronenleitung) p-dotiert (Locherleitung) 

Elemente GruppeIV 
vier Valenzelektronen: 
C, Si, Ge, Sn 

Gruppe V 
fiinf Valenzelektronen: 
N, P, As, Sb (Donatoren) 

Gruppe III 
drei Valenzelektronen: 
B, Al, Ga, In (Akzeptoren) 

Kristall-
gitter •©)• •©• •©)• 

• • • 
•d). o©. .(I). 

• • • 
•©• •%• •©• 

•(Si)' •CSi)» •(Si)« 

• @. ̂ . .(I). 
•CsD* •(si)« •(so* 

•(§])• • © • •(§])• 
• • • 
• • • 

•(§])• •(§)• •(§])• 
• o • 

• • • 
• ( ^ » • @ ) » •(Si)« 

Bander-
Modell 

1 

i — 

• 
1 • 4 

• 
» 4 

1 

LB 

1 

t 
- uT 
^ 1 
| V B 

I 

• • 

neutrale ionisier 
Storstellen 

^B « 

LB 

1̂ 
J 
VB 

LB 

Storstellen 
neutrale ionisierte 

^ 

;VB' 

Tabelle W-6. Gleichungen zur Eigenleitung. Tabelle W-7. Eigenschaften von Dotterstoffen. 

elektrische Leitfahigkeit 

Eigenleitungsdichte 
(intrinsische Ladungs-
tragerdichte) 

Produkt von Elektronen-
und Locherdichte (unab-
hangig von Dotierung) 

Beweglichkeit 

ohmscher Widerstand 
eines Halbleiters 

x = e(niu^+ PH) 

= «jor^'2e~2fcr 

li{T) = fio{T/Tor"' 

£g 

R(T)^RQe2kT 

E^ Energieliicke (band gap) 
e Elementarladung 
k Boltzmann-Konstante 
A^L effektive Zustandsdichte 

des Leitungsbandes 
Ny effektive Zustandsdichte 

des Valenzbandes 
n Elektronendichte 
p Locherdichte 
T absolute Temperatur 
X Leitfahigkeit 
^„ Elektronenbeweglichkeit 
/I Locherbeweglichkeit 

Tabelle W-4 

Bezeichnung 

Anzahl der 
Valenzelektronen 

Majoritaten 

Minoritaten 

Leitungs-
mechanismus 

Platz des Dotierstoffs 
im Periodensystem 

Gruppe III 

Akzeptor 

3 

Locher 

Elektronen 

Locher­
leitung 
p-Typ 

Gruppe V 

Donator 

5 

Elektronen 

Locher 

Elektronen­
leitung 
n-Typ 

entweder auf Elektronen- oder Locherleitung 
(Tabelle W-7). 

UbersichtW-2 zeigt die Abhangigkeit der 
Elektronendichte eines «-Leiters von der Tem­
peratur sowie die drei Bereiche Storstellen-
reserve, Storstellenerschopfung und Eigenlei­
tung. 
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Vbersicht W-2. Dichte der freien Elektronen 
in n-Si in Abhdngigkeit von der Temperatur. 

— Temperatur T 
300 100 50 K 20 10 

0 0,04 0,08 K-̂  0,12 
reziproke Temperatur 1/r 

Vbersicht W-2 (Fortsetzung) 

Storstellenerschopfung 

In der Nahe der Raumtemperatur sind alle 
Storstellen ionisiert. 

Majoritatsdichte 
elektrische 
Leitfahigkeit 

«-Typ 

7i = en^pL^ 

/7-Typ 

rt^, rtj) Akzeptoren- bzw. Donatorendichte 
/i„, jUp Elektronen- bzw. Locherbeweglichkeit 
e Elementarladung 

Eigenleitung 

Bei hohen Temperaturen liegt Eigenleitung vor 
(TabelleW-6). 

Typische Werte des Sperrsattigungsstroms lie-
gen im Bereich von pA bei Si und von |iA bei 
Ge (Tabelle W-8). 

Storstellenreserve 

Tragerdichte hangt exponentiell von der 
Temperatur ab (tiefe Temperaturen). 

n{T) 

p{T) 

k 
ÂT 
Âv 
n 
«A 

P 
T 

= ^ - ^ e - 2 f c r , „.Typ 

= ^^j^ e 2kT, p-Typ 

Akzeptorbindungsenergie 
Donatorbindungsenergie 
Boltzmann-Konstante 
effektive Zustandsdichte im Leitungsband 
effektive Zustandsdichte im Valenzband 
Elektronendichte 
Akzeptorendichte 
Donatorendichte 
Locherdichte 
absolute Temperatur 

W.3.3 pn-Ubergang 

Die meisten Halbleiterbauelemente besitzen 
einen oder mehrere pn-Ubergange. Bild W-2 
zeigt Diagramme fur einen abrupten unsym-
metrischen pn-tJbergang in Silicium. 

W.3.4 Transistor 

Transistoren dienen zum Verstarken von elek-
trischen Signalen und zahlen deshalb zu den 
aktiven Bauelementen (Tabelle W-10). 

Die bipolaren Transistoren werden in der 
Schaltungstechnik eingesetzt. Die Bedeutung 
der Feldeffekttransistoren (FET) fiir diskrete 
und integrierte Schaltungen ist erheblich ge-
wachsen. 

W,3,4J Bipolarer Transistor 

Der am haufigsten vorkommende npn-Tran-
sistor besteht aus drei Elektroden; dem nega-
tiv dotierten Emitter (n), der positiv dotierten 
Basiszone (p) und dem negativ dotierten 
Kollektor (n) (Bild W-4). 

Die bipolaren Transistoren arbeiten folgen-
dermaBen: Der Basisstrom /g (abhangig von 
der Basis-Emitter-Spannung U^^ und der 
Schichttemperatur 7]) bringt Ladungstrager 
in die in Sperrichtung betriebene und deshalb 
isolierende Basis-KoUektor-Diode (Basis-
Kollektor-Ubergang) und macht diese leitfa-
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a) 

b) 

Q 4-10^ 
1/cm3 
2-10^ 

Tabelle W-8. Gleichungen des pn-Ubergangs. 

I 

: 
r 
r "A 
1 

no 

BildW-2. pn-Ubergang. 
a) p- und n-leitendes Silicium in Kontakt, 
b) Storstellenkonzentrationen, 
c) Konzentrationen der beweglichen Ladungstrdger, 
d) Raumladungsdichte, 
e) elektrische Feldstdrke, 
f) Potentialverlauf. 

Bild W-3. Diodenkennlinie nach der Shockley-Glei-
chung. 
a) Koordinatenursprung vergrofiert, 
b) Gleichrichterverhalten bei grofieren Spannungen 

und Stromen. 

Diffusionsspannung 

Breite der Raum-
ladungszone (RLZ) 

Diodenkennlinie 
nach SHOCKLEY 

Temperaturabhangigkeit 
des Sperrsattigungsstroms 

Uj\n-

2£r£0^d «A + «D 

/ ^ / s C e ' c r - l ) 

e 
I 

4 
k 
«A 

T 
U 

F,^ 

Energieliicke 
Elementarladung 
Strom 
Sperrsattigungsstrom 
Boltzmann-Konstante 
Akzeptorenkonzentration im p-Gebiet 
Donatorenkonzentration im n-Gebiet 
intrinsische Tragerdichte 
absolute Temperatur 
Spannung 
Diffusionsspannung 
Temperaturspannung (Uj 
elektrische Feldkonstante 
Permittivitatszahl 

= kTle) 

a) 

-0,06 
1 1 

^ 
E 
o 

10 
pA 

8 

6 

4 

2 

-0,02 
1 1 

" 

L 0,02 
, 

0,06 V 
Spannung U 

b) 
100 
mA 

-^ 80 
E 
2 60 

CO 

40 

20 

-0,6 -0,4 -0,2 

. 

-
-

-

L 0,2 0,4 
J, 
0, 3 V 

Spannung U 
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Aufbau Schema 

Basis B 

X r T 

Emitter E 

Koliektor C 

n - p - n 

i"o 
I'c 

^ /B 

UBE 

n 

P 

n 

Koliektor 
C 

Basis B 

Emitter E 

E 

•Us 

p - n - p 

BildW-4. Aufbau und Schaltung eines bipolaren 
Transistors mit Kollektorwiderstand R^. 
B 
C 
E 
hv 
h 
Ic 
Rr 
U^v 
Us 

Basis 
Koliektor 
Emitter 
Basis-Emitter-Strom 
Basisstrom 
Kollektorstrom 
Kollektorwider stand 
Basis-Emitter-Spannung 
Versorgungsspannung. 

hig. Der Basisstrom 4 erzeugt einen wesent-
lich groBeren Kollektorstrom IQ, der von der 
KoUektor-Emitter-Spannung UCE nur wenig 
abhangt. Dieser Kollektorstrom 4 flieBt iiber 
die Basis zum Emitter. 

Die Arbeitsbereiche eines Transistors werden 
deutlich, wenn man den Kollektorstrom IQ in 
Abhangigkeit von der Kollektorspannung Uc 
aufzeichnet (Bild W-5). 

Die Transistoren werden fur bestimmte An-
wendungen in verschiedenen Grundschaltun-
gen angeboten (Tabelle W-12). 

Koliektor - Emitterspannung UQE 

Bild W-5. Betriebsbereiche eines Transistors. 
1 aktiver Bereich, 
2 ijbersteuerungsbereich, 
3 Versagensbereich, 
4 Durchbruchbereich, 
5 Sperrbereich. 

WJJ.2 Feldeffekt-Transistor (FET) 

Im Unterschied zum bipolaren Transistor sind 
beim FET nur Ladungstrager einer Sorte 
(Elektronen oder Locher) beteiligt. Beim 
Sperrschicht-FET (Bild W-6) liegt an einem 
n-leitenden Bereich eine Gleichspannung, so 
dafi die Elektronen von der Quelle (source) zur 
Senke (drain) fliefien. Die Breite des Kanals 
wird von den beiden oben und unten liegenden 
p-Zonen und der anliegenden sperrenden 
Steuerspannung (Gatespannung ^G) g "̂ 
steuert. Wird die Steuerspannung erhoht, 
dann werden die Raumladungszonen breiter 
und verengen die Strombahn. Den FET kann 
man somit als steuerbaren Widerstand anse-
hen, dessen Wert von der Gate-Source-
Spannung I/QS und von der Drain-Source-
Spannung C/QS bestimmt wird. 

Der Arbeitsbereich eines FET laBt sich nach 
Bild W-7 in vier Bereiche unterteilen: 

- ohmscher Bereich. Bei kleinen Spannungen 
t/j5s und kleinen Drainstromen /D verhalt 
sich der FET wie ein ohmscher Widerstand. 

- Triodenbereich. Die Steigung der Kennlinie 
geht vom ohmschen Bereich in eine flache 
Steigung iiber, die dem kleinen Ausgangs-
leitwert des Abschniirbereichs entspricht. 



Tabelle W-11. Wichtige Kennwerte von Tran-
sistoren. 

Basisstrom 4 
4 = 4 (e^BE/l/TJ _ 1) 

Basis-Emitter in DurchlaBrichtung geschaltet 

^B — ^0 *= 

Temperaturspannung Uj 

Uj = k Tje 

Eingangswiderstand r^^ 

'•BE = Ujllj, 

Gleichstromverstarkung B 

B = /C/ /B 

differentielle Stromverstarkung jS 

i? = d/c/d/B 

Ausgangsleitwert gf̂j 

fifa = d/c/dC/cE 

Spannungsriickwirkung Z) 

Z) = dC/cE/dt/BE 

Rauschleistung PR 

PR = 4 / : r A / 

Rauschspannung U^ 

Rauschzahl F und RauschmaB F* 

B 
D 
F 
F* 
9^ 
A/ 
h 
In 
k 

^R 
^ T 
R 
f^BF 

t^CE 

u^ 
u^ 
p 

Gleichstromverstarkung 
Spannungsruckwirkung 
Rauschzahl 
RauschmaB 
Ausgangsleitwert 
Frequenzbandbreite 
Basisstrom 
Reststrom 
Boltzmann-Konstante 
(A: =1,380658-10"" J/K) 
Rauschleistung 
Rauschleistung im Transistor 
Widerstand 
Basis-Emitter-Spannung 
KoUektor-Emitter-Spannung 
Rauschspannung 
Temperaturspannung 
differentielle Stromverstarkung 

W.3 Halbleiter 

( ; G S = - 2 , 5 V 

495 

c) 

Source 
(Quelle) 

'GS 

(̂ GS = -2,5V 1 ^ 
5 \ - 1 ^ 0 V [ I 

Source 
(Quelle) 

Drain 
(Senke) 

Drain 
(Senke) 

Bild W-6. Aufbau und Arbeitsweise des Sperrschicht-
FET. 
a) Aufbau, 
b) Potentialverlauf entlang dem Kanal, 
c) Querschnitt mit verschieden grofien Raumladungs-

zonen. 

- Abschnurbereich. Hier liegt der meistge-
nutzte Arbeitsbereich. Die Gatespannung 
t/os steuert den Drainstrom I^. 

- Durchbruchbereich. Dieser Bereich muB ver-
mieden werden; denn ein Spannungsdurch-
bruch zwischen Gate und Drain zerstort 
den Transistor. 

Ein besonders wichtiger Transistortyp ist der 
MOSFET (metal oxide semiconductor-FET), 
der Doppelgate-MOSFET und der MOSFET-
Leistungstransistor fiir Schalter (BildW-8). 
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Ubertragungs- Ausgangs-Kennlinienfeld 
kennlinie 

verschiedene 
Gate-
Spannungen 

(ohmscher Bereich) 

-5-4-3-2-1 0 V 
Up UQS ohmscher 

Bereich 
Uosf 

Bild W-7. Kennlinien und Arbeitsbereiche des n-Kanal-Sperrschicht-FET. 

Tube He W-13. Grundschaltungen des FET. 

Grundschaltung 

Verstarkung 

Eingangs-
widerstand 

Anwendungs-
bereich 

Besondere 
Vorteile 

Entsprechende 
Schaltung 
bei bipolaren 
Transistoren 
siehe Tabelle 
W-12 

Sourceschaltung 

( 
1 

Ue\ 

\ 

D 

S 

Us 

Ua 

Spannungsverstarkung > 1 

sehr groB 

Gleichspannung, NF, HF 

gute Spannungsverstarkung 
hoher Eingangswiderstand 
und geringes Rauschen 

Emitterschaltung 

Drainschaltung 

Ue 

3.H * 1 
1 

D 
^s 

s 

1 V 
Ua 

Spannungsverstarkung < 1 

sehr groB, mit der Boot-
strapschaltung extrem groB 

Gleichspannung, NF, HF 

hoher Eingangswiderstand 
und geringes Rauschen 
eigenstabile Schaltung 

Kollektorschaltung 

Gateschaltung 

r—Us 

[1 

Ue, 

S D 

' G Ua 

Spannungsverstarkung > 1 
Stromverstarkung V^ = 1 

klein! 

wenig benutzt, nur bei HF 

sehr geringe Spannungs-
riickwirkung vom Ausgang 
auf den Eingang 

Basisschaltung 
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a) Prinzip Metallgate 
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1 Gate1 Gate 2 

P 

G2 

Ĝ  
5 
'1 

Die MOSFETs eignen sich besonders fur digi-
tale integrierte und hochintegrierte Schaltun-
gen, da sich sehr schnelle Schaltkreise mit ge-
ringem Stromverbrauch auf kleinster Flache 
herstellen lassen. 

Beim MOSFET beeinfluBt die Steuerspan-
nung die Leitfahigkeit einer dunnen Oberfla-
chenschicht im Halbleiterkristall. Der Strom 
kann im Kanal verstarkt werden. Der 
Doppelgate-MOSFET besitzt zwei Gates. Er 
wird als regelbarer Verstarker haufig in Hoch-
frequenzschaltungen eingesetzt. Fiir hohe 
Strome werden die MOSFET-Leistungs-
transistoren eingesetzt. 

W.4 Supraleitung 

Ein Supraleiter besitzt zwei Eigenschaften: 
Unterhalb der Sprungtemperatur TQ fmdet 
eine widerstandslose Leitung statt, und der 
Supraleiter verhalt sich als idealer Diama-
gnet (MeiBner-Ochsenfeld-Effekt: voUige Ver-
drangung des Magnetfeldes aufgrund starker 
Oberflachenstrome; Bild W-9). 

Der supraleitende Zustand wird oberhaib 
einer kritischen magnetischen Flufidichte B^ 
zerstort (BildW-lO). 

Die Supraleitung hangt von drei kritischen 
GroBen ab: der Sprungtemperatur TQ, der 
kritischen magnetischen Induktion BQ und der 

Source 
Kontal<-
tierung 

StromfluB 

Source 
IVIetallisierung 

(Al) ci-i- • 
Silicium-
dioxid 

n- Epitaxie 

n+ Substrat 
Gate 

{Poly-Silicium) 

Bild W-9. Supraleiter. 
a) widerstandsloser Leiter, 
b) idealer Diamagnet. 

Bild W-8. MOSFET (a), Doppelgate-MOSFET (b) 
und MOSFET-Leistungstransistor (c). 
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X B l e i 
\ ^ Bc = Bo[^-{T/Tcf] 

s^ Quecksilber \ 

— ^ a n t a l \ \ 

• \Aluminium\ \ 
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y 
\ 

\ 
0 2 4 6 K 8 

Sprungtemperatur 7"c 

Bild W-10. Abhdngigkeit der kritischen Flufidichte 
von der Sprungtemperatur. 
BQ kritische FlufidichteJiir T= OK 
BQ kritische Flufidichte 
T Temperatur 
TQ kritische Temperatur. 

kritische 
i Stromdichte 

k{T) 

/ ~ Bo2{T) 
Sprungtemperatur 

To 

Bild W-ii. Supraleitender Bereich. 

kritische 
FluBdichte 

Bc2 

Tabelle W-14. Kritische Temperatur TQ und 
kritische Flufidichte BQ supraleitender Ele-
mente und Verbindungen. 

Element r c i n K 5c(4,2K)inT 

Supraleiter erster Art 

Al 
Hg 
In 
Pb 
Sn 
Th 
Tl 

1,19 
4,15 
3,4 
7,2 
3,72 
1,37 
2,39 

0,0091 
0,0412 
0,0293 
0,0803 
0,0309 
0,0162 
0,0171 

Supraleiter zweiter Art 

Nb 
Ta 
V 
Zn 

Verbindung 

9,2 
4,39 
5,3 
0,9 

T c i n K 

5c2 = 0,2T 
5c2 = 0,18T 
5c2 = 0,34T 
5c2 = 0,0053 T 

5 c 2 ( 4 , 2 K ) i n T 

Supraleiter zweiter Art 

BijBa 
BigSr 
MogRe 
NbgAu 
NbSn2 

5,69 
5,62 
9,8 

11 
2,6 

0,074 
0,053 
0,053 

-
0,062 

Supraleiter dritter Art 

MoRe 
NbjAl 
NbjGe 
NbgSn 
NbTi 
NbZr 
PbMogSg 
V3Ga 
VgSi 

12,6 
18 
23 
18 
9,5 

10,8 
15 
14,5 
17 

25 
14 

Hochtemperatur-Sup 

YBa2Cu307.8 
Bi2Sr2CaCu208 
Bi2Sr2Ca2Cu30io 
Tl2Ca2Ba2Cu30, 

raleiter 

135 
92 

110 
125 

1730 bis 1760 
30 bis 60 

100 bis 200 
100 bis 200 
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Supraleiter erster Art 

AMagnetisierung M 

normal-
leitend 

Versetzungen 

BaA 

Supraleiter zweiter Art 

A Magnetisierung M 

0o=7^=2-1O'^^V-s 

FluBquant 

Supraleiter dritter Art 
Hemmung der Wanderung der FluBlinien 
durch Pinning - Zentren 

Hochtemperatur - Supraleiter 

f /\ /® f <o 
4-

C ^ ' fN! 

\\ 

'̂5̂  
^v 

^Ba^ 

)© 
r^^T^'. ^4:;^f-/'^-
h^ 4̂  

^̂  

F̂'̂-̂  
-^~. 

0 

/isX^t^ 

Perowskit - Struktur von 
YBa2Cu307 

O Sauerstoff 

,-, Leerstellen des 
'"̂ ' Sauerstoffs 

• Kupfer 

Bild W-12. Supraleiter erster, zweiter und dritter Art sowie Hochtemperatur-Supraleiter. 
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Stromdichte 7c • Bild W-11 zeigt den Bereich, 
in dem Supraleitung moglich ist. 

Die Supraleiter werden in folgende vier Kate-
gorien eingeteilt (Bild W-12): 

- Supraleiter erster Art 
Der Ubergang von der Normalleitung zur 
Supraleitung erfolgt sprunghaft; sie ist nur 
bei Elementen zu fmden, und ihre kritische 
FluBdichte BQ ist sehr gering. 

- Supraleiter zweiter Art 
Der Ubergang von der normalleitenden zur 
supraleitenden Phase erfolgt allmahlich 
durch Eindringen normalleitender FluB-
schlauche. Die kritische FluBdichte B^ ist 
gering. 

Supraleiter dritter Art 
Bei einem StromfluB durch den Supraleiter 
tritt eine Lorentz-Kraft auf, die die FluB-
schlauche in Bewegung versetzt. Dadurch 
entsteht Reibungswarme, und der supra-
leitende Zustand wird zerstort. Werden Ver-
setzungen eingebracht, so hindern diese die 
FluBschlauche an der Bewegung (Pinnen 
der FluBschlauche). Dadurch konnen die 
Supraleiter hohere Strome leiten. Technisch 
angewendet werden die Legierungen NbTi 
und NbjSn. 
Hochtemperatur-Supraleiter 
Bei Keramiken mit Perowskit-Struktur 
wurden Sprungtemperaturen mit iiber 135 K 
gefunden, so daB bereits mit fliissigem 
Stickstoff die supraleitenden Effekte ausge-
nutzt werden konnen (Tabelle W-14). 
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X.l Halbleiter-Sender 

Ubersicht X-L Wichtige Normen. 

DIN 41 855 Teil 2 

DIN 44 028 
DIN 44 030 
DIN lEC 47 (CO) 800 

DIN lEC 47 (CO) 801 
DIN lEC 47 (CO) 973 
DIN lEC 47 (CO) 980 

DIN lEC 47 (CO) 1040 
DIN lEC 47 (CO) 1080 

DIN lEC 47 (CO) 1082 

DIN lEC 47 (CO) 1083 

DIN lEC 47 (CO) 1087 

DIN lEC 47 (CO) 1088 

DIN lEC 47 (CO) 1090 

DIN lEC 47 (CO) 1154 

DIN lEC 47(00)1156 

DIN lEC 47(00)1157 

DIN lEC 47 (CO) 1158 

DIN lEC 47(00)1164 

DIN lEC 47(00)1165 

DIN lEC 747 Teil 5 

Halbleiterbauelemente und integrierte Schaltungen; 
Optoelektronische Halbleiterbauelemente 
Messung fotoelektronischer Bauelemente 
Messen, Steuern, Regeln; Lichtschranken und Lichttaster 
Halbleiterbauelemente und integrierte Schaltungen; 
Begriffe, Defmitionen, Stromverhaltnis Optokoppler 
Optoelektronik; Optokoppler; Grenzfrequenz 
Halbleiterbauelemente; PIN Fotodioden 
Halbleiterbauelemente; Zusatzliche Begriffe fur optoelektronische 
Halbleiterbauelemente 
Halbleiterbauelemente; Avalanche Fotodiode (APD) 
Optoelektronische Halbleiterbauelemente; MeBverfahren; 
Fotodioden und Fototransistoren 
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fur Strahlungsleistung 
Oder Vorwartsstrom von LEDs, IREDs und Laserdioden 
Optoelektronische Halbleiterbauelemente; Leuchtdioden, 
infrarotemittierende Dioden und Laserdioden 
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir den Schwellenstrom 
von Laserdioden 
Halbleiterbauelemente; Zusatzliche MeBverfahren fiir LED, IRED 
und Laser-Dioden 
Halbleiterbauelemente; Rahmenspezifikation fur optoelektronische 
Bauelemente 
Halbleiterbauelemente; PIN Fotodioden fiir Glasfaseranwendungen; 
Zusatzliche Kennwerte 
Optoelektronische Halbleiterbauelemente; 
Kollektor-Emitter-Sattigungsspannung eines Optokopplers 
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir die Schaltzeiten 
von Optokopplern 
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir den Dunkelstrom 
von Fotodioden und Fototransistoren 
Halbleiterbauelemente; MeBverfahren fiir den Kennwert Ŝ ^ 
von Laser-Dioden, LED, IRED, Lasermodule mit und ohne 
FaseranschluB 
Halbleiterbauelemente; Trackingfehler eines Lasermoduls 
mit FaseranschluB mit und ohne Kiihler 
Halbleiterbauelemente; Einzel-Halbleiterbauelemente und integrierte 
Schaltungen; Optoelektronische Halbleiterbauelemente 
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BildX-i. Rekombinationsprozesse in Halbleitern. 
Strahlende Ubergdnge: a) Band-Band, b) Donator-
Valenzband, c) Leitungsband - Akzeptor, d) Paar-
Ubergang; 
nicht strahlende Ubergdnge: e) uber tiefe Storstellen, 
f) Auger-Effekt. 

X.1.1 Strahlungsemission aus Halbleitern 

Elektromagnetische Strahlung entsteht bei der 
Rekombination eines Elektrons aus dem Lei­
tungsband (AbschnittW) mit einem Loch 
aus dem Valenzband (Bild X-1). In alien Fal­
len der strahlenden Rekombination entspricht 
die Energie E^^ der ausgesandten Photonen 
naherungsweise der Breite E^ der verbotenen 
Zone: 

^ p h ^ ^ L - Ey = E^. (X-1) 

X.1.2 Lumineszenzdiode 

Lumineszenz- oder Leuchtdioden (LED, 
Light Emitting Diode) emittieren Licht, wenn 
ihr pn-Ubergang (Abschnitt W.3.3) in FluB-
richtung betrieben wird (Bild X-2). 

Die Farbe des Rekombinationshchts wird 
durch das Halbleitermaterial bestimmt. Von 
besonderem Interesse sind Mischkristalle, die 
durch die Wahl des Mischungsverhaltnisses 
eine freie Einstellung des Energiegaps E^ und 
damit der Photonenenergie innerhalb gewisser 
Grenzen zulassen. TabelleX-1 zeigt die Zu-
sammensetzung gangiger LEDs. 

Bild X-2. Bdnderschema einer in Flufirichtung betrie-
benen Leuchtdiode. 

Tabelle X-1. Daten verschiedener Lumineszenz-
dioden. 

Material: Dotier-
stoff 

GaAs: Si 
GaP:Zn,0 
GaASo 6Po,4 
GaASo.35Po,65'N 
GaAsQ JJPQ 85:N 
GaP:N 
SiC:Al,N 
GaN:Zn 

Farbe 

IR 
rot 
rot 
orange 
gelb 
grun 
blau 
blau 

Wellen-
lange 
A/nm 

930 
690 
650 
630 
590 
570 
470 
440 

FluB-
spannung 
t/p/V 

1,3 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
4 
4,5 

Typische Kennlinien der Strahlungsleistung 
$e bzw. des Lichtstroms ^^ in Abhangigkeit 
vom FluBstrom /p sind im BildX-3 darge-
stellt. 

BildX-4 zeigt LED-Spektren; die Linien-
breite (auf halber Hohe gemessen) Uegt bei 
^X w 40 nm. 

X.1.3 Laserdiode 

Die Laserdiode ist ein hoch dotierter pn-
Ubergang. Bei einer bestimmten FluBspan-
nung (Bild X-5) entsteht im Ubergangsbereich 
zwischen p- und n-Material, der aktiven Zone, 
eine Besetzungsinversion (1. Laserbedingung, 
Abschnitt L.4.2). Die Riickkopplung (2. Laser­
bedingung) der Laserwelle mit dem aktiven 
Medium geschieht beim Fabry-Perot-Laser 
durch Reflexion an den spiegelnden End-
flachen (Spaltflachen) des Kristalls (Bild X-6). 
Beim DFB-Laser (Distributed Feedback Laser) 
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4 8 
D)mW 

B 6 
w 
(D 
CO 4 
O ) 
C 

1 2 
CtJ 

rn n 

- IRED ^ ^ 
- A=955nm ^ ^ 

y ^ 
y ^ 

y^ 
\- y^ 

- X 
/^\ 1 1 1 1 r 1 . 1 1 1 . . 1 

Ei 

50 100 
FluBstrom /p 

mA 150 

.500 

FluBstrom /p 

Biid X-3. Strahlungsleistung und Lichtstrom von 
Leuchtdioden in Abhdngigkeit vom Flufistrom. 

520 560 680 nm 720 600 640 
Wellenlange A 

Bild X-4. Spektren verschiedener Lumineszenzdioden. 

sorgt ein senkrecht zur Langsrichtung einge-
atztes Gitter fur verteilte Riickkopplung. 

Die Kennlinie des Lasers (Bild X-7) zeigt, daB 
erst oberhalb eines Schwellenstroms I^^ der 
Laserbetrieb einsetzt. 

Die Wellenlange der Laserstrahlung hangt wie 
bei der LED von der GroBe des Bandgaps E^ 

p - Gebiet 

I I 
-^///////77? 

j n-Gebiet 

! hf 

^77^^ 

I I 

aktive 
Zone 

Bild X-5. Bdnderschema einer Laserdiode bei Betrieb 
in Flufirichtung, 
Die schraffierten Gebiete sind mit Elektronen besetzt. 

aktive 
Zone 

n - Gebiet 

/ /// 
Bild X-6. Aufbau einer Laserdiode. 

ab. Tabelle X-2 zeigt eine Zusammenstellung 
haufig verwendeter Lasermaterialien. 
Das Spektrum eines Fabry-Perot-Lasers 
(Bild X-8) besteht aus mehreren sehr scharfen 
Linien, den longitudinalen Schwingungsmoden 
des Lasers. Im Laserresonator bauen sich 
stehende Wellen auf (Abschnitt J.2), fur die gilt 

n Brechungsindex des Kristalls, 
L Lange des Resonators, 
m Ordnungszahl, w = 1, 2, 3 . . . , 
X Wellenlange der Strahlung. 

Spezielle Bauformen des Fabry-Perot-Lasers 
und insbesondere der DFB-Laser begiinstigen 
Einmodenlaser (Single-Mode-Laser, Abschn. 
L.4.2). Die Linienbreite der einzelnen Mo-
den ist typischerweise A / J ^ 20 MHz bzw. 
AA ^ 0,11 pm. 
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X.2 Halbleiter-Detektoren 

X.2.1 Strahlungsabsorption in Halbleitern 

Wird ein Halbleiter mit Licht bestrahlt, dann 
geben die Photonen ihre Energie an Valenz-
elektronen ab, die aus ihrer Bindung gerissen 
werden und sich dann frei im Kristall bewegen 
konnen. Im Bandermodell werden Elektronen 
aus dem Valenzband ins Leitungsband hoch-
gehoben. Damit dieser Vorgang ablaufen 
kann, muB folgende Bedingung erfullt sein: 

0 20 40 60 mA 100 
Strom /p 

Bild X-7. Kennlinie eines Halbleiter lasers aus 
InGaAsP{X = 1,3 l̂ m). 

TabelleX-2. Materialien fur Halbleiter-Laser. 5 ^ Photonenenergie, 
E^ Bandabstand, 
X Wellenlange, 
Ag Grenzwellenlange, 
h Plancksche Konstante 

(/i = 6,626-10-^^ J-s) 
c Lichtgeschwindigkeit 

(c = 2,9979-10«m/s). 

Material 

ternare 
Mischkristalle 

quateraare 
Mischkristalle 
KGai_^As^Pi_, 

Bleisalze, z. B. 
Pb.Sn,_Se 

Wellen-
langen-
bereich 
in î m 

0,69 bis 
0,87 

0,92 bis 
1,65 

4 bis 
40 

Anwendungen 

optische Daten-
speicher, optische 
Nachrichtentechnik, 
Materialbearbeitung 

optische Nachrichten­
technik 

UmweltmeBtechnik, 
Absorptions-
messungen im 
mittleren IR 

Fallt elektromagnetische Strahlung mit der 
Strahlungsleistung 4>o auf einen Kristall, dann 
ist die Leistung ^ der Strahlung, die den 
Kristall durchdringt. 

^ (X-4) 

a Absorptionskoeffizient, 
d Kristalldicke. 

\ AA = 3,8 nm 

\ 

11̂  
1290 1295 1300 nm 1305 

Wellenlange A 
BildX-8. Emissionsspektrum eines InGaAsP-Fabry-
Perot-Lasers. 

Bild X-9 zeigt die Absorptionskoeffizienten 
einiger Halbleiter in Abhangigkeit von der 
Wellenlange der Strahlung. 

X.2.2 Fotowiderstand 

Der Fotowiderstand (Light Dependent Re­
sistor, LDR) Oder Fotoleiter ist ein passives 
Bauelement, dessen elektrischer Widerstand 
sich bei Bestrahlung verringert. Der Zusam-
menhang zwischen Widerstand und Beleuch-
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Wellenlange A 
1,5 1 0,7 0,5 jum 

^ 5 3 2 1,2 0,8 0,6 0,45 
r 10 -̂̂  

E i 

1 2 eV 3 
Photonenenergie Eph 

BildX-9. Absorptionskoeffizienten verschiedener Halb-
leiter. 

Bild X-ii. Bander schema einer Fotodiode ohne 
dufiere Spannung. 

Ubersicht X-2. Fotodiode. 

lUUUU 

Q. 

•^1000 
"D 
c 
iS CO 
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} 1 1: 

M 

\ 

j > 

1 '''' '"\[ 1 
i 

10 100 1000 Ix 10000 
Beleuchtungsstarke Ey 

Bild X-10. Zusammenhang zwischen Widerstand und 
Beleuchtungsstarke {Lichtquelle mit Farbtemperatur 
Tp = 2700 K) eines CdS-Fotowiderstands. 

tungsstarke kann naherungsweise durch ein 
Potenzgesetz beschrieben werden (Bild X-10): 

R (X-5) 

R Widerstand, 
E^ Beleuchtungsstarke, 
y Steilheit {y « 1). 

X.2.3 Fotodiode 

Die Fotodiode ist ein aktives Bauelement, das 
bei Bestrahlung eine elektrische Spannung 
{fotovoltaischer Effekt) bzw. einen Fotostrom 

Fotostrom 
(KurzschluB) 

Leerlaufspannung 

Kennlinie 

•f^end) 

^ e ft-) 
/ = 4 ( e ' ' " " - l ) - / p h 

/ph Fotostrom, 
^e absorbierte Strahlungsleistung, 
h Plancksche Konstante, 
/ Lichtfrequenz, 
e Elementarladung, 
r\ {X) Quantenausbeute {r\ < 1), 
C/L Leerlaufspannung, 
k Boltzmann-Konstante, 
T absolute Temperatur, 
4 Sperrsattigungsstrom. 

abgibt. Durch die Absorption eines Photons 
in einem pn-Ubergang (BildX-11) wird ein 
freies Elektron-Loch-Paar erzeugt. Infolge des 
eingebauten elektrischen Feldes {Diffusions-
spannung U^) werden die beiden Ladungstra-
ger getrennt. 

Im Leerlaufbetrieb ist an den Enden die 
Leerlaufspannung abgreifbar. Im KurzschluB-
betrieb flieBt im auBeren Stromkreis in 
Sperrichtung der Fotostrom (KurzschluB-
strom) (Ubersicht X-2, Bild X-12). 

X.2.4 SolarzeUe 

Die SolarzeUe wandelt mit Hilfe eines groB-
flachigen pn-Ubergangs Sonnenenergie in 
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BildX-12. Leerlaufspannung und Kurzschlufistrom 
einer Si-Fotodiode. 
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BildX-13. Strom-Spannungs-Charakteristik einer Si-

/K 

_ / m 

-

_ _ _ _ _ _ \ \ \ A 

W^ 

1 1 i 1 

h r ^ 
> ^ ^ ^4^3^"^ 

t̂ m IUL 

Fp FuUfaktor (Kurvenfaktor), 
/^j Strom bei maximaler Leistung, 
U^ Spannung bei maximaler Leistung, 
P^ maximale Leistung, 
/^ KurzschluBstrom, 
C/L Leerlaufspannung, 
E^ Bestrahlungsstarke, 
A Flache. 

Emitter Basis Kollektor 

I P \) 

Schaltsymbol und Ersatzschaltbild 

(+) 
C 
T(+) 

< /ph 

~ ^ i /c=fi-/ph 

< 

Kennlinien 

10^ 

mA 

^ioiarzeue. 

Ubersicht X-3. Solarzelle 

FuUfaktor 
(typisch70% bis 80%) 

Wirkungsgrad 

I U P 
P m ^m m 

^ 4 u^ k u^ 

2 10° 
CO 

o 
CD 

^ 1 0 - ^ 

10-2 
0 10 20 30 40 V 50 

Kollektor-Emitter-Spannung UQE 

BildX-14. Bipolarer Fototransistor. 

die Leistung P„ = /m^m' ^^^ ^^"^ ^^1^^ ^^t-
nommen wird, den Maximalwert erreicht hat 
(Ubersicht X-3). 

elektrische Energie um. BildX-13 zeigt eine 
Strom-Spannungs-KennUnie. Der Schnitt-
punkt der Widerstandsgeraden / = UjRi^ mit 
der Kennlinie bestimmt den Arbeitspunkt A. 
Der optimale Lastwiderstand liegt vor, wenn 

X.2.5 Fototransistor 

Der Fototransistor (Bild X-14) ist ein Detek-
tor mit innerer Verstarkung. Durch Photonen-
absorption erzeugte freie Elektron-Loch-
Paare werden im elektrischen Feld der 



X.3 Optokoppler 509 

Basis-KoUektor-Diode getrennt. Fiir den Kol-
lektorstrom ergibt sich 

/c = ( 5 + l ) ( / p , + /cB.d)^5/ph; (X-6) 

IQ KoUektorstrom, 
B Stromverstarkungsfaktor in Emitter-

schaltung, 
/pij Fotostrom, 
/cB d Dunkelstrom der Basis-KoUektor-Diode, 

KoUektorstrom. 

Typische Werte fiir die Stromverstarkung lie-
gen bei B = 100 bis 1000. 

X.3 Optokoppler 

Der Optokoppler oder Optoisolator verbindet 
zwei galvanisch voUstandig getrennte Strom-
kreise miteinander. Die Kopplung erfolgt 
durch Infrarotstrahlung, die meist von einer 
GaAs-IRED ausgesandt und von einem Si-
Detektor empfangen wird (Bild X-15). 

Eine der wichtigsten KenngroBen eines Opto-
kopplers ist das Stromubertragungsverhdltnis 
CTR (Current Transfer Ratio, auch Koppel-
faktor genannt) zwischen Ausgangsstrom IQ 
und Eingangsstrom /p (Tabelle X-3): 

CTR = IclI^. (X-7) 

Tabelle X-3. Stromubertragungsverhdltnis und 
Grenzfrequenz verschiedener Optokoppler. 

Empfanger 

Fotodiode 

Diode und 
Transistor 

Foto-
transistor 
Foto-
darlington 

CTR 

0,001 bis 0,008 

0,05 bis 0,4 

0,2 bis 1 

1 bis 10 

u 
5 bis 30 Mhz 

1 bis 9 MHz 

20 bis 500 kHz 

1 bis 30 kHz 

a) Fotodiode 

w^% 

b) Fototransistor 

%-

c) Fotodiode und Transistor 

%' 
-A 

d) Foto-Darlington e) Foto-Thyristor f) Foto-Triac 

Bild X-15. Optokoppler mit verschiedenen Empfdngern. 

g) Foto-Schmitt-Trigger 
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Y.l Digitaltechnik 

Y.l.l Zahlensysteme 

Ubersicht Y-1. Zahlensysteme. 

Aufbau von Zahlensystemen 

z= 
z 

--J.XJ' (ieZ 

+ ... 

;0<X< 

-^X^Y^ 

Y) 

+ x, Y' + ^0 
yO -\-x_ ,Y-^ 

Z 
X 

Y 
i 

Zahl, 
Argument, 
{0<X<Y) 
Basis, 
Stellenwert 

Zahlensysteme 

allgemeine 
Darstellung 

Zahlensysteme: 
Dezimalzahl 

Wert 
1 dezimal 

Dualzahl 
Wert 

dual 1 dezimal 

Oktalzahl 
Wert 

oktal 1 dezimal 

Hexadezimalzahl 
Wert 

hex. 1 dezimal 

Wertigkeit der Argumente Â  

J.3 

10^ 
Wert 

1 1000 

2^ 
Wert 

IOOOD 1 8 

8̂  
Wert 

lOOOo 1 512 

16^ 
Wert 

IOOOH 1 4096 

Y' 

10^ 
Wert 

1 100 

2^ 
Wert 

lOOo 1 4 

82 
Wert 

lOOo 1 64 

16^ 
Wert 

IOOH 1 256 

Y' 

10̂  
Wert 

1 1^ 
2' 

Wert 
lOo 1 2 

8̂  
Wert 

lOo 1 8 

16̂  
Wert 

IOH 1 16 

5.0 

10° 
Wert 

1 1 

20 

Wert 
ID 1 1 

8° 
Wert 

lo 1 1 

16« 
Wert 

| 1 H 1 1 

Summen-
gleichung 

I Xi r ' 

Z Xi 10' 

ZX.T 

EA',8' 

\l.x,w 

fiir alle oben dargestellten Zahlen gilt: Xi = 1 
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Y.1.2 Kodes 

Unter Kodes versteht man die Zuordnung 
zwischen zwei Zeichenvorrdten bzw. die Ab-
bildung zwischen Mengen von Wortern, die 
sich aus diesen Zeichenvorraten bilden lassen. 
Die Kodierungsregeln legen fest, wie diese Zu­
ordnung stattfindet. Nicht redundante Kodes 
nutzen den ganzen Darstellungsbereich des 
Zahlensystems aus; redundante Kodes dagegen 
nicht. Deshalb gibt es bei redundanten Kodes 
Kodeworter, die nicht benutzt sind und zur 
Fehlererkennung dienen. 

Fiir die Dateniibertragung, zum Erstellen 
standardisierter Arbeitsdateien und zur Kopp-
lung digitaler Gerate dient der ASCII-Kode 
(American Standard Code for Information 
Interchange), 

Der Gray-Kode ist ein Zahlenkode, der zur 
Maschinensteuerung eingesetzt wird. Er ist ein 
einschrittiger Kode, da sich beim Ubergang be-
nachbarter Zahlen nur ein Bit andert. Er ver-
meidet den Nachteil der Dualzahlen, daB sich 
beim Ubergang benachbarter Zahlen mehrere 
Bits andern konnen (z. B. andern sich beim 
Ubergang der Dualzahl 111 (Dezimal 7) auf 
1000 (Dezimal 8) insgesamt 4 Bits). 

nicht redundante Kodes 

Zeichenkodes 

> 

-• 

> 

ASCII-Kode 

Fernschreibe-
Kode 

Morse-Kode 

1 . 
Zahlenkodes 

L̂  Gray-Kode 

redundante Kodes 

I 
fehlererkennende 

Kodes 

2-aus-5-Kodes 

gerade/ungerade 
erganzte Kodes 

fehlerkorrigierende 
Kodes 

Hamming-Kode 

Bild Y-L Vbersicht iiber die wichtigsten Kodes. 
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Tabelle Y-1. ASCII-Tabelle (Standard von 0 bis 255; ASCII- Werte bis IF werden in der Kegel als 
Steuerzeichen genutzt). 

N >< 
<D CD 
Q I 

0 00 
1 01 
2 02 
3 03 
4 04 
5 05 
6 06 
7 07 
8 08 
9 09 

10 OA 
11 OB 
12 OC 
13 OD 
14 OE 
15 OF 
16 10 
17 11 
18 12 
19 13 
20 14 
21 15 
22 16 
23 17 
24 18 
25 19 
26 1A 
27 IB 
28 1C 
29 I D 
30 I E 
31 I F 
32 20 
33 21 
34 22 
35 23 
36 24 
37 25 
38 26 
39 27 
40 28 
41 29 
42 2A 

c 
0) 
JC 
o 
CD 

N 

© 

e 
¥ 
• 
4 
• 
• 
D 
o 
B 
d-
9 
J* 
^ 
^ 
• 

-^ 
t 
I I 

H 
§ 

»« 
t 
t 
i 

—*• 

•4— 

I — 

• * - * 

A 

• 

! 
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
( 
) 
* 

N 
CD 

Q 

43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 

X 
CD 

X 

2B 
2C 
2D 
2E 
2F 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
3A 
3B 
3C 
3D 
3E 
3F 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
4A 
48 
4C 
4D 
4E 
4F 
50 
51 
52 
53 
54 
55 

c 
CD 

o 
CD 

N 

+ 

, 
-

/ 
0 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

; 
< 
= 
> 
7 

@ 
A 

B 
C 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

J 
K 

L 

M 

N 

O 

P 

Q 
R 
S 

T 

U 

N 
CD 

Q 

86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
126 
127 

X 
CD 

I 

56 
57 
58 
59 
5A 
5B 
5C 
5D 
5E 
5F 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
6A 
6B 
6C 
6D 
6E 
6F 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
7A 
7B 
7C 
7D 
7E 
7F 

c 
CD 

O 

CD 

N 
V 

W 

X 

Y 

Z 

[ 

\ 
] 

^ 

^ 
a 

b 
c 

d 

e 

f 

g 
h 

i 

J 
k 

1 

m 
n 

o 

P 

q 
r 

s 

t 

u 

V 

w 

X 

y 
z 

{ 
1 

} 

~ 
6 

N 
CD 

Q 

128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 
150 
151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 
170 

X 
CD 

I 

80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
8A 
8B 
8C 
8D 
8E 
8F 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
9A 
9B 
9C 
9D 
9E 
9F 
AO 
A1 
A2 
A3 
A4 
A5 
A6 
A7 
A8 
A9 
AA 

c 
CD 

O 

CD 

N 

c 
ii 

e 

a 
a 

a 

k 
? 
e 

e 

e 

1 

i 

i 

A 
A 
E 

ae 

y t 

6 

o 

6 

u 

u 

y 
o 
u 
0 
£ 

¥ 

Pt 

/ 
a 

i 

6 

u 

n 

N 
a 

0 

6 

f -

—1 

rsi 
O 
Q 

171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 
182 
183 
184 
185 
186 
187 
188 
189 
190 
191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 
198 
199 
200 
201 
202 
203 
204 
205 
206 
207 
208 
209 
210 
211 
212 
213 

X 
CD 

I 

AB 
AC 
AD 
AE 
AF 
BO 
B1 
B2 
B3 
B4 
B5 
B6 
B7 
B8 
B9 
BA 
BB 
BC 
BD 
BE 
BF 
CO 
CI 
C2 
C3 
C4 
C5 
C6 
C7 
C8 
C9 
CA 
CB 
CC 
CD 
CE 
CF 
DO 
D1 
D2 
D3 
D4 
D5 

c 
CD 

O 

CD 

N 
V2 

VA 

i 

« 
» 

i l 
1 

H 
H 
HI 
~w 
=1 

1̂ 
II 

=n 
=ij 

J 

=1 

n 
L 

_ j _ 

- r 

h 
— 
4-
N 
Ih 
\L 

F 
_JL 

n r 

1̂  
== 
J L 

^ 
_1L 

n ^ 
~rr 
IL 

L 

F 

N 
CD 

Q 

214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
230 
231 
232 
233 
234 
235 
236 
237 
238 
239 
240 
241 
242 
243 
244 
245 
246 
247 
248 
249 
250 
251 
252 
253 
254 
255 

c 
CD 
x: 

X .9. 
CD 0 

I N 
D6 r 
D7 + 
D8 4= 
D9 J 
DA r 
DB • 
DC • • 
DD 1 
DE 1 
DF • • 
EO a 
El P 
E2 r 
E3 n 
E4 Z 
E5 a 
E6 \i 
E7 T 
E8 (D 
E9 0 
EA a 
EB 5 
EC 00 
ED ^ 
EE 8 
EF n 
FO = 
F1 ± 
F2 > 
F3 < 
F4 r 
F5 J 
F6 -
F7 ^ 
F8 0 
F9 . 
FA . 
FB V 
FC n 
FD 2 
FE • 
FF 
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Ubersicht Y-2. 
algebra. 

Boolesche Gesetze der Schalt- Ubersicht Y-2 (Fortsetzung) 

Kommutativgesetz 

Das Kommutativgesetz besagt, dafi die Reihenfolge 
der Variablen vertauscht werden kann. Es gilt: 

A-{-B = B^ A 

AB = B'A. 

und 

Assoziativgesetz 

Beim Assoziativgesetz fiihren die beiden moglichen 
Beklammerungen auf dasselbe Ergebnis: 

A + B-\-C--

A B'C-

= {A-^B)-\-C 

= A+iB-{-C) 

= {AB)'C 

= A'{B-C). 

und 

Distributivgesetz 
Das Distributivgesetz ermoglicht das Ausmultipli-
zieren von Klammerausdriicken. Dabei ist auf die 
Rangfolge der Operatoren zu achten. Es gilt: 

A{B-\-C) = AB-\-A'C Oder 

(A-\- B)-(A+C) = A-{- B-C. 

Absorptionsgesetze 

Die Absorptionsgesetze sind das wichtigste Mittel 
bei der Vereinfachung von Gleichungen (siehe Distri­
butivgesetz). Durch sie ist festgeschrieben, unter wel-
chen Bedingungen Variable zu Konstanten werden, 
sich ausloschen oder sich selbst wiedergeben: 

A-\-0 = A 
A + l = \ 
A ' 0 = 0 
A \ =A 
A • A= A 

A +A =A 
A +A = 1 
A • 1 = 0 
A-\-(A'B) =A 

A ' {A-\- B) = A 
A + AB =A + B 

Doppelte Negierung 
Wird eine Variable zweifach negiert, so heben sich die 
Negierungen auf. Somit gilt: 

A =A. 

Dies gilt auch dann, wenn die Variable mehrfach 
negiert ist. Beispielsweise reduziert sich eine drei-
fache Negierung der Variablen A auf eine einfache 
Negierung. 

Y.l.3 Logische Verkniipfungeii 

Mit den beiden binaren Elementarzustanden 
„ r* (wahr) und „0" (nicht wahr) konnen nach 
BOOLE logische Aussagen und logische Funktio-
nen beschrieben werden, wie sie in der digita-
len Schaltungstechnik von Bedeutung sind. 
Die Booleschen Gesetze beschreiben die Ver-
kniipfungen logischer Strukturen und dienen 
zur Entwicklung elektronischer Schaltungen. 

In den Gesetzen von De Morgan wird uber die 
Negation eine Beziehung zwischen ODER-
und UND-Funktion hergestellt. Mit den Ge­
setzen ist man in der Lage, logische Gleichun­
gen mit vielen Negationen zu vereinfachen. 

Ubersicht Y-3. Gesetze von De Morgan. 

Erstes Gesetz von De Morgan 

Negiert man eine ODER-Verkniipfung, so ist dies 
einer UND-Verkniipfung gleich, bei der die einzelnen 
Elemente negiert sind. 

A + B + C + ... = ABC-

Zweites Gesetz von De Morgan 
Negiert man eine UND-Verkniipfung, so ist dies 
einer ODER-Verkniipfung gleich, bei der die einzel­
nen Elemente negiert sind. 

ABC' ... = A + B + C + 
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Y.1.4 Digitate Bauelemente 

Digitale Bauelemente sind Schaltkreise, die gen entwickelt werden. Dazu bedient man sich 
auf der Grundlage der Booleschen Schaltun- sogenannter Logikfamilien. 

Ubersicht Y-4. Logikfamilien und ihre Eigenschaften. 

Logikfamilie 

Eigenschaften 

Schaltzeit 

Flip-Flop-Taktfrequenz 

Leistungsaufnahme 

CMOS 

35 ns 

7 MHz 

10 nW 

TTL 

10 ns 

15 MHz 

10 mW 

LSTTL 

8 ns 

30 MHz 

2mW 

HC(T) 

8 ns 

50 MHz 

25 nW 

STTL 

4 ns 

75 MHz 

20 mW 

FAST 

3 ns 

100 MHz 

4mW 

ECL 

Ins 

500 MHz 

25 mW 

90 
ns 
50 
30 
20 

10 H, 

5-

3 
2 

'CMOS 4000 

• HC/HCT 

• AC/ACT 

ri 

100KHECL 
FAST / 

• AS STTL / 
• • / 

lOKHECL-^^ / 

AC/ACT 
AS 
CMOS 
ECL 
FAST 
HC(MOS) 
HCT 
LSTTL 
MOS 
STTL 
TTL 

Advanced HC/HCT 
Advanced STTL 
Complementary MOS 
Emitter-Coupled-Logic 
Fairchild-Advanced-Schottky-TTL 
High-Speed-CMOS 
TTL kompatible HC-Bausteine 
Low-Power-Schottky-TTL 
Metal-Oxide-Semiconductor 
Schottky-TTL 
Transistor-Transistor-Logik. 

0,001 0,1 1 2 3 5 mW 20 

durchschnittliche Leistungsaufnahme 
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Y.1.5 Schaltzeichen 

Tabelle Y-2. Schaltzeichen der Gatterfunktionen. 

Funktion 

Inverter 

AND 

NAND 

OR 

NOR 

EXOR 

3-fach 
AND 

3-fach 
U K 

Schaltzeichen 

DIN/IEC 

A 1 1 |o Y 

A p ~ l 
B & Y 

B=Ci>-^ 

A 

B 
>1 Y 

JZQ—V 

A 1 
B = Y 

A 1 1 
B 

c—1 
& Y 

A 
B 
c — 

>1 Y 

amerikanisch 

A r > o Y 

A 1 \ 
B r-' 

A 
B r>̂  

2=0^ 

B'^I>-

: ^ : > ^ 

A 
B 
c — C>^ 

i^>' 

logische 
Verkniipfung 

Y=A,A = Y 

Y=AB 

Y=T^ 

Y=A-{-B 

Y = TTB 

Y^A^B 

Y = ABC 

Y=A +B-\-C 

Wahrheitstabelle 

A 

0 
1 

Y 

1 
0 

A B 

0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

A B 

0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

A B 

0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

A B 

0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

A B 

0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

Y 

0 
0 
0 
1 

y 

1 
1 
1 
0 

Y 

0 
1 
1 
1 

Y 

1 
0 
0 
0 

Y 

0 
1 
1 
0 

ABC 

0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

ABC 

0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

Y 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 

Y 

0 
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Y.1.6 Speicherbauelemente 

Fluchtige Speicherbauelemente verlieren ihren schaltet wird, nicht fluchtige behalten dagegen 
Inhalt, wenn die Versorgungsspannung abge- den gespeicherten Inhalt. 

Zuordnung Speicher-
familie 

Technologie 

L. 

fluchtige Speicher 

RAM 

Stat. RAM 

dyn. RAM 

nicht fluchtige Speicher 

ROM 

I i 

Mask ROM 

PROM 

EPROM 

H EEPROM 

-n 1 

Sonderformen 
1 
1 
1 
r'" 
1 

1 

NV-RAM 

Dual-
Port-RAM 1 

hybride 
Speicher 

L L 

Bild Y-2. Speicherfamilien. 

I I— bipolar 

r-

bipolar — 

t: 
I 

TTL 

ECL 

CMOS 

CMOS 

NMOS 

NMOS 

TTL 

ECL 

NMOS 

NMOS 

CMOS 

NMOS 

CMOS 

'~] 
j RAM Random Access Memory 
j ROM Read Only Memory 
j PROM Programmable Read Only 
' Memory 
I EPROM Erasable Programmable 
j Read Only Memory 
I EEPROM Electrical Erasable Program-
, mable Read Only Memory 
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Y.1.7 Mikroprozessoren 

Als MaB fur die Beurteilung von Rechen-
leistungen dienen die Anzahl der pro Sekunde 
bearbeitbaren Maschinenbefehle in MIPS 

(Million Instructions Per Second) oder die 
Anzahl der Gleitkommaoperationen in FLOPS 
(Floatingpoint Operations Per Second). 

Ubersicht Y-5. Prozefirechner-Bausteine und Begriffe. 

r~ 1 

1 
1 
1 
1 ^ 
1 I 

II -
ll ^ 
1 o 
1^ 
| 0 
1 
1 
1 
1 
t _ 

r • 
1 
1 
1 
L _ 

1 <o 

-

Single-Chip 
Mikro­
prozessoren 

Mikro­
prozessoren 

~l 

jSBit 

Transputer 

jSBit 

16 Bit 

32 Bit 

16 Bit 

Y^ 

32 Bit Y^ 

RISC n 
1 

1 
1 

Zunahme der RecF 

32 Bit 

lenleisti 

[••••IW*' 

jng 

1 ^ 
'̂ r 

Peripherie-
Prozessoren 

"~i 

1 1 O 
CO 

1 . - I 

A l/0-Prozessor 

J Numeric-
1 Prozessor 

8 Bit 1 

80 Bit 1 

GroBen fiir die Rechnerlei stung 

1 MIPS = 1 Million Befehle in der Sekunde 
1 GIFS = 1000 MIPS 
1 kFLOPS = 1000 FLOPS 
1 MegaFLOPS (MFLOPS) = 1 000000 FLOPS 
1 GigaFLOPS (GFLOPS) = 1000 MegaFLOPS 

Begriffe 

ALU 
CPU 
DMA 
MIMD 
SIMD 
I/O 

Arithmetik Logic Unit 
Central Processing Unit 
Direct Memory Access 
Multiple Instruction Multiple Data 
Single Instruction Multiple Data 
Input/Output. 

Zur Optimierung der Rechenleistungen wer-
den Transputer eingesetzt, Diese lassen sich 

nach bestimmten Vemetzungs-Topologien ver-
netzen (Bild Y-4). 
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Transputer-
Pipeline 

Transputer 
Ring 

Transputer-
Gitter (2D) 

Transputer-
Baum 

3D - Cube 4D - Hypercube 

Bild Y-3. Topologien zur Transputer- Vernetzung. 

Tabelle Y-3. 

Speicher 

Standard-
I/O 

Leistungs-
I/O 

System-
bausteine 

Bausteine der Rechner-Peripherie. 

RAM 

ROM 

Sonstige 

parallel 

seriell 

direkt 

entkoppelt 

ProzeB-
unter-
stiitzung 

Benutzer-
Schnitt-
stellen 

dynamische Speicher 

statische Speicher 

bipolare Speicher 

EPROM 

EEPROM 

Mask-ROM 

Mehrtor-Speicher 

Non Volatile RAM 

Centronics 

RS232C, RS422A 

Ethernet, LAN 

parallele I/O-Ports 

Transistorausgangsstufen 

Relais 

Optokoppler 

Numerik-Prozessor 

DMA-Controller 

Interrupt-Controller 

Timer-Bausteine 

Spannungswachter 

Watchdog 

Grafik-Interface 

Keyboard-Controller 

Drucker-Interface 
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Y.l.8 Leitungen digitaler Signale 

Tabelle Y-4. Leitungen fur digitale Signale und ihr Wellenwiderstand. 

Leitung Geometric Wellenwiderstand Z Bemerkungen 

frei verdrah-
tete Leitung 
iiber einer 
Masseflache 
("Wire over 
Ground") 

Leiter 
\ . 

Masse 

gilt fur 
h>d 

Koaxial-
Kabel 60 a '"(f) 

Abschirmung 
Isolation Innenleiter 

Der Wellenwiderstand 
koaxialer Kabel wird 
meist von den Herstellern 
bereits festgelegt. 

verdrillte 
Leitung 
(Twisted 
Pair-
Leitung) 

> 
^r 120Q, 2D neben den geometrischen 

Bedingungen hangt Z auch 
von der Anzahl Schleifen 
pro cm ab. 

Flachband-
kabel 

Masse 

Signalleitung 

Wechseln sich Masse- und 
Signalleitungen ab, 
existiert ein bestimmter 
Wellenwiderstand. Dieser 
ist von der Geometrie und 
dem Material abhangig. 

Streifenleiter 
(Microstrip-
Leitung) 

V̂  
87 Q / 5,98/2 \ 

Am meisten verwendete 
Technik. Gilt auch fur 
Mehrlagen-Leiterplatten 
(Multi-Layer). 

Epoxidharz 
FR-4oderG-10 

zweiseitig 
geschirmter 
Streifenleiter 
(Strip-Leitung 
Oder Triplate-
Streifenleiter) 

Z = 
60Q, Ab 

X67w7i 0,8 + 

Wird nur in besonderen 
Fallen verwendet, wie 
beispielsweise in der 
HF-Technik. 
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Y.1.9 ASIC 

ASIC (Application Specific Integrated Cir­
cuit) sind kundenspezifische Schaltkreise, die 
den Einsatz individueller Digital- und Analog-
bausteine ermoglichen. Bei Halbkunden-ASIC 
werden Bausteine mit vorgefertigter Struktur 
verwendet, die kundenspezifsch verkniipft wer­
den. Hierzu zahlen die PAL (Programmable 
Array Logic) und die Gate-Array (eine Matrix 
aus sehr vielen UND-Gattern). Bei den 
Kunden-ASIC wird der ganze Chip nach Kun-
denwunsch angefertigt. Bei den Standardzellen 
greift man auf standardisierte Schaltungen 
(Makros) zuriick, wahrend beim Vollkunden-
ASIC alle Funktionen nach Kundenwunsch 
erstellt werden. 

Y.2 Schnittstellen, Bussysteme 
und Netzwerke 

Unter Schnittstellen versteht man die Verbin-
dungsstellen zwischen zwei Systemen, die liber 
Schnittstellenleitungen miteinander verbunden 
sind. Busse sind Verbindungssysteme zwischen 
Teilnehmern. Alle Datenleitungen gehen an 
alle Teilnehmer und werden von alien Teilneh­
mern gemeinsam benutzt. Netze sind ein ge-
koppeltes System, an dem viele einzelne, rdum-
lich getrennte Rechner angeschlossen sind. Die 
Kommunikation erfolgt durch den Austausch 
von Informationen unter Beachtung bestimm-
terRegeln(BildY-4). 
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a) Schnittstelle 

Rechner 

f 
Stecker 

Kabel 

• elektrische 
• funktionale 
• mechanische 
Eigenschaften 

4-

Drucker 

1 
Stecker 

Centronics 
SCSI 
ESDI 
(10m;5Mbyte/s) 

V.24 
TTY 
RS - 422 
(100nn;19kbit/s) 

b)Bus 

Sensor 1 

Sensor 2 

Sensors 

parallel (wenige cm bis 20 m; 1 Mbyte/s bis 20 Mbyte/s): 
VME-Bus 
FAST-BUS ^ Verblndung 
CANAC-Dataway K mehrerer 
ECB-Bus J Gerate _ 
lEC-Bus /^ 

^ ^ 

Steuerung 1 

seriell (2000 m; 100 kbit/s 
bis 1000 kbit/s) 

FELDBUS ^ Verbindung von 

Steuerung 2 

PROFIBUS f prozeBeinheiten im Fabrikbetrieb 
PDV-Bus 

c) Netz Sensor 1 Sensor 2 

Termine 

Material 

Transport 

Logistik-
Rechner 

MeBwert-
Rechner 

Auswerte-
Rechner 

Steue-
rungs-

Rechner 

'Information 
mit 
Protokoll 

Roboter 
1 

Roboter 
2 

Statistik Qualitats-
sicherung 

Bild Y-4. Schnittstelle, Bussystem und Netz, 
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Y.2.1 Schnittstellen 
Schnittstellen 

Bezeichnung 

Verbindung 
in m 

Pegel 
0 

1 

Ubertragungs-
rate in bit/s (max) 

Einsatz 

1 
V.24-V.28 

1,2 

3 V bis 15 V 

-3 V bis-15V 

20 000 

PC-
Peripherie 

1 
TTY 

0 bisoo 

20 mA 

0 mA 

9600 

sichere 
Ubertragung 

serieii 

1 1 
RS-422 

2 

V A < V 8 

V A > V 8 

106 

RS-423 

4 

V A > O V 

V A < O V 

105 

RS-485 

2 

V A < V 8 

V A > V 8 

107 

groBe Entfernungen, 
schnelie Ubertragung 

parallel 

1 

Centronics 

8 

0 V bis 0,8 V 

2 V bis 5 V 

106 

Drucker-
Schnittsteile 

IEEE-488 

8 

5 V 

OV 

2-106 

Laborauto-
matisierung 

Bild Y-5. Ubersicht der Schnittstellen. 

Ubersicht Y-6. Schnittstellen-Belegungen. 

Centronics lEC-Bus nach IEEE-

a) Amphenolstecker 
Typ 57-30360 

b) Belegung 

36-poliger Stecker 

Pin 

1 

32 

36 

15-17,19-30 

Signal 

-STROBE 

DATAl 

DATA 3 

DATA 5 

DATA 8 

-ACK 

BUSY 

PAPER END 

+SELECT 

-AUTO FEED 

-FAULT 

-INIT (PRIME) 

-SELECT IN 

GND 

25-poliger Stecker 
(IBM-PC) 

Pin 

18 25 

Signal 

-STROBE 

DATAO 

DATAl 

DATA 3 

DATA 6 

DATA? 

-ACK 

BUSY 

PAPER END 

-h SELECT 

-AUTO FEED 

-ERROR 

-SELECT IN 

GND 

a) Belegung 

Stift Nr.: 

1 
2 
3 
4 

5 

6 
7 
8 

9 
10 
11 
12 

13 
14 
15 
16 
17 

18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

IEEE-488 

Dl 
D2 
D3 
D4 

EOI 

DAV 
NRFD 
NDAC 

IFC 
SRQ 
ATN 
Abschirmung 

D5 
D6 
D7 
D8 
REN 
Gnd 

Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 

IEC-625 

Dl 
D2 
D3 
D4 

REN 

EOI 
DAV 
NRFD 

NDAC 
IFC 
SRQ 
ATN 

Abschirmung 
D6 
D6 
D7 
D8 
Gnd 

Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
Gnd 
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Ubersicht Y-6 (Fortsetzung) 

Centronics lEC-Bus nach IEEE-488 

c) AnschluBnumerierung 

DATASTROBE 
DATA , 0 

ACKNOWL. l _ 
BUSY 
OV 
CHASSIS GND: 
+5V 

<5ND 

I 1312 11 1 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

25 23 21 19 17 15 
24 22 20 18 16 14 

b) Stacker 

Abschirmung 
AIN 
SRQ 
IFC 
NDAC 
NRFD 
DAV 
EDI 
DI04 
DI03 
DI02 
DI01 

/ 5 \ 

\ £ / 

Abschirmung 13 
AIN 
SRQ 
IFC 
NDAC 
NRFD 
DAV 
EDI 
REN 
DI04 
DI03 
DI02 
DI01 

12 
11 
10 

O 

o 

24 GND 
23 GND 
22 GND 
21 GND 
20 GNd 
19 GND 
18 GND 
17 REN 
16 DI08 
15 DI07 
14 DI06 
13 DI05 

25 GND 
24 GND 
23 GND 
22 GND 
21 GND 
20 GND 
19 GND 
18 GND 
17 DI08 
16 DI07 
15 DI06 
14 DI05 

V.24 

DEE 

X.24 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
8 

15 
17 
20 
21 
22 

-Ground-
TD-

-RD 

DUE 

-RTS-
-CTS-

-DSR-
-DCD-

-TC 
-RC-

-SQ-
-DTR-

Rl-

DEE 

- Betriebserde — 
- DEE-Ruckleiter -
DUE-Ruckleiter-

sender) 
— empfangen -
— steuern — 
— melden — 

-DUESchrittakt-
- DEE Schrittakt -
— Zeichentakt — 

I—- Puls-Rahmentakt 

DUE 

Uber-
tragungs-
leitung 

[l-Schnittstelle 
DEE Datenendeinrichtung, 
DUE Dateniibertragungseinrichtung 
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Y.2.2 Bussysteme 

Uber Busse werden Daten aus unterschied-
lichen Systemen ausgetauscht. 

Bussysteme 

serielle Busse 

Lokale 
Netzwerke 

Komponen-
tenbusse 

ProzeB-
busse 

Ethernet 
Token-Ring 
Token-Bus 
FDDI 
DQDB 
Hyperchannel 
Ultrachannel 

BITBUS 
Feldbus 
Mil-STD-1553 
Inter-IC-Bus 
IEEEP896 
Digital Data 
Bus 

parallele Busse 

Rechnerbusse 

rechner-
abhangig 

DINPDV-Bus 
PROWAY-Bus 
Data-Highway 
MODBUS 

MicroChannel 
PC-Bus 
Q-Bus 

rechner-
unabhangig 

VME-Bus 
STD-Bus 
Multibus 
EURO-Bus 

Peripheriebusse 

EinVAus-
gabebusse 

SCSI 
ESDI 
HP-IB 
SASI 

Instrumen-
tierung 

lEC-Bus 
CAMAC-
Dataway 

BildY-6. Bussysteme. 
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Y.2.3 Netze 

Uber Netze werden unabhdngige Rechner-
systeme miteinander verbunden. 

Um iiber unterschiedliche Rechner digitale 
Daten austauschen zu konnen, sind die Auf-
gaben und die Anforderungen an 7 Schichten 
festgelegt worden. Von Schicht zu Schicht ist 
eine klare Vhergabeschnittstelle vorhanden. 

Die Kommunikation zwischen verschiedenen 
Stationen, die sowohl Sender als auch Emp-
fanger darstellen, findet nach verschiedenen 
Prinzipien statt: Beim Token-Passing-Ver-
fahren gibt es eine Sendeherechtigungsmarke 
(Token), die von Station zu Station weiterge-
reicht wird. Beim Token-Bus liegt eine Bus-
struktur vor. Die einzelnen Stationen sind nur 
logisch verkettet. Beim Token-Ring sind die 
Teilnehmer physikalisch und logisch in einem 
Ring verbunden. Beim Slot ted-Ring-Verfahren 

laufen Nachrichtencontuincr um, die beim Vor-
beikommen an den Stationen mit Nachrichten 
gefiillt und entleert werden konnen. Das 
QPSXjDQDB-Konzept (Queued Packet and 
Synchronous Switch/Distributed Queue Dual 
Bus) benutzt zwei Bussysteme. Auf ihnen wer­
den durch einen Rahmengenerator Pulse er-
zeugt, die fur eine synchrone oder asynchrone 
Ubertragung verantwortlich sind. Die umlau-
fenden Nachrichtencontainer konnen mit 
Nachrichten gefiillt und entleert werden. Beim 
Ausfall eines Teilsystems ubernimmt das an-
dere Bussystem die Funktionen (Sicherheit). 

Zur Automatisierung der Fertigung wurde ein 
MAP-Standard (Manufactoring Automation 
Protocol) entwickelt. Als Sprache dient MMS 
(Manufacturing Message Specification). 

Zur Kommunikation zwischen technischen 
und kaufmannischen Abteilungen dient der 
TOP-Standard (Technical and Office Proto-

Tabelle Y-5. OSI-Modell mit 

O A 

e 
S ^ 
-a o 

<L> 

O 

O 

c 

)-( 

Bezeichnung 

7 
Application layer 
Anwendungsschicht 

6 
Presentation layer 
Darstellungsschicht 

5 
Session layer 
Kommunikations-
steuerungsschicht 

4 
Transport layer 
Transportschicht 

3 
Network layer 
Vermittlungsschicht 

2 
Data Link Layer 
Sicherungsschicht 

1 
Physical Layer 
Bitiibertragungsschicht 

7 Schichten. 

Bedeutung 

Anwenderschnittstelle, 
Informationsverarbeitung 

Anpassung von Datenformaten 

Darstellung der Verbindung 
als virtuelle Einheit 

Umsetzen von Namen in 
Netzwerkadressen, 
Teilnehmerverbindungen 

Wegefindung, 
Endsystemverbindungen 

Zugriffssteuerung, Systemverbindungen, 
Priifsummenbildung, Versenden und 
Empfangen von Datenpaketen 

Erzeugen der elektrischen Signale 

Beispiel 

Chef 

Ubersetzer 

Sekretarin 

Telefonvermittlung 

Nebenstellenanlage, 
Vermittlung 

Telefonanlage, 
Satelliten-Richtfunkstation 

Modem, Akustikkoppler, 
Telefonapparat 
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Netzwerke 

Global Area Networks 
GAN 

weltweit 

Wide Area Networks 
WAN 

Kontinent Land 

Local Area Networks 
LAN 

Gebiet Bereich 

Internet, 
BITNET, 
ARPANET/ 
MILNET, 
NSN, NREN, 
USE net 

EUNET. 
EARN, 
NORD-
UNET, 
NSFNET 

Wahlver-
bindungen 
Teilstrecken-
netze 

leitungs-
vermittelt 

paket-
vermittelt 

Metropolitan 
Area 
Networks 
MAN 
festgeschal-
tete Ver-
bindungen 

Topologie Zugriffs-
verfahren 

DATEX-L DATEY-P 
ISDN 

High-Speed-
LAN-
Verbin-
dungen 

DFN 
BELWU 

kollisions-
frei 

kollisions-
behaftet 

Token-
Passing 
Slotted-
Ring 
DLCN 
DQDB 

CSMA/CD 
CSMA/CA 

uber offentliche Netze 
verbundene LAN 

BildY-7. Netze. 
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Tabelle Y-6. Zugriffsverfahren bei Netzen. 

kollisions-
behaftet 

Sende-
berechtigungs-
marke 

Bezeichnung 

CSMA/CD 
CSMA/CA 

Token-Bus 
Token-Ring 
Slotted-Ring 
FDDI-I 
QPSX/DQDB 

Verfahren 

Mithoren und Senden 
bei freier Leitung 

beide Richtungen 
nur eine Richtung 
Nachrichtencontainer 
Token-Ring mit Glasfaser 
Doppelbus 

Nor men 

ISO 8802/3 

ISO 8802/4 
ISO 8802/5 
ISO 8802/7 
ANSI x3T9 
ISO 880216 

Ubertragungs-
geschwindigkeit 
Mbit/s 

1 bis 10 
10 bis 400 

1, 4 und 16 
10,43 
100 
150 

CSMA/CD Carrier Sense Multiple Access with Collision Detection, 
CSMA/CA Carrier Sense Multiple Access with Collision Avoidance, 
FDDI Fiber Distributed Data Interface, 
QPSX/DQDB Queued Packet and Synchronous Switch/Distributed Queue Dual Bus. 

Ubersicht Y-7. MAP- und MMS-Dienste. 

CIM, MAP und MMS 

CIM 

Fabrik-Datenbank Anzeige und Kontrolle 
Qualitatssicherung 
Flexible Fertigung 
Roboterverwaltung 
ProzeBfuhrung 

I— Lager, Logistik und Verteilung 

MMS 

Objektorientierte Sprache 
(ISO IS 9506-1988) 

Standards fur CNS, Roboter 

MMS-Dienste fur eine Fertigungszelle 

Fertigungsleitstand 

MMS-Dienste 

• „Werkstuck aufspannen" 
• „Bearbeitungsprogramm laden" 
• „Bearbeitungsprogramm starten" 
• „Werkstuck abspannen" [ 

t • Produktionsinformationen 
• Maschineninformationen 
• Status- und Fehlermeldung 
• „Werkstuck bearbeitet" 

MAP-Netz 

MMS 

Bearbeitungs-
zentrum 

M 

Roboter 

MS 

Bildiiber-
wachung 

MMS 

Teilelager 
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a) Koppel-Bauteile 

Bezeichnung Anwendung Prinzip Bemerkung 

Repeater gleiche Netze 

Abschnitt 1 
I L 

k -500 m - ^ k - 5 0 0 m - ^ 

Abschnitt 2 
H Arbeitet in Schicht 1 

des OSI-Modelis 

Abschnitt 1 

Bridge 

Netze mit 
kompatiblen 
Leitungs-
protokollen 

Adresse 129.0.0.1 

I 
Abschnitt 2 

Adresse 129.0.0.1 

Arbeitet in Schicht 2 
des OSI-Modells 
(Schicht 1 und 2 
konnen verschie-
den sein) 

Netzwerk 1 

Router Rt 
unter-
schiediiche 
Netze 

Adresse 129.0.0.1 

Adresse 129.0.0.2 
Netzwerk 1 

Arbeitenin Schicht 3 
des OSI-IVlodells 
(Schicht 1 und 2 
konnen unter-
schiedlich, 
Schicht 4 muB 
gieich sein) 

Gateway 
heterogene 
Netze 

z.B. DECnet 

rr 
G V 

z.B. > C.25 Netz 

Anwendungsumsetzung 

Transport-
umsetzung 

Netz- 3 
umsetzung ^ 

4 
3 
2 
1 

7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

Arbeiten in 
Schicht? 
des OSI-Modells 
(offene Kom-
munikation fur 
die Schichten) 

b) Beispiel 

CNC Roboter 

Token Bus 

Steue-
rung 

offentliches Netz 

FDDI-Ring 

Zentraler 
Server 

Rt 

CSMA/CD-Bus 

SNA-LAN 

Fabrik 1 

Rechner Bildschirm 

Feldbus 

Lager Sensor 1 Sensor 2 Sensor 3 

Bild Y-8. Koppelbauteile fur Netze. 
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col). Beide Kommunikations-Standards bauen 
auf dem 7-Schichten-OSI-Modell auf. 

Werden unterschiedliche Netzwerke zusam-
mengestellt, dann miissen fiir eine sichere 
Kommunikation Koppelbausteine eingesetzt 
werden. 

Y.3 Programmstrukturen 

Programmablaufe konnen, unabhangig von 
der gewahlten Programmiersprache, grafisch 
durch Programmablaufpldne (DIN 66001) 
Oder Struktogramme nach NASSI/SHNEIDER-
MAN (DIN 66 261) entworfen werden. Die Pro­
grammstrukturen Folge, Auswahl und Wieder-
holung sind in entsprechenden Symbolen dar-
gestellt. 
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Y.4 Datenstrukturen 

Die Daten werden in Programmen verarbeitet. 
Eine Datei besteht aus einer Anzahl von 
Datensdtzen. Diese bestehen aus einzelnen 
Datenfeldern, in denen bestimmte Informatio-
nen abgelegt sind. AUe Dateien zusammen 
sind die Datenbasis und konnen in einer 
Datenbank verwaltet werden. 

Wahrend des Programmlaufs andern sich die 
Daten standig. Datenflufipldne zeigen die 

Bearbeitungsvorgdnge (z. B. Sortieren), die 
Datentrdger, die zur Ausfuhrung der Bear-
beitungsvorgange benutzt werden, und die 
Stationen und Wege, iiber die die Daten das 
Programm durchlaufen. 

Daten konnen sich je nach Verlauf des Pro­
grammes verschieden verhalten {dynamische 
Daten) und werden dann unterschiedlich 
organisiert. 

Tabelle Y-8. 

Sinnbild 

\ 

V 

A 

X 
O 

Sinnbilder fur Datenflufiplan (DIN 66001). 

Bennenung 

FluBl 

FluBlinie 
{flow line) 

Transport der Datentrager 

Dateniibertragung 
{communication line) 

Bearbeitun 

Bearbeiten, Operationen, 
allgemein {process) 

Eingabe von Hand 
{manual input) 

Mischen {merge) 

Trennen {extract) 

Mischen mit gleichzeitigem 
Trennen {collate) 

Sortieren {sort) 

Erlauterungen zur Anwendung 

inien 

Am Ende der FluBlinie muB immer ein Pfeil sein. 
Vorzugsrichtungen: von oben nach unten, 
von links nach rechts. 

Zur besonderen Kennzeichnung eines Transportes 
der Datentrager unter Angabe des Absenders oder 
Empfangers. 

Haufig verwendet bei Dateniibertragung 
(z. B. uber Telex, Fax oder Telefon). 

gsvorgange 

Alle Bearbeitungsvorgange sind mit diesem 
Sinnbild darzustellen, vor allem aber seiche, die 
nicht weiter klassifiziert werden. 

Darstellung der Dateneingabe von Hand 
(z. B. von Steuer-, Kontroll- oder Korrekturdaten 
iiber Tastatur). 
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Tabelle Y-8 (Fortsetzung) 

Sinnbild Benennung Erlauterungen zur Anwendung 

Datentrager 

Z_ / 
cx 
L ^ ^ 
r 
^ ^ 

Q 
( CJ 

<3> 

Datentrager allgemein 
{input! output) 

Datentrager vom Leitwerk 
gesteuert {online storage) 

Schriftstiick {document) 

Lochkarte {punched card) 

Lochstreifen {punched tape) 

Magnetband 
{magnetic tape) 

Plattenspeicher 
{magnetic disk) 

Anzeige {display) 

1 • 

Steht der Datentrager noch nicht rest oder ist er 
nicht durch die folgenden Sinnbilder darstellbar, 
wird dieses Sinnbild verwendet. 

Im Sinnbild ist die Speicherart (z. B. Magnetplatte) 
anzugeben. 

Darunter rallen u. a. maschmenlesbare Vordrucke 
oder Listenausdrucke. 

Es empfiehlt sich, die Kartenart anzugeben 
(z. B. Lagerentnahmekarte). 

Es ist sinnvoll, die Dateinummer mit anzugeben 
oder bei Ausgabeanderungen Sperrfristen 
einzutragen. Zugriffsart: sequentiell 

Daten auf Speicher mit Direktzugriff 

Die Anzeige erfolgt in optischer (z. B. Bildschirm 
oder Plotter) oder akustischer Form (z. B. Summer). 

Daten im Zentralspeicher 
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1 Bit 

1 Byte 
(8Bit) 

Anzahl 
Zeichen 

Anzahl 
Daten-
felder 

1 Speicherzelle 

0 7 1 7 3 

5n 

0 7 1 7 3 I Martina 

5n I 7d 

V 
Record 

Anzalni-
Daten-
satze 

Anzahl 
Dateien 

Zeichen 
(character)" 

Datenfeid 
(field) 

15 

Bild Y-9. Daten, Dateien und Datenstrukturen. 

Datensatz—i 

\ 
(Datensatz-
Ende-
Markierung 
EOR: 
End OF 
Record) 

Datei 
(file) 

Datei 1 

• 

Datei 2 

• 

• 

Datei 3 

• 

• 

• • 

letzte 
Datei 

^(Dateiende-
Markierung: 
EOF: 
End OF File) 

Datenbank _ 
(data base) 

Datentyp 

— numerisch 

— alpha 

0,1, 2...9 

Umlaut 

a,A...u,U 

'— Sonderzeichen 

I 7 

Datenstruktur 

— Gleiche Zeichen 

• ARRAY 

Verschiedene 
Zeichen 

• RECORD 

Dateityp 

nacheinander 

-sequentiell 

— Schlussel 

- Index 

— verkettet 

direkt 

-Random 

Datenbanktyp 

— netzformig 

hierarchisch 

— relational 

— objektorientiert 

"— verteilt 
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Y.5 Sprachen 

Ubersicht Y-9. Einteilung der Programmiersprachen. 

Programmiersprachen 
I — 

Hohere 
Programmiersprachen 

Maschinennahe Sprachen 
- Maschinensprache 
- Assemblersprache 

Problem- oder 
prozedurorientierte 
Sprachen, die den 
Anwendungs-
problemen angepaBt 
sind 

nichtprozedurale 
Sprachen = 
objektorientierte 
Sprachen 

Mathematische 
Sprachen 
FORTRAN, C 
PL/1, BASIC, 
PASCAL 

Kaufmannische 
Sprachen 
COBOL, PL/1, 
BASIC, APL 

Dialogsprachen 
PASCAL, BASIC, 
ADA, FORTH 

Datenbanksprachen 
SQL 

Steuersprachen 

Sonstige Sprachen 
LIDIA 

Simulation, wenn 
Experimente zu 
schnell, komplex 
oder zu gefahrlich 
sind 

LISP 
SMALLTALK 
LOGO 
PROLOG 

DYNAMO 
FORTRAN 
GPSS 
SIMSCRIPT 
SIMULA 

ADA 
ALGOL 
APL 
APT 
BASIC 

COBOL 
DYNAMO 
EXAPT 

Nach ADA Auguste Byron benannt, FORTH 
ALGOrithmic Language, FORTRAN 
A Programming Language, GPSS 
Automatic Programming for Tools, LIDL4 
Beginners All Purpose Symbolic LISP 
Instruction Code, PASCAL 
C-te (3.) Programmiersprache PL/1 
(nach A und B) PROLOG 
common Business Language, SIMSCRIPT 
DYNAMische PrOgrammierung, SIMULA 
Expanded Applied Programming SQL 
of Tools, 

fiir FOuRTH generation, 
FORmula TRANslation, 
General Purpose Systems Simulator, 
Lernen Im DIAlog, 
List Processing language, 
Nach PASCAL benannt, 
Programming Language 1, 
PROgramming LOGik, 
SIMulation DeSCRIPTion, 
SIMULAtion language, 
Structured Querry Language. 



Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 

Z.l Atom und chemische Bindung 

Z.1.1 Das Periodensystem der Elemente 

Kurz nach 1800 wurde eine naturwissen-
schaftliche Atomtheorie aufgestellt (aus che-
mischen Experimenten abgeleitet), in der for-
muliert wurde: 

Ein Element besteht aus gleichartigen Ato-
men. 

Als man die Atomsorten (Elemente) unterein-
ander verglich, stellte man sowohl groBe Ahn-
lichkeiten als auch starke Unterschiedlichkei-
ten fest. Wenn man eine Anordnung der Ele­
mente nach ihrer Ordnungszahl, also ein ganz 
einfaches Durchnummerieren, vomimmt, so 
stellt man fest, daB sich gewisse Element-
eigenschaften immer nach 8 Elementen wie-
derholen. 

Man weiB heute, daB die sich ahnelnden Ele­
mente in ihrer auBersten Schale dieselbe Elek-
tronenkonfiguration besitzen, so gilt: 

Nr. 9 (Fluor) Is^ 2s2 2p5 
Nr. 17 (Chlor) Is^ 28̂  2p6 Sŝ  
Nr. 10 (Neon) Is^ 28̂  2p6 
Nr. 18 (Argon) Is^ 28̂  2p6 38̂  
Nr. 11 (Natrium) Is^ 28̂  2p^ 3s' 
Nr. 19 (Kalium) 18̂  28̂  2p^ 38̂  

3p̂  

3p* 

3p^ - - 48̂  

Die letzte Schale, erkennbar an der Haupt-
quantenzahl n, zeigt bei den sich ahnelnden 
Elementen dieselbe Elektronenbesetzung. 

Sich ahnelnde Elemente haben dieselbe 
Anzahl von AuBenelektronen (auch sog. 
„Valenzelektronen"). Ihre Elektronenkon-
figuration unterscheidet sich nur in der 
Hauptquantenzahl n. 

Das Periodensystem liefert also folgende 
Basisinformationen: 

- Man erkennt, welche Elemente vergleichba-
re Reaktionen eingehen, well das chemische 
Geschehen eine Art Wechselspiel der Au­
Benelektronen ist. Im Periodensystem ste-
hen diese Elemente untereinander, also z. B. 
Li, Na, K, Rb und Cs. 

- An der Gruppennummer erkennt man die 
Anzahl der zur Verfugung stehenden Valenz-
elektronen. 

Z.1.2 Die BasisgroOe „Stoffmenge" 

Es ist eine Internationale Definition, als Be-
zugsmenge fur chemisches Arbeiten so viele 
Teilchen zu betrachten, wie Atome in 12,00 g 
des Kohlenstoffisotops C(12) enthalten sind 
(Element Nr. 6), Diese Bezugsmenge ergibt 
sich, wenn man die 12 g durch die Masse eines 
einzelnen C-Atoms dividiert; sie wird Mol 
genannt und mit dem Einheitenzeichen mol 
angegeben. 

Unter 1 mol versteht man eine Menge 
von 6,02209 • 10̂ ^ Teilchen, ganz gleich, 
welcher Art und wie groB diese Teilchen 
sind. Teilchen sind hierbei nicht nur 
Atome, sondern auch alle zusammenhal-
tenden Atomgruppierungen. Man nennt 
diese Menge international „Avogadro-Zahl 
N^", in Deutschland allerdings haufig 
„Loschmidt'sche Zahl". 

Nach Norm DIN 32625, 12.89 gibt man die 
Stoffmenge in der Form n(X) an, wobei X fur 
die betrachteten Teilchen steht, also z.B.: 

n(HCI) - 0,1 mol oder n(Na) = 0,15 mol. 

Somit bestimmen die Elektronen der auBer­
sten Schale den Elementcharakter. 

Die Masse eines Mols (also von etwa 
6 • 10̂ ^ Teilchen) wird als „molare Masse" 
bezeichnet und in der Form M(X) ange­
geben. 
Die Einheit lautet g/mol. 
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Andere Bezeichnungen wie etwa „Atommas-
se" Oder „Atomgewicht" entsprechen nicht 
der Norm. 

Z.1.3 EdelgaskonOguration 
und Atombindung 

Bindungselektronenpaare zwischen den 
Atomen. Diese gehoren den Atomen ge-
meinsam. 
So genannte „freie Elektronenpaare", die 
frei von Bindung sind und nur einem Atom 
angehoren. 

Da die Edelgaskonfiguration ŝ p̂  (also abge-
schlossene s- und p-Orbitale) der Grund fur 
groBe Stabilitat ist, versteht man, dafi auch 
andere Atome diese Konfiguration anstreben. 
Die Art und Weise, wie dieses zustande 
kommt, wird mit dem Begriff „Chemische 
Bindung" beschrieben; eine dieser Arten 
nennt man Atombindung. 

Der einfachste Fall, der auftreten kann, ist die 
Bildung eines H2-Molekuls aus zwei H-Ato-
men, da jedes H-Atom nur ein einziges Elek-
tron in einem s-Orbital besitzt. 

Dies laBt sich wie folgt wiedergeben: 

H + H - > H - H Oder H - H 

Man erkennt: Jedes H-Atom erhalt auf diese 
Weise quasi zwei Elektronen, d.h. die abge-
schlossene Schale des Heliums (hier nur s )̂. 
DaB tatsachlich ein Bindeeffekt zustande 
gekommen ist, sieht man am kleinen Abstand 
zwischen den H-Atomen im H2-Molekul. Er 
betragt 74,14 pm (Picometer; 1 pm = 10"̂ ^ m), 
wahrend fur den Radius eines H-Atoms 
52,8 pm gilt. 

Um zur Edelgasschale ŝ p̂  zu gelangen, muB 
man Elemente der 1. Achterperiode betrach-
ten, also Atome, deren zweite Hauptquanten-
bahn im Aufbau ist. Das Fluor ist ein Beispiel, 
weil hier ŝ p̂  vorliegt, d.h. eines der p-Orbita-
le nur halbbesetzt ist. Ubertragt man diese Vor-
stellungen auf die Bildung eines F2-Molekuls, 
so gilt: 

:F-+ F : ̂  :F- F : oder | F - F | 

Die Strichformel, die dabei entstanden ist, 
wird Lewis-Strukturformel genannt. Sie sam-
melt um ein Atomsymbol alle vorhandenen 
Elektronen. Das Oktett ergibt sich aus der 
Summe von bindenden und freien Elektronen-
paaren (also Strichen, wobei jeder Strich fiir 
2 Elektronen steht). 

Z. 1.3.1 Hybridisierung 

Fur alle Hydrogenhalogenide HF, HCI, HBr 
und HI gilt dasselbe, aber auch fur den ele-
mentaren Zustand der Halogene F2, CI2, Br2 
undl2. 

Alle entstandenen Gebilde sind zweiatomige 
Molekule. Geht man von der Gruppe 17 
(Halogene) nach links, so kommt man zu ŝ p"̂  
(Chalkogene), s V (Stickstoff-Gruppe) und 
ŝ p̂  (Kohlenstoff-Gruppe). Das Kastchen-
Schema fiir Sauerstoff, Stickstoff und Kohlen-
stofFhat folgendes Aussehen: 

Man stellt fest, daB man zweierlei Elektronen­
paare unterscheiden muB: 

Bild Z-l. Kastchen-Schema Jur Sauerstoff, Stickstoff 
und Kohlenstoff. 

Man erkennt: 

- Das 0-Atom besitzt zwei einfach besetzte 
p-Orbitale, aber auBerdem noch zwei voll 
besetzte Orbitale. Wenn O und H miteinan-
der reagieren, sind far die Erreichung des 
Oktetts am Sauerstoff zwei H-Atome erfor-
derlich, d.h., es resultiert die Formel des 
Wassers H2O. Da p-Orbitale senkrecht zu-
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einander stehen, ist ein gewinkeltes Molekiil 
zu erwarten. 
Stickstoff benotigt drei H-Atome, um ein 
Oktett auszubilden; ein freies Elektronen-
paar bleibt librig. Die entstehende Verbin-
dung hat die Formel NH3 (Ammoniak). Die 
raumliche Anordnung des Molekiils ist 
pyramidal. 
Das C-Atom ist 0-Atom ahnlich, weil zwei 
einfach besetzte p-Orbitale vorliegen. Man 
erwartet ein gewinkeltes Molekiil CH2, wel­
ches aber die wichtige Fordenmg des 
Oktetts am Kohlenstoff nicht erfullt. Die 
Lewis-Strukturformeln fur diese drei Falle 
lauten: 

vitat eingefiihrt und auch eine Elektronega-
tivitatsskala abgeleitet, in der den einzelnen 
Elementen Elektronegativitatswerte zugeord-
net wurden. 

Diese Elektronegativitatswerte wurden den 
einzelnen Elementen nicht ohne physikalisch-
chemische Mefimethoden zugeordnet, son-
dem die bekannten Bindungsenergien dienten 
als Grundlage ftir die Skala. Unter Bindungs-
energie versteht man die bei der Verbindungs-
bildung aus Atomen freiwerdende Energie. 

Fluor erhielt den Wert 4,0; die niedrigsten 
Elektronegativitatswerte liegen knapp un­
ter 1,0. 

BildZ-2. Die Lewis-Strukturformeln fiir Wasser, 
Ammoniak und Carben. 

Z.1.3.2 Polare Atombindungen 
und Elektronegativitat 

Vergleicht man imter Zugrundelegung des 
Periodensystems die Eigenschaften der Ele-
mente von ŝ  (Alkalimetalle) bis ŝ p̂  (Halo-
gene), so fallt eine allmahliche Abnahme des 
metallischen Charakters auf. Die Gruppen 3 
bis 12 (Ubergangsmetalle) bleiben bei diesem 
Vergleich unberiicksichtigt. Man findet, dafi 
mit fortschreitender Besetzung der p-Orbitale 
die Elemente nichtmetallischer werden. 

Das hat Auswirkungen auf das Bindungselek-
tronenpaar einer Atombindung. 

Je naher ein Element dem SchalenabschluB 
ŝ p̂  ist, desto starker zieht es das Bin-
dungselektronenpaar zu sich heriiber. Nur 
zwei identische Atomsorten besitzen in 
einer Atombindung ein symmetrisch ange-
ordnetes Bindungselektronenpaar; in alien 
anderen Fallen ist das Bindungselektro­
nenpaar zum nichtmetallischeren Partner 
hin verschoben. 

Fiir die Tendenz, das Bindungselektronenpaar 
anzuziehen wurde der Begrifif Elektronegati-

Im Periodensystem nimmt die Elektronegati­
vitat far Elemente, deren Valenzelektronen s-
und p-Orbitale besetzen, ausgehend von Fluor 
(4,0) sowohl von oben nach unten, als auch 
von rechts nach links ab. Sie erreicht links 
unten beim Alkalimetall Casium den tiefsten 
Wert von etwa 0,8 bis 0,7. 

Der Elektronegativitatswert laBt sich ne-
ben anderen Eigenschaften heranziehen, 
um Nichtmetalle von Metallen abzugren-

Da die Ubergange im Periodensystem jedoch 
flieBend sind, kommt man mit einer Einteilung 
in Nichtmetalle und Metalle nicht aus. Fiir die 
Gruppen 1,2,13,14,15,16 und 17 (ŝ  bis ŝ p̂ ) 
lassen sich die Elemente je nach Elektronega­
tivitat wie folgt unterscheiden: 

Nichtmetalle mit Werten von 
etwa 2,5 
Halbmetalle mit Werten von 
ca. 1,8 
Metametalle mit Werten von 
ca. 1,6 

4,0 bis 

etwa 2,5 bis 

etwa 1,8 bis 

Echte Metalle mit Werten von ca. 1,6 bis 
, 0,7 

Da nach dieser Vorstellung das F-Atom im 
HF-Molekiil mehr vom Bindungselektronen­
paar erhalt als das H-Atom, wird ersteres ein 
wenig negativer, letzteres um den gleichen 
Betrag positiver. Man spricht von Teilladung. 
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Z. 1.3.3 Mehrfachbindungen 

Die Atombindung (die auch als kovalente Bin-
dung bezeichnet wird) ist noch nicht vollstan-
dig beschrieben, da auch mehr als ein Elektro-
nenpaar iur die Bindung zwischen zwei Ato-
men beitragen kann. Es gibt Doppelbindungen 
(2 Striche), Dreifachbindungen (3 Striche), 
aber auch alle Zwischenzustande. So besitzt 
das Stickstoff-Atom infolge der Elektronen-
konfiguration ŝ p̂  drei einfach besetzte p-Or-
bitale: 

Bild Z-3. Elektronenkonfiguration des Stickstoffs. 

Zur Erklarung der Bindung im N2-Molekiil, 
miissen die Modellvorstellungen erweitert 
werden. Es erfolgt nur eine einzige Uberlap-
pung zweier p-Orbitale in der Atomverbin-
dungslinie (analog zur Bildung des F2-Mole-
kuls). Weitere Uberlappungsbereiche der an-
deren p-Orbitale treten auBerhalb der Atom-
verbindungslinie auf. Diese bestehen aus zwei 
Anteilen. 

Die rotationssymmetrische Bindung in 
der Atomverbindungslinie heiBt a-Bin-
dung. Die beiden anderen Uberlappungen 
der p2- (und beim N2 zusatzlich der py-) 
Orbitale fuhren zu sog. jr-Bindungen, die 
keine Rotationssymmetrie, sondem Spie-
gelbildsymmetrie zeigen. 

Insgesamt ergibt sich in diesem Modell eine 
Dreifachbindung fur N2, die aus einer cr-Bin-
dung und zwei 7T-Bindungen besteht. 

Bei einer Doppelbindung kommt die Bindung 
nur durch eine a-Bindung und eine 7r-Bindung 
zustande. 

Z.1.3.4 Komplexbindungen 

Verbindungen, die gesattigt und in sich abge-
schlossen sind, konnen noch weiter reagieren. 
Das ist mit der iiblichen „Valenzlehre" (Valenz 
= Wertigkeit) nicht vereinbar, da diese einem 
bestimmten Atom eine maximale Anzahl von 
Bindungen (Valenzen) zuordnet. Entspre-
chend der Theorie ist nicht einzusehen, warum 
so stabile Verbindungen wie AIF3 (Alumini-
umfluorid) und KF (Kaliumfluorid) miteinan-
der reagieren. 

Die neuen Verbindungen bezeichnet man als 
Komplex oder Koordinationsverbindung. 

In der heutigen Schreibweise lauten entspre-
chende Reaktionsgleichungen: 

AIF3 + 3KF ^ K3[A1F6] 

C0CI3 + 6 NH3 -^ [Co(NH3)6] CI3 

Der eigentliche Komplex ist jeweils das in 
eckiger Klammer geschriebene Ion [AlFg]^-
und [Co(NH3)6]^\ 

Es laBt sich zusammenfassen: 

Bild Z-4. Uberlappung zweier p^-Orbitale aufierhalb 
der Atomverbindungslinie (gestrichelt). Die Uberlap­
pungsbereiche oberhalb und unterhalb der Ebene 
sind hervorgehoben. 

Ein Komplex ist ein „kompliziert gebautes 
Gebilde", in dessen Zentrum das sog. 
Zentralatom sitzt. 
Um dieses Zentralatom herum ordnen sich 
lonen oder Molekiile an, die Liganden ge-
nannt werden. 



Zwischen Zentralatom und Liganden be-
stehen Atombindungen. Die Anzahl der 
Bindungen, die das Zentralatom betatigt, 
nennt man Koordinationszahl (iibliche Ab-
kiirzung: KZ). 

Z.1.4 Die lonenbindung 

Edelgase sind deshalb so stabil und reakti-
onstrage, weil sie ihre s- und p-Orbitale voll 
besetzt haben. Atome wie H, F, CI, N batten 
nur eine einzige Moglichkeit, um auch zu die-
ser Besetzung zu gelangen: sie muBten Elek-
tronen miteinander teilen (Lewis). Dies fuhrt 
dann zu einer „vorgetauschten" Vollbesetzung, 
da in Wirklichkeit die Summe der Elektronen 
nicht zugenommen hat. Um wirklich eine voll-
besetzte AuBenschale zu erhalten, muB das 
Fluoratom ein Elektron einfangen. Da am 
Anfang des Periodensystems (Gruppe 1 und 2) 
Elemente stehen, die ein oder zwei Elektronen 
iiber einer abgeschlossenen Schale besitzen, 
wird ein Elektronenaustausch vorgenommen. 

Alkali- und Erdalkalimetalle besitzen nur ein 
bzw. zwei Elektronen iiber einer vollbesetzten 
Schale. Wenn ein Elektronen aufnehmender 
Partner anwesend ist, konnen diese Elektronen 
abgespalten und iibertragen werden. 

Positive lonen wie Na^ und Câ ^ nennt man 
Kationen. Die zur Abspaltung erforderliche 
Energie heiBt lonisierungsenergie. Der Vor-
gang der Elektronenabgabe wird als Oxida­
tion bezeichnet, die Anzahl der abgegebe-
nen Elektronen als Oxidationszahl (hier +11, 
wobei romische Zahlenangabe iiblich ist). Das 
Kation Câ ^ besitzt jetzt dieselbe AuBenschale 
wie das Edelgas Argon (Nr. 18). 

Reaktionspartner fiir Alkali- und Erdalkalime­
talle findet man insbesondere unter den Halo-
genen und Chalkogenen, da diese durch Elek-
tronenaufhahme von ein oder zwei Elektronen 
zur Vollbesetzung gelangen. Der Vorgang der 
Elektronenaufnahme heiBt Reduktion. Auch 
hier wird die Anzahl der aufgenommenen 
Elektronen Oxidationszahl genannt, allerdings 
mit negativem Vorzeichen. 
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Tabelle Z-l. Oxidation und Reduktion 
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Oxidation = Elektronen-

Oxidationszahl positiv 
Beispiel: K —> K+ + e" 
Das Ion heiBt Kation 

Reduktion = Elektronen­
aufnahme 
Oxidationszahl negativ 
Beispiel: Br + e~ —> Br" 
Das Ion heiBt Anion 

Die gebildeten lonen ordnen sich raumlich zu 
„Ionengittem" an (s. Kapitel V). 

Z.1.5 Metallische Bindung 
und M etallstrukturen 

Wenn man die Moglichkeiten berucksichtigt, 
eine chemische Bindung einzugehen, so gilt: 

Zwei „hinreichend" elektronegative Ele­
mente (bzw. zwei Nichtmetalle) gehen eine 
Atombindung ein, die je nach Elektronega-
tivitatsunterschied mehr oder weniger polar 
ist. 

Zwei in Bezug auf die Elektronegativitat 
unterschiedliche Elemente (bzw. ein Nicht-
metall und ein Metall) gehen eine lonen­
bindung ein. 

Es fehlt noch der Fall, daB Metalle (also Ele­
mente mit niedriger Elektronegativitat) unter-
einander Bindungen eingehen. Metalle neigen 
nicht zur Elektronenaufnahme (Reduktion), 
sondem zur Elektronenabgabe (Oxidation). 

Metallatome geben ihre Valenzelektronen 
an ein Elektronenreservoir ab, das alien 
gemeinsam ist. Es verbleiben positive 
Metallionen, die sich im „Meer von Elek­
tronen" (auch Elektronengas genannt) nach 
raumlichen Gesichtspunkten anordnen. 

Da sich die Metallatome als Kationen in die-
sem Elektronengas aufhalten und von diesem 
ganz umhuUt werden, entwickeln sich unge-
richtete Anziehungskrafte wie bei einer lonen­
bindung. Die Atome ordnen sich nach geome-
trischen Gesichtspunkten so dicht wie moglich 
an; man spricht von einer dichtesten Kugel-
packung. 



542 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 

Z,2 WaBrige Losungen 

Z.2.1 Losevorgange 
und Konzentrationsangaben 

Wasser ist ein ideales Losungsmittel fur Stof-
fe, die ebenfalls polare Bindungen oder iono-
genen Aufbau zeigen, also etwa fur Alkohole 
wie Methanol CH3OH und Ethanol C2H5OH 
einerseits oder Salze wie NaCl (Natrium-
chlorid), KNO3 (Kaliumnitrat) oder Na2S04 
(Natriumsulfat) andererseits. 

Die lon-Dipol-Wechselwirkungen konnen 
zur Auflosung eines Kristalls fuhren, wenn 
die energetische Bilanz stimmt. 

Fiir den LoseprozeB (d.h. Uberwindung der 
Gitterkrafte bzw. Gitterenergie) spielt auBer 
der Temperatur die sog. Hydrationsenthalpie 
als Energiefaktor eine Rolle. Darunter versteht 
man die Energie, die frei wird, wenn sich 1 mol 
lonen mit H20-Dipolen umgibt. Aufgrund der 
lon-Dipol-Wechselwirkungen wird ein Kation 
H20-Dipole immer in der Weise um sich 
anordnen, daB das 0-Atom des Wassers auf 
das Kation zuzeigt. Fiir Anionen ist es die 
andere Seite des H20-Molekuls. 

Man kann das Auflosen von Kochsalz wie 
folgt in einer Gleichung wiedergeben: 

NaCl + (x + y) H2O 
-^ [Na(OH2),r + [Cl(H20)y]-

In der Losung befinden sich dann solvatisier-
te, in diesem Falle hydratisierte lonen, d.h. 
lonen, die von einer Hulle aus Losungsmittel-
molekiilen umgeben sind. 

Liegt dainn eine Losung vor, so ist es notwen-
dig, diese zu charakterisieren. Hierzu dienen 
verschiedene Konzentrationsangaben, die auf 
unterschiedlichen Definitionen basieren. 

Eine Losung ist x%ig, wenn sie in 100 g 
Losung X g des gelosten Stoffes enthalt. 

In der Chemie hat eine andere Konzentrations-
angabe Vorrang, die sich auf die Teilchenzahl 
des gelosten Stoffes bezieht. Teilchenzahl be-
deutet Stofftnenge; folglich spricht man von 
Stoffmengenkonzentration (englisch: amount-
of-substance concentration). Hierzu gilt die 
Norm DIN 32625, 12.89. 

Eine Losung hat die Stoffmengenkonzen­
tration c(X) = y mol/1, wenn sich in 1 1 Lo­
sung y mol des gelosten Stoffes befinden. 

Da die Stoffmengenkonzentration auf das 
Volumen, die Prozentangabe jedoch auf die 
Masse der Losung bezogen ist, laBt sich jede 
der Konzentrationsangaben nur dann in die 
andere umrechnen, wenn die Dichte bekannt 
ist. 

Z.2.2 lonenprodukt des Wassers 

Reinstes Wasser zeigt eine geringe elektrische 
Leitfahigkeit von ca. 5,5 • 10~̂  Scm~^ bei 
25°C fest, d.h. Wasser verfugt auch im aller-
reinsten Zustand iiber Ladungstrager, ohne die 
eine elektrische Leitfahigkeit nicht moglich 
ware. Diese Ladungstrager sind die lonen 
HjO^ (Hydronium-Ion) und OH" (Hydroxid-
lon). Sie entstehen durch sog. Eigendissozia-
tion des Wassers (auch „Autoprotolyse"): 

Bild Z-5. Losevorgang bei NaCl. H2O + HoO -^ H^O^ + OH-



Wendet man auf dieses Gleichgewicht das 
MWG (Massenwirkungsgesetz) an, so ergibt 
sich: 

K = 
SijUfi^) • a(OH) 

a(H20) 

Da durch Definition a(H20) = 1,0 ohne Einheit 
ist (reine Flussigkeit), vereinfacht sich die 
Gleichung zu: 

K = a(H30^) • a(OH-) Einheit: (moViy 

Diese MWG-Gleichung wird als „Ionenpro-
dukt des Wassers" und die Konstante K als K^ 
bezeichnet. Der K^-Wert ist eine temperatur-
abhangige GroBe, die iiber Leitfahigkeitsmes-
sungen zugangHch ist, z.B. 

Bei 5°C Kw= 0,1846-10-14 (mol/l)2 

10°C -0,2920-10-14 (mol/l)2 

25 °C =1,008-10-14 (mol/l)2 

Dem KW-Wert bei 25 °C kommt eine besonde-
re Bedeutung in der Chemie zu, da er prak-
tisch 1,00-10-14 (mol/l)2 entspricht. Bei alien 
anderen Temperaturen kommt es zu mehr oder 
weniger starken Abweichungen, da die Eigen-
dissoziation des Wassers mit der Temperatur 
zunimmt. 

DaB es nur sehr wenige lonen sind, die in 
reinstem Wasser vorliegen, rechnet man wie 
folgt: 

Es gilt, daB in dieser extrem verdiinnten 
Losung der lonen H3O+ und OH- in Wasser 
kaum interionische Wechselwirkungen vorlie­
gen, so daB man a(H30+) = c(H30^) setzen 
kann, d.h. bei25°C: 

c(H30") • c(OH-) = 10-14 (mol/1) 

Nach der Dissoziationsgleichung entstehen 
die lonen im Verhaltnis 1:1, deshalb gilt (bei 
25 °C): 

c(H30^) - c(OH-) -Vl0->4- 10-̂  mol/1 

Da 11 Wasser bei 25 °C eine Masse von 997,1 g 
besitzt, liegen insgesamt pro Liter 997,1/18 = 
55,394 mol H2O vor. Die errechneten 10-̂  mol/1 
sind hiervon nur ca. 1,8 • 10-^%! 

Z.2 WaBrige Losungen 

Z.2.3 Sauren und Basen 

543 

Nach Bronsted gelten folgende Bezeichnun-
gen: 

Bronsted-Saure: 
Protonendonator, d. h. 

Bronsted-Base: 
Protonenakzeptor, d.h. 

A-H -^ H+ + A 
(A steht fur acid = Saure, 
A ist dann das Anion 
der Saure) 

|B + H+ -^ [B-ny 
Oder B- + H+ -^ B-H 

Eine Verbindung kann sich als Saure verhal-
ten, wenn sie auf eine Base trifft, die das Pro­
ton auch aufnimmt, andemfalls bleibt diese 
Verbindung eine W^asserstoffverbindung, die 
ein Proton abgeben konnte. Fur eine Base gilt 
das entsprechende, so daB beides unzertrenn-
liche Begriffe sind. Daher spricht man immer 
von Saure-Base-Reaktionen. 

Da eine Base nach Bronsted ein freies Elektro-
nenpaar zur Bindung des Protons mitbringen 
muB und alle Anionen iiber mindestens ein 
derartiges verfugen, sind alle Anionen Basen. 
Sie sind also als Protonenakzeptor oder aber 
als Elektronenpaardonator zu bezeichnen. 

Dieses fuhrt zu einer anderen Saure-Base-
Definition, die von G.N. Lewis stammt. 

Sauren sind als Elektronenpaar-Akzepto-
ren, Basen als Elektronenpaardonatoren zu 
betrachten. 

Diese zweite Saure-Base-Definition setzt die 
erste nicht auBer Kraft, sondern erganzt sie. 
Nach Lewis ist es nicht mehr notig, daB eine 
Saure eine Wasserstoffverbindung ist; sie muB 
lediglich die Moglichkeit haben, mit einem 
Elektronenpaar einer Base reagieren zu kon-
nen. 

Die Sauren der Praxis gehoren in erster Linie 
der anorganischen Chemie an. So ist Schwe-
felsaure in der Industrie mengenmaBig die am 
meisten hergestellte Verbindung iiberhaupt. 

Anorganische Sauren nennt man auch Mine-
ralsauren, weil ihre Salze bisweilen sehr wich-
tige Minerale der Natur darstellen (Steinsalz 
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NaCl, Gips CaS04 • 2 H2O, Salpeter NaN03 
Oder die komplizierter aufgebauten Phos­
phate). 

- Salzsdure: Die einfachste Mineralsaure ist 
die Salzsaure, eine waBrige Losung von 
Hydrogenchlorid, das extrem gut wasserlos-
lich ist. Die gesattigte Losung bei 20 °C ist 
ca. 40,4%ig und enthalt etwa 485 g HCl pro 
Liter: HCl̂ g) + H2O -> H3O" + CL. 

Das Gleichgewicht der Saure-Base-Reak-
tion mit Wasser Hegt praktisch voUkommen 
auf der rechten Seite der Reaktionsglei-
chung, so daB ein Pfeil von links nach 
rechts die Verhaltnisse am besten be-
schreibt. 

- Salpetersdure: Mit Salpeter bezeichnet man 
i.d.R. Natriumnitrat NaN03, daneben aber 
auch KNO3, NH4NO3 Oder Ca(N03)2. Zur 
Unterscheidung spricht man deshalb von 
Natron-, Kali-, Ammon- oder Kalk-Sal­
peter. 

Reine HNO3 ist kein Gas, sondem eine 
Flussigkeit mit Kp. 82,6 °C, die durch die 
Reaktion mit Wasser zur eigentlichen Sal­
peter saure wird: 

HNO3 + H2O -^ nfi^ + NO3-. 

Die Verhaltnisse sind mit Salzsaure ver-
gleichbar, d.h., auch hier liegt eine starke 
Saure vor. Wie HCl-Gas, so dissoziiert auch 
HNO3 in Wasser praktisch vollstandig, so 
daB c(HN03) = c(H30^) gilt. 

- Schwefelsdure: Reine H2SO4 ist ein farblo-
ses 01 mit Kp. 280 °C. Die Reaktion mit 
Wasser ist dermaBen exotherm, daB die 
Mischung zum Sieden kommt. Es ist daher 
nicht ungefahrlich, reine H2SO4 (oder auch 
konzentrierte H2SO4) zu verdiinnen. Beim 
Verdiinnen kommt es zur Saure-Base-Reak-
tion mit Wasser. Diesmal liegt eine zweipro-
tonige Saure vor, d.h., ein Molekiil, das 
zwei Protonen abspalten kann. Man spricht 
von 2 Stufen, weil dies hintereinander 
geschieht. Allerdings ist nur die erste 
Dissoziationsstufe eine praktisch voUkom­
men nach rechts ablaufende Reaktion: 

H2SO4 + H2O -> H30^ + HS04-

Es entsteht das Hydrogensulfat-Ion HS04~, 
das ein Ampholyt ist. Die Weiterreaktion 

mit Wasser ist eine Gleichgewichtsreaktion 
mit der Konstanten K = 1,3 • 10"̂  mol/1: 

HSO4- + H2O -> H3O+ + SOJ-

Wasser ist als Base zu schwach, um das 
HSO4-Ion nennenswert dissoziieren zu las-
sen. Die wesentlich starkere Base OH" 
(Hydroxid-Ion), laBt folgende Reaktion ab-
laufen: 

HSO4 + OH ^ H2O + SO24-

Eine Saure und ihr durch die Protonenab-
spaltung entstehendes Anion (das eine Base 
ist) nennt man „korrespondierendes Saure-
Base-Paar". Fiir Schwefelsaure gibt es zwei 
derartige Paare: 

H2SO4/HSO4 und HSO4/SO2-. 

In Schwefelsaure-Losungen, die starker 
konzentriert als 10%ig sind, kann man die 
zweite Dissoziationsstufe fast vemachlassi-
gen. In einer 10%igen H2SO4 sind nur etwa 
1,3% der H2S04-Molekule bis zu Sulfat-
lonen SO4" dissoziiert. 

Phosphorsdure: Phosphorsaure ist eine sehr 
wichtige Saure, da ihre Derivate (Abkomm-
linge) im Tier- und Pflanzenreich eine be-
deutende Rolle spielen. Spricht man von 
Phosphorsaure, so ist die Orthophosphor-
saure H3PO4, eine dreiprotonige Saure, ge-
meint. Unter einer „Orthosaure" (d.h. rich-
tige Saure) versteht man die Verbindung mit 
der maximalen Zahl an OH-Gruppen. Sau-
ren, die mehr als eine OH-Gruppe besitzen, 
konnen unter bestimmten Bedingungen 
H2O abspalten und ohne Anderung der 
Oxidationszahl in eine andere Form iiberge-
hen. Diese neue Form heiBt Metasaure. Eine 
Ortho-Salpetersaure H3NO4 kennt man 
nicht. Wahrend HNO3 ein kleines Molekul 
ist, liegt HPO3 polymer vor (d.h. verviel-
facht). 

AUe drei H-Atome sind iiber SauerstofiFato-
me gebunden und konnen abgespalten wer-
den. Aus diesem Grunde kennt man drei 
verschiedene Salze: Dihydrogenphosphate, 
Hydrogenphosphate und Phosphate. Man 
bezeichnet sie oft als primares, sekundares 
und tertiares Phosphat. 

l.Stufe: 
H3PO4 + H2O -^ H30^ + H2P04-
K,-1,1-10-2 mol/1 
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2. Stufe: 
H2PO4 + H2O -^ Hfi^ + HPO2-
K2 = 7,6-10-8 mol/1 

3. Stufe: 
HPO| +H2O -^ H30^ + P03-
K3-4,7-10-13 mol/l 

Z.2.4 DerpH-Wert 

Zur Charakterisierung der Saure-Base-Eigen-
schaften waBriger Losungen wird eine GroBe 
herangezogen, die im physikalischen Sinne 
gar keine GroBe ist. Es handelt sich um die 
Benennung „pH-Wert"; definitionsgemaB ist 
dafur keine Einheit vorgesehen. 

Der negative dekadische Logarithmus des 
Zahlenwerts der HjO^-Konzentration wird 
als pH bezeichnet. Dies bedeutet etwa 
„Menge an H30^-Ionen". 

Um mathematisch exakt zu sein (well sich eine 
Einheit nicht logarithmieren laBt), muB man 
den pH-Wert wie folgt definieren: 

pH = - l g 
c(H30^) mol/1 

c(H30^) = 1 mol/1 

Zur Definition des pH-Werts und der sog. pH-
Skala gehort, daB das lonenprodukt des Was-
sers (Kw) nicht nur fiir reinstes Wasser gilt, 
sondem auch fur verdiinnte waBrige Losun­
gen. Voraussetzung ist allerdings, daB diese 
einfach zusammengesetzt sind und die Kon-
zentrationen c(X) = 0,1 mol/1 nicht iiberschrei-
ten. Fiir den Fall, daB diese Voraussetzungen 
nicht erfallt sind, ist mit Abweichungen vom 
theoretischen K^ -̂Wert zu rechnen. 

Somit erhalt eine pH-Skala einen Anfang und 
ein Ende; denn die groBte noch exakte Konzen-
tration c(H30^) ist dann 10-̂  mol/1 (pH = 1), 
die kleinste 10-'̂  mol/1 (pH = 13), weil dann 
c(OH-) den Grenzwert von 10-̂  mol/1 ein-
nimmt. Es gilt also: 

c(H30^)c(0H-) = 10-1 • 10-13 (mol/l)2 
aber nicht mehr: 

10^1- 10-iMmol/l)^ 
obwohl die zweite Gleichung aus mathemati-
scher Sicht giiltig ist. 

Die pH-Skala liegt zwischen pH = 1,0, d. h. 
c(H30^) = 10-1 mol/1 und pH = 13,0, d.h. 
c(H30^)= 10-13 mol/1. 

In diesem Falle betrachtet man den theoreti­
schen K^-Wert als giiltig. Man kann dies auch 
wie folgt ausdriicken: die pH-Skala liegt zwi­
schen 0 und 14. 

Da neutrales Wasser die H30^-Konzentra-
tion c(H30^) = VKw hat, gilt bei 25°C: 
pH = 7 (neutral), pH < 7 (sauer), pH > 7 
(basisch). 

Z.2.5 Redoxreaktionen in wafiriger 
Losung 

- Oxidation (Elektronenabgabe): Bei jeder 
Oxidation steigt die Oxidationszahl. Den 
Unterschied der Oxidationszahlen zwischen 
rechts und links muB man als Elektronen 
auf die Seite der hoheren Oxidationszahl 
schreiben: SO2 -^ HSO4 + 2 e . 

Fiir den nachsten Schritt benotigt man die 
waBrige Losung, d.h., die immer vorhande-
nen H30^-Ionen. Diese sind in die Reak-
tionsgleichung mit einzubeziehen, wobei 
man zur Vereinfachung nur ¥t schreibt. Es 
gilt: 

Auf die Seite der Elektronen werden so 
viele H^-Ionen zugefugt, bis dieselbe 
Gesamtladung (nicht Oxidationszahl) 
wie auf der gegeniiberliegenden resul-
tiert. 

Die linke Seite der Reaktion (nur SO2) ent-
halt iiberhaupt keine Ladungen, die rechte 
dagegen drei negative. Folglich sind rechts 
3H^ anzuschreiben, damit die Bilanz der 
Ladungen stimmt: 

SO2 -> HS04 + 2e- + 3H+ 

Man erkennt, daB immer mit H20-Mole-
kiilen auf der den H^-Ionen gegeniiberlie­
genden Seite ausgeglichen werden kann. Es 
fehlen somit Hnks 2 H2O: 

SO2 + 2 H2O -^ HSO4- + 2 e- + 3 H+ 



546 Z Chemische Elemente und ihre Eigenschaften 

Reduktion (Elektronenaufnahme) 
Bei einer Reduktion wird die Oxidations-
zahl des beteiligten Elements emiedrigt. 
Das Permanganat-Ion Mn04~ nimmt 5 Elek-
tronen auf und geht von der Oxidationszahl 
+VII in +11 iiber: 

Mn04 + 5 e ^ Mn^^ 

Der Ausgleich mit H^-Ionen fordert links 
(immer auf der Seite der Elektronen) 8 H+. 
Rechts miissen 4 H2O angeschrieben wer-
den: 

Mn04 + 5 e- + 8 H^ -> Mn̂ ^ + 4 H2O. 

Die Vereinigung beider Teilreaktionen er-
folgt in der Weise, daB jeweils dieselbe 
Anzahl von Elektronen umgesetzt wird. Da 
die Oxidation nur 2 mol Elektronen liefert, 
die Reduktion jedoch 5 mol benotigt, wird 
erst addiert, wenn die Oxidation mit 5 und 
die Reduktion mit 2 multipliziert wurde, 
d.h.: 

5SO2+IOH2O -> 5HSO4 + 10e +15H^ 

2MnO4 + 10e-+16H^ ^ 2Mn2^ + 8H20 

Die Zahl der Elektronen entfallt bei der 
Addition der beiden linken und der beiden 
rechten Seiten: 

5 SO2 + 10 H2O + 2 Mn04 + 16 H+ 

-^ 5 HSO4 + 15 H^ + 2 Mn2^ + 8 H2O. 

Die Gleichung vereinfacht sich weiter zu: 

5 SO2 + 2 H2O + 2 Mn04 + H^ 

-^ 5HS04+2Mn2\ 

Spezialfalle von Redoxreaktionen, die 
mit ein und demselben Element ablau-
fen, werden als Komproportionierung 
Oder Disproportionierung bezeichnet. 

Das betreffende Element muB dann in min-
destens drei verschiedenen Oxidationszahlen 
vorliegen konnen, einer hohen, einer mittleren 
und einer niedrigen. Die mittlere Oxidations­
zahl muB nicht dem Mittelwert der anderen 
beiden Stufen entsprechen. 

Z.3 Verbindungsklassen 
der organischen Chemie 

Z.3.1 Alkane 
(gesattigte Kohlenwasserstoffe, Paraffine) 

Die einfachste Verbindungsklasse der Or­
ganischen Chemie besteht aus den Ele-
menten C und H und baut auf der (sp^)-
Hybridisierung des KohlenstofFs auf. 

Die von der Summenformel her noch einfa-
cher erscheinenden Oxide Kohlenmonoxid 
CO und Kohlendioxid CO2 werden genauso 
wie das Element C (und seine Modifikationen) 
sowie die Carbonate (Anion CO^) der Anor-
ganischen Chemie zugeordnet. 

Methan CH4 ist das Grundglied einer groBen 
Zahl von Verbindungen, die entweder existie-
ren oder aber zumindest vorstellbar sind. An 
die Stelle einer C-H-Bindung tritt eine C-C-
Bindung, so daB nach Substitution (Ersatz) 
eines H-Atoms durch CH3 immer mehr Ver­
bindungen entstehen. 

Die Verbindungsklasse der Summenformel 
C„H2n+2, also CH4 (Methan), C2H6 (Ethan), 
C3H8 (Propan), C4H10 (Butan) usw, wird als 
Alkane bezeichnet. 

Z.3.2 Erdol 

Ausgangsmaterial fur Erdol ist das Plankton 
das, einmal abgestorben, von Bakterien am 
Meeresboden unter LuftausschluB verarbeitet 
wurde. Somit enthalt Erdol Verbindungen, die 
all diejenigen Elemente aufweisen, die auch 
sonst im Tier- und Pflanzenreich gefunden 
werden, in erster Linie C, H, O, N und S. 

Hauptbestandteil des Erdols sind Kohlen­
wasserstoffe, wobei man zwischen paraf-
finbasischen (reich an kettenformigen 
Alkanen) und naphthenbasischen (reich an 
Cycloalkanen) unterscheidet. 

Erdolanalysen erbringen folgende Durch-
schnittswerte: ca. 85% C, ca. 12% H, ca. 1% 
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N, ca. 0,5% O, Rest Schwefel (da EiweiBstof-
fe S- und N-haltig sind) und einige Metall-
spuren. 

Kerosin ist eine Sammelbezeichnung fiir 
KW im Bereich zwischen Cio und Ci^ mit 
Kp. zwischen 200 und 300 °C. 

Es wird u. a. als Treibstoff fur Diisenflugzeuge 
verwendet, wobei es verschiedene Qualitaten 
gibt. 

Kraftstoffe fur Otto- und Dleselmotoren genii-
gen unterschiedlichen Anforderungen, welche 
durch unterschiedliche KW (Kohlenwasser-
stoffe) erfullt werden: 

- Kleinere und verzweigte Alkane, aber auch 
Aromaten eignen sich als Otto-Kraftstoff, 
wobei das sog. Isooctan (exakter: 2,2,4-Tri-
methylpentan) als besonders giinstig und 
daher als Standard eingestuft wurde. 

- Langere und unverzweigte Alkane sind gut 
als Diesel-Kraftstoff geeignet. Auch hier hat 
man eine Standardsubstanz im n-Hexadecan 
C16H34 gefunden, das allerdings als Cetan 
bezeichnet wird. Bin weiterer groBer Ver-
wendungsbereich nach Heizolen und Kraft-
stoffen ist der Einsatz fur sog. petrochemi-
sche Produkte. 

Unter der Bezeichnung Petrochemikalien 
werden alle Substanzen zusammenge-
faCt, die man aus Erdol oder Erdgas auf 
verschiedenste Weise herstellen kann. 

Z.3.3 Ungesattigte Kohlenwasserstoffe 

Kohlenwasserstoffe werden als ungesattigt 
bezeichnet, wenn sie nicht die maximal 
mogliche Anzahl von H-Atomen gebunden 
enthalten. 

Das bedeutendste Aiken ist das Ethen, das als 
Ethylen bezeichnet wird. Da innerhalb eines 
Molekiils mehrere Hybridisierungsarten vor-
kommen konnen, ist eine uniiberschaubare 
Anzahl kettenformiger oder cyclischer Verbin-
dungen mit einer oder mehreren Doppelbin-
dungen moglich. Bei der Benennung wird die 
Lage der Doppelbindung(en) durch eine Num-
merierung der C-Atome angegeben, z.B.: 

H2C = CH - CH2 - CH3 1 -Buten 

H3C - CH = CH - CH3 2-Buten 

H2C = CH - CH = CH2 1,3 Butadien 

H2C = CH - C(CH3) = CH2 2-Methyl-l,3 butadien 
oder Isopren 

Neben der lUPAC-Bezeichnung Aiken findet 
man auch noch den historischen Namen Ole­
fin, der Olbildner bedeutet. 

Das einfachste Alkin ist das Ethin mit dem 
traditionellen Namen Acetylen und der 
Summenformel C2H2. 

Das geruchlose Gas ist im Gemisch mit Luft in 
weiten Bereichen (etwa von 3- bis 70% Volu-
menanteile) explosiv. Die Verbrennung, die 
mit reinem Sauerstoff Temperaturen oberhalb 
von 2500 °C erreicht, wird zum SchweiBen 
genutzt. 

Z.3.4 Benzol und Aromaten 

Benzol ist eine farblose, charakteristisch rie-
chende Flussigkeit (Kp. 80,1 X ; R 5,5 °C), die 
ein starkes Gift und eine krebserregende Sub-
stanz darstellt. 

Benzol hat eine ebene Ringstruktur, in 
der sechs (sp2)-hybridisierte C-Atome ein 
Sechseck bilden. 

Jedes C-Atom bindet iiber s-Bindungen ein H-
Atom und zwei benachbarte C-Atome und 
besitzt weiterhin noch ein einfach besetztes 
p-Orbital. tJber dieses konnen nach beiden 
Seiten hin rr-Bindungen ausgebildet werden. 

Bild Z-6. Links: s-Bindungen im Benzolring. Rechts: 
Veranschaulichung der n-Bindungen im Benzolring 
durch die hervorgehobenen (aber verkleinerten) p-
Orbitale. 
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Bild Z- 7. Mogliche Strukturformeln fiir Benzol. 

Der erste Fall liegt vor bei Verbindungen wie 
Toluol und Styrol (ein einziger Substituent) 
Oder bei den Xylolen (zwei Substituenten). Bei 
der Substitution von zwei H-Atomen konnen 
drei unterschiedliche Verbindungen entstehen, 
die mit ortho-, meta- und para- gekennzeich-
net werden. 

Benzol ist der Grundkorper der sog. aro-
matischen Verbindungen. 

Das Benzolmolekiil laBt sich auf zwei ver-
schiedene Weisen erweitem, ohne daB das 
Gebiet der Kohlenwasserstoffe verlassen wird: 

- Substitution von H-Atomen durch Alkyl-
oder Alkenylgruppen 

- Anreihung mehrerer Ringe zu aromatischen 
Polycyclen (Anellierung). 

Polycyclische aromatische KW entstehen 
durch sog. Anellierung von Benzolringen, 
d. h. eine Aneinanderreihung iiber gemein-
same Kanten. Man spricht dann von kon-
densierten Ringsystemen. 

Das einfachste System mit zwei Ringen ist 
Naphthalin (E 80 °C). Da diese Substanz 
friiher gegen Motten eingesetzt wurde, bringt 
man ihren Geruch mit „Mottenpulver'.' in Ver-
bindung. 

Tabelle Z-2. Einfache Benzolderivate (Kohlenwasserstoffe) 

Formel 
der Verbindung 

CH3 

6 
CH-CH2 

6 
CH3 

m'^' 
CH3 

CH3 

CH3 

\ ^ ^ 

Name 

Toluol 
(Methylbenzol) 

Styrol 
(Vinylbenzol) 

o-Xylol 

m-Xylol 

p-Xylol 

Biphenyl 

Eigenschaften 

Aromatisch riechende Flussigkeit, Kp. I l l °C, FP. etwa 5'*C; 
Name vom Tolubaum, aus dessen Harz (Tolubalsam) es erstmals 
gewonnen wurde. Weniger giftig als Benzol; Losungsmittel, 
Benzinbestandteil (hohe Octanzahl) 

Farblose Flussigkeit, die aus dem Harz des Styraxbaumes gewon­
nen wurde; Kp. 146 °C, FP. 32 °C; Monomeres des Polystyrols 
(PS) 

Nach dem griechischen Wort fiir Holz (xylo) benannt. 
Die Orthoverbindung hat Kp. 144 "C. 
Technisches Xylol ist eine Mischung aus 0-, m- und p-Xylol; 
Losungsmittel 

Kp. 139^C 

Kp. 138X 
Ausgangsstoff fiir Polyester 

Farblose Blattchen, dient zur Behandlung der Schalen von Zitrus-
friichten (E 230, je kg ganzer Frucht maximal 70 mg) 
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Z.3.5 Weitere Verbindungsklassen 
der organischen Chemie 

Zahlreiche Verbindungen der organischen 
Chemie lassen sich zu charakteristischen 
Klassen zusammenfassen. Es werden nur die 
allerwichtigsten erwahnt. 

- Alkohole (iunktionelle Gruppe: -OH): Die 
einfachen Verbindungen haben die Formel 
R-OH wie Methanol CH3OH oder Ethanol 
C2H5OH. Kompliziertere Alkohole besitzen 
an verschiedenen C-Atomen OH-Gmppen 
(„mehrwertige Alkohole") wie etwa Glykol 
HO-CH2-CH2-OH Oder Glycerin HO-CH2-
CH(0H)-CH2-0H. Mehr als eine OH-
Gruppe laBt sich i.d.R. nicht an ein C-Atom 
binden (sog. Erlenmeyer-Regel). 

- Ether (ftintionelle Gruppe: - 0 - ) : Der iibli-
che Ether ist der Diethylether C2H5-O-
C2H5, also R-O-R, wobei alle denkbaren 
Reste moglich sind. Cyclische Ether tragen 
die Gruppe im Ring. 

- Carbonsduren (organische Sauren): Die 
funktionelle Gruppe ist -CO-OH, wobei 
das H als H+ abgespalten werden kann. 
Typische Beispiele sind Ameisensaure 
H-COOH und Essigsaure CH3^00H. 

- Ester (funktionelle Gruppe: -CO-OR): 
Dieser Name fur Verbindungen der Formel 
R-CO-OR wurde durch zmsammenziehen 
der Worte Essig und Ether gebildet, wobei 
das h entfiel. 

- Aldehyde (funktionelle Gruppe: -CO-H): 
Auch dieser Name ist durch eine Zusam-
menziehung entstanden, und zwar aus 
„alcohol dehydrogenatus", d.h. oxidierter 
Alkohol. Die Verbindungsklasse R-CO-H 
erhalt im Namen die Endung -al, z.B. Etha-
nal CH3-CO-H. 

- Ketone (funktionelle Gruppe: -CO-): Ein 
wichtiges Beispiel ist Aceton, nach dem die 
Gruppe benannt wurde: (AVceton. Es han-
delt sich um die feuergefahrliche Flussigkeit 
CH3-CO-CH3 (Kp. 56 °C). 

- Amine (funktionelle Gruppe: -NH2): Es 
handelt sich um Ammoniakderivate wie 
Methylamin CH3-NH2 (Gas, Kp. -6,3 °C). 

- Sdureamide R-CO-NH2: Hierin ist die 
saure OH-Gruppe der Carbonsauren durch 
-NH2 ersetzt. Die ersten beiden Verbindun­
gen sind Formamid H-<^0-NH2 und Acet-
amidCH3-CO-NH2. 

Aminosduren R-CH(NH2)-C00H. Diese 
grofie Familie hat in den a-Aminosauren 
ihre bedeutendsten Vertreter, weil sie am 
Aufbau der Proteine (EiweiBstoffe) beteiligt 
sind. a bedeutet, daB die NH2-Gruppe am 
ersten C-Atom nach der COOH-Gruppe sitzt. 

Z.4 Elektrochemie 

Z.4.1 Die Elektrolyse 

Als Elektrolyse wird ein chemischer Vorgang 
bezeichnet, der unter dem EinfluB einer elek-
trischen Spannung erfolgt, wenn diese von der 
Spannungsquelle in eine ionenhaltige Fliissig-
keit iibertragen wird. 

Bild Z-8. Prinzip einer elektrolytischen Zelle. Uber 
die Art des Elektrolyten sind keine ndheren Aussagen 
gemacht. 

Zu den wichtigsten Elektrolysen gehoren dieje-
nigen, die in waBriger Losung ablaufen. Da 
Wasser schon von sich aus lonen enthalt (H30^ 
und OH"), stehen nach Auflosung eines lonen-
gitters A^R- der Kathode die lonen H3O+ und 
A^ fiir eine Reduktion, der Anode OH~ und B" 
fur eine Oxidation zur Verfiigung. Es wird je-
weils der energetisch giinstigere ProzeB ablau­
fen, wobei die Verhaltnisse sowohl von thermo-
dynamischen als auch kinetischen Gesichts-
punkten entschieden werden. Vergleicht man 
waBrige Losungen von NaCl, Na2S04, H2SO4, 
CUSO4 und CUCI2 hinsichtlich der Elektroden-
produkte an Platin-Elektroden, so erhalt man 
die in Tabelle Z-3 zusammengefaBten Ergeb-
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Tabelle Z-3. Elektrodenpwdukte bei Elektroly-
sen wdfiriger Losungen (Platinelektroden) 

Elektrolyt 
(waBrige 
Losung) 

NaCl 
Na2S04 
H2SO4 
CUSO4 
CUCI2 

Kathodenreaktion 

Hj-Entwicklung 
Hj-Entwicklung 
H2-Entwicklung 
Cu-Abscheidung 
Cu-Abscheidung 

Anodenreaktion 

Cl2-Entwicklung 
02-Entwicklung 
02-Entwicklung 
02-Entwicklung 
Cl2-Entwicklung 

Elementares Zink ist hierbei durch Abgabe 
von 2 mol Elektronen pro mol Zink ohne auBe-
ren EinfluB in Zn̂ ^ iibergegangen. Die Cu^ -̂
lonen haben pro mol 2 mol Elektronen aufge-
nommen und elementares Kupfer gebildet, das 
den Zinkstab uberzieht. 

Dieselbe Reaktion laBt sich in einer galvani-
schen Zelle durchfuhren, wobei verhindert 
wird, daB Elektronen vom Zink direkt zum 
Cu^^-Ion iibergehen, indem beide nicht in 
unmittelbarem Kontakt stehen. 

Es gilt: 

- Aus waBriger Losung werden keine Alkali-
und Erdalkali-Ionen kathodisch reduziert 

- Chlorid-, Bromid- und lodid-Ionen lassen 
sich aus waBriger Losung anodisch oxidie-
ren 

- Sulfat-Ionen S0|~ reagieren i.d.R. an der 
Anode nicht, sondem nur in Ausnahmefal-
len. 

Da Wasser ein extrem schwacher Elektrolyt mit 
einer auBerst niedrigen Leitfahigkeit ist, setzt 
man ftir eine Elektrolyse des Wassers eine 
geeignete lonenverbindung zu, die nicht rea-
giert, aber den Strom leitet (z.B. Na2S04). Die 
eingebrachten lonen sind dann nur zur Er-
hohung der Leitfahigkeit vorhanden, ohne daB 
die Elektrodenreaktionen verandert werden: 

Anode: 
Kathode: 

2 0H-
2e-

I/2O2 + H2O-
H2 + 2 H2O 

2e-

Z.4.2 Galvanische Zellen 

Jeder galvanischen Zelle liegt eine freiwil-
lig ablaufende Redoxreaktion zugrunde. 

Beim Eintauchen eines Zink- oder Eisenstabes 
in eine waBrige Losung von Kupfersulfat 
CUSO4 erfolgt eine Verkupferung des einge-
tauchten Stabes. Eine aquivalente Menge Zink 
geht dafur in Losung. Es lauft folgende Reak­
tion freiwillig ab: 

Reduktion: Cû ^ + 2 e-

Oxidation: Zn 

Summe: Cû ^ + Zn 

-> Cu 

-^ Zn2^ + 2 e-

-> Zn2^ + Cu 

BildZ-9. Aufbau-Prinzip einer galvanischen Zelle 
am Beispiel der Daniell-Zelle. 

Jede galvanische Zelle besteht aus zwei 
sog. Halbzellen. In der Daniell-Zelle sind 
die Halbzellen Cu/Cu^^ und Zn/Zn^^ betei-
ligt. 

Die Bezeichnung „Halbzelle" driickt aus, daB 
ein in seine lonenlosung eintauchendes Metall 
(also M/M+) nur eine halbe Anordnung dar-
stellt. Erst durch die Kombination zweier 
Halbzellen entsteht die eigentliche Zelle. 
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Wenn in einer galvanischen Zelle nur die 
Reaktion an einer der beiden Halbzellen 
interessiert, dann bezeichnet man die nicht 
interessierende zweite Halbzelle als ,3e-
zugselektrode". 

Das MeBergebnis bezieht sich auf diese zu-
satzliche Halbzelle. Hatte man eine andere Be-
zugselektrode ausgewahlt, so ware auch eine 
andere Spannung gemessen worden. 

Die gemessene Spannung einer galvani­
schen Zelle setzt sich immer aus der Diffe-
renz zweier PotentialdifFerenzen zusam-
men. Es wurde festgelegt: 

Spannung U =̂  E(Kathode) - E(Anode) 
Einheit: V 

Hierin haben die Halbzellen fur die Spannung 
den Buchstaben E erhalten, die gesamte gal-
vanische Zelle dagegen U. 

Als geeignetste Bezugselektrode wurde die 
Wasserstoffelektrode gewahlt, ein System, das 
von den iiblichen abweicht, denn WasserstofF-
gas H2 iibernimmt die Rolle des Metalls, d.h. 
der reduzierten Stufe. Es wurde international 
festgelegt, daB diese Halbzelle unter ganz 
bestimmten Konzentrations- und Druckbedin-
gungen als „Standardbezugselektrode" fur alle 
anderen Halbzellen dienen soil. Man spricht 
von Standardwasserstoffelektrode (abgekurzt: 
SWE, englisch: SHE). 

Ein platinierter Platindraht, der in eine 
Losung der HsO^-Aktivitat 1,00 eintaucht 
und von reinstem Wasserstoff mit Druck 
1013,25 hPa umspult wird, wird zur Festle-
gung der sog. Spannungsreihe als Bezugs­
elektrode herangezogen. Diese Halbzelle 
erhalt bei alien Temperaturen als Potential-
differenz E den Wert 0,00 V 

Durch diese Null-Definition entfallt in der 
Gleichung U == E(Kathode) - E(Anode) eine 
Halbzellenspannung, so daB das MeBergebnis 
direkt E entspricht. Es ist ein „relatives E", 
bezogen auf die Standardwasserstoffelektrode 
(SWE) als Bezugselektrode. AuBerdem muB 
nicht nur die SWE im Standardzustand (d.h. 

Aktivitaten 1,00) vorliegen, sondem auch das 
interessierende Redoxsystem Metall/Metall-
lon. Das MeBergebnis wird Standardpotential 
E^ genannt. 

Z.4.2.1 Die Spannungsreihe 

Wenn alle interessierenden Redoxsysteme (so-
weit sie einer Messung zuganglich sind) gegen 
die SWE vermessen werden, erhalt man eine 
Liste von Standardpotentialen, die von etwa 
-3 V bis ca. +3 V reicht. Diese Liste wird als 
Spannungsreihe bezeichnet (s. Tabelle Z-4). 

Z.4.2.2 Die Nernst'sche Gleichung 

Standardpotentiale beziehen sich immer nur 
auf den Standardzustand, d.h. auf die Aktivitat 
a(X) = 1,00 mol/1. Sobald andere Konzentra-
tionsverhaltnisse vorliegen - und das ist ge-
wohnlich immer der Fall - ist dies auch zu 
beriicksichtigen. 

W H. Nemst hat eine Gleichung abgeleitet, 
die fur Abweichungen vom Standardzustand 
herangezogen werden muB. Sie lautet: 

FN a(ox) 
E-E«(red(ox) + - - l g - ^ 

n a(red) 

Einheit: V 

Tabelle Z-4. Einige Standardpotentiale E^ (red/ 
ox) in V bei 25°C bezogen auf E''(H2/HsO^) = 
0,0 V 

Negative Systeme 

Li/Li+ 
Na/Na+ 
Mg/Mg2+ 
A1/AP+ 
Zn/Zn(OH)2-
Mn/Mn2+ 
Zn/Zn2+ 
Cr/Cr3+ 
Fe/Fe2+ 
Cd/Cd2-
Pb/PbS04(3) 
C0/C02+ 
Ni/Ni2+ 
Pb/Pb2+ 

ROinV 

-3 ,02 
-2 ,71 
-2 ,34 
-1 ,67 
-1 ,22 
- 1 , 1 0 
- 0 , 7 6 
-0 ,74 
-0 ,44 
-0 ,40 
-0 ,30 
-0 ,27 
-0 ,25 
-0 ,12 

Positive Systeme 

SO2/HSO4 
Cu/CuCl2 
Cu/Cu2+ 

r/i2 
Ag/Ag+ 
NO/HNO3 
Br7Br2 
Pt/Pt2+ 
CI7CI2 
Au/Au3^ 
Mn2VMn04 
PbS04(,/Pb02(s) 
SOj7S20^ 
F7F2 

EMnV 

+ 0,12 
+ 0,19 
+ 0,34 
+ 0,53 
+ 0,80 
+ 0,96 
+ 1,07 
+ 1,20 
+ 1,36 
+ 1,42 
+ 1,52 
+ 1,62 
+ 2,06 
+ 2,85 
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Das Standardpotential E^ wird durch einen 
Summanden korrigiert, der die vorliegende 
Aktivitat in logarithmischer Form enthalt. Bei 
Vorliegen aller Aktivitaten von 1,00 resultiert 
E = £0 (weil Ig 1 - 0). Es bedeuten: 

Fj^ sog. Nernst-Faktor (auch Nernstspan-
nung UN). Da als Variable die Tempera-
tur enthalten ist, muB bei Berechnun-
gen auf die Temperatur geachtet wer-
den (25°C: 0,0591 V; 50°C: 0,0641 V). 

n Anderung der Oxidationszahl bzw. 
Unterschied der Oxidationszahlen fiir 
red/ox. 

a(ox) steht immer im Zahler und entspricht 
dem Produkt der Aktivitaten aller Part­
ner der oxidierten Seite der Reaktions-
gleichung. 

a(red) steht immer im Nenner und entspricht 
analog zu a(ox) dem Produkt der Akti­
vitaten aller Partner der reduzierten 
Seite der Gleichung. Reine Metalle be-
finden sich im Standardzustand a(M) = 
1,00 ohne Einheit. 

Z.4.3 Die elektrochemische pH-Messung 

Die praktische pH-Skala beruht auf elektro-
chemisch gemessenen pH-Werten, wobei eine 
Wasserstoffelektrode als Indikatorelektrode 
eingesetzt wird. Die Wasserstoffelektrode 
stellt in ihrer Form als SWE (alle Aktivitaten 
a(X) = 1,00) eine Bezugselektrode dar. Sobald 
aber a(H30^) von 1,0 mol/1 abweicht, betragt 
der E-Wert nicht mehr 0,00 V, sondern wird 
durch die neue Aktivitat bestimmt. Fiir einen 
H2-Druck von 1013 hPa nimmt die Nernst'-
sche Gleichung der Wasserstoffelektrode fol-
gende Form an: 

E = - FN • pH Einheit: V 

Die Potentialdifferenz E ist somit eine Funkti-
on des pH-Wertes, so daB man aus E auf den 
pH-Wert riickschlieBen kann. Damit nimmt 
aber die Wasserstoffelektrode nicht mehr die 
Stelle einer Bezugselektrode ein. 

Alle Halbzellen, die aus analytischen Griinden 
eingesetzt werden, sind derartige Indikator-
elektroden, denn sie zeigen eine bestimmte 
lonenaktivitat a(X) an. 

Fiir den Aufbau einer galvanischen Zelle zur 
pH-Ermittlung ist eine zweite Halbzelle als 
Bezugselektrode erforderlich. Eine SWE ware 
hierfur prinzipiell geeignet, aber die Handha-
bung einer SWE ist u.a. so umstandlich und 
empfindlich, daB man in der Praxis immer auf 
andere Bezugselektroden ausweicht. Eine der 
geeignetsten Bezugselektroden der Praxis ist 
die Silber-Silber-chlorid-Elektrode Ag/AgCl 
(hier liegt Ag^ in Form des schwer loslichen 
AgCl vor). 

Z.4.4 Elektrochemische Stromerzeugung 
(Batterien) 

Elektrochemische Stromquellen (Batte­
rien) sind Energiespeicher, die in einer 
exergonischen Reaktion ihre Energie abge-
ben. 

Eine Halbzelle, deren von der Aktivitat ab-
hangige Potentialdifferenz fiir Aktivitats-
ermittlungen ausgenutzt wird, nennt man 
Indikatorelektrode. 

Sobald der Gleichgewichtszustand erreicht ist 
(AG = 0), hat eine derartige Stromquelle „ihr 
Lebensende" erreicht. In einigen Fallen ist 
allerdings eine Reaktionsumkehr moglich, ein 
sog. AufladeprozeB, der wieder Energie ver-
braucht. Daher unterscheidet man zwei Falle: 

- Primdrzellen, d.h. „Einmal-Zellen", die 
keine Wiederaufladung vertragen. Nach 
Reaktionsende werden sie zu Sondermiill. 

- Sekunddrzellen oder Akkumulatoren. Das 
sind Zellen, die iiber langere Zeit hinweg 
einen LadeprozeB zulassen, der die Aus-
gangsstoflfe wieder aufbaut. Hier kommt es 
zu einem standigen Wechsel zwischen gal-
vanischer und elektrolytischer Zelle. Aber 
auch diese Zellen werden eines Tages zu 
Sondermiill. 

Z.4.4.1 Der Bleiakkumulator 

Bei den im Bleiakkumulator ablaufenden 
Reaktionen handelt sich um eine Kompropor-
tionierung zwischen elementarem Blei und 
Blei(IV)oxid Pb02, wobei Schwefelsaure 
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Bild Z-10. Aufbauprinzip einer Batterie. 
Erlauteningen: 
(1) Anode, d.h. Elektrode, an der die Oxidation statt-
findet; hier die negative Elektrode. Es handelt sich 
um ein Metall (Zn, Pb, Li), das oxidiert wird (zu Zn^ ,̂ 
Pb2% Li+). 

(2) Kathode, d.h. Elektrode, an der die Reduktion 
stattfindet; hier die positive Elektrode. Als Oxida-
tionsmittel kommen z.B. MnOj, PbOi, Ag20 u.a. in 
Frage. 
(3) Elektrolyt, eine ionenhaltige waMge oder nicht-
waBrige Losung (eventuell eingedickt). Lithiumbatte-
rien vertragen keine wafirigen Losimgen! 
(4) Separator genannte Trennschicht, die als Dia-
phragma dient. Sie verhindert unerwiinschte Beriih-
riingen und Vermischungen. 
(5) Behdlter oder Gehduse. 
(6) Stromableitende Kontakte. 

Elektrolyt ist. Die Dichte der H2SO4 liegt fur 
einen voUgeladenen Akkumulator mindestens 
bei 1,27 g/cm^; dies entspricht einer Kon-
zentration von ca. 35%, bzw. c(H2S04) = ca. 
4,5 mol/1. In einer derartig hohen Konzentrati-
on spielt die 2. Dissoziationsstufe der H2SO4 
praktisch keine Rolle, sondem nur: 

H2SO4 + H2O -^ H30^ + HS04-

Die ablaufenden Reaktionen sind daher mit 
Hydrogensulfat-Ionen wie folgt zu formulie-

Anode: Pb(,) + HS04- > PbS04(,) + H^ + 2 e-

Kathode: Pb02(s) + HSO4 + 3 ff + 2 e" 
-> PbS04(,) + 2 H2O 

Die Summierung ergibt folgende Gesamtglei-
chung: 

Pb(,) + Pb02(,) + 2 HSO4- + 2 H+ 
-^ 2PbS04(,) + 2H20 

oder (wenn statt HSO4 + H+ Schwefelsaure 
geschrieben wird): 

Entladung 

Pb(,) + Pb02(s) + 2H2S04 - ^ 2PbS04(,) + 2H20 
LadeprozeB 

Da die Standardpotentiale sowohl der anodi-
schen Oxidation als auch der kathodischen 
Reduktion bekannt sind, laBt sich die Urspan-
nung der Zelle naherungsweise berechnen. Es 
gelten: 

E0(Pb/PbSO4) =-0,303 V; 

E0(PbSO4/PbO2) = +1,627 V 

Somit lauten die jeweiligen Ausdriicke fur die 
Nemstschen Gleichungen: 

FN a(H+) 
E(Anode) = - 0 , 3 0 3 . - . l g ^ ^ g ^ 

a(H^) steht vereinfacht fur aCHsO )̂. Die Akti-
vitaten der reinen Festkorper betragen 1,0. 

E (Kathode) = 

FN a(HS04) • â CĤ ) 

Da eine 35%ige H2SO4 nicht als verdiinnte 
wafirige Losung angesehen werden kann, muB 
fur eine exakte Berechnung die Aktivitat des 
Wassers mit einbezogen werden. 

Die Urspannung ergibt sich durch die Diffe-
renz 

U = E(Kathode) - E(Anode), d.h. 

U = 1,627-(-0,303) 

FN a(HS04) • â (H+) • a(HS04) 

+ y l g -

1,93 + F N l g 

a2(H20) • a(H^) 

a(HS04) • a(H^) 

a(H20) 

Da die Aktivitaten nicht bekannt sind, setzt 
man fur eine Berechnung an: 

- statt a(X) die Konzentration c(X) 
- fur a(H20) = 1,00, als ob eine verdiinnte 

wafirige Losimg vorliegen wiirde 
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- und vemachlassigt die 2. Dissoziationsstufe 
der Schwefelsaure; dann gilt c(H^) = 
c(HS04-) = c(H2S04). 

Aus der Gleichung wird somit: 

U = 1 , 9 3 + FN- lgc2(H2S04) 

Fur 25 °C und c(H2S04) = 4,5 mol/1 resultiert: 

U = 1,93+ 2-0,0591 •lg4,5 

U = 2,006 V 

Z.5 Industrielle anorganische 
Chemie 

Z.5.1 Schwefelsaure 

Mit etwa 140 Millionen jato (d.h. Tonnen 
pro Jahr) ist H2SO4 mengenmaBig die wich-
tigste Chemikalie, von der der groBte 
Anteil in der Diingemittelindustrie ver-
braucht wird. Sie wird durch katalytische 
Oxidation von SO2 zu SO3 und anschlie-
Bende Umsetzung mit Wasser hergestellt. 

Am Ende vieler Verfahren hat man daher eine 
verunreinigte und verdiinnte Schwefelsaure 
vorliegen, die friiher als „AbfaH" betrachtet, 
mit Sonderschiffen aufs Meer transportiert 
und dort durch einfaches Ablassen (Verklap-
pen) entsorgt wurde. Diese sog. „Dunnsaure" 
wird heute rezykliert, wobei die Verfahren 
hierzu immer mehr verbessert wurden. Man 
konzentriert die Diinnsaure auf ca. 65%ig und 
spriiht sie in eine 1000°C heiBe Flamme, 
wobei organische Verunreinigungen zerstort 
und die Schwefelsaure zersetzt werden (sog. 
Spaltverfahren): 

H2S04(H20) ^''^"^^°^) SO2 + 1/2 O2 + H2O 

Die Reaktionsgleichungen fiir das Herstel-
lungsverfahren lauten: 

S(l) + 02 

2 PbS + 3 O2 

Verbrennung 

^ 2 PbO + 2 SO, 

Schwefel kann zwar problemlos zu SO2 ver-
brannt werden, aber nicht ohne weiteres zu 

SO3. Hierzu ist eine katalytische Oxidation 
erforderlich. 

Unter Einbeziehung des V2O5 laBt sich diese 
Reaktionsgleichung wie folgt schreiben: 

SO2 + V2O, -^ SO, + 2V02 

2 VO, + 1/2 O, -̂  V,0, 

Z.5.2 Ammoniak 

5.2.1 Ammoniak-Syn these 

Die Reaktionsgleichung des Verfahrens lautet: 

N2 + 3H2 -> 2NH3 AHR = -45,6kJ 

Die exotherme und unter Volumenverminde-
rung ablaufende Reaktion sollte bei moglichst 
tiefen Temperaturen und hohen Driicken 
durchgefuhrt werden, damit ein guter Umsatz 
erzielt wird. 

Bild Z-11. NHj-Ausbeute in Abhdngigkeit von Druck 
und Temperatur. 

Bei tieferen Temperaturen ist der NH3-Anteil 
im Gleichgewicht groBer als bei hoheren, weil 
die Reaktion exotherm ablauft; ebenso steigt 
der NH3-Anteil mit dem Druck an, weil aus 
4 mol Gas 2 mol werden. Da die Reaktionsge-
schwindigkeit aber bei niedriger Temperatur 
zu gering ist, arbeitet man bei Temperaturen 
zwischen 400 und 500 °C (Druck zwischen 
10̂  und 3 • 10̂  hPa). AuBerdem wird die NH3-
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Synthese an einem Katalysator durchgefuhrt, 
der in diesem Falle die Aktivierungsenergie 
auf etwa ein Drittel erniedrigt. 

Z.5.2.2 Verwendung von Ammoniak 

Die groBte Menge des Ammoniaks wird zu 
Diingemitteln verarbeitet. Die Ammoniak-
synthese ist auch der EingangsprozeB zur 
Herstellimg von Salpetersaure. 

Durch Ammoniakverbrennung (Ostwald-Ver-
fahren) wird in einem groBtechnischen kataly-
tischen ProzeB NO gewonnen, aus dem durch 
weitere Oxidation und Umsetzung mit H2O 

Salpetersaure hergestellt wird. Diese NH3-
Verbrennung an einem Pt-Rh-Netzkatalysator 
(ca. 10% Rh) mit sehr kurzen Verweilzeiten 
(nur ca. 10"̂  s) bedarf ganz bestimmter Reak-
tionsbedingungen, da mehrere miteinander 
konkurrierende Reaktionen moglich sind. Er-
wiinscht ist die Reaktion: 

4NH3 + 5O2 ^ 4NO + 6H2OAHR = -906kJ 

Es schlieBen sich an: 

2 NO + O2 ^ 2 NO2 

2 NO2 + H2O + 1/2 O2 ^ 2 HNO3 

Die wichtigste Verwendung von NH3 ist in fol-
gender Ubersicht enthalten: 

NH, 

mitHNO, 

mit H2SO4. 

mit CO, 

Ammoniakverbremiung 

mit NO, 

organische Chemie 

Kalkammonsalpeter (NH4N03/CaC03) als Diingemittel 

(NH4)2S04 (ebenfalls als Dimgemittel, wenn auch wegen Boden-
versauerung weaiger eingesetzt) 

Hamstoff (Dungemittel) 
weiterhin: Harnstoff-Formaldehyd-Harze 

Salpetersaure libcr die Stufen NO und NO2 

zur Entstickung von Kraftwerksabgasen 
4NH3 + '̂ NO + O2 - ^ ^ 4N2 + 6H2O 

mit CH4 zu HCN 

(Cyanide z, B. fur galvanische Bader, Aminosauren, Plexiglas) 

mit CH3OH zu Aminen, z. B. CH3NH2 

mit H2C=CH-CH3 und O2 zu Acrylnitril->(PAN) 

Z.5.3 Die Alkalichlorid-Elektrolyse -
Erzeugung von CI2, NaOH und H2 

Chlor und Natronlauge werden iiberwie-
gend durch Elektrolyse einer waBrigen 
NaCl-Losung gewonnen. 

Der dabei ebenfalls anfallende Wasserstoff 
(Verwendung als Heizgas, Synthesegas, Bal-
lonfullung) spielt mengenmaBig keine Rolle 
im Vergleich zur Wasserstoffjproduktion aus 
Erdgas und Erdol (partielle Oxidation, Steam-
Reforming, Reforming). 

Das Ausgangsmaterial der Elektrolyse (Stein-
salz, Kochsalz) steht in ausreichender Menge 
zu Verfiigung. Vor der Elektrolyse muB die 
Sole durch Ausfallen von lonen wie SOJ", 
Mg2+, Câ ^ und Fê ^ gereinigt werden. Die 
Alkalichlorid-Elektrolyse kann nach drei Ver-
fahren durchgefiihrt werden: 

- Diaphragmaverfahren 
- Amalgamverfahren 
- Membranverfahren. 

Die Verwendung von Natronlauge und Chlor 
wird durch die folgende Zusammenfassung 
verdeutlicht: 
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NaOH 

mit Bauxit 

mit H3PQ4 

mit CI, 

mit CO, 

weiterer Einsatz fiir 

^ Al-Gewinnung, d. h. AufschluB, ^folgt von Abtrennimg des Fe(0H)3 

-* Phosphate, z, B. NasPjOio (STP) 

^ durch Disproportioniemng NaClO (Hypochlorit) und NaCl03 
(Chiorat); Bleich- und Desinfektionsmittel 

-* NaHCOj (Backpulver) und NajCOj 
(Soda zur Glas- und Seifenherstellung) 

I—^ AufschluB von H0I2 (Zellstoff- und Papierherstellung) 

-> Regenerierung von lonenaustauschern 

^ Absorptionsmittei fur saure Gase wie CO 2 oder CHj - SH im Erdol 

mit NaOH 

Chlor 

mit Rutil(Ti02)/Kohle 

mit H2 

mit SiOi/Kohle 

mit CO 

mit CH4 

mitH2C=CH2 

mit Benzol 

NaCIO und NaQOg (wie oben) 

t)berfuhnmg in TiCl4 und daraus Titan oder das Weifipigment Ti02 

ChlorwasserstoffHCl 

SiCl4 (Si02 + 2C + 2CI2 -̂  SiCl4 + 2C0) 

Phosgen 0=CCI2; trotz Giftigkeit bedeutende Zwischenverbindung 
(Herstellung von Diisocyanaten fur Polyurethane) 

chlorierte Methanderivate (Losungsmittel) 

1,2-Dichlorethan (daraus Vinylchiorid) 

Chiorben2X)l (als Zwischenverbindung fiir Pharmaka, Farbstoffe, 
Insektizide) 

Tabelle Z-5. Vergleich der drei Elektrolyse- Verfahren 

Vorteile 

Nachteile 

Diaphragma-Verfahren 

Nur 3 V Zellspannung, 
kein Quecksilber 

NaOH deutlich Cr-haltig; 
Kosten fur Eindampfen 
hoher als bei Membran-
verfahren 

Amalgam-Verfahren 

50%ige chloridfreie NaOH 

4,2 V Spannung, 
d.h. 3300 kWh pro t Chlor; 
Hg-Emissionen, teurer 
Umweltschutz 

Membran-Verfahren 

Weitgehend reine NaOH, 
nur 3,15 V Spannung, 
kein Quecksilber 

NaOH nur ca. 35%ig, 
Membrankosten 

Z.5.4 Gewinnung von Eisen und Stahl 

Fiir die Gewinnung von Eisen werden die fol-
genden Eisenerze verwendet: 

- Hamatit oder Roteisenstein Fe20^, 

- MagnetitFe304, 
- SideritFeCOs. 

Die Reduktion der Eisenoxide erfolgt in etwa 
30-40 m hohen Hochofen, die abwechselnd 
mit Koks und einer Mischung aus angereicher-

tem Erz und sog. Zuschlagen beschickt wer­
den. Aus Zuschlagen (Kalkstein, Dolomit) und 
Begleitmaterial des Erzes (insbesondere Si02) 
bildet sich eine Schlacke, die im wesentlichen 
aus Calciumsilicat besteht. Die Schlackebil-
dung laBt sich vereinfacht wie folgt zusam-
menfassen: 

Si02 + CaC03 

Die Beschickung des Hochofens erfolgt tiber 
Glockenverschliisse, die verhindem, daB Gicht-
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Bild Z-12. Reaktionszonen und Tempemturverlauf 
im Hochofen (Hohe ca. 40 m, Gestelldurchmesser ca. 
11m). 

gas aus dem Hochofen entweicht (Gicht wird 
der obere Teil genaimt). In den unteren Bereich 
des Hochofens blast man iiber eine Ririg-
leitimg heiBe Luft (Heifiwind) von 900 bis 
1300°C, so daB der Koks verbrennt und die 
erforderliche Temperatur erzeugt wird. Die 
Reduktion der Eisenoxide erfolgt nur in den 
sehr heiBen unteren Bereichen direkt durch 
Kohlenstoff, zum groBeren Teil jedoch durch 
CO. 

Da unterschiedliche Eisenoxide mit den 
Oxidationszahlen +2 und +3 beteiligt sind, 
schreibt man vereinfacht Fe(0) - ein 100%ig 
reines FeO ist nicht bekannt: 

Fe(0) + CO -^ Fe + C02 

Das gebildete CO2 reagiert mit Kohlenstoff in 
einer als Boudouard-Gleichgewicht bezeich-
neten Reaktion zu CO: 

CO2 + C -^ 2CO AHR =+172,4 kJ 

Die Produkte des Hochofenprozesses sind: 

- Roheisen; es enthalt 3,2-4% C, 0,2-3% Si, 
0,5-5% Mn, 0,08-2,5% P und weniger als 
0,04% S 

- Schlacke; sie setzt sich etwa zusammen aus 
35% Si02, 40% CaO, 10% AI2O3, weiterhin 

MgO, FeO und CaS. Man verarbeitet sie fur 
Produkte der Bauindustrie (Hochofenze-
ment, Hiittensand). 

- Gichtgas; das 150 bis 400 °C heiBe Gas ent-
hah noch etwa 30% CO. Es wird nach Rei-
nigung zum Betrieb der Winderhitzer und 
der Geblase fur den HeiBwind benutzt. 
Winderhitzer sind regenerative Warmeaus-
tauscher, die mit feuerfesten Steinen ausge-
kleidet sind. Sie werden durch Abgase (aus 
der Verbrennung von Gichtgas) erwarmt 
und geben die aufgenommene Warme an 
den eingeblasenen Kaltwind ab, der dann als 
HeiBwind dem Hochofen zugefuhrt wird. 

Etwa 90% des Roheisens werden in Stahl 
iibergefuhrt, der Rest wird zu GuBeisen verar­
beitet. Hartender Bestandteil ist in erster Linie 
der Kohlenstoff, dessen Verhalten gegenuber 
Eisen die Vielfalt dieses Werkstoffs bewirkt. 
Die folgende Einteilung gibt einen Uberblick: 

Werkstoff Bisen 

Stahl (zu 90%) 
C-Gehalt bis 2 % 

J 
r 

unlegierte Stable 
(auch Kohlen-

stoffstahle). 
Hartender 

Bestandteil: C 

I 
OuBeisen (zu 10%) 
C-Gehalt 2 bis 4% 
nicht schmiedbar 

legierte Stable mit 0,01% 
bis 2 % C sowie mit den 
typischen Legierungsele-

menten Cr, Ni, W, M o , Mn, 
Co, V, Ti, Ta, N b , Si oder 

deren Kombinationen 

Zur Herstellung von Stahl muB der Kohlen-
stoffgehalt des Roheisens stark gesenkt 
(bei Baustahlen z.B. auf 0,05 bis 0,25%), 
andere Begleitstoffe miissen weitgehend 
entfemt werden. Erst dann laBt sich die 
Eisenlegierung (also Stahl) Schmieden und 
walzen. 

Der RaffinationsprozeB umfaBt das Frischen, 
also das Oxidieren der gelosten Bestandteile 
(wie z.B. C, Si, Mn, P), die Entschwefelung 
(z.B. mit CaO) und eine als Desoxidation 
bezeichnete Nachbehandlung; das ist die Ent-
femung des in der Stahlschmelze gelosten 
Sauerstoffs durch Desoxidationsmittel, wie 
z. B. Ferrosilicium, CaSi oder Al. 

Die uberwiegende Menge des Stahls wird heu-
te durch das Sauerstoffaufblasverfahren (LD-
Verfahren) erzeugt, nach dem weit mehr als 
100 Stahlwerke in der Welt arbeiten. Hierbei 
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werden Roheisen, Stahlschrott und Kalk in 
einen Konverter eingebracht und iiber eine 
Lanze reiner Sauerstoff mit 5 10̂  bis 10"̂  hPa 
auf die Schmelze geblasen. 

Legierte Stable stellt man meistens durch 
das Elektrostahlverfahren her. 

Hierbei erfolgt die Beheizung durch Licht-
bogen, die zwischen Elektroden aus Graphit 
und der Schmelze brennen (heute mit Zusatz-
heizung). Die gewiinschten Legierungszusatze 
werden als Ferrolegierung eingebracht (Le-
gierung zwischen Eisen und dem Legierungs-
bestandteil, z.B. Ferrochrom, Ferromangan 
usw.) Oder in Form reiner Legierungsmetalle. 

Z.6 Industrielle organische Chemie 

Z.6.1 Erdol 

In den Raffinerien erfolgt eine Auftren-
nung des Rohols in sog. Siedeschnitte. 

Je nach Zielrichtung werden die Raffinerien in 
Heizol-, KraftstofF- und petrochemische Raf­
finerien unterschieden. 

Z.6.2 Erdgas 

Man unterscheidet „trockenes" und „nasses" 
Erdgas. Das trockene Erdgas enthalt einen 
sehr hohen Anteil an CH4 (ca. 80%) neben 

CO2, H2S und N2, nasses Erdgas dagegen hat 
eine Zusammensetzung von ca. 60% CH4, 
15% C2H6, 10% C3H8. Vor der Einspeisung in 
Pipelines muB Erdgas aufbereitet werden: 

- Trocknung in Absorberkolonnen 
- Abtrennung von H2S und COS (Kohlensul-

f idoxid) durch Absorption 

Aus Erdgas wird durch Umsetzen mit Wasser-
dampf (steam-reforming) katalytisch eine 
Mischung CO + H2 (sog. Synthesegas) gewon-
nen, aus dem eine Reihe wichtiger Grundche-
mikalien hergestellt werden kann (Methanol, 
Ammoniak, Aldehyde). 

Z.6.3 Kohle 

Kohle ist wie Erdol ein fossiler Brennstoff. Im 
Laufe des Inkohlungsprozesses wurden die 
Frodukte immer C-reicher: Cellulose -^ Torf 
-^ Braunkohle -> Steinkohle -^ Anthrazit -> 
Graphit. 

Kohle hat eine komplexe Struktur, die vom 
Inkohlungsgrad abhangt. 

Aus Kohle lassen sich zahlreiche wichtige Ver-
bindungen herstellen: 

Kohle 

Verkokung 

mit CaO 

Vergasurtg 
( + H2O + O2) 

Hydrierung 
( + H;,) 

Benzol, Steinkohlenteer 
(Farbstoffe), 
Koks (Eisengewinnimg) 

CaC2 (z. B. fiir Acetylen) 

CO + H2 (Synthesegas: 
Oxosynthese, N H 3 , 
Essigsaure, Fischer-
Tropsch-Synthese) 

gasfdrmige und fliissige 
Kohlenwasserstoffe 

Tabelle Z-6. Substanzgruppen. 

Gruppenname 

Gasformige Verbindungen 

Otto-Kraftstoff (Rohbenzin) 

Naphta (Chemiebenzin) 

Diisentreibstoff oder Kerosin 

Diesel-KraftstoflFund leichtes Heizol (Mitteldestilat) 

Schweres Heizol 

Schmierole 

Bitumen (Riickstand der Vakuumdestillation; abgeleitet 
vom lat. Wort fur Erdharz) 

Siedebereich 

bis ca. O X 

bis 150-200 X 

bis 200 °C 

200-250°C 

200-350°C 

Oberhalb350°C 

350-550°C 

Oberhalb 550°C 

C-Anzahl 

bis C4 (Butan) 

bis etwa 12 

bisetwa 12 

12 bis 16 

12 bis 25 

oberhalb 25 

25 bis 40 

40 bis 50 
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Die Kohlevergasimg ist eine Reaktion der 
Kohle mit H20-Dampf und Luft (oder O2) zu 
CO und H2 (Synthesegas): 

C+I/2O2 -> CO AHR = - l l lkJ /mol 
C + H2O -^ CO + H2 AHR = +118kJ/mol 

Fette und fette Ole (Fettsaureglycerinester) 
nicht nur als Nahrungsmittel, sondem auch 
fur Biodiesel, Lacke und in der Tensid-Her-
stellung. 

Z.6.4 Biomasse 

Wahrend Erdol und Kohle in Jahrmillionen 
gebildet wurden, ist Biomasse (die durch Assi­
milation von CO2 entsteht) eine sich rasch 
erneuernde Rohstoffquelle. Die Industrie ver-
wendet Biomasse folgender Art: 

- Cellulose aus Holz in der Papier- und Tex-
tilindustrie (z. B. Viskoseseide) 

- Naturkautschuk 

Z.6.5 Olefine 

Ethen ist die zur Zeit mengenmaBig wichtigste 
Grundchemikalie der industriellen organischen 
Chemie, gefolgt von Propen, den C4-Alkenen, 
Benzol und Toluol. Schwefelsaure und Ammo-
niak werden jedoch in noch groBeren Mengen 
produziert. 

Uber die Verwendung von Ethen, Propen und 
Buten informieren folgende Ubersichten: 

H2C = CHj 

H ^ C ^ C H - C H a 

Butene 

Polymerisation 

+O2 
Katalysator: Ag 

+H2O 
Kat. H2SO4 

+ Vi02 

K a t Pd+-'/Cu* + 

+CU (Kat) 

+Benzol (Kat) 

Katalysator 

Polymerisation 

+NH3/O2 (Kat) 

+ CO/H2 (Kat ) 

Oxosynthese 

+ H 3 C - C H a ~ C 0 - 0 0 H 

+ Benzol 

+ 0 2 ( K a t ) 

Isobiiten H;iC = C(CH3)2 

Buten 

Butadien 

» Pnlvf'ffivlen fPH^ 
* J: vjiyVWJ.JFICJL1 î jT X J / 

~* Ethylenglykol, nichtionische Tenside 

+ H C—CVJ —OH TEthanoD 
* Jrkj^^ v^-tXi V-'ti i^ju'tAio-ii.i^iy 

4, j j C—CO H (Acefaldehyd) -• Bssigsaure 

+ 1 2-Dichlorethan -+ Vinylchlorid —>• PVC 

+ Ethylbenzol -* Styrol —*• PoWstyrol (PS) 

• H r —TH—/TH "k — CH, (̂ Qt-AJkene't 
~+ Tenside, synthetische Schraierole 

1. Pn1vTiT-/-k'nv1«>rt r P P ^ 
r sTviypnjpyicu yt-^t/ 

• H r —TH—r = N fAcrvlnitril'k 
^ Polyacrylnitril (PAN) 

* R r* —PH —C¥i — CO —H CRutvraidohvd) 
* m ^ ^ •" ^ 0 . 2 ^ - tA^ V^̂ -* iJl \^M^lM:tJl.ad\MOllJ\l^ 

4. t r (^ /-<IJ /••IT ^rrM-kvtf»nnYiH't 

b ' -* Polynrethane, Kosmetika 

* /{ VV^r'H/'PH "1 CrSimnl^ _». Ph^tirtl -t- Ar**fnn 

* iij^—v^H-—K^ti2\^i' i^Epituiomyamij —* upojuuiuuzc 

• H P —PH — r n — H /'Acrolein') -*• Arrvlsaure 
Polymere 

^ W^t1i\7l_ti><rf.K»ii+\;1^+VM*r Hif rsifihctr»fFnTcatT'i PillviHrtKnt*»n 
* XVjtvU-LyX'iCil'DULyiCLUCi ^.njLal.lolViLz4iSclLLi^j x VfljiOWUUlCU. 

H C - ^ \ 
•*• 1 0 fMaieinsaureanlivdridl > Polyester 

^ ^ 0 

* Synthesekautschuk 
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Z.6.6 Schmier- und Mineralole Z.6.7 Tenside 

Unter dem Begriff „Schiniennittel" werden 
Schmierole, Schmierfette und feste Schmier-
stoffe (Graphit und Molybdansulfid M0S2) 
zusammengefaBt. Schmierole werden in Mi­
neralole und synthetische Ole unterteilt. 

- Mineralole 
Mineralole teilt man in paraffinbasische 
(Hauptbestandteil: Paraffine) und naphthen-
basische (Hauptbestandteil: Cycloalkane 
und Aromaten) Grundole ein. Sie fallen als 
Rohprodukte bei der Erdolraffination an. 

- Synthetische Schmierole 
Extreme Anforderungen an Schmierole 
(z.B. in Flugmotoren) konnen mit naturli-
chen Kohlenwasserstoffen nur schwer er-
fiillt werden. Seit etwa 1930 werden daher 
synthetische Schmierole produziert, die im 
allgemeinen Gemische von Verbindungen 
darstellen. Hierzu gehoren: 

- Polyether 
z.B. Polyethylenglykole mit dem allgemei­
nen Aufbau 

H-^0-CH2-CH2-]irOH 

- Carbonsaureester (Esterole) 
Es handelt sich mengenmaBig um die wich-
tigsten Syntheseole. Das Veresterungspro-
dukt zwischen Adipinsaure (Hexandicar-
bonsaure) und 2-Ethylhexanol ist ein Bei-
spiel; 

- Siliconole 
Diese Ole besitzen eine geringe Neigung 
zur Schaumbildung und ein gutes VT-Ver-
halten. Sie sind besonders gut als Schmier-
mittel fur Lager und Getriebe mit roUender 
Reibung geeignet. 

- Halogenkohlenwasserstoffe 
Einsatz finden z.B. Polychlorparaffine oder 
Chlortrifluorethylen-Polymere. Die Verbin­
dungen sind nicht brennbar, oxidationsbe-
standig und benetzen Metalloberflachen 
gut. 

Mit der Entwicklung der Textilindustrie nahm 
die Bedeutung der Seife als Waschmittel zu. 
Heute werden Fette mit iiberhitztem Wasser-
dampf bei 10̂  hPa (Katalysator: CaO, MgO) 
gespalten. Das entstehende Fettsauregemisch 
wird destillativ getrennt. 

Seifen gehoren zu den oberflachenaktiven 
Substanzen, den sog. Tensiden. 

.CH, 

. ^ ^ ^ ' 
hydrophober Kohlen- hydrophile 

wasserstoff-Rest Carboxylat-Gruppe 
Veranschaulichung: O 

Aufgrund dieser Struktur nehmen Tenside an 
der Wasseroberflache eine Orientierung ein, in 
der die hydrophile Gruppierung ins Wasser 
taucht, der hydrophobe Rest aber in die Luft 
ragt: 

Luft uuu^ Wasser 

Diese Anordnung emiedrigt die hohe Ober-
flachenspannung des Wassers und erleichtert 
den Benetzungsvorgang (d. i. die Ausbreitung 
des Wassers auf der Faseroberflache). 

- Anionische Tenside 
Hierzu gehoren die Seifen, Sulfate und Sul­
fonate. Es handelt sich um die bedeutendste 
Gruppe von Tensiden, deren wichtigste 
Untergruppe die Alkylbenzolsulfonate dar­
stellen. 

- Kationische Tenside 
Diese Gruppe spielt in Waschmitteln keine 
Rolle, da der hydrophile Charakter bei An-
wesenheit von anionischen Tensiden ver-
loren geht (es bilden sich schwer losliche 
Salze). In sog. quartaren Ammoniumverbin-
dungen NRJX" bewirkt die positive Ladung 
am N-Atom die hydrophile Eigenschaft. 
Derartige Tenside spielen in der Textilverar-
beitung eine Rolle (sie verleihen den Texti-
lien einen weichen Griff und verringem die 
elektrostatische Aufladung). 
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- Nichtionische Tenside 
Diese Tenside werden als Waschmittel fiir 
stark 61- und fetthaltige Substrate verwen-
det. Sie enthalten im hydrophilen Rest eine 
Hydroxylgruppe -OH und mehrere Ether-
sauerstofiFatome. 

Z.6.8 Polymere 

Z.6.8.1 Allgemeines 

Polymere konnen natiirliche oder aber syn-
thetisch hergestellte Makromolekiile sein. 
Zu den Polymeren der Natur zahlen bei-
spielsweise Cellulose, Starke, EiweiBkor-
per Oder Kautschuk. Synthetische Poly­
mere nermt man in der Kegel Kunststoffe. 

Der detaillierte Aufbau eines Polymeren kann 
sehr unterschiedlich ausfallen. Je nachdem, 
wie die beiden Monomereinheiten eines Co-
polymeren miteinander verbunden sind, unter-
scheidet man: 

altemierende 
Polymere 

statistische 
Polymere 

Bloclqjolymere 

Pfropfpolymere 

X-Y-X-Y-X-Y-X-Y- X-Y-X 

X-Y-X-X-X-Y-X-Y- Y-X-Y 

X-X-X-Y-Y-Y-Y-X-X-X-X 

X-X-X-X-X-X-X-X-X-X-X 
I I I 

Y Y Y 
I 

Y 
I 

Y 

Die Anordnung der Substituenten (Konfigura-
tion) einer polymeren Kette charakterisiert 
man durch die sog. Taktizitat. 

Isotaktische und ataktische Polymere un-
terscheiden sich in physikalischen Eigen-
schaften. 

Es erweicht beispielsweise ataktisches Poly-
styrol bereit bei 100°C, wahrend isotaktisches 
bis ca. 230 °C stabil bleibt. 

Alle Aufbaureaktionen fur Polymere nennt 
man zusammenfassend Polymerisationen 
wobei in Additionspolymerisationen und 
Kondensationspolymerisationen unterteilt 
wird. 

Bild Z-13. Isotaktische, syndiotaktische und atakti­
sche Polymere (H-Atome nicht gezeichnet). 

Die klassische Unterteilung in Polymerisation, 
Polykondensation imd Polyaddition entspricht 
nicht mehr der heutigen lUPAC-Nomenkla-
tur. Zur pragnanten Charakterisierung eines 
Kunststoffes wurden Kurzzeichen eingefuhrt, 
die in der Norm DIN 7728 zusammengestellt 
sind. Eine Vielzahl von Kurzbezeichnungen 
beginnt mit dem Buchstaben P fur „Poly" und 
bezieht sich immer auf Homopolymerisate, 
Z.B.: 

PE Polyethylen 
PA Polyamid 
PC Polycarbonat 
PB Polybuten-1 

PAN Poly(acrybiitril) 
PVC Poly(vinylchlorid) 
PVAC Poly(vinylacetat) 

Z.6.8.2 Lineare Polyester 

Zu den bedeutendsten Kunststoffen dieser Art 
gehort Poly(ethylentere©hthalat) PETP, be-
kaimt als Kunstfaser fur Kleidimgsstucke 
unter Bezeichnungen wie Diolen oder Trevira. 
Er wird aber auch als Formmasse fur Haus-
haltsgerate, fiir Flaschen oder Folien verwen-
det. Die Ausgangssubstanzen sind: 

- Ethylenglykol HO-CHj-CHj-OH 
- Terephthalsaure (1,4-Benzoldicarbonsaure) 

HOOC ̂ r COOH 

Durch Veresterung (H20-Abspaltung nach bei­
den Seiten) erhalt man das lineare Polymere 

O-CH,-CH, -0 -C-<Q^C- C -CH^-CHj-O-
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Z.6.8.3 Weitere technische 
Kondensationspolymerisate 

- Plastomere (auch Thermoplaste) 
Das sind Kunststoffe, die bei hoherer Tem-
peratur plastisch und weich werden, wobei 
man sie verformen kann. Man setzt sie als 
Granulat ein und verarbeitet sie zu Folien (in 
Kalandem) oder Formteilen (in SpritzguB-
maschinen). Bei Raumtemperatur sind Plas­
tomere wieder fest und elastisch. Den Ver-
formungsvorgang kann man ofters wieder-
holen, da zwischen den Polymerketten keine 
echten chemischen Atombindungen beste-
hen. 

- Duromere (auch Duroplaste) 
Diese Kunststoffe lassen sich nicht plastisch 
verformen (durus = hart). Der Aufbau 
gleicht einem starren Raumnetz mit chemi­
schen Bindungen zwischen den Polymerket­
ten. Diese harten und festen Kunststoffe 
kann man durch Hitzeeinwirkung nur zer-
storen, aber nicht schmelzen. 

- Elastomere 
Diese dritte Gruppe konnte man verstandli-
cher auch als Gummiprodukte bezeichnen, 
da es sich um gummiartig elastische Kunst­
stoffe handelt. Sie sind ebenfalls nicht plas­
tisch verformbar, well auch hier eine gewis-
se Vernetzung der Kettenmolekiile vorliegt. 
Der klassische Ausdruck fiir diese Art der 
Vernetzung lautet Vulkanisation. 

Z.6.8.4 Polyethylen, Polypropylen 

So wie Ethylen unter den organischen Indus-
trieprodukten die erste Stelle einnimmt, 
kommt Polyethylen (PE) eine Vorrangstellung 
unter den Kunststoffen zu. Die Bedeutung des 
PE pragt sich auch in der Vielzahl der Namen 
aus, die es in der Welt hat. Es steht mit mehr 
als 2300 Namen an der Spitze aller Verbindun-
gen. 

Im wesentlichen unterscheidet man zwei PE-
Produkte: 

- LDPE (Low Density PolyEthylene) 
- HDPE (High Density PolyEthylene) 

HD bedeutet in diesem Falle nicht Hochdruck 
sondem Hohe Dichte. Diese Polymerisation 

lauft iiber Ziegler-Natta-Katalysatoren bei 
Niederdruck (etwa 5000 hPa). Da die erhalte-
nen PE-Makromolekiile kaum Verzweigungen 
aufweisen, ordnen sie sich besser zu mehr oder 
weniger parallelen Paketen an als bei LDPE, 
d. h. es liegt hohere Kristallinitat vor. 

Z.6.8.5 Poly(vinylchlorid) PVC, 
Poly(tetrafluorethylen) PTFE 

Reines PVC ist ein sehr hartes, licht- und war-
meempfindliches Produkt, dessen Einsatz 
gewisser stabilisierender Zusatze bedarf 
Warmeeinwirkung fuhrt beispielsweise rasch 
zur HCl-Abspaltung. 

Kunststoffe wie PE oder PS sind (insbesonde-
re im Lebensmittelbereich) auch ohne Additi­
ve einsetzbar, wenn sie keinen auBergewohn-
lichen Belastungen ausgesetzt sind (Licht, 
Warme, Erwartung langer Haltbarkeit). Bei 
PVC dagegen sind es erst die Zusatzstoffe, die 
aus diesem den gebrauchsfertigen Kunststoff 
machen. Ganz allgemein werden Kunststoff-
additive wie folgt unterteilt: 

- Warmestabilisatoren (Zn-, Pb-, Ba- oder 
Cd-Verbindungen) 

- Lichtstabilisatoren 
- Flammschutzmittel 
- Weichmacher 
- Fiillstoffe (Sand, Glasfasem, Gesteinsmehl) 

und Pigmente (insbesondere TitanweiB Ti02 
und RuB). 

Man unterscheidet in Hart-PVC (weichma-
cherfrei) und Weich-PVC (weichmacherhal-
tig). 

Weichmacher sind spezielle organische 
Verbindungen, deren Eindringen in das 
Polymere zu einer Art Gelierung fiihrt; sie 
wirken wie ein Gleitmittel zwischen den 
Molekiilketten. 

PVC ist nur eines der Produkte aus der Reihe 
der halogenhaltigen Kunststoffe. Einige Poly-
olefine enthalten auch das Halogen Fluor. 
Deren Geschichte begann in den 1930er Jah-
ren, als in der Firma Hoechst das Poly(chlor-
trifluorethylen) PCTFE und bei DuPont das 
Poly(tetrafluorethylen) PTFE (Handelsna-
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men: Hostaflon, Teflon) entwickelt wurden. 
Spater kamen Poly(vinylidenfluorid) PVDF 
und einige Copolymerisate hinzu. 

Diese Kunststoffe zeichnen sich durch beson-
dere Korrosions- und Temperaturbestandigkeit 
aus und wurden zunachst in Bereichen wie der 

Raumfahrt verwendet. Heute sind sie aus dem 
chemischen Apparatebau (Behalter, Rohrlei-
tungen, Staubfilter) genau so wenig wegzu-
denken wie aus dem Warenangebot eines 
jeden Kaufhauses (teflonbeschichtete Brat-
pfannen, Goretex-Anoraks). 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 
Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol~ ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol'^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W • m"^ • K"^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K'^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10~^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-MO°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Obergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Ac 
Actinium 

89 
(227,0) 
[Rn]6dl 7s2 
3 
6,9-12,1 
188 118(3 + ) 
1,1 
6,1-e-^^ 

-
kubisch 
flachenzentriert 10,1 

227 228 
1050 
3200 
14 

-
0,12 

-
-
-
-

-
-

Al 
Aluminium 

13 
26,982 
[Ne] 3 s2 3 pi 
3 
5,96-18,74-28,31 
143 51(3 + ) 
1,61 
7,57 
sauer/basisch 
kubisch 
flachenzentriert 2,702 

27/100 
660,4 
2467 
10 
291 
0,9 
273 
23,9 
2,655(0) 
42,9 (0) 

+ 16,5 RT 
1,175 

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 

Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol" ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol"^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ̂  • K " ̂  
Hnearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10'^ Q c m 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
in lO-*K-i(0°Cbis lOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

At 
Astat 

85 
(210) 
pCe] 4 fl4 5 dlO 
6 s2 6 p5 
7, 5, 3, 1 

-
62(7 + ) 
2,2 
3 - e - 2 ^ 

-
" 

215 218 219 

302 
335 

-
33 
0,14 

-
-
-
-

-
-

Ba 
Barium 

56 
137,33 
pCe] 6 s2 

2 
5,2-10,0 
217 134(2 + ) 
0,89 
0,026 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 3,51 

132/0,1 134/2,4 135/6,6 136/7,8 
137/11,3 138/71,7 
725 
1640 
7,7 
151 
0,19 

-
-
36(0) 
61 (0) 

+ 20,6 RT 
p 1 . . . 5,4 
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Am 
Americum 

95 
(243,1) 
[Rn] 5 f 7 6 do 7 s2 
6, 5, 4, 3 
6 
182 107(3 + ) 92(4+) 
1,3 

-
hexagonal 11,7 

242 243 244 
994 
2607 
10 
216 
0,14 

-
-
-
-
+ 100 RT 
1 

Sb 
Antimon 

51 
121,75 
[Kr]4dl0 5s2 5p3 
5,3 
8,5-18-24,7 
145 76(3 + ) 62(5 + ) 
2,05 
0,000065 
schwach sauer 
rhomoedrisch 6,68 

121/57,2 123/42,8 
630,7 
1750 
19,8 
83 
0,21 
22 
10,8 
39,0(0) 
51(0) 

-99,0 (293) 
p3,6 

Ar 
Argon 

18 
39,948 
[Ne] 3 s2 3 p6 

-
15,8-27,6-40,9 
98 

-
0,00036 

-
kubisch 
flachenzentriert 1,40(1) 

36/0,3 38/0,1 40/99,2 
-189,2 
-185,7 
1,2 
6,5 
0,52 
0,02 

-
-
-
-19,6 RT 

As 
Arsen 

33 
74,9222 
[Ar]3dlO 4s2 4p3 
5,3 
10,5-20,1-28,0 
125 58(3+) 46(5 + ) 
2,18 
0,00055 
schwach sauer 
kubisch 
raunizentriert 5,72/2,03 

75/100 
817 
613 
28 

-
0,33 

-
5,6 
33,3(20) 

-
-23,7 (293) 
p 0 ,31 . . . 0,5 

Bk 
BerkeUum 

97 
(247,1) 
[Rn] 5 f9 6 do 7 s2 

4,3 
-
96(3+) 
1,3 

-
-

-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
_ 
~ 

Be 
Beryllium 

4 
9,0122 
1 s2 2 s2 

2 
9,32-18,2-154 
112 35(2+) 
1,57 
0,0005 
sauer/basisch 
hexagonal 1,85 

9/100 

1280 
2970 
12 
309 
1,9 
210 
12 
4,2(20) 
250(20) 

-9 ,0 RT 
0,026 

Bi 
Bismut 

83 
208,98 
pCe]4fl4 5dlO 6s2 
6p3 
5,3 
8,0-16,6-25,42 
155 96(3+) 74(5+) 
2,02 
0,00002 
schwach sauer 
rhomboedrisch 9,8 

209/100 

271,3 
1560 
11 
179 
0,12 
9 
13,3 
106,8(0) 
46(0) 

-280,1 RT 
p 4 . . . 8 

Pb 
Blei 

82 
207,19 
pCe]4fl4 5dlO 6s2 6p2 

4,2 
7,38-14,96-31,9 
175 120(2+) 84(4+) 
2,33 
0,0018 
sauer/basisch 
kubisch 
flachenzentriert 11,4 

204/1,5 206/23,6 207/22,6 
208/52,3 
327,5 
1740 
4,8 
178 
0,13 
37 
29,1 
19,0(0) 
42(0) 

-23,0(289) 
7,19 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol ~ ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol" ^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K"^ • g'^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m" ^ • K" ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K^^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
in lO-*K-^(0°Cbis 100 °C) 
magnetische Suszeptibilitat 10'^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

B 
Bor 

5 
10,81 
1 s2 2 s2 2 pi 
3 
8,3-25,1-37,9 
79 23(3 + ) 
2,04 
0,0014 
schwach sauer 
rhomboedrisch 2,34 

10/19,6 11/80,4 

2080 
2550 
22 
510 
1,03 
29 
8,3 
l,8-el2(27) 

-
-6,7 RT 

-

Br 
Brom 

35 
79,904 
[Ar] 3 dlO 4 s2 4 p5 
5, 1 
11,8-21,8-36 
114 195(1-) 
2,96 
0,0006 
stark sauer 
orthorhombisch 3,12 

79/50,5 81/49,5 

-7,2 
58,78 
5,3 
15 
0,45 

-
-
-
-
-56,4 

-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol ~ ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol"^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g"^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W • m" ^ • K~^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K"^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
i n l0 -*K-^ (0°Cb i s l00°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 ~ ̂  
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Ce 
Cer 

58 
140,12 
[Xe] 4 f 5 5 dO 6 s2 
4,3 
5,6-12,3-20 
183 107(3 + ) 94(4 + ) 
1,12 
0,0043 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 6,75 

136/0,2 138/0,2 
140/88,5 142/11,1 
798 
3426 
9 
314 
0,18 
11 
8,5 
78 (20) 
87 (20) 

+ 2450(293) 
p l , 3 . . . 1,9 

CI 
Chlor 

17 
35,453 
[Ne] 3 s2 3 p5 
7, 5, 3, 1 
13,0-23,8-39,9 
99 181(1-) 
3,16 
0,19 
stark sauer 
orthorhombisch 1,56(1) 

35/75,5 37/24,5 

-101 
-34,6 
3,2 
10,2 
0,49 
0,0072 

-
-
-
-40,5(1) 

-
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Cd 
Cadmium 

48 
112,41 
[Kr] 4 dlO 5 s2 
2 
8,96-16,8-38,0 
149 97(2 + ) 
1,69 
0,00003 
schwach basisch 
hexagonal 8,65 

110/12,4 111/12,7 
112/24,1 113/12,3 
114/28,8 116/7,6 
320,9 
765 
6,4 
100 
0,23 
100 
29,8 
6,83(0) 
43(0) 

-19,8 RT 
0,52 

Ca 
Calcium 

20 
40,08 
[Ar] 4 s2 
2 
6,1-11,9-50,9 
197 99(2+) 
1 
3,39 
stark basisch 
kubisch 
flachenzentriert 1,55 

40/97,0 42/0,6 43/0,1 
44/2,1 46/0,003 48/0,2 

839 
1484 
8 
151 
0,66 
130 
25,2 
3,91 (0) 
42(0) 

+40,0 RT 

^ 1 

Cf 
Californium 

98 
(251,1) 
[Rn] 5 f 10 6 do 7 s2 
3 

-
95(3+) 
1,3 

-
-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

" 

Cs 
Casium 

55 
132,91 
[Xe] 6 si 
1 
3,9-25,1 
265 167(1+) 
0,79 
0,00065 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 1,87 

133/100 

28,4 
669,3 
2,1 
66 
0,22 

-
97 
20(20) 
50(20) 

+ 29,0 RT 
p l , 5 

Cr 
Chrom 

24 
51,996 
[Ar] 3 d5 4 si 
6 ,3 ,2 
6,74-16,6-31 
125 63(3+) 52(6+) 
1,66 
0,019 
stark sauer 
kubisch 
raumzentriert 7,2 

50/4,3 52/83,8 53/9,5 
54/2,4 
1857 
2672 
15 
347 
0,46 
87 
6,6 
12,7(0) 
21,4(0) 

+ 180(293) 

Co 
Cobalt 

27 
58,933 
[Ar] 3 d7 4 s2 
3,2 
7,81-17,3-33,5 
125 72(2 + ) 63(3+) 
1,88 
0,0037 
sauer/basisch 
hexagonal 8,90 

59/100 

1495 
2870 
15,5 
381 
0,42 
96 
12,36 
5,6(0) 
65,8 (0) 

ferro 1404 

Cm 
Curium 

96 
(247,1) 
[Rn] 5 f7 6 dl 7 s2 
3 
-
98(3+) 
1,3 

-
-
- 13,51 

1340 
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Dy 
Dysprosium 

66 
162,5 
[Xe] 4 f 10 5 dO 6 s2 
3 
6,8-11,6 
175 92(3+) 
1,22 
0,00042 
schwach basisch 
hexagonal 8,54 

158/0,1 160/2,3 161/18,9 
162/25,5 163/25,0 164/28,2 
1409 
2562 
17 
251 
0,17 
10 
8,6 
57(25) 
11,9(25) 

ferro 85 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 

Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ-mol"^ 
molare Verdampfungswaraie in kJ • mol" ^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ̂  • K - ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10~^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q • cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-HO°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 ~ * 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Es 
Einsteinium 

99 
(254,1) 
[Rn] 5 f l l 6d0 7s2 

-
-
-
1,3 

-
-
"" 

-

_ 
-
-
-
-
-
-
-
-

-
-

Fe 
Eisen 

26 
55,847 
[Ar] 3 d6 4 s2 
3,2 
7,83-16,16-30,6 
124 74(2 + ) 64(3+) 
1,83 
4,7 
sauer/basisch 
kubisch 
raumzentriert 7,86 

54/5,8 56/91,7 57/2,2 58/0,3 

1535 
2750 
14 
351 
0,45 
78 
11,7 
8,9(0) 
65(0) 

ferro 1043 

-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol" ^ 
molare Verdampfiingswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K"^ • g"^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W • m"^ • K" ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10~^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10~* Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-UO°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Fr 
Francium 

87 
(223,0) 
[Rn] 7 si 
1 

-
180(1+) 
0,7 
1,3-6-21 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 

223 

(27) 
(677) 
2 
64 
0,14 

-
-
-
-

-
-

Gd 
Gadolinium 

64 
157,25 
pCe] 4 f 7 5 dl 6 s2 
3 
6,16-12 
179 97(3 + ) 
1,2 
0,00059 
schwach basisch 
hexagonal 7,90 

154/2,1 155/14,7 156/20,5 
157/15,7 158/24,9 
160/21,9 
1313 
3266 
15,5 
312 
0,23 
9 
6,4 
134,0 (25) 
17,6(25) 

ferro 289 

-
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Er 1 
Erbium 

68 
167,26 
pCe] 4 fl2 5 do 6 s2 
3 
6,08-11,93 
173 89(3+) 
1,24 
0,00023 
schwach basisch 
hexagonal 9,07 

162/0,1 164/1,6 
166/33,4 167/22,9 
168/17,1 170/14,9 
1529 
2863 
17 
278 s 
0,17 
10 
9,2 
107(25) 
20,1 (25) 

ferro «20 

_ 
Europium 

63 
151,96 1 
pCe] 4 f 7 5 do 6 s2 
3,2 ! 
5,67-11,25 
199 117(2 + ) 98(3+) 
1,2 
0,0000099 
schwach basisch 
kubisch 
raumzentriert 5,24 

151/47,8 153/52,2 

822 
1597 
10,5 
176 
0,17 

-
-
90(25) 

-
+ 34000(293) 

Fm 
Fermium 

100 
(257,1) 
[Rn] 5 fl2 6 dO 7 s2 

-
-
-
1,3 

-
-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

F 
Fluor 

9 
18,998 
1 s2 2 s2 2 p5 
1 
17,4-35,0-62,6 
71 136(1-) 
3,98 
0,027 

-
kubisch 1,51(1) 

19/100 

-220 
-188,1 
0,25 
3,3 
0,83 

-
-
-
-
-

Ga 
GalUum 

31 
69,72 
[Ar] 3 dlO 4 s2 4 pi 
3 
6-20,5-30,7 
122 62(3 + ) 
1,81 
0,0014 
sauer/basisch 
orthorhombisch 5,91 

69/60,4 71/39,6 

29,78 
2403 
5,6 
270 
0,37 
40 
18 
17,4(20) 

-21,6(290) 
1,09 

Ge 
Germanium 

32 
72,59 
[Ar] 3 dlO 4 s2 4 p2 
4 
8,09-15,86-34,07 
121 73(2 + ) 53(4+) 
2,01 
0,00056 
sauer/basisch 
Diamant 5,32 

70/20,5 72/27,4 73/7,8 
74/36,5 76/7,8 

937,4 
2830 
32 
328 
0,31 
61 
5,75 
45•e^(25) 

-76,84 (293) 
p5,4 

Au 
Gold 

79 
196,97 
pCe] 4 f 14 5 dlO 6 si 
3,1 
9,18-19,95 
144 137(1+) 68(3 + ) 
2,54 
0,0000005 
sauer/basisch 
kubisch 
flachenzentriert 18,88 

197/100 

1064 
3080 
12,8 
343 
0,13 
310 
14,2 
2,04(0) 
40(0) 

-28,0 (296) 

Hf 
Hafnium 

72 
178,49 
pCe] 4 f 14 5 d2 6 s2 
4 
7-14,9-23,2 
156 78(4+) 
1,3 
0,00042 
sauer/basisch 
hexagonal 13,1 

174/0,2 176/5,2 177/18,5 
178/27,1 179/13,8 180/35,2 

2227 
4602 
22 
571 
0,14 
22 
6,6 
30,6 (20) 
41,9 (20) 

+ 75,0(298) 
0,13 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 
Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol" ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mor^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m - ^ • K " ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10~^ K"^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q c m 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-'^K-MO°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 " ̂  
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Ha 
Hahnium 

105 
(262) 
[Rn] 5 f 14 6 d3 7 s2 

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

-
-

He 
Helium 

2 
4,0026 
1 s2 

-
24,6-54,4 
93 

-
0,00000042 

-
hexagonal 0,15 (1) 

3 4/100 
-272,2 
-268,9 
0,02 
0,08 
5,21 
0,15 

-
-
-
-1,88 RT 

-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol ' ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mor^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K"^ • g"^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W • m"^ • K-^ 
Unearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-'^K-^(0°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibihtat 10 ~ ̂  
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

K 
Kalium 

19 
39,098 
[Ar] 4 si 
1 
4,3-31,8-46,0 
227 133(1+) 
0,82 
2,4 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 0,86 

39/93,1 40/0,01 41/6,9 

63,25 
760 
2,4 
79 
0,75 
100 
84 
6,3 (0) 
54(0) 

+ 20,8 RT 

-

C 
Kohlenstoff 

6 
12,011 
1 s2 2 s2 2 p2 
4,2 
11,26-24,4-47,9 
71 16(4 + ) 
2,55 
0,087 
schwach sauer 
hexagonal/Diamant 
2,26/3,51 

12/98,9 13/1,1 14 

3550 
4827 

-
-
0,719 
45 G 
0,6-4,3 
1375(0) 

-
-6,09 RT 

-
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Ho 
Holmium 

67 
164,93 
[Xe]4f l l 5dO 6s2 
3 
6,02-11,80 
174 91(3 + ) 
1,23 
0,00011 
schwach basisch 
hexagonal 8,80 

165/100 
1470 
2695 
17 
251 
0,16 

-
9,5 
94 (25) 
17,1(25) 

ferro «20 

" 

In 
Indium 

49 
114,82 
[Kr] 4 dlO 5 s2 5 pi 
3 
5,76-18,79-27,9 
163 81(3+) 
1,78 
0,00001 
sauer/basisch 
tetragonal 7,31 

113/4,3 115/95,7 
156,6 
2080 
3,3 
232 
0,24 
86 
30 
8,4(0) 
49(0) 

i -64,0 RT 
3,4 

I 
lod 

53 
126,9 
[Kr] 4 dlO 5 s2 5 p5 
7,5, 1 
10,45-19,13-33 
133 216(1-) 
2,66 
0,000006 
stark sauer 
orthorhombisch 4,94 

127/100 
113,5 
184,4 
7,9 
21 
0,43 
0,4 
83 
1,03-e 15(20) 

-
-88,7 RT 

^ 

Ir 
Iridium 

77 
192,22 
PCe] 4 f 14 5 d7 6 s2 
6, 4, 3, 2 
9,1 
136 68(4 + ) 
2,2 
0,0000001 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 

191/37,3 193/62,7 
2410 
4130 
28 
611 
0,13 
147 
6,5 
5,3 (0) 
39(0) 

+ 25,6(298) 
0,11 

Kr 
Krypton 

36 
83,8 
[Ar] 3 dlO 4 s2 4 p6 

-
14-24,4-37 
112 

-
l , 9 e - « 

-
kubisch flachen­
zentriert 2,16(1) 

78/0,3 80/2,3 82/11,6 
83/11,5 84/56,9 
86/17,4 
-156,6 
-152,3 
1,6 
9 
0,25 
0,0093 

-
-
-
-28,8 

Cu 
Kupfer 

29 
63,546 
[Ar] 3 dlO 4 si 
2,1 
7,68-20,34-29,5 
128 96(1+) 72(2 + ) 
1,9 
0,01 
schwach/basisch 
kubisch 
flachenzentriert 8,96 

63/69,1 65/30,9 

1083 
2567 
13 
305 
0,39 
390 
16,6 
1,56(0) 
43(0) 

-5,46(296) 

Ku/Rf 
Kurchatovium/ 
Rutherfordium 

104 
(261) 
[Rn] 5 f 14 6 d2 7 s2 

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
_ 

La 
Lanthan 

57 
138,91 
[Xe] 5 dl 6 s2 
3 
5,61-1,43-19,2 
187 114(3 + ) 
1,1 
0,0017 
stark basisch 
hexagonal 6,75 

138/0,1 139/99,9 

920 
3454 
8 
402 
0,19 
14 
4,9 
57 (25) 
21,8 (25) 

+ 118,0 RT 
4,9a 6,06i3 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 
Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol~ ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol ~ ^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g^^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m" ^ • K- ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10'^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q c m 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-^(O^Cbis 100°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

_ 
Lawrencium 

103 
(260) 
[Rn] 5 f 14 6 dl 7 s2 

-
-
-
-
-
-
'^ 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Li 
Lithum 

3 
6,941 
1 s2 2 si 
1 
5,39-75,6-122 
152 68( + l) 
0,98 
0,006 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 0,53 

6/7,4 7/92,6 
180,5 
1342 
2,9 
148 
3,4 
70 
56 
8,55 (0) 
47,5 (0) 

+ 14,2 RT 

-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol"^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W• m"^ • K"^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q • cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-MO°Cbis 100 °C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Mo 
Molybdan 

42 
95,94 
[Kr] 4 d5 5 si 
6, 5, 4, 3, 2 
7,35-16,2-27,1 
136 70(4 + ) 62(6 + ) 
2,16 
0,0014 
stark sauer 
kubisch 
raumzentriert 10,2 

92/15,9 95/15,7 96/16,5 
97/9,5 98/23,8 100/9,6 

2610 
5560 
28 
590 
0,25 
141 
5,44 
5,2(0) 
43,5(0) 

+ 89,0(298) 
0,92 

Na 
Natrium 

11 
22,99 
[Ne] 3 si 
1 
5,1-47,3-71,6 
186 97(1+) 
0,93 
2,64 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 0,97 

23/100 

97,81 
882,9 
2,6 
99 
1,23 
135 
71 
4,2 (0) 
55(0) 

+ 16,0 RT 

-
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Lu 
Lutetium 

71 
174,97 
pCe] 4 f 14 5 dl 6 s2 
3 
5,43-14,7 
172 85(3 + ) 
1,27 
0,00007 
schwach basisch 
hexagonal 9,84 

175/97,4 176/2,6 
1663 
3395 
19 
247 
0,15 

-
12,5 
68(25) 
24,0 (25) 

> 0 R T 
0,1 . . . 0,7 

Mg 
Magnesium 

12 
24,305 
[Ne] 3 s2 
2 
7,61-14,96-79,72 
160 66(2 + ) 
1,31 
1,94 
stark basisch 
hexagonal 1,74 

24/78,7 25/10,1 26/11,2 
648,8 
1090 
9 
128 
1,03 
160 
25,8 
3,9(0) 
42,5(0) 

+ 13,1 RT 

"" 

Mn 
Mangan 

25 
54,938 
[Ar] 3 d5 4 s2 
7, 6, 4, 3, 2 
7,41-15,70-33,7 
137 80(2+) 46(7 + ) 
1,55 
0,085 
stark sauer 
kubisch 
raumzentriert 7,43 

55/100 
1244 
1962 
15 
220 
0,48 
7,8 
22 
144a (20) 
4(20) 

+ 529a (293) 

~ 

Md 
Mendelevium 

101 
(258) 
[Rn] 5 f 13 6 dO 7 s2 

-
-
-
1,3 

-
-

-
-
_ 
-
-
-
-
-
-
_ 
-

Nd 
Neodym 

60 
144,24 
pCe] 4 f 4 5 dO 6 s2 
3 
5,51-10,7 
181 104(3 + ) 
1,14 
0,0022 
schwach basisch 
hexagonal 7,00 

142/27,1 143/12,2 
144/23,9 145/8,3 
146/17,2 148/5,7 
1021 
3068 
11 
284 
0,19 
13 
6,7 
64(25) 
16,4 (25) 

+ 5628(288) 

Ne 
Neon 

10 
20,179 
1 s2 2 s2 2 p6 

-
21,6-41,0-64,0 
71 

-
0,0000005 

-
kubisch 
flachenzentriert 1,20(1) 

20/90,9 21/0,3 22/8,8 

-248,7 
-246 
0,33 
1,8 
1,03 
0,049 

-
-
-
-6,74 RT 

Np 
Neptunium 

93 
(237,0) 
[Rn] 5 f4 6 dl 7 s2 
6, 5, 4, 3 

-
130 110(3 + ) 95(4 + ) 
1,36 
4-e-^^ 
sauer/basisch 
orthorhombisch 20,4 

236 237 238 239 

640 
3902 
393 

-
-
-
-
-
-
-

Ni 
Nickel 

28 
58,7 
[Ar] 3 d8 4 s2 
3,2 
7,61-18,2-35,2 
125 69(2+) 
1,91 
0,015 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 8,90 

58/67,9 60/26,2 61/1,2 
62/3,6 64/1,1 

1453 
2732 
18 
372 
0,44 
89 
13,3 
6,84(0) 
68(0) 

ferro 631 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol"^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol" ^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K"^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ^ • K " ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
in lO-^K-^(0°Cbis 100°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Nb 
Niob 

41 
92,906 
[Kr] 4 d4 5 si 
5,3 
6,88-14,3-25,0 
143 69(5 + ) 
1,6 
0,0019 
schwach sauer 
kubisch 
raumzentriert 8,55 

93/100 

2468 
4742 
27 
695 
0,27 
52 
7,1 
13,9(0) 
39,5(0) 

+ 195,0(298) 
9,25 

No 
Nobelium 

102 
(259) 
[Rn] 5 f 14 6 dO 7 s2 

-
-
110 (2+) 
1,3 

-
-
^ " 

-

-
-
-
-
-
-
-
-

-
-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ mol"^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W • m" ^ • K'^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10~^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q • cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
i n l0 -^K-^ (0°Cb i s l00°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 ~̂  
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Pu 
Plutonium 

94 
(244,1) 
[Rn] 5 f 6 6 dO 7 s2 
6, 5, 4, 3 
5,8 
151 108(3 + ) 93(4 + ) 
1,28 
2-e-^^ 
sauer/basisch 
monokhn 19,8 

236 238 239 240 242 
244 
641 
3232 

-
-
-
9 
54 
160(0) 
-29(0) 

+ 610 RT 

-

Po 
Polonium 

84 
(209) 
[Xe]4fl4 5d l0 6s2 6p4 
4,2 
8,42 
167 67(6 + ) 
2 
2,1-e-^^ 
sauer/basisch 
monoklin 9,4 

210 211 212 214 215 
216 
254 
962 
13 
101 
0,13 

-
-
-
-

-
-
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Os 
Osmium 

76 
190,2 
pCe] 4 f 14 5 d6 6 s2 
8, 6, 4, 3, 2 
8,7 
134 69(4 + ) 
2,2 
0,000001 
schwach sauer 
hexagonal 22,6 

186/1,6 187/1,6 
188/13,3 189/16,1 
190/26,4 192/41,0 
3050 
5000 
29 
678 
0,13 
87 
6,6 
9,5(20) 
42 (20) 

+ 9,9 RT 
0,65 

Pd 
Palladium 

46 
106,4 
[Kr] 4 dlO 5 sO 
4,2 
8,3-19,8-32,9 
138 80(2+) 
2,2 
0,000001 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 12,0 

102/1,0 104/11,0 
105/22,2 106/27,3 
108/26,7 110/11,8 
1554 
2970 
18 
377 
0,23 
75 
11,67 
10,0(0) 
38(0) 

+ 567,4(288) 

_] 

P 
Phosphor 

15 
30,974 
[Ne] 3 s2 3 p3 
5 ,4 ,3 
11,0-19,7-30,1 
110 44(3+) 35(5 + ) 
2,19 
0,09 
schwach sauer 
kubisch l,82w/2,35r 

31/100 

44,1 w 
280 w 
0,6 
13 
0,77 w 

-
124 
l e ^ ^ w ( l l ) 

-
-20,0 r 
p5,8 

Pt 
Platin 

78 
195,09 
[Xe] 4 f 14 5 d9 6 si 
4,2 
8,88-18,6 
139 80(2+) 
2,28 
0,0000005 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 21,4 

190/0,01 192/0,8 194/32,9 
195/33,8 196/25,3 198/7,2 

1772 
3827 
20 
510 
0,13 
73 
8,9 
9,81 (0) 
39,2(0) 

+ 201,9(290) 

~ 

Pr 
Praseodym 

59 
140,91 
pCe] 4 f 3 5 do 6 s2 
4,3 
5,46-10,55-20,2 
132 106(3+) 92(4+) 
1,13 
0,00052 
schwach basisch 
hexagonal 6,77 

141/100 

931 
3512 
10 
333 
0,19 
12 
4,8 
68(25) 
17,1 (25) 

+ 5010(293) 

~ 

Pm 
Promethium 

61 
146,9 
\Xe] 4 f 5 5 do 6 s2 
3 
5,55-10,90 
106(3 + ) 
1,2 
l e - ^ ^ 
schwach basisch 
hexagonal 7,2 

144 145 146 147 

1170 
2460 
13 
293 
0,19 

-
-
-
-
-
~ 

Pa 
Protactinium 

91 
231,04 
[Rn] 5 f2 6 dl 7 s2 
5,4 
-
161 113(3 + ) 98(4+) 
1,5 
9,0-e-^^ 
schwach basisch 
orthorhombisch 15,4 

231 234 

<1600 
-
15 
460 
0,12 

-
-
-
-
-
1,3 

Hg 
Quecksilber 

80 
200,59 
pCe] 4 f 14 5 dlO 6 s2 
2,1 
10,44-18,76-34,2 
150 110(1+) 96(2 + ) 
2 
0,00004 
schwach sauer 
rhomboedrisch 13,53 

198/10,0 199/16,8 200/23,1 
201/13,2 202/29,8 204/6,9 
-38,87 
356,6 
2,3 
59 
0,14 
8,4 

-
98,4(50) 

-
-33,4(293) 
4,15 3,95 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol" ̂  
molare Verdampfungswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ̂  • K " ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ fi- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-MO°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Ra 
Radium 

88 
(226,0) 
[Rn] 7 s2 
2 
5,28-10,15 
143(2 + ) 
0,9 
9,5e-^^ 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 5 

223 224 226 228 

700 
1140 
10 
115 
0,12 

-
-
-
-

-
-

Rn 
Radon 

86 
(222,0) 
pCe]4fl4 5dl0 6s2 6p6 

-
10,75 

-
-
6,2-e-^^ 

-
kubisch 
flachenzentriert 4,4(1) 

218 219 220 222 

- 7 1 
-61,8 
2,9 
16 
0,09 

-
-
-
-

-
-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol ' ̂  
molare Verdampfungswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ̂  • K - ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10~^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q c m 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-^K-MO°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 ~ ̂  
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Sm 
Samarium 

62 
150,35 
pCe] 4 f 6 5 dO 6 s2 
3,2 
5,6-11,2 
179 100(3 + ) 
1,17 
0,0006 
schwach basisch 
rhomboedrisch 7,52 

147/15,0 148/11,3 
149/13,8 150/7,4 
152/26,7 154/22,7 
1077 
1791 
8,9 
165 
0,2 

-
-
92 (25) 
14,8 (25) 

+ 1860(291) 

-

O 
Sauerstoff 

8 
15,999 
1 s2 2 s2 2 p4 
2 
13,6-35,2-54,9 
63 140(2-) 
3,44 
49,4 

-
kubisch 1,15 (1) 

16/99,8 17/0,04 18/0,2 

-218,4 
-183 
0,22 
3,4 
0,92 
0,026 

-
-
-
+ 3449(293) 

-
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Re 
Rhenium 

75 
186,21 
pCe]4fl4 5d5 6s2 
7, 6, 4, 2, 1 
7,87-16,6 
137 72(4 + ) 56(7+) 
1,9 
0,0000001 
schwach sauer 
hexagonal 21,0 

185/37,1 187/62,9 

3180 
5627 
33,5 
707 
0,15 
48 
6,6 
18,6(0) 
31(0) 

+ 67,6(293) 
1,698 

Rh 
Rhodium 

45 
102,91 
[Kr] 4 d8 5 si 
4 ,3 ,2 
7,7-18,1-31,1 
134 68(3+) 
2,28 
0,0000001 
sauer/basisch 
kubisch 
flachenzentriert 12,4 

103/100 

1966 
3700 
22 
494 
0,24 
150 
8,5 
4,3(0) 
44(0) 

+ 111,0(298) 

' 

Rb 
Rubidium 

37 
85,468 
[Kr] 5 si 
1 
4,2-27,3-40 
248 147(1+) 
0,82 
0,0029 
stark basisch 
kubisch 
raumzentriert 1,53 

85/72,2 87/27,8 

38,89 
686 
2,2 
76 
0,34 
60 
90 
12,5(20) 
53(20) 

+ 17,0 (303) 

_; 

Ru 
Ruthenium 

44 
101,07 
[Kr] 4 d7 5 si 
8, 6, 4, 3, 2 
7,36-16,8-28,5 
133 67(4+) 
2,2 
0,000002 
schwach sauer 
hexagonal 12,4 

96/5,5 99/12,7 100/12,6 
101/17,1 102/31,6 104/18,6 
2310 
3900 
25 
619 
0,25 
117 
9,6 
7,3(0) 
42(20) 

+43,2 (298) 
0,49 

Sc 
Scandium 

21 
44,956 
[Ar] 3 dl 4 s2 
3 
6,54-12,8-24,8 
161 81(3+) 
1,36 
0,00051 
schwach basisch 
hexagonal 3,0 

45/100 

1541 
2832 
16 
305 
0,56 
63 
12 
66 (25) 
28,2 (25) 

+ 315 (292) 

S 
Schwefel 

16 
32,06 
[Ne] 3 s2 3 p4 
6 ,4 ,2 
10,4-23,4-35,0 
102 184(2-) 12(6 + ) 
2,58 
0,048 
stark sauer 
orthorhombisch/ 
monokUn 2,07 r/1,96 m 

32/95,0 33/0,8 34/4,2 
36/0,02 

113r 
444,7 
1,2 
9,6 
0,7 r 
0,28 r 

-
2 e " ( 2 0 ) 

-
- 1 5 , 5 r R T 

Se 
Selen 

34 
78,96 
[Ar] 3 dlO 4 s2 4 p4 
6 ,4 ,2 
9,70-21,3-33,9 
116 198(2-) 42(6+) 
2,55 
0,00008 
stark sauer 
hexagonal [Se8] 4,80 g/ 
4,50 r 

74/0,9 76/9,0 77/7,6 
78/23,5 80/49,8 82/9,2 

217 
685 
5,2 
21 
0,329 
0,2 g 
37 
12(0) 

-
-25,0 RT 
p6,9 

Ag 
Silber 

47 
107,87 
[Kr] 4 dlO 5 si 
1 
7,544-21,4-35,9 
144 126(1+) 
1,93 
0,00001 
sauer/basisch 
kubisch 
flachenzentriert 10,5 

107/51,4 109/48,6 

961,9 
2212 
11 
258 
0,23 
418 
19,68 
1,51(0) 
41(0) 

-19,5(296) 

~_ 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol~ ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol"^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m" ^ • K" ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-^K-^(0°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 ~ ̂  
Supraleiter-iJbergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Si 
Silicium 

14 
28,086 
[Ne] 3 s2 3 p2 
4 
8,15-16,3-33,5 
118 42(4 + ) 
1,9 
25,8 
sauer/basisch 
Diamant 2,33 

28/92,2 29/4,7 30/3,1 

1410 
2355 
46 
383 
0,71 
153 
7,6 
32-ei«(20) 

-
-3 ,9 RT 
p 6 ,7 . . . 7,1 

N 
Stickstoff 

7 
14,007 
1 s2 2 s2 2 p3 
5, 4, 3, 2 
14,5-29,6-47,4 
73 171(3-) 13(5 + ) 
3,04 
0,03 
stark sauer 
hexagonal 0,81 (1) 

14/99,6 15/0,4 

-209,9 
-195,8 
0,36 
2,8 
1,04 
0,026 

-
-
-
-12,0 RT 

-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol"^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20°C in W • m"^ • K" ' 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K"^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10"^ fl- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
in l0- '^K-^(0°Cbis l00°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Tb 
Terbium 

65 
158, 93 
[Xe] 4 f 9 5 do 6 s2 
4,3 
5,98-11,52 
176 93(3 + ) 
1,2 
0,000085 
schwach basisch 
hexagonal 8,23 

159/100 

1360 
3123 
16 
293 
0,18 

-
7 
116(25) 

-
ferro 219 

-

Tl 
Thallium 

81 
204,38 
pCe]4fl4 5dlO 6s2 6pl 
3, 1 
6,11-20,4-29,8 
170 147(1+) 95(3 + ) 
2,04 
0,00003 
schwach basisch 
hexagonal 11,85 

203/29,5 205/70,5 

303,5 
1457 
4,3 
166 
0,13 
49 
29,4 
16,6 (20) 
52 (20) 

-50,9 RT 
2,39 
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Sr 
Strontium 

38 
87,62 
[Kr] 5 s2 
2 
5,7-11,0-43,6 
215 112(2 + ) 
0,95 
0,014 
stark basisch 
kubisch 
flachenzentriert 2,54 

84/0,6 86/9,9 87/7,0 
88/82,5 
769 
1384 
9 
139 
0,29 

-
-
23 (20) 
50 (20) 

+92,0 RT 

~ 

Ta 
Tantal 

73 
180,95 
[Xe] 4 f 14 5 d3 6 s2 
5 
7,88-16,2 
143 68(5 + ) 
1,5 
0,0008 
schwach sauer 
kubisch 
raumzentriert 16,6 

180/0,01 181/99,99 

2996 
5425 
28 
753 
0,15 
58 
6,6 
12,6 (0) 
35(0) 

+ 154(298) 
4,48 

Tc 
Technetium 

43 
98,91 
[Kr] 4 d5 5 s2 
7 
7,3-15,3-29,5 
135 
1,9 

-
stark sauer 
hexagonal 11,5 

97 98 99 

2172 
4877 
23 
577 
0,25 

-
-
-
-
+ 270,0(298) 
7,8 

Te 
Tellur 

52 
127,6 
[Kr] 4 dlO 5 s2 5 p4 
6 ,4 ,2 
8,96-18,6-30,5 
143 221(2-) 56(6+) 
2,1 
0,000001 
schwach sauer 
hexagonal 6,24 

122/2,4 124/4,6 125/7,0 
127/18,7 128/31,8 130/34,5 
449,5 
990 
18 
52 
0,2 
4,8 
17,2 
4,36-65 (23) 

-
-39,5 RT 
p 2,4 . . . 5,1 

Th 
Thorium 

90 
232,04 
[Rn] 5 f 0 6 d2 7 s2 
4 
6,95-11,5-20,0 
180102(4+) 
1,3 
0,0011 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 11,7 

232/100 

1750 
«4790 
15 
64 
0,14 
41 
10,5 
18,62(20) 
38 (20) 

+ 132,0(293) 
1,37 

Tm 
Thuhum 

69 
168,93 
[Xe] 4 f 13 5 dO 6 s2 
3 
5,81-12,05-23,71 
172 87(3+) 
1,25 
0,000019 
schwach basisch 
hexagonal 9,33 

169/100 

1545 
1947 
18 
213 
0,16 

-
11,6 
90 (25) 
20 (25) 

+ 25500 (291) 

Ĵ  

Ti 
Titan 

22 
47,9 
[Ar] 3 d2 4 s2 
4,3 
6,81-13,6-27,6 
145 94(2+) 68(4 + ) 
1,54 
0,41 
sauer/basisch 
hexagonal 4,54 

46/7,9 47/7,3 48/74,0 
49/5,5 50/5,3 
1660 
3287 
15,5 
429 
0,53 
23 
8,4 
50(0) 
38(0) 

+ 153(293) 
0,39 

U 
Uran 

92 
238,03 
[Rn] 5 f 3 6 dl 7 s2 
6, 5, 4, 3 
6,08 
139 97(4 + ) 80(6 + ) 
1,38 
0,00032 
sauer/basisch 
orthorhombisch 18,95 

234/0,01 235/0,7 238/99,3 

1132 
3818 
13 
417 
0,12 
28 
15,3 
29 a (0) 
34(0) 

+ 409a(298) 
p 0,4 . . . 2,4 
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Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 
Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol" ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol"^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K"^ • g~^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ^ • K - ^ 
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10'^ O c m 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-'^K-^(0°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10"^ 
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

V 
Vanadium 

23 
50,942 
[Ar] 3 d3 4 s2 
5, 4, 3, 2 
6,71-14,6-29,3 
131 88(2 + ) 59(5 + ) 
1,63 
0,014 
sauer/basisch 
kubisch 
raumzentriert 6,12 

50/0,2 51/99,8 

1890 
3380 
18 
459 
0,48 
30 
18,2(0) 
39(0) 
+ 255 (298) 

5,3 

-

H 
Wasserstoff 

1 
1,008 
Is l 
1 
13,6 
37 208(1-) 
2,2 
0,88 
sauer/basisch 
hexagonal 0,07 (1) 

1/99,98 2/0,02 

-259,1 
-252,9 
0,06 
0,45 
14,3 
0,18 

-
-
-
-3,98 

-

Symbol des Elements 
Element 

chemische Eigenschaften 

Ordnungszahl 
relative Atommasse 
Elektronenkonfiguration 
Wertigkeit(en) 
lonisierungsenergien in eV (I, II, III) 
Atom- bzw. lonenradius in pm (Ladung des Ions) 
Elektronegativitat 
Haufigkeit in der Erdkruste in % 
Saure-Base-Verhalten des Oxids 
Struktur/Dichte 

physikalische Eigenschaften 

Isotope/Haufigkeit der Isotope in % 

Schmelztemperatur in °C 
Siedetemperatur in °C 
molare Schmelzwarme in kJ • mol~ ^ 
molare Verdampfungswarme in kJ • mol~^ 
spezifische Warmekapazitat in J • K~^ • g"^ 
Warmeleitfahigkeit bei 20 °C in W • m " ̂  • K ~ ̂  
linearer Ausdehnungskoeffizient in 10"^ K~^ 
spezifischer elektrischer Widerstand in 10'^ Q- cm 
Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
inlO-*K-^(0°CbislOO°C) 
magnetische Suszeptibilitat 10 ~ ̂  
Supraleiter-Ubergangstemperatur in K 
(p: unter Druck) 

Zn 
Zink 

30 
65,38 
[Ar] 3 dlO 4 s2 
2 
9,36-17,89-40,0 
130 74(2 + ) 
1,65 
0,012 
sauer/basisch 
hexagonal 7,14 

64/48,9 66/27,8 67/4,1 
68/18,6 70/0,6 
419,6 
907 
7,4 
115 
0,39 
121 
26,3 
5,5(0) 
42(0) 

-11,4 RT 
0,85 

Sn 
Zinn 

50 
118,69 
[Kr] 4 dlO 5 s2 5 p2 
4,2 
7,30-14,5-30,5 
151 93(2 + ) 69(4 + ) 
1,96 
0,0035 
sauer/basisch 
tetragonal/Diamant 
7,30w/5,76g 

116/14,3 117/7,6 118/24,0 
119/8,6 120/32,8 124/5,9 
232 
2270 
7,1 
296 
0,23 w 
63 w 
27 
10,4(0) 
46(0) 

+ 3,1 w R T 
3,722 
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w 
Wolfram 

74 
183,85 
pCe] 4 f 14 5 d4 6 s2 
6, 5, 4, 3, 2 
7,98 
137 70(4+) 62(6+) 
2,36 
0,0064 
schwach sauer 
kubisch 
raumzentriert 19,35 

180/0,1 182/26,4 
183/14,4 184/30,7 
186/28,4 
3410 
5660 
35 
824 
0,14 
167 
4,45 
4,9 
48(0) 

+ 59,0(298) 
0,015 

Xe 
Xenon 

54 
131,3 
[Kr] 4 dlO 5 s2 5 p6 

-12,13-21,2-32,1 
131 

-2,4-e-^ 

-kubisch 
flachenzentriert 3,5 (1) 

129/26,4 130/4,1 
131/21,2 132/26,9 
134/10,4 136/8,9 
-111,9 
-107,1 
2,3 
12,6 
0,16 
0,006 

-
-
-
-43,9 RT 

^ 

Yb 
Ytterbium 

70 
173,04 
pCe] 4 f 14 5 do 6 s2 
3,2 
6,25-12,17-25,2 
194 86(3+) 
1,1 
0,00025 
schwach basisch 
kubisch 
flachenzentriert 6,96 

170/3,0 171/14,3 
172/21,8 173/16,1 
174/31,9 176/12,7 
819 
1193 
9 
155 
0,14 

-
-29(25) 
13 (25) 

+249 (292) 

~ 

Y 
Yttrium 

39 
88,907 
[Kr]4dl 5s2 
3 
6,38-12,2-20,5 
178 92(3+) 
1,22 
0,0026 
schwach basisch 
hexagonal 4,5 

89/100 

1523 
3337 
11 
367 
0,29 
15 
10,8 
65 (25) 
27,1 (25) 

+2,15 (292) 
p 1,7... 2,5 

Zr 
Zirkonium 

40 
91,22 
[Kr] 4 d2 5 s2 
4 
6,92-13,97-24,00 
159 79(4+) 
1,33 
0,021 
sauer/basisch 
hexagonal 6,49 

90/51,5 91/11,2 
92/17,1 94/17,4 96/2,8 
1852 
4377 
17 
582 
0,28 
22 
5,89 
40(0) 
44(0) 

+ 122,0(293) 
0,65 

Sg 
Seaborgium 

106 
(263) 
[Rn] 5 f 14 6 d4 7 s2 

_ 
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-
-
-
_ 

Ns 
Nielsbohrium 

107 
(262) 

-
_ 
-
_ 
-
-
"" 

_ 
_ 
_ 
_ 
-
_ 
-
-
-
_ 
~ 

Hs 
Hassium 

108 
(265) 

_ 
-
_ 
-
-

_ 
_ 
_ 
_ 
_ 
_ 
-
-
-
_ 
" 

Mt 
Meitnerium 

109 
(266) 

I 
_ 
_ 
_ 
_ 
— 

_ 
_ 
_ 
_ 
_ 
_ 
_ 
-
-
_ 
-
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Abbildungsfehler 273 
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AM 356, 357 
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Amortisationszeit, energetische 411, 412 
Ampere 306 
Amplitude 215 
- ,Wellen- 236 
Amplituden-Resonanzfunktion 224 
Amplitudenmodulation 356, 357 
Amplitudenumtastung 357 
Amplitudenverhaltnis 220, 221 
AND 516 
Anderung, Form- 177 
- , Gestalt- 177 
Anergic 382,410 
Anion 317 
Anode 317 
Anregung, hochfrequente 225, 226 
~, Luftschall- 256 
- , quasistatische 225, 226 
Antennengleichung 364 
Antimon 545 
aperiodischer Grenzfall 221,222 
Apertur, numerische 268 
APL 540 
APT 540 
Aquipotentialflache 172 
Aquipotentiallinie 296, 298 
Aquivalent, elektrochemisches 318 
Aquivalentdosis 450, 451 
aquivalente Absorptionsflache 258 
aquivalenter Dauerschallpegel 259 
Ar 545 
Arbeit 94, 150, 163 
- , Beschleunigungs- 163 
- , elektrische 310 
- , Gravitations- 172 
- , Rotations- 163 
- , Torsions- 163 
- , Verschiebungs- 299 
—, Volumenanderungs- 373 
Arcusfunktion 35 
Areafunktion 36, 37 
Argon 545 
arithmetische Reihe 88 
arithmetischer Mittelwert 112 
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ARRAY 545 
Arsen 535 
AS 515 
ASCII-Kode 511,512 
ASIC 522 
ASK 357 
Assembler 540 
Assoziativgesetz 514 
Astat 544 
Astigmatismus 274 
Atomabstand 476 
atomare Masseneinheit 430, 443 
Atombau 429 
Atomhiille 429, 430 
Atomkem 429 
Atommasse 367, 430 
-, relative, 430 
Atommodell 432,433 
Atomphysik,429ff. 
Au 549 
Aufbereitung, Abwasser 422 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit 432 
Aufheizzeit 397 
Auflosungsvermogen 283 
Aufnehmer, Schall- 245 
Auftrieb 190, 191, 194,211 
Auge 273 
Augenblickswert 215 
Ausbreitung, Schall- 244 
Ausbreitungskonstante 363 
Ausdehnung, thermische 368 
Ausdruck, imbestimmter 64 
AusflieBen 204 
Ausgleichsgerade 122 
Ausschaltvorgang 348, 349 
Ausschleppen 419 
Austauschteilchen 467 
Austrittsarbeit 321 
Austrittspupille 273 
aufiere Kraft 154 
Avogardro-Zahl 318,369 
Axiom, Newtonsches 143 fF. 

B 
B 546 
Ba 544 
Backward-Diode 492 
Bahnbeschleunigung 137 
Bahndrehimpulsquantenzahl 435 
Bahngeschwindigkeit 136 
Bahnkurve 138 
Bahmnagnetismus 436 
Balmer-Serie 434 
Bandbreite 353, 358 
Bandermodell 488 
Bandfilter 251 
Bandmittenfrequenz 252 
Barium 544 

barometrische Hohenformel 197,198 
Baryon 467,468,469 
BASIC 534, 535, 536, 540 
BasisgroBe 124, 125 
Basisschaltung 497 
Batterie 320,321 
Bauakustik 259 
Bauch, Schwingungs- 243 
Bauelement, digitales 515 
-, Wechselstromkreis 343, 344, 345 
Bauelemente, Bildzeichen elektrischer 295 
Bauemfeindsches Prisma 269 
Be 545 
Bedingung, Gleichgewichts- 166 
Begrenzung, Schadstoff- 424 
Belag 240 
Belastung, Strahlen- 450,451 
Belastungsfall 181 
Beleuchtungsstarke 281 
Belichtung 281 
Beobachtungsfehler 115 
Berkelium 545 
Bemoulli-Gleichung 191, 199, 200, 201, 207, 212 
Beryllium 545 
Beschleunigung 135 
-Bahn- 137 
-, Schwerpunkts- 155 
-, Schwingung 217 
-,Winkel- 137 
Beschleunigungsarbeit 163 
Beschleunigungsvektor 139 
Besetzungsinversion 504 
bestimmtes Integral 65, 68 
Bestrahlungsstarke 278 
Beugung 281,283,284,285 
Bewertung, biologische 452 
Bewertungsfaktor 257, 452 
Bewertungskurve, Schall- 257 
Bezugssystem, bewegtes 148 
Bezugsweite 274 
Bi 545 
Biegemoment 183 
Biegung 182,183 
Bilanz, okologische 414 
Bild 265 
Bildpunkt 265 
Bildzeichen elektrischer Bauelemente 295 
Bindung, kovalente 439 
Bindungsarten 475 
Binnendruck 383 
binomische Reihe 91 
biologische Bewertung 452 
biologische Halbwertszeit 458 
Biot-Savartsches Gesetz 326 
Biot-Zahl 399 
bipolarer Transistor 489, 493 
Bismut 545 
Bk 545 
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Blatt, Cartesisches 42 
Blei 545 
Blende 273 
Blendenzahl 279 
Blindanteil 344 
Blindfaktor 347 
Blindleistung 346 
Bodenwelle 363 
Bohrsches Postulat 433 
Boltzmann-Konstante 369 
Boolesches Gesetz 514 
Bor 546 
Bottom 468 
Boyle-Mariottesches Gesetz 190, 191, 197, 376 
Br 546 
Brackett-Serie 434 
Bravais-Gitter 476 
Brechung 267 
Brechungsgesetz, Snelliussches 267 
Brechungsindex 239 
Brechzahl 267 
Bremsstrahlung 438 
Brennpunkt 266 
Brennwert 412 
Brewster-Winkel 286 
Bridge 532 
Brillouin-Zone 481,482 
Brineil-Harteprufung 189 
Brom 546 
Bruchdehnung 180 
Bruchmechanik 186 
Brijcke, Thomson- 317 
-,Wheatston- 317 
Briickenschaltung 317 
Burger-Modell 481 
Bussystem 522, 523, 527 

C 
C 540,550 
Ca 547 
Cadmium 547 
Caesium 547 
Calcium 547 
Californium 547 
Candela 280 
Camot-Faktor 382 
Camot-Prozefi 375,377 
Cartesisches Blatt 42 
Cassinische Kurve 43 
Cd 547 
Ce 546 
Celsius 368 
Centronics-Schnittstelle 524, 525 
Cer 546 
Cf 547 
Charakteristik, Resonator- 253 
Charles-Gesetz 376 
Charme 468 

chemisches Element 543 ff. 
Chlor 546 
Chrom 547 
chromatische Aberration 274 
CICS-Rechner 518 
CIM 530 
CI 546 
Clausius-Rankine-Prozei3 380 
Cm 547 
CMOS 515 
Co 547 
Cobalt 547 
COBOL 540 
Compoundkem 463 
Coriohs-Kraft 149, 150 
Coulombkraft 298 
CPU 518 
Cr 547 
Cramersche Regel 48,49 
Crestfaktor 357 
Cs 563 
CSMA/CA 529, 530 
CSMA/CD 529, 530 
CTR (Current Transfer Ration) 509 
Cu 551 
Curie-Temperatur 331 
Curium 547 

d'Alembertsches Prinzip 149 
Dachkantprisma 269 
Dammafi, Luftschall- 259 
Dampf 390 
Dampfdiffusion 405 
Dampfdruckkurve 388, 389, 390 
Dampftkraftanlage 380 
Dampfubergangswiderstand 406 
Dampfiingsfrequenz 222 
Dampfungsgrad 220, 222 
DampfungskoefiFizient, Schallabsorption 248 
DampfiingsmaB 359, 360, 364 
database 539 
Datei 539 
Dateityp 539 
Daten, Mond- 176 
-, Planeten 174 
-, Satelliten- 175 
Datenbanktyp 539 
Datenfeld 539 
DatenfluBplan 537,542 
Datenstruktur 537,539 
Datentrager 537, 538 
Datentyp 539 
DATEX-L 529 
DATEX-P 529 
Dauer, Einschwing- 225 
Dauermagnetsystem 334 
Dauerschallpegel, aquivalenter 257 
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Dauerschwingfestigkeit 187 
De Morgan-Gesetz 514 
de-Broglie-Wellenlange 291,293 
Debye-Temperatur 394, 482, 483 
Dehnung 178, 182 
Deklination 325 
Dekrement, logarithmisches 220, 221 
Demodulation 356 
Deponie, Abfall- 427 
desublimieren 386 
Detektor, Halbleiter- 506 
Determinante 50, 51, 52, 54, 55 
Deuterium-Zyklus 466 
Dezimalzahl 510 
Diac 491 
diamagnetisch 332 
Dichroismus 288 
Dichte 143, 144 
- , Strahl- 278 
dichteste Kugelpackung 476, 478 
dicke Linse 271 
Diesel-ProzeB 379 
Differentialgleichung 99 K 
- , exakte 103 
- , gewohnliche 99 ff.l 
- , lineare 100, 104 
- , separierbare 101 
- , ungedampfte, harmonische Schwingung 232, 234 
Differentialquotient 56 
Differentialrechnung 56 ff. 
Differentiation, mehrere Variable 61 
DifFerentiationsregel 56, 57, 58, 59 
differentieller Widerstand 311 
Diffusion 213,379 
Difiusionsspannung 507 
digitales Bauelement 515 
Digitaltechnik 510fr. 
Diode 491,492 
- , Laser- 504 
- , Lumineszenz- 504 
Diodenkennlinie 490 
Dipolmoment, magnetisches 330 
Dispersion 241,482 
Dissipation 248 
Distributivgesetz 514 
DMA 518 
Doppelbrechung 288 
- , Spannungs- 288 
doppelelastische Lagerung 261 
Doppelintegral 84, 85 
Doppler-Effekt des Lichtes 474 
Doppler-Effekt 241 
Dosisgrofie 450 ff. 
Dosiskonstante 462 
DosismeBverfahren 452, 457 
Dotierstoffe 486 
Drain 494 
Drainschaltung 498 

Drehbewegung 160ff. 
Drehfederkonstante 163 
Drehimpuls 161, 167 
Drehimpulserhaltungssatz 162, 166 
Drehmoment 160 
DrehmomentenstoB 162 
Dreieck-Stem-Umwandlung 313 
Dreieck-Sternschaltung 350,351 
Drosselgerat 203 
Druck 181, 192 
- , Binnen- 383 
- , dynamischer 201, 202 
- , Gas- 370 
- , geodatischer 201,202 
- , hydrostatischer 193 
- , Kolben- 190, 191, 193 
- , kritischer 385 
- , osmotischer 213 
- , Schall- 246 
- , Schwere- 190, 191, 193, 197 
- , statischer 201,202 
Druckeinheit 133 
Druckenergie 201 
Drucksonde 202 
Dual-Port-RAM 517 
Dualismus Telle-Welle 290,431 
Dualkode 357 
Dualzahl 512 
Dulong-Petitsche Kegel 482, 483 
Dulong-Petitsches Gesetz 374 
diinne Linse 270 
Durchbruchbereich 495 
DurchfluBzahl 203 
Durchflutungsgesetz 326, 333 
Durchgang, Schall- 244 
Duromer 479 
Dy 547 
Dynamik 143ff. 
dynamische Viskositat 206 
dynamischer Druck 201, 202 
dynamisches Kraftegleichgewicht 149 
DYNAMO 540 
Dysprosium 547 

E 
E-Reihen 3 
Ebene 13 flf. 
ebulloskopische Konstante 388 
ECL 515 
EEPROM 517 
Effekt, elektrooptischer 289 
- , Faraday- 289, 290 
- , Kerr- 289 
- , Pockels- 289 
- , Skin- 337 
effektive Leistung 152 
Effektivwert 341 
Eigenfrequenz 243 
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Eigenleitung 487 
Eigenschwingung 243 
Eindringtiefe 337 
einfachelastische Lagerung 261 
Einlagerung 477 
Einmassesystem, viskoelastisches 261 
Einmoden-Laser 505 
Einsatz, Energie 408 
Einschaltvorgang 348, 349 
EinschluBparameter 466 
Einschwingdauer 225 
Einseitenbandmodulation 356, 357 
Einstein-Temperatur 482, 483 
Einsteinimn 548 
Einstrahlzahl 403 
Eintrittspupille 273 
Eisen 548 
elastische Energie 188 
- Kraft 146 
- Lagerung 260 
- Welle 236, 238 
elastischer Stofi 155,157,158 
Elastizitatsmodul 178 
Elastomer 479 
elektrische Arbeit 310 
- Energiedichte 306 
- Feldkonstante 300 
- Feldlinien 296 
- Feldstarke 237, 296, 297 
- FluBdichte 297, 300 
- Kraft 298 
- Leistung 310 
- Momentanleistung 346 
- Polarisation 300 
- Spannung 316 
- Stromstarke, Definition 125 
elektrischer Widerstand, spezifischer 307, 310 
elektrisches Feld 296 
- Netzwerk 311 
- Potential 297, 299 
elektroakustische Wandler 250 
elektrochemische Spannungsreihe 318, 319 
elektrochemisches Aquivalent 318 
Elektrode, Standardwasserstoff"- 318 
Elektrodynamik, relativistische 472,473 
Elektrofilter 425 
Elektrolyse 318 
Elektrolyt 317 
Elektrolytkonzentration 421 
Elektromagnet, Tragkraft 336 
elektromagnetische Schwingung 218, 226, 352 
- Welle 238, 242, 364 
elektromagnetischer Schwingkreis 351 
Elektromagnetismus 325 
Elektromotor 349 
Elektron 429 
Elektronen-Konfiguration 435, 437 
Elektroneneinfang (EC) 445 

Elektronenemission 321 
Elektronengas, freies 485 
- , zweidimensionales 441 
Elektronenmikroskop 293 
elektrooptischer Effekt 289 
Elementarteilchen 466 fF. 
Elementarzelle 476 
Ellipse 20 
Eluat 422 
EM 356, 357 
Emission 423 
- F e l d - 322 
- F o t o - 322 
- , Sekundarelektronen- 322 
- , spontane 290 
- , stimulierte 290 
- , Strahlungs- 504 
- , thermische 321 
Emissionsgrad 400 
Emissionszahl 400 
Emitterschaltung 496 
Empfang, Heterodyn- 365 
Empfanger 362, 365 
- , Geradeaus- 365 
- , Uberlagerungs- 365 
Empfindung, Schall- 244, 257 
energetische Amortisationszeit 411,412 
Energie 152,410 
- , Druck- 201 
- , elastische 188 
- , Fermi- 486 
- , fossile 407 
- , innere 372 
- , lonisations- 324,439 
- , Kern- 464 
- , Nutz- 408 
- , Oberflachen- 196 
- , Photonen- 290 
- , plastische Verformungs- 188 
- , potentielle 163,166,172 
- , Primar- 407 
- , regenerative 409 
- , Rotations-, kinetische 164, 167 
- , Schwingungs- 216,219,238 
- , Sekundar- 407 
- , Strahlungs- 278 
- , thermische 370 
Energieband 485 
Energiediagramm 435, 436, 437, 438 
Energiedichte 238,412,413 
- , elektrische 306 
- , magnetische 336 
- , Schallwelle 248 
Energiedosis 450, 451 
Energieeinheit 133 
Energieeinsatz 408 
Energieflufi 408 
Energiekennzahlen 415 
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Energiequant 430 
Energierisiko 408 
Energiesatz der Mechanik 152fF., 164 
Energiespeicher 412,413 
Energietechnik 407 ff. 
Energietrager 407 
Energieumwandlung 392 
Energieverbrauch 407,409,413 
Energieveredlung 408 
Energievorrat 407 
Energiewandler 410 
Enthalpie 373, 386, 387 
Entmagnetisiemngsfaktor 332, 335 
Entmagnetisierungskurve 333 
Entropie 380,381,382 
- ,Nachricht 355 
Entscheidungstabelle 542 
Entsorgen 427 
EOR 539 
Epizykloide 39 
EPROM 517 
Erbium 549 
Erdbeschleunigung 171 
Erdmagnetfeld 325 
Erhaltungssatz, Drehimpuls- 162,164 
- , Elementarteilchen 466 
- , Energie- 153, 164 
- I m p u l s - 155, 164 
- , Massen- 398 
Ericsson-ProzeB 380 
Erntefaktor 411,412 
Erreger 223 
Erregung, magnetische 325 ff. 
erstarren 386 
Erwartungswert 110,112 
erzwungene elektrische Schwingung 226 
Es 548 
Ethernet 529 
Eu 549 
Euler-Gleichung 398 
Europium 549 
eV 322 
Evolvente, Kreis- 38 
EXAPT 540 
exergetischer Wirkungsgrad 382 
Exergie 382,410 
EXOR 516 
Expansionszahl 203 
Exponentialfiinktion 33 
extensive GroBe 367 
Extremwert, Funktion 63 

F 
F 549 
Fabry-Perot-Interferometer 504 
Fading 363 
Faktor, Bewertungs- 257 
- , Hallradius- 259 

- , relativistischer 470 
Fallbeschleunigung 171 
Faraday-Effekt 289 
Faradaysches Gesetz 318 
Farben diinner Plattchen 282 
FAST 515 
FDD! 529, 530 
Fe 548 
Feder-Masse-System 218 
Federkonstante 146 
Federkraft 146, 151 
Fehler, Abbildungs- 273 
- , Grofit- 112 
Fehlerfortpflanzung 114 
Fehlerrechnung 11 Iff. 
Fehlersumme 112 
Feld, elektrisches 296 
- , magnetisches 325 ff. 
Feldeffekt-Transistor 494 
Feldemission 322 
Feldkonstante, elektrische 300 
- , magnetische 326 
Feldlinien, elektrische 239, 296, 297 
Feldstarke, Gravitations- 171 
- , magnetische 239, 325 ff. 
- , Transport- 200 
Feldstecher 276 
Fermi-Dirac-Verteilung 486 
Fermi-Energie 486 
Fermi-Geschwindigkeit 486 
Fermium 549 
Fempunkt 274 
Femrohr 276 
Fernsehrohre 325 
Femsprechen 354 
ferromagnetisch 332 
Ferromagnetismus 331 
Festigkeit, Wechsel- 187 
Festkorper, makromolekularer 479 
Festkorperphysik 475 ff. 
Festkorperreibung 147 
FET-Transistor 493 
Feuchtegrad 391 
Fibemet 529 
Ficksches Gesetz 405 
file 539 
Filter, Elektro- 425 
Filtration 425 
Fizeau-Streifen 282 
Flachbandkabel 521 
Flacheneinheit 131 
Flachenfehler 477 
Flachengeschwindigkeit 173 
Flacheninhalt 24 
Flachenpressung 180 
Flachentragheitsmoment 82, 183, 184, 185 
Fliefispulen 420 
FLOPS 518 



Sachwortverzeichnis 589 

Fluor 549 
Fliissigkeitspendel 218 
Fliissigkeitsreibung 147 
Fliissigkristall 289 
Flufidichte, elektrische 297, 300 
-, magnetische 326 
- , Transport- 200 
FluBgleichung 334 
FM 356, 357 
Fm 549 
Formanderung 177 
Formfaktor 341 
Formzahl 186, 187 
FORTH 540 
FORTRAN 535, 535, 536, 540 
fossile Energie 407 
Foto-Darlington 509 
Foto-Diode 507 
Foto-Multiplier 322 
Foto-Schmitt-Trigger 509 
Foto-Thyristor 509 
Foto-Transistor 508 
Foto-Triac 509 
Fotoapparat 276 
Fotoemission 322 
Fotos^to 507 
Foowiderstand 309, 506 
Fbu-ier-Analyse 231,232 
FouiWr-Gesetz des Warmetransports 392, 394, 398 
Fourier-Integral 353 
Fourier-Koeffizienten 231, 233 
Fourier-Reihe 93 ff. 
Fourier-Synthese 231 
Fourier-Transformation 96ff., 353 
Fourier-Zahl 399 
Francium 548 
Fraunhoferlinie 267 
freie Knicklange 185 
freies Elektronengas 485 
Freiheitsgrad 135, 164, 370, 374 
Freimachen von Korpem 166 
FreiraumdampfungsmaB 364 
Freistrahlgerausch 262 
Fremdstorstellen 477 
Frenzkel-Paar 477 
Frequenz 214 
-, Bandmitten- 252 
-, Dampfungs- 222 
- , Eigen- 243 
- , Grenz- 252, 353 
- , Schall- 244 
-, Spuranpassungs- 245 
Frequenzfunktion 96 ff. 
Frequenzmodulation 356, 357 
Frequenzumtastung 357 
Froude-Zahl 211,399 
FSK 357 
FTAM 531 

Fundamentalschwingung 235 
Funktion 3. Grades 30 
Funktion, Arcus- 35 
-, Area- 36, 37 
-, Exponential- 33 
-, Extremwert 63 
-, Frequenz- 96 ff. 
-, ganze rationale 63 
-, gebrochen rationale 63 
-, Hyperbel- 32 
-, implizite 59 
-, lineare 29 
-, Logarithmus- 34 
- , Parameterform 60 
- , Polarkoordinaten 60 
- , Potenz- 31,32 
-, quadratische 30 
-, trigonometrische 10 ff., 34 
-, Ubertragungs- 354 
-, Verteilungs- 109 
-Wurzel- 32,33 
-, Zeit- 96 ff. 
-, zyklometrische 92 
Fusion 466 

G 
Ga 549 
Gadolinium 548 
Galilei-Transformation 148 
Galilei-Zahl 399 
Gallium 549 
galvanische Elemente 318 
Galvanisieren 317 
GAN 529 
Gangunterschied 242, 281 
ganze rationale Funktion 63 
ganze Zahl 4 
Gas, ideales 212 
-reales 383 ff. 
Gasdruck 370 
Gasentladung 324 
Gaskonstante 369 
Gastheorie, kinetische 370ff. 
Gasturbine 380 
Gasverfliissigung 385 
Gate-Array 522 
Gateschaltung 498 
Gateway 532 
GauB-Verteilung 111 
GauBsches Verfahren 49 
Gay-Lussacsches Gesetz 369, 376 
Gd 548 
Ge 549 
gebrochen rationale Fimktion 63 
gedampfte elektromagnetische Schwingung 352 
Gegenstandspunkt 265 
gekoppelte Schwingung 235 
Generator 349 
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geodatischer Druck 201,202 
geometrische Reihe 88 
Gerade 16, 17 
Geradeausempfanger 365 
Gerausch, Stromungs- 277 
Germanium 565 
Geschwindigkeit 135 
- , Bahn- 136 
- , Gruppen- 241 
- , kosmische 173 
- , Phasen- 240 
- , Schall- 244, 246 
- , Schwerpimkts- 154 
- , Schwingung 217 
- ,Winkel- 136 
Geschwindigkeitseinheit 1134 
Geschwindigkeitsvektor 13 8 
Geschwindigkeitsverteilung, Maxwellsche 373 
Gesetz von actio und reactio 143 
Gesetz von Malus 287 
Gesetz, Ahnlichkeits- 190,191,210 
- , Biot-Savartsches 326 
- , Boolsches 214 
- , Boyle-Mariotte 190, 1191, 197, 376 
- , Charles- 376 
- , de Morgan 514 
- , Dulong-Petitsches 374 
- , Durchflutungs- 326, 333 
- , Faradaysches 318 
- , Ficksches- 405 
- , Fouriersches des Warmetransports 390, 394, 396 
- , Gay-Lussacsches 369, 376 
- , Gravitations- 171 
- , Hookesches 178 
- , Induktions- 335 
- , Keplersches 170, 174 
- , Kirchhoffsches 400 
- , Ohmsches 311 
- , Stefan-Boltzmann 402 
- , Wiedemann-Franzsches 394 
Gestaltanderung 177 
Gewichtskraft 145, 151 
Gibbssche Phasenregel 390 
GIPS 518 
Gitter 476 
Gitterfehler 477, 478 
Gitterwelle 481 
Gleichgewicht, thermodynamisches 367, 386 
Gleichgewichtsbedingung 166 
Gleichgewichtsfall 166 
Gleichgewichtszustand 366 
Gleichrichter-Diode 491 
Gleichstromkreis 306 ff. 
Gleichung n-ten Grades 45 
Gleichung, algebraische 44 
- , Bernoulli 191, 199, 200, 201, 207, 213 
- , Kontinuitats- 199, 200, 201 
- , kubische 44 

- , Navier-Stokes 190,191 
- , quadratische 44 
- , Richardsonsche 321 
Gleichungssystem, lineares 44, 45 
Gleichwert 341 
Gleitreibung 147 
Glimmentladung 324 
Gluon 467 
Gold 549 
GPSS 540 
Gradient 200 
Gradientenfaser 268 
Graetz-Zahl 399 
Grashof-Zahl 399 
grauerKorper 402 
Gravitation 170 ff. 
Graviton 467 
Gray 451 
Gray-Kode 357,511,513 
Grenzfall, aperiodischer 221,222 
Grenzfrequenz 252, 353, 509 
- , Spuranpassungs- 256 
Grenzschicht 208 
Grenzspannung 186 
Grenzwinkel der Totalreflexion 267 
Grofie, extensive 367 
- , intensive 367 
- , molare 367 
- , physikalische 126ff. 
- , spektrale, 277 
- , spezifische 367 
- , strahlungsphysikalische 277 
GroBtfehler 114 
Grundgesetz der Mechanik, Rotation 162 
- , Translation 143 
Grundgesetz, hydrodynamisches 247 
Grundintegral, 67 ff. 
Grundstromkreis 313,314 
Gruppengeschwindigkeit 243, 482 
Gruppenindex 241 
Giite 220, 222 
Giitegrad 411 

H 
H 560 
Hadron 468, 469 
Hadruon 467 
Hafnium 549 
Haftreibung 147 
Hagen-Poiseuillesches Gesetz 207 
Hahnium/Nielsborium 550 
Halbleiter 485 ff. 
Halbleiter-Detektor 506 
Halbleiter-Laser 506 
Halbleiter-Sender 503 ff. 
Halbschwingungsmittelwert 341 
Halbwertsbreite 112 
Halbwertszeit 446 
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- , biologische 458 
Hall-Effekt 329 
- Quanten- 307 
Hall-Generator 330 
Hall-Koeffizient 330 
Hall-Sonde 330 
Hall-Spannung 329,441 
Hall-Widerstand 441 
Hallradius, Schall- 259 
Hallradiusfaktor 259 
Hangabtriebskraft 145 
HaNs 550 
harmonische Welle 236 
Hartepriifung 189 
Hauf igkeit, relative 111 
Hauptebene 272 
Hauptquantenzahl 435 
Hauptsatz, der Thermodynamik 367,371 
HauptschluB 315 
Hauptstromfiltration 425 
HC(T) 515 
He 550 
HeiBleiter 309 
Heifiluftmotor 379 
Heizungsnutzungsgrad 416 
Heizwarmebedarf 414 
Heizwert 409 
Helium 550 
Hellempfindlichkeitsgrad 280 
Helmholtz-Resonator 253 
Heterodyn-Empfang 365 
heteropolare Bindung 475 
Hexadezimalzahl 510 
hexagonales Gitter 476 
Hf 549 
Hg 555 
Hiebton 262 
Histogramm 111 
Ho 550 
hochfrequente Anregung 225, 226 
Hohenformel, barometrische 197,198 
Hohensatz 22 
Hohlraumstrahler 279 
Hohlspiegel 266 
Holmium 551 
Holografie 286,287 
Hookesches Gesetz 146,178 
Horbereich 245 
Hubble-Parameter 474 
hybrider Speicher 517 
hydraulische Presse 193 
hydrodynamisches Grundgesetz 247 
Hydromechanik 190ff. 
Hydrostatik 190, 191 
hydrostatische Waage 195 
hydrostatischer Druck 193 
Hyperbel 20, 35, 36 
Hyperschall 245 

Hypozykloide 40 
Hysterese, magnetische 332 
- , mechanische 188 

I 
I 551 
I/O 518 
idealeGase 212 
lEC-Bus 524, 525 
IEEE-488 524 
imaginare Zahl 2, 6 
Immission 423 
Impedanz 347 
implizite Funktion 59 
Impuls 153ff. 
- ,Dreh- 161, 167 
Impulserhaltungssatz 155, 164 
Impulssatz 154 
In 551 
indifferentes Gleichgewicht 166 
Indium 551 
individuelle Gaskonstante 369 
Induktion, magnetische 326, 331 
- , Sattigungs- 333 
Induktionsgesetz 335 
Induktivitat 336 
inelastischer Stoi3 155,157,158 
Inertialsystem 470 
Influenz 300 
Informatik 510ff. 
InfoimationsfluB 355 
Informationstheorie 353 
Infrarotspektrum 440 
Infraschall 245 
Inklination 325 
Innenpolmaschine 349 
innere Energie 370 
- Kraft 154 
innerer Leitwert 313 
- Widerstand 313 
Integral, bestimmtes 65 
- , Doppel- 84, 85 
- , Grund- 67, 68, 69 
- , Linien- 83 
- , Partialbruchzerlegung 71 
- , Substitution 70 
- , uneigentliches 68 
Integralrechung 64 ff. 
Integration, Produkt- 69 
Integrationsregel 69 fF, 
Intensitat 238 
- , Schall- 247, 248 
Intensitatsverlauf 284 
intensive GroBe 367 
Interferenz 242, 281 
Interferenzen gleicher Dicke 282 
Interferenzmikroskop 283 
Interferometer 283 
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Intermodulation 361 
Inverse 52 
Inversionstemperatur 385 
Inverter 516 
lod 551 
lonenaustauscher 422 
lonenbindung 475 
lonendosis 450, 451 
lonisationsenergie 324, 439 
lonisierungskoeffizient 324 
Ir 551 
Iridium 551 
irrationale Zahl 4 
irreversibler ProzeB 378 
isentrope Schallausbreitung 244 
Isentrope 375, 376 
Isentropenexponent 244, 374 
isobare Warmekapazitat 372 
Isobare 375, 376, 430 
isochore Warmekapazitat 372 
Isochore 375, 376 
Isokline 288 
Isolator 485 
Isolierwirkungsgrad 261 
isomere Umwandlung 446 
Isospin 467,468 
Isotherme 375, 376 
Isoton 430 
Isotop 430 
Iterationsverfahren (Nullstellen) 45 

Jackson Strukturierte Programmierung 542 
Joule-ProzeB 380 
Joule-Thomson-Effekt 385 

K 
K 550 
Kabel, Flachband- 521 
- , Koaxial- 521 
Kalium 550 
Kaltemaschine 377, 378 
Kaltemischung 387 
Kaltleiter 309 
Kanalkapazitat 355 
Kapazitat 300 ff. 
Kapazitats-Diode 490 
Kapillarwirkung 196, 197 
Kapitza-Zahl 399 
Kaskadenspiilung 421 
Katalysator 426 
Kathetensatz 22 
Kation 317 
Katode 317 
Katodenstrahlen 325 
Kavitation 262 
Kegel, Machscher- 242 
Kegelschnitt, Polargleichung 173 

Kelvin 366 
Kennzahlen, Energie- 415 
Keplersches Gesetz 170,174 
Kemart 429 
Kemenergie 464 
Kemfusion 466 
Kemphysik 443 ff. 
Kemraktion 463,464,465 
Kemspaltung 463, 464 
Kemspinmagnetismus 437 
Kerr-Effekt 289 
Kettenlinie 41 
Kettenregel 57 
Kinematik 135ff. 
kinematische Viskositat 206 
kinetische Gastheorie 370 ff. 
- Rotationsenergie 164, 167 
Kirchhoffsches Gesetz 402 
Kirchoffsche Kegel 31 Iff. 
klassische Mechanik 143ff. 
Klimatechnik 391 
Klirrfaktor 361 
Knicklange, freie 185 
Knickspannung 185, 186 
Knickung 185 
Knoten, Schwingungs- 243 
Knotenregel 311 
Koaxialkabel 521 
Kode 510fF. 
- ,Dua l - 357 
- ,Gray- 357 
Koeffizient, Fourier- 231,233 
- ,Ha l l - 330 
- , lonisierungs- 324 
- , Langenausdehnungs- 368 
- , Raumausdehnungs- 369 
- , Volumenausdehnungs- 192 
~, Warmeeindring- 392 
Koexistenzgebiet 383, 384, 390 
Koharenz 281 
Kohasion 195 
Kohlenstoff 550 
Kohlenstoff-Stickstoff-Zyklus 466 
Kohlenwasserstoff 424,425 
Kolbendruck 190, 191, 193 
Kollektorschaltung 497 
Koma 274 
Kombinatorik 107ff. 
Kommutativgesetz 514 
komplexe Spannung 341 
- Zahl 6fF. 
komplexer Leitwert 326 
- Strom 325 
- Widerstand 342 
- Zeiger 342 
Kompressibilitat 179, 192 
Kompression 179 
Kompressionsmodul 179 
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Kompressionsverlust 203 
Konchoide des Nikomedes 43 
Kondensation 425 
Kondensator 300 ff. 
kondensieren 386 
Konduktanz 347 
Konkavlinse 271 
Konkavspiegel 266 
Konstante, Boltzmann- 369 
- , ebulloskopische 388 
- , Richardson- 321 
-Verdetsche 290 
Kontakttemperatur 396 
Kontinuitatsgleichung 199, 200, 201, 398 
Konvektion 392, 397 ff. 
konvergente Reihe 89 
Konvexlinse 270 
Konvexspiegel 266 
Konzentration, Elektrolyt- 421 
Koordinaten, Schwerpunkts- 166 
Koordinatensystem 13, 14 
Koppel-Baustein 532 
Komgrenze 477 
Korper, freimachen 166 
- s t a r r e r 155, 164ff. 
Korperschall 260 
Korperschall-Isolierwirkungsgrad 260 
Korrelationsanalyse 122, 123 
Kosinussatz 23 
kosmische Geschwindigkeit 173 
kosmologische Rotverschiebung 474 
kovalente Bindung 439, 475 
Kovolumen 383 
Kr 551 
Kraft 144 
- , auBere 154 
- , Coriolis- 149, 150 
- , Coulomb- 298 
- , elastische 146 
- , elektrische 298 
- Feder- 146, 151 
- , Gewichts- 1459, 151 
- , Gravitations- 171 
- , Hangabtriebs- 145 
- , innere 154 
- , Lorentz- 298, 328 
- , magnetische 298,325 
- , Normal- 145 
- , Reibungs- 147, 151,220 
- Schwer- 145,151 
-,Tragheits- 148 
- , Zentrifiigal 149 
- , Zentripetal- 145 
Kraft-Warme-Kopplung 411 
Kraftdichte 199 
Kraftediagramm 145 
Kraftegleichgewicht 144, 149 
Krafteinheit 132 

Kraftepaar 166 
Kraftezerlegung 145 
Kreis 19 
Kreisbewegung 140 
Kreisel 167, 169 
Kreiselprazession 169 
Kreisevolvente 38 
Kreisfrequenz 215 
KreisprozeB 366, 375 ff. 
Kriechen 187 
Kriechfall 221 
Kristallbindung 475 
Kristallrichtung 478 
Kristallstrukturen 476 
Kristallsystem 476 
kritische magnetische FluBdichte 499 
- Stromdichte 500 
- Temperatur 385, 490 
kritischer Druck 385 
- Punkt 384 
Krypton 551 
Kubatur 78 
kubische Gleichung 44 
kubisches Gitter 476 
Kugelkoordinaten 14 
Kugelpackung, dichteste 476, 478 
Kunststofif 479 
Kupfer 551 
Kurchatovium/Rutherfordium 551 
KuRf 551 
Kurvenanpassung 114ff. 
kurzsichtig 274 

L 
La 551 
labiles Gleichgewicht 166 
Ladung 294 
- , spezifische 328 
Ladungstragerinjektion 324 
Ladungstransport, im Vakuum 321 ff. 
- , i n G a s e n 321, 324 ff. 
Ladungsverschiebung 300 
Lageplan 165 
Lagerung, elastische 260, 261 
Lambda-Sonde 426 
Lambert-Strahler 277 
laminare Grenzschicht 209 
- Stromung 206, 398 
LAN 529 
Lange, Definition 125 
- , Koharenz- 281 
Langenausdehnungskoeffizient 368 
Langeneinheit 130 
Langenkontraktion 471,472 
Langswelle 236 
Lanthan 551 
Laplace-Gleichung 200, 394 
Laser 290, 504 ff. 
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Laser-Diode 504 
Laserbedingung 291 
Lautheit 257 
Lautsprecher 249 
Lautstarke 256 
Lawrencium 552 
LDR 309, 506 
Lebensdauer, mittlere 446 
LED 504 
Leerlaufspannung 507 
Leerstellen 477 
Leistung 150, 152, 163 
- , effektive 152 
~, elektrische 310 
- N e n n - 152 
- , Rausch- 354, 362 
- , Schall- 247, 248 
- , Schein- 346 
- , Signal- 354 
- , Strahlungs- 278 
- , Stromungs- 190, 191 
- ,Wirk- 346 
Leistungs, Blind- 346 
Leistungsband 485 
Leistungseinheit 133 
Leistungsfaktor 347 
Leistungspegel 360 
Leistungsziffer 378 
Leitungsgleichung 363 
Leitwert 307 
- , innerer 313 
- , komplexer 342 
Lepton 468,469 
Leuchtbereich 324 
Leuchtdichte 281 
Lewis-Zahl 399 
Li 552 
Lichtausstrahlung, spezifische 281 
Lichtmenge 281 
Lichtquant 290, 322 
Lichtstarke 280,281 
- , Definition 125 
Lichtstrahl 264,265 
Lichtstrom 280,281 
Lichtwellenleiter 268 
LIDIA 540 
Linde-Verfahren 385 
lineare Funktion 29 
Linienfehler 477 
Linienintegral 83 
Linse 271,272 
Linsensystem 273 
LISP 540 
Lissajous-Figur 233, 234 
Lithium 552 
Lochblende 283 
logarithmisches Dekrement 220, 221 
Logarithmus 9, 10, 34 

Logik, mathematische 2 ff. 
Logikfamilie 515 
logische Verkniipfiing 514 
logischer Operator 514 
logisches Schaltzeichen 516 
Longitudinalwelle 236 
Lorentz-Kraft 298, 328 
Lorentz-Transformation 470 
Losung 213 
Lr 552 
LSTTL 515 
Lu 553 
Luft, Reinhaltung 423, 424 
Luftfeuchtigkeit 390, 391 
Luftreibung 147 
Luftschall-DammaB 259 
Luftschallanregung 266 
Lumineszenz-Dioden 504 
Lutetium 553 
Lyman-Serie 434 

M 
Machscher Kegel 242 
MacLaurinsche Reihe 91 
magische Zahl 444 
Magnan 553 
Magnesium 553 
Magnetfeld, Erd- 325 
magnetische Energiedichte 336 
- Erregung 325ff. 
- Feldkonstante 326 
- Feldstarke 239, 325 ff. 
- FluBdichte 326 
- FluBdichte, kritische 500 
- Hysterese 332 
- Induktion 326,331 
- Kraft 298, 325 
- Polarisation 332 
- Polstarke 330 
- Quantenzahl 435 
- Spannung 326 
- Suszeptibilitat 331 
magnetischer Nordpol 325 
magnetisches Dipolmoment 330 
- Feld 325 fif. 
- Moment 330 
Magnetisierung 332 
Magnetismus, Bahn- 436 
- ,Elektro- 325 
- , Kernspin- 437 
- , Spin- 437 
Magnetorotation 290 
Magnetwerkstoff 334 
Magnus-EfFekt 205 
makromolekularer Festkorper 479 
MAP 528,530,531 
Maschenregel 312 
Maschine, Innenpol- 349 
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Masse, Atom- 367,430 
-, Definition 125 
-,Molekul- 367 
Masseneinheit, atomare 430,443 
Massenerhaltungssatz 398 
Massenmittelpunkt 154 
Massenstrom 201 
Massentragheitsmoment 81, 82, 167, 168, 216 
Massentransport 392 
Massenzahl 429 
Massenzunahme, relativist!sche 472 
Materiewelle 293 
mathematisches Pendel 216,218 
- Zeichen 1, 2 
Matrix 50 
Matrizenrechnung 50 ff. 
maximale Reichweite 452 
Maxwell-Modell 480 
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung 371 
Md 553 
Mechanik, Bruch- 186 
Mechanik, klassische 143 ff. 
-, Stromungs- 199 
mechanische Hysterese 188 
mehrere Variable, Differentiation 61 
Meifiner-Ochselfeld-Effekt 499 
Membrantrennung 425 
Mendelevium 553 
Meson 468,469 
Messung, Spannungs- 315,316 
-, Strom- 315,316 
MeBbereichserweiterung 315,316 
MeBunsicherheit 113 
Metall 485 ff. 
metallische Bindimg 475 
Mg 553 
MHS 531 
Microstrip-Leitimg 521 
Mikrofon 249 
Mikroprozessor 518 
Mikroskop 276 
-, Elektronen- 293 
-, Interferenz- 283 
Millerscher Index 476,478 
MIMD 518 
Mindestfrequenz 322 
MIPS 518 
Mittelwertsatz 62 
mittlere Lebensdauer 446 
MMS 528,530,531 
Mn 553 
Mo 552 
Mode 268 
Modulation 356,357 
Mohrscher Spannungskreis 178 
molare GroBe 367 
molare Warmekapazitat 374, 482 
Molekulmasse 367 

Molekiilspektrum 439 
Mollier-Diagramm 390,391 
Molmasse 367 
Molybdan 552 
Moment, Dreh- 160 
-, magnetisches 330 
-, statisches 81 
Momentanleistimg 152, 163, 346 
Monddaten 176 
Monochromator 286 
monoklines Gitter 476 
Monotonie 62 
MOSFET-Transistor 441,493 
Multiplex, Zeit- 358 

N 
N 558 
Na 552 
Nachhallzeit 258 
Nachrichtentechnik 353 ff. 
Nahpunkt 274 
NAND 516 
Natrium 552 
Naturkonstante 134 
naturliche Radioaktivitat 447 
Navier-Stokes, Gleichung 190, 191,398 
Nb 554 
Nd 553 
Ne 553 
Negation 514 
Negierung 514 
Neilsche Parabel 41 
Nennleistung 152 
Neodym 553 
Neon 553 
Neptunium 553 
Nemstsches Warmetheorem 383 
Netz 528 ff. 
Netzwerk 522, 523, 529 
-, elektrisches 311 
Neukurve 333 
Neutron 429, 443 
Newtonscher Ring 283 
Newtonsches Axiom 143ff. 
- Verfahren 45 
Ni 553 
nichtkoharente Schallquelle 246 
Nickel 553 
Niob 554 
Nobelium 554 
NOR 516 
Nordpol, magnetischer 325 
Norm-Trittschallpegel 259 
Normalgleichung 115,116,117 
Normalkraft 145 
Normal spannung 176, 181 
Normalverteilung 111 
Normzahl 3 
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Np 553 
NTC 309 
Nukleid 429 
Nukleon 429, 443 
Nuklid 443, 450 
NuUphasenwinkel 215 
- , Spannung 341 
- , Strom 341 
Nullstelle 45 
numerische Apertur 268 
- Reihe 88 ff. 
Nufielt-Zahl 399 
Nutzenergie 408 
Nutzungsgrad, Heizungs- 416 
NV-RAM 517 

O 
O 556 
Oberflachenenergie 196 
Oberflachenpriifung 283 
Oberflachenspannung 195 
Offiiung, relative 277 
Ohmsches Gesetz 311, 486 
okologische Bilanz 414 
Oktalzahl 510 
Operator, logischer 514 
Optik 264 ff. 
- , Quanten- 290 
optische Aktivitat 289 
Optoelektronik 503 
Optokoppler 509 
OR 516 
Ordnungszahl 429 
orthorhombisches Gitter 476 
orts- und zeitabhangige Schwingung 236 
Ortsvektor 138 
Os 555 
OSI-Modell 528 
Osmium 555 
Osmose 213 
osmotischer Druck 213 
Otto-ProzeB 379 
Ozonloch 424 

P 
P 555 
Pa 555 
Paar, Krafte- 166 
Palladium 555 
PAM 357 
Parabel 21 
- , Neilsche 41 
- , semikubische 41 
Parabolspiegel 266 
Paradoxon, aerodynamisches 205 
Parallelschaltung 312,313 
- , Wechselstrom 345 
paramagnetisch 332 

Parameterform, Funktion 60 
parametrische Schwingung 235 
Paritat 468 
Partialbruchzerlegung, Integral 71 
PASCAL 534, 535, 536, 540 
Paschen-Serie 434 
Pafifehler 283 
Pauli-Prinzip 435 
Pb 545 
PCM 357 
Pd 555 
PDM 357 
Peclet-Zahl 400 
Pegel 359 
- , Leistungs- 360 
- , Schall- 250 
- , Spannungs- 360 
- , Strom- 360 
Pendel, Flussigkeits- 218 
- , mathematisches 216,218 
- , physikalisches 218 
- , Torsions- 216,218 
Pentagonalprisma 269 
Periodendauer 215 
Periodizitat 214,215 
Permeabilitat 332 
Permeabilitatszahl 331 
Permittivitat 300 
Permittivitatszahl 300 
Permutation 107fiF. 
perpetuum mobile erster Art 153 

zweiterArt 380 
Petri-Netz 542 
PFM 357 
Pftindt-Serie 436 
Phase 215 
Phasen-Resonanzfunktion 224 
Phasengeschwindigkeit 240, 482 
Phasenmodulation 357 
Phaseniibergang 386 
Phasenumtastung 357 
Phasenumwandlung 387 
Phasenverschiebung 242 
Phasenwinkel 215,228 
phon 256 
Phonon 481 
Phononentransport 392 
Phosphor 555 
Photo-Diode 492 
Photometrie 277 fif. 
Photon 430, 467 
Photonenenergie 290 
Photonentransport 392 
physikalische GroBe 126fF. 
physikalisches Pendel 218 
pin-Diode 492 
Pitot-Rohr 202 
PL/1 540 
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Planetenbewegung 173 
Planetendaten 174 
plastische Verformungsenergie 188 
Plateau 441 
Platin 555 
Plattenschwinger 253 
Plutonium 554 
PM 357 
Pm 555 
pn-Ubergang 489, 490 
Po 554 
Pockels-Effekt 289 
Poisson-Zahl 179 
Polargleichung der Kegelschnitte 173 
Polarisation 287 
-, elektrische 300 
-, magnetische 332 
Polarisationsfolie 288 
Polarisationswinkel 288 
Polarisator 287 
Polarkoordinaten 173 
-, Funktion 60 
Polonium 554 
Polstarke, magnetische 330 
Polstrahl 165 
Polymerwerkstoff 479 
Polytrope 376 
Polytropenexponent 375 
poroser Schallabsorber 253 
Porrosches Prisma 268 
Potential, elektrisches 297, 299 
-, Gravitations- 172 
-, thermodynamisches 383 
potentielle Energie 163,166,172 
Potenzfimktion 31,32 
Potenzregel 56 
PPM 357 
Pr 555 
Prandtl-Zahl 400 
Prandtlsches Staurohr 402 
Praseodym 555 
Prazession, Kreisel- 167 
Presse, hydraulische 193 
Primarelement 320 
Primarenergie 407 
Prinzip von d'Alembert 149 
Prisma 268 
-, Bauerafeindsches 269 
-, Dachkant- 269 
-, Pentagonal- 269 
-, Schmidt-Pechan 269 
-,Umkehr- 269 
-,Uppendahl- 269 
-Wende- 269 
Prismensystem 269 
Produktintegration 69 
Produktregel 56 
Programm 533 flf. 

Programmablaufplan 533, 534, 535, 536, 542 
Programmiersprache 540 
PROLOG 540 
PROM 517 
Promethium 555 
Protactinium 555 
Proton 429, 443 
ProzeB, irreversibler 378 
-, reversibler 378 
ProzeBgroBe 367 
PSK 357 
Pt 555 
PTC 309 
Pu 554 
Pulsamplitudenmodulation 357 
Pulsdauermodulation 357 
Pulsfrequenzmodulation 357 
Pulskodemodulation 357 
Pulsphasenmodulation 357 
Pumpe 212 
Punktfehler 477 
Pupille, Eintritts- 273 
Pythagoras, Satz des 22 

Q-switching 291 
QPSX/DQDB-Verfahren 528, 529, 530 
quadratische Funktion 30 
- Gleichung 44 
Quanten-Hall-Effekt 307, 442, 442 
Quantenoptik 290 
Quantentheorie 430 fF. 
Quantenzahl 435 
Quark 467 
quasistatische Anregung 225, 226 
Quecksilber 555 
Quelle 494 
Querdehnung 179 
Querstromfiltration 425 
Querwelle 236 
Quotientenregel 57 

R 
Ra 556 
Rad 451 
Radikal 452 
radioaktiver Zerfall 444, 446 
Radioaktivitat natiirliche 447 
Radium 556 
Radkurve 39 
Radon 556 
Raketengleichung 156, 159 
RAM 517,520 
Raman-Effekt 440,441 
rationale Zahl 2 
Rauchgas 423 
Raum 14 
Raumakustik 258 
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Raumausdehnungskoeffizient 369 
Rauminhalt 25 
raumlicher Spannungszustand 180 
Raumwarme 415 
Raumwelle 363 
Raumwinkel 278 
Rauschen 362 
Rauschleistung 354, 362 
Rauschmafi 362 
Rauschspannung 362 
Rauschzahl 362 
Rayleigh-Kriterium 283 
Rayleigh-Zahl 400 
Rb 557 
Re 557 
Reaktanz 347 
reale Spannungsquelle 314 
- Stromquelle 314 
realesGas 383 ff. 
Realgasfaktor 383, 384 
RECORD 539 
Recycling 428 
Redundanz, Nachricht 355 
Reflexion 237, 238, 239, 243, 265 
- , Total- 267,268 
Reflexionsgrad, Schall- 252 
reflexvermindernde Schichten 282 
Regen, saurer 424 
Regenerat 422 
regenerative Energie 409 
Regression IHff". 
Regressionsparameter 115, 116, 117 
Reibung, auBere 147 
- , Festkorper- 147 
- , Fliissigkeit 147 
- G l e i t - 147 
- ,Haft - 147 
- , innere 147 
- ,Luft- 147 
- ,Ro l l - 147 
- , turbulente 147 
Reibungskraft 147,151,220 
Reichweite 364 
- , maximale 452 
Reihe, arithmetische 88 
- , binomische 91 
- , Fourier- 93 fl'. 
- , geometrische 88 
- , konvergente 88 
- , MacLaurische 91 
- , numerische 88 
- , Taylorsche 91 
Reihenentwicklung 88 ff'. 
Reihenschaltung 313 
- , Wechselstrom 344 
Reinhaltung, Luft 423, 424 
Rekombination 504 
Rekombinationsbereich 322 

Rektifikation 77 
relative Atommasse 430 
- Haufigkeit 111 
- Offhung 277 
relativistische Elektrodynamik 472, 473 
- Massenzunahme 472 
relativistischer Faktor 470 
Relativitatstheorie 470 ff". 
Relaxation 187,248 
Rem 451 
Repeater 532 
Resistanz 347 
Resistivitat 397 
Resonanz 215 
Resonanzabsorber 253 
Resonanzfall 225, 226 
Resonanzfunktion, Amplituden- 224 
- , Phasen- 224 
Resonanzkatastrophe 215 
Resonator 223 
- , Helmholtz 253 
Resonator-Charakteristik 253 
Reststoff" 426 
reversibler ProzeB 378 
Reynolds-Zahl 400 
Reynoldszahl 190,191,210 
Rh 557 
Rhenium 557 
Rheologie 479 
Rhodium 557 
rhomboedrisches Gitter 476 
Richardson-Konstante 321 
Richardsonsche Gleichung 321 
RichtgroBe 146 
Richtmoment 163 
Riesenimpulslaser 291 
RISC 518 
Risiko, Energie 408 
Rn 556 
Rockwell-Hartepriifung 189 
Rohr, Pitot- 202 
-,Venturi- 203 
Rohrreibungszahl 210 
Rohstofflager 427 
Rollreibung 147 
ROM 501,520 
Rontgen 451 
Rontgenbeugung 285 
Rontgenstrahlung 438 
Rotations-Schwingungs-Spektrum 439 
Rotationsarbeit 163 
Rotationsenergie, kinetische 164, 167 
Rotverschiebung, kosmologische 474 
Router 532 
RS 438,439,501,524 
Ru 557 
Rubidium 557 
Ruckkopplung 504 
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RuB 424 
Ruthenium 557 
Rutherford 432 

S 
S 557 
SA/SADT 542 
Samarium 556 
Sammelhnse 270 
Sarrus'sche Regel 54 
Satellitendaten 175 
Sattigungsinduktion 333 
Sattigungsstrom 324 
Satz des Pythagoras 22 
SatzvonRolle 62 
SauerstofF 556 
Saugeffekt 205 
saurerRegen 424 
Sb 545 
Sc 557 
Scandium 557 
Schaden, Strahlen- 452 
SchadUchkeit, Strahlen- 458 
Schadstoff 419 
Schadstoffbegrenzung 424 
Schadstofifbelastung 415 
Schadt-Helfrich-Drehzelle 289 
Schall, Hyper- 245 
-Infra- 245 
- , Korper- 260 
-,Luft- 259 
-Tritt- 259 
-, Ultra- 245, 263 
Schallabsorber 253 
Schallabsorption, DampfungskoefFizient 248 
Schallabsorptionsgrad 252 
Schallaufiiehmer 245 
Schallausbreitung 244 
-, isentrope 244 
Schallbewertungskurve 257 
SchalldammaB 254 
Schalldruck 246 
Schalldruckpegel 250, 256 
Schalldurchgang 244 
Schalleistung 247, 248 
Schalleistungspegel 250 
Schallempfindung 244, 257 
Schallfrequenz 244 
Schallfrequenzspektrum 251 
Schallgeber 245 
Schallgeschwindigkeit 244, 246 
Schallintensitat 247, 248 
Schallintensitatspegel 250 
Schallkennimpedanz 244 
Schallpegel 250 
Schallpegeldifferenz 247 
Schallquelle, nichtkoharente 244 
Schallreflexionsgrad 252 

Schallschnelle 237, 247 
Schallschnellepegel 250 
Schalltransmissionsgrad 252, 254 
Schallwandler 249 
Schallwechseldruck 237 
Schallwelle 241 
Schallwellenlange246 
Schallwiderstand 246 
Schaltdiode 491 
Schaltzeichen, logisches 516 
Scharfentiefe 277 
Schatzwert 112 
Scheinanteil 342 
Scheingrofie 342 
Scheinleistung 346 
Scheitelfaktor 341 
Scherung 179, 182 
Scherungsgerade 335 
Schichten, reflexvermindemde 282 
Schiebung 182 
schieferWurf 141, 142 
Schlankheitsgrad 185 
Schleppkurve 42 
Schmelzdruckkurve 388, 389, 390 
schmelzen 386 
Schmelzenthalpie 387 
Schmelzpunkt 386 
Schmerzgrenze 256 
Schmidt-Pechan-Prisma 269 
Schmidt-Zahl 400 
Schnelle, Schall- 247 
Schnittstelle 522, 523, 524 
Schottky-Diode 491 
Schottky-Fehlordnung 477 
Schranke 5 
Schrodinger-Gleichung 432 
Schubmodul 179 
Schubspannung 177, 182 
Schwachung der Strahlung 451 
schwarzer Korper 402 
- Strahler 279 
Schweben 194 
Schwebung 230 
Schwefel 557 
Schwefeldioxid 424, 425 
Schweredruck 190, 191, 193, 197 
Schwerkraft 145, 151 
Schwerpunkt eines MeBwertes 122 
Schwerpunkt 80, 81, 154, 166 
Schwerpunktsbeschleunigung 155 
Schwerpunktsgeschwindigkeit 154 
Schwerpunktskoordinaten 166 
Schwerpunktssatz 155 
Schwimmen 194 
Schwinger, Platten- 253 
Schwingfall 221 
Schwingfestigkeit, Dauer- 187 
Schwingkreis, elektromagnetischer 226, 351 
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Schwingung 214ff. 
- , Eigen- 243 
- , elektromagnetische 218 
- , - , gedampfte 222,352 
- , erzwungene 214, 223 if. 
- , freie 214ff. 
- , Fundamental- 235 
- , gekoppelte 235 
- , orts- und zeitabhangig 236 
- , parametrische 235 
- , Uberlagemng 228 
Schwingungsbauch 243 
Schwingungsdauer 214,215 
Schwingungsknoten 243 
Schwingungsmode 505 
Schwingungssystem 216,218 
Schwund 363 
SCR (selective catalytic reduction) 425 
Se 557 
Sehfehler 274 
Sehnen-Halbsehnensatz 23 
Sehweite 274 
Sehwinkel 275 
Seileckverfahren 165 
Sekanten-Tangentensatz 23 
Sekundarelektronenemission 322 
Sekundarelement 321 
Sekundarenergie 407 
Sekundarionen 324 
Selbstinduktion 337 
Selen 557 
Seliger-ProzeB 379 
Seltsamkeit 467,468 
semikubische Parabel 41 
Sender 362 
- , Halbleiter- 503 
Senke 494 
senkrechter Wurf 141, 142 
Shannonsches Abtasttheorem 354,355 
Sherwood-Zahl 405 
Shredder 428 
Si 558 
SI-MaBsystem 125 
Sicherheit, statistische 113 
Siedepunkt 386 
Sievert 451 
Signal 353 
Signalleistung 354 
Silber 557 
Silicium 558 
SIMD 518 
SIMSCRIPT 540 
SIMULA 540 
Single-Mode-Laser 505 
Sinken 194 
Sinkgeschwindigkeit 425 
Sinussatz 23 
skalares Produkt 27, 28, 29 

Skineffekt 337 
Slotted-Ring-Verfahren 528, 529, 530 
Sm 556 
Smog 423, 424 
Sn 560 
SNCR (selective non catalytic reduction) 425 
Snelliussches Brechungsgesetz 267 
Software-Engineering 541, 542 
Sofiware-Lebenszyklus 541 
Solarzelle 507, 508 
Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante 442 
Sortierung, Abfall- 427 
Source 494 
Sourceschaltung 498 
Spannung 177 
- H a l l - 329,441 
- , Knick- 185, 186 
- , komplexe 341 
- , magnetische 326 
- N o r m a l - 177, 182 
- , Oberflachen- 196 
- , Rausch- 362 
- , Schub- 177, 182 
-,Wechsel- 340 
Spannungs, elektrische 306 
- , Grenz- 186 
Spannungsdoppelbrechung 288 
Spannungsfaktor 335 
Spannungskreis, Mohrscher 178 
Spannungsmessung 315,316 
Spannungspegel 360 
Spannungspfeil 306, 311 
Spannungsquelle, reale 314 
Spannungsreihe, elektrochemische 318,319 
Spannungsteiler 315,317 
Spannungsverhaltnis 314 
Spannungszustand 177, 178 
Speicher, Energie- 412, 413 
- , hybrider 517 
Speicherbaustein 517 
Spektralapparat 285 
spektrale GroBe 277 
- Strahldichte 279 
Spektralfunktion 353 
Spektralphotometer 286 
Spektrograph 286 
Spektrometer 277,286 
Spektroskop 286 
Spektrum 353,429 
- , Schallfi-equenz- 251 
Sperrschicht-FET 494, 495 
spezifische Aktivitat 446 
- Ausstrahlung 278,279 
- Enthalpie 386 
- GroBe 367 
- Ladung 328 
- Lichtsausstrahlung 281 
- Warmekapazitat 482 
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spezifischer elektrischer Widerstand 307, 310 
spharische Aberration 274 
Spiegel 266 
Spin 467, 468 
Spimnagnetismus 437 
Spirale 41 
spontane Emission 290 
Sprungtemperatur 500 
Spultechnik 420 
Spuranpassung 255 
SQL 540 
Sr 559 
stabiles Gleichgewicht 166 
Stabilitat 444 
Standardabweichung 110,112,114 
Standardwasserstoff-Elektrode 318 
Standsicherheit 166 
Standspiilen 420 
Standzeitverlangerung 420 
Stanton-Zahl 400 
Stapelfehler 477 
starrer Korper 155, 164 ff. 
statischer Druck 201,202 
statisches Moment 80 
statistische Sicherheit 113 
Staub 424 
Staudruck 202 
Staurohr, Prandtlsches 202 
Stefan-Boltzmann Gesetz 402 
stehende Welle 243 
Step-Recovery-Diode 492 
Stem-Dreieck-Umwandlung 314 
steuerbarer Widerstand 494 
Stickoxid 424, 425 
Stickstoff 558 
stimulierte Emission 290 
Stirling-ProzeB 379 
Stoffmenge 367 
-, Definition 125 
Stoffiibergangskoeffizient 405 
Stoffiibertragung 392, 405 ff. 
Storabstand 362 
Storstellenleitung 487 
Storstellenreserve 489 
StoB, elastischer 155, 157, 158 
-, inelastischer 155, 157, 158 
StoBprozeB 155 
Strahldichte 278 
-, spektrale 279 
Strahlenbelastung 452, 459, 461 
Strahlendosis 460 
Strahlenkegel 279 
Strahlensatz 22 
Strahlenschaden 452 
Strahlenschadlichkeit 458 
Strahlenschutz 45Iff. 
Strahler 279 
Strahlstarke 278 

Strahlung, Schwachung 451 
Strahlungsaquivalent, 280 
Strahlungsart 453 ff. 
Strahlungsaustauschkoeffizient 403 
Strahlungsemission 504 
Strahlungsenergie 278 
StrahlimgsfluB 281 
Strahlungsleistung 278 
strahlungsphysikalische GroBe 277 
Streckgrenze 180 
Streifenleiter 521 
Streufaktor 331,335 
StreufluB 331 
Strip-Leitung 521 
Strom, komplexer 341 
-, Licht- 281 
-, Sattigungs- 324 
-,Wechsel- 340 
Stromdichte 321 
-,kritische 500 
Strommessung 315 
Strompegel 3 
Strompfeil 306,311 
Stromquelle, reale 314 
Stromstarke 306 
- , Definition 125 
Stromubertragungsverhaltnis 509 
Stromung 398 
-, adiabatische 212 
-, laminare 206 
-,turbulente 208 
Stromungsgerausch 261 
Stromungsleistung 190, 191 
Stromungsmaschine 380 
Stromungsmechanik 199 
Stromungswiderstand 190, 191 
Stromverhaltnis 312 
Strontium 559 
Strophoide 42 
Struktogramm 533flf., 542 
STTL 515 
Student-Faktor 113 
Stufenindexfaser 268 
sublimieren 386, 389 
Substitution 477 
-, Integral 70 
Superhet 365 
Superpositionsprinzip 228, 244, 

315 
Supraleitung 499 ff. 
Supremum 6 
Suszeptanz 347 
Suszeptibilitat, magnetische 331 
System, Dauermagnet- 334 
-, Feder-Masse 218 
-, Linsen- 273 
-, Schwingungs- 216 
-, thermodynamisches 366 
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T 
Ta 559 
Tantal 559 
Taylorsche Reihe 91 
Tb 558 
Tc 559 
Technetium 559 
technische Akustik 259 
Tellur 559 
Temperatur 367 fF. 
- ,Debye- 394,482,483 
- , Definition 125 
- , Einstein- 482, 483 
- , Kontakt- 396 
- , kritische 385, 500 
- , thermodynamische 375 
Temperaturkoeffizient 307 
Temperaturstrahler 279, 403 
Tensor der Permittivitatszahl 300 
Terbium 558 
Tesla 328 
tetragonales Gitter 476 
Th 559 
Thallium 558 
Theorieparameter 114 
thermische Ausdehnung 368 
- Emission 321 
- Energie 370 
thermischer Wirkungsgrad 375 
Thermodynamik 366ff. 
thermodynamische Temperatur 375 
thermodynamisches Gleichgewicht 388 
- Potential 383 
- System 366 
Thermoplast 479 
Thomson-Briicke 317 
Thorium 559 
Thulium 559 
Ti 559 
Titan 559 
Tl 558 
Tm 559 
Token-Bus 541 
Token-Passing-Verfahren 528, 530 
Token-Ring-Verfahren 528, 529, 530 
Ton, Hieb- 262 
TOP 528,531 
Topologie, Vemetzungs- 519,520 
Torsion 182, 186 
Torsionsarbeit 163 
Torsionsmodul 179 
Torsionspendel 216,218 
Totalreflexion 267, 268 
Toxizitat 458,461 
Tragheitsgesetz 143 
Tragheitskraft 148 
Tragheitsmoment, Flachen- 82, 83, 183, 184, 185 
- , Massen- 82, 167, 168 

Tragkraft eines Elektromagneten 336 
Transformation, Fourier- 96flf. 
- , Galilei- 148 
Transformator 347 
Transistor 489, 493 
Transmission 237, 239, 423 
Transmissiongrad, Schall- 252, 254 
Transmissionswarmestrom 404 
transponierte Matrix 53 
Transportfeldstarke 200 
TransportfluBdichte 200 
TransportgroBe 200 
Transputer 518,519 
Transversalwelle 236 
transzendente Zahl 2 
Treibhauseffekt 424 
Trennung, Membran- 425 
Trennverfahren 428 
trigonometrische Funktion 10, 11, 12, 34, 58 
triklines Gitter 476 
Triodenbereich 494 
Tripelpunkt 368,390 
Trittschallpegel, Norm- 259 
TTL 515 
TTY 524 
Tunnel-Diode 492 
turbulente Grenzschicht 209 
turbulente Stromung 208, 398 

U 
U 559 
Uberdruck 197 
Uberlagerung von Schwingungen 228 
Uberlagerungsempfanger 365 
UberstromprozeB 379 
Ubertragung 353 
Ubertragungskanal 362 
Ubertragungsmedium 362 
Ubertragungsverhaltnis, Strom- 509 
Ultraschall 245,263 
Umkehrprisma 269 
Umwandlung, Energie 408 
- , isomere 446 
Umwelttechnik 417flF, 
unbestimmter Ausdruck 64 
Une 561 
uneigentliches Integral 68, 69 
ungedampfter, elektromagnetischer Schwingkreis 

351 
Unh 561 
unipolarer Transistor 493 
Uno 561 
Uns 561 
Unscharfe 277 
Unscharfe-Relation 431 
Unterdeterminante 53, 55 
Uppendahl-Prisma 269 
Uran 559 
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v 
V 560 
V.24 526,527 
Valenzband 485 
van-der-Waalssche Bindung 475 
- Zustandsgleichung 383 
Vanadium 560 
Varianz 110, 112 
Varistor 309 
VDR 309 
Vektor, Geschwindigkeit 138, 139 
Vektorboson 467 
Vektorrechnung 26 ff. 
Venturi-Rohr 203 
Verarbeitung 353 
verbotene Zone 487 
Verbrauch, Energie 407,409,413 
Verbremungsmotoren 379 
Verdampfungsenthalpie 386 
Verdetsche Konstante 290 
Veredlung, Energie 408 
Verfahren, Abreinigungs- 424 
-, GauBsches 49 
Verformungsart 178, 179 
VergroRerung 275 
Verkniipfung, logische 5 14 
Verlangerung, Standzeit 420 
Verlust, Kompressions- 203 
Verlustdichte 188 
Verlustfaktor 220, 347 
Vermittlung 353 
Vernetzungstopologie 5 19, 520 
Verschiebung, Ladungs- 300 
Verschiebungsarbeit 299 
Verschiebungsdichte 297, 300 
Verschiebungsgesetz, Wiensches 279 
Versetzung 477 
Verstirker 359 
Verteilungsfunktion 109 
Vertrauensbereich 1 13 
Venverfen 419 
Verzeichnung 274 
Verzerrung 360 
Verzerrungsfaktor 361 
Vickers-Hartepriifung 189 
viskoelastisches Einmassesystem 261 
viskoses Verhalten 480 
Viskositat 206 
Voigt-Kelvin-Modell 480 
Volumenanderungsarbeit 3 73 
Volumeneinheit 132 
Volumen 25 
-, Zylinder- 86 
Volumenausdehnungskoeffizient 

192 
Volumenstrom 201 
Vorgang, Ausschalt- 348, 349 
-, Einschalt- 348, 349 

Vorrat, Energie 407 
Vonviderstand 3 15 

W 
W 561 
Waage, hydrostatische 195 
waagrechter Wurf 141, 142 
Wahrheitswert 2 
Wahrscheinlichkeit, Aufenthalts- 432 
-, Theorie 107 ff. 
Waldsterben 424 
WAN 529 
Wandler, elektroakustischer 250 
-, Energie 410 
-, Schall- 249 
-, Wiedergabe- 365 
Warme 371 
Warmedamstoff 393 
Warmedurchgang 404 ff. 
Wirmeeindringkoeffizient 394 
Warmekapazitat 372,482 
Warmeleitfahigkeit 392, 393,484 
Warmeleitung 392,484 
Wiirmeleitungsgleichung 398 
Warmepumpe 377,378 
Warmeschaubild 381 
Warmestrahlung 392,401 ff. 
Warmestromdichte 392, 394, 403 
Wirmetheorem, Nernstsches 383 
Warmetransport, Fourier-Gesetz 392, 394, 398 
Warmeiibergang 379, 397 
Wirmeiibergangskoeffizient 398 
Wirmeiibertragung 392 ff, 
WasserdampfdurchlaBwiderstand 406 
Wasserdampfiibergangswiderstand 406 
Wasserstoff 560 
Wasserstoff-Atommodell 433 
Wasserstrahlpumpe 205 
Weber-Zahl 400 
Wechselfestigkeit 187 
Wechselspannung 340 
Wechselstromkreis 340 ff. 
Wechselstromkreis, Bauelemente 343, 344,345 
Wechselwirkung zwischen Korpern 144 
Wechselwirkung 429 
-, fundamentale 467 
WeiRscher Bezirk 33 1 
weitsichtig 274 
Welle 214,236ff. 
-, Boden- 363 
-, elastische 236, 238 
-, elektromagnetische 238, 242, 364 
-, harmonische 236 
-, Longitudinal- 236 
-, Materie- 293 
-, Raurn- 363 
-, Schall- 241 
-, stehende 243 
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Welle 
-, Transversal- 236 
Wellenamplitude 236 
Wellenfiinktion 293 
Wellengleichung 246 
Wellenlange, Materie- 291 
-, Schall- 246 
Wellenoptik 281 ff. 
Wellenwiderstand 236, 238, 239 
Wellenzahl 239 
Wendeprisma 269 
Wheatstonesche Briicke 317 
Widerstand 307, 308, 309 
-, Dampfubergangs- 406 
-, differentieller 311 
-, Foto- 506 
-, Hall- 441 
-, innerer 313 
-, komplexer 342 
-, Schall- 246 
-, spezifischer elektrischer 307, 310 
-, steuerbarer 494 
-, Stromungs- 190, 191 
-, WasserdampfdurchlaB- 406 
-, Wasserdampfubergangs- 406 
-, Wellen- 236, 238, 239 
Widerstandsbeiwert 209,210 
Widerstandsmoment 183, 184, 185 
Widerstandsnormal 307,442 
Wiedemann-Franzsches Gesetz 394 
Wiedergabewandler 365 
Wiensches Verschiebungsgesetz 279 
Winkelbeschleunigung 137 
Winkelbeziehung 12, 13 
Winkelgeschwindigkeit 136 
Wirbelstrom 336, 337 
Wirkanteil 342 
Wirkbad 419 
Wirkleistung 346 
Wirkungsgrad 152, 411 
-, elektrischer Maschinen 310 
-, exergetischer 382 
-, thermischer 375 
Wirkungslinie 165 
Wirkungsquerschnitt 464, 465 
Wolbspiegel 266 
Wolfram 561 
Wurfbewegung 140, 141, 142 
Wurzel, Bestimmung einer 45 
Wurzelfunktion 32, 33 

X 
Xe 561 
Xenon 561 

Ytterbium 561 
Yttrium 561 

Zahl, ganze 2 
-, imaginare 6ff. 
-, irrationale 2 
-, komplexe 6ff. 
-, magische 444 
-, rationale 2 
-, transzendente 2 
Zahlensystem 510 
Zeiger, komplexer 342 
Zeiger-Diagramm 342 
Zeit, Definition 125 
Zeitdilatation 471 
Zeiteinheit 134 
Zeitfunktion 96fif., 353 
Zeitmultiplex 358 
Zeitstandverhalten 187 
Zener-Diode 491 
Zentrifugalkraft 149 
Zentripetalkraft 145 
Zerfall, radioaktiver 444, 446 
Zerfallskurve 447,448 
Zerfallsprodukt 464 
Zerfallsreaktion 445 
Zerfallsreihe 449 
Zerfallsschema 448 
Zerstauber 205 
Zerstreuungslinse 272 
Zink 560 
Zinn 560 
Ziolkowskische Raketengleichung 156, 

159 
Zirkonium 561 
Zissoide 42 
Zn 560 
Zr 561 
Zugversuch 180 
Zustand 366 
-, Gleichgewichts- 366 
-, Spannungs- 177, 178 
Zustandsdiagramm 389 
Zustandsdichte 486 
Zustandsgleichung, allgemeine 369, 

370 
-, van-der-Waalsche 383 
ZustandsgroBe 366,372 
zweidimensionales Elektronengas 

441 
Zwischengitteratom 477 
Zykloide 39 
Zyklon 425 
Zylinderkoordinate 14 
Zylindervolumen 86 
zyklometrisch, Funktion 92 
;i/4-Platte 288 
a-Zerfall 445 
/^-Zerfall 445 
y-Zerfall 445 
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