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Vorwort

Das dreibéndige Buch ,,Elektrotechnik fiir Ingenieure® ist fiir Studenten des Grundstudi-
ums der Ingenieurwissenschaften, insbesondere der Elektrotechnik, geschrieben. Bei der
Darstellung der physikalischen Zusammenhinge, also der Elektrotechnik als Teil der
Physik — sind die wesentlichen Erscheinungsformen dargestellt und erklart und zwar aus
der Sicht des die Elektrotechnik anwendenden Ingenieurs. Fiir ein vertiefendes Studium
der Elektrizitdtslehre dienen Lehrbiicher der theoretischen Elektrotechnik und theoreti-
schen Physik.

Die Herleitungen und Ubungsbeispiele sind so ausfiihrlich behandelt, dass es keine ma-
thematischen Schwierigkeiten geben diirfte, diese zu verstehen. Teilgebiete aus der Ma-
thematik werden dargestellt, sofern sie in den iiblichen Mathematikvorlesungen des
Grundstudiums ausgespart bleiben.

Die Wechselstromtechnik des Kapitels 4 setzt Kenntnisse tiber die Gleichstromtechnik
und das Elektromagnetische Feld voraus, die im Band 1 behandelt sind. Durch die Abbil-
dung der sinusformigen GroBen in komplexe Zeitfunktionen konnen die Netzberech-
nungsverfahren entsprechend angewendet werden, weil Differentialgleichungen durch die
Abbildung algebraische Gleichungen werden. Die Zusammenhénge zwischen Sinusgro-
Ben, komplexen Zeitfunktionen, komplexe Amplituden, komplexe Effektivwerte, rotie-
rende Zeiger und ruhende Zeiger werden ausfiihrlich erkldrt. Damit konnen die verschie-
denen Losungsmethoden der Wechselstromtechnik gegeniibergestellt und durch Beispiele
erldutert werden. Bei der Behandlung von gemischten Schaltungen wird das Kreisdia-
gramm mit Zahlenbeispielen vorgestellt, die leicht rechnerisch nachvollzogen werden
konnen. Resonanzerscheinungen in Reihen- und Parallelschwingkreisen und zahlreiche
Wechselstromschaltungen werden ausfiihrlich beschrieben. In der Wechselstromtechnik
werden finf verschiedene Leistungen unterschieden, deren Zusammenhidnge mathema-
tisch, in Diagrammen und durch Beispiele erldutert werden.

Bei den Ortskurven im Kapitel 5 steht die Konstruktion des ,,Kreises durch den Null-
punkt® im Mittelpunkt.

Um den Transformator im Kapitel 6 verstehen zu kénnen, sind die Ausfiihrungen im
Band 1 zu studieren. Dort sind die Differentialgleichungen im Zeitbereich entwickelt, die
dann hier in den Bildbereich tiberfiihrt werden. Besonderes Augenmerk gilt den verschie-
denen Ersatzschaltbildern von Transformatoren.

Im Kapitel 7 werden sowohl symmetrische als auch unsymmetrische Dreiphasensysteme
behandelt und durch Rechenbeispiele erldutert. Ergdnzt wird die Messung der Leistungen
des Dreiphasensystems bei symmetrischer und unsymmetrischer Belastung.

Die 5. Auflage wurde um ein Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen und Einheiten
erginzt. Die 6. Auflage wurde vollstindig tiberarbeitet; dabei wurden Erlduterungen und
in den Berechnungen Zwischenschritte ergédnzt. In der 7. Auflage sind einige Korrekturen
und Verbesserungen vorgenommen worden.

Fir die mithevolle Durchsicht des Manuskripts und die vielen helfenden Anregungen in
Diskussionen bedanke ich mich herzlich bei meinen Kollegen. Ebenso danken méchte ich
den Mitarbeitern des Verlags fiir die gute Zusammenarbeit.

Wedemark, im Oktober 2008 Wilfried Weifsgerber
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IX

Schreibweisen, Formelzeichen und Einheiten

Schreibweise physikalischer Grofien und ihrer Abbildungen

u, i Augenblicks- oder Momentanwert zeitabhangiger Grofen:

kleine lateinische Buchstaben

U, 1

0,1 Maximalwert

u,i

g,i komplexe Amplitude

U1

Z,Y,z komplexe Grofien

Z*,Y*,z" konjugiert komplexe GroBen
E,D,t vektorielle Gré3en

Schreibweise von Zehnerpotenzen

1012 = p = Piko 102 =c = Zenti
102 =n = Nano 10! =d = Dezi

1076 = p = Mikro 10! = da = Deka
103 = m = Milli 102 = h = Hekto

GleichgroBen, Effektivwerte: grofe lateinische Buchstaben

komplexe Zeitfunktion, dargestellt durch rotierende Zeiger

komplexer Effektivwert, dargestellt durch ruhende Zeiger

103 =k =Kilo
106 =M = Mega
10°=G = Giga
10'2=T = Tera

Die in diesem Band verwendeten Formelzeichen physikalischer Grofien

Operator des m-Phasensystems
Flache, Querschnittsflidche
komplexe GrofBe
Blindleitwert (Suszeptanz)
magnetische Induktion
komplexe GroBe
elektrische Kapazitit
Konstante

komplexe GroBe
Verlustfaktor

zeitlich verdnderliche EMK
komplexe Grofle

Frequenz

Formfaktor

Zeitfunktion

komplexe Grofle
Giitefaktor

elektrischer Leitwert
Wirkleitwert (Konduktanz)
Ortskurve Gerade
magnetische Feldstirke oder magneti-
sche Erregung

W > e

Qlw

~him e a0

Tio Qmimx

1

Nl:x: 7;: = | — — = =

=

zeitlich verdnderlicher Strom
(Augenblicks- oder Momentanwert)
laufender Index

Amplitude, Maximalwert des

sinusférmigen Stroms
komplexe Zeitfunktion des Stroms

komplexe Amplitude des Stroms

Stromstérke (Gleichstrom, Effektiv-
wert)
komplexer Effektivwert des Stroms

imagindre Einheit: \/TI
imaginédre Achse
Knotenzahl
Kopplungsfaktor
laufender Index
Konstante
Ortskurve Kreis
Lénge

Anzahl
Induktivitit
komplexe GrofBe



X Schreibweisen, Formelzeichen und Einheiten
m  Anzahl v allgemeine zeitlich verdnderliche
M  Gegeninduktivitét GrofBe
Drehmoment Imaginérteil einer komplexen Zahl
n  Anzahl V  Effektivwert einer allgemeinen
N komplexe Grofle GrofBie v
O allgemeine Ortskurvengleichung normierte Verstimmung
p  Augenblicksleistung w  Windungszahl
Verhéltniszahl zeitlich verdnderliche Energie
Parameter w  komplexe Zahl
P  Leistung W Arbeit, Energie
(Gleichleistung, Wirkleistung) x  Verhiltniszahl
P Ortskurve Parabel laufende Ordinate auf der
q zeitlich verdnderliche Ladung Abzissenachse
Q Ladung, Elektrizititsmenge Realteil einer komplexen Zahl
Blindleistung X  Blindwiderstand (Reaktanz)
Kreisgiite, Glitefaktor, Resonanz- y laufende Ordinate auf der Ordinaten-
schérfe achse
r  Betrag einer komplexen Zahl Imaginirteil einer komplexen Zahl
reelle Achse Y Scheinleitwert (Admittanz)
Widerstandsverhéltnis Y komplexer Leitwert bzw. komplexer
R  elektrischer Widerstand Leitwertoperator
Wirkwiderstand (Resistanz) z  Zweigzahl
R komplexe Grofie laufende Ordinate
S Scheinleistung z  komplexe Zahl
S  komplexe Leistung Z  Scheinwiderstand (Impedanz)
komplexe Grofle Z  komplexer Widerstand bzw. komple-
t  Zeit xer Widerstandsoperator
T  Periodendauer o Winkel
(Dauer einer Schwingung) B Winkel
u  zeitlich verdnderliche elektrische Y  Winkel
Spannung (Augenblicks- oder 0  Verlustwinkel
Momentanwert) A Differenz, Abweichung
Realteil einer komplexen Zahl Af Bandbreite
U Amplitude, Maximalwert der ¢  Fehlwinkel
sinusformigen Spannung n Wirkungsgraq
u  komplexe Zeitfunktion der elektri- ¢ Phasenverschiebung
schen Spannung Argument einer kpmplexen Zahl
0 komplexe Amplitude der elektrischen ~ ®i Anfangsphasenw.mkel des Stroms
Spannung ¢, Anfangsphasenwinkel der
U elektrische Spannung Spannung
(Gleichspannung, Effektivwert) @ magnetischer Fluss
U komplexer Effektivwert der elektri- v relative Verstimmung
schen Spannung c Stre}lfaktor
it Ubersetzungsverhiltnis o  Kreisfrequenz



Schreibweisen, Formelzeichen und Einheiten X1

Einheiten des SI-Systems (Systéme International d’Unités)

Basiseinheit

der Léange / das Meter, m

der Masse m das Kilogramm, kg
der Zeit t die Sekunde, s

der elektrischen Stromstérke I das Ampere, A

der absoluten Temperatur T das Kelvin, K

der Lichtstéirke I die Candela, cd
der Stoffmenge n das Mol, mol

von den Basiseinheiten abgeleitete Einheit

der Kraft F Newton, IN=1kg-m-s2?=1V-A-s-m!
der Energie W Joule, 1J=1kg -m?-s2=1V-A-s

der Leistung P Watt, IW=1kg -m?2-s3=1V-A

der Ladung Q gleich Coulomb, 1C=1A"s

des Verschiebungsflusses ¥

der elektrischen Spannung U Volt, IV=1kg-m2-s3-AT=1W-A"!
des elektrischen Widerstandes R~ Ohm, 1Q=1kg -m?-s3-A2=1V A"l
des elektrischen Leitwertes G Siemens, 1S=1kg! -m?2-$3-A2=1V'-A
der Kapazitit C Farad, IF=1kg! -m2-s*-A2=1C- V!
des magnetischen Flusses ®© Weber, IWb=1kg -m?-s2-A1=1Vs
der Induktivitit L Henry, IH=1kg -m?>-s2-A2=1Wb- A"
der magnetischen Induktion B Tesla, IT=1kg-s2-A'=1Wb-m>
der Frequenz f Hertz, IHz=s"!

Die komplette Liste der verwendeten Formelzeichen und Schreibweisen befindet sich in
der Formelsammlung vom selben Autor unter dem Titel ,,Elektrotechnik fiir Ingenieure —
Formelsammlung®.



4 Wechselstromtechnik

4.1 WechselgroBien und sinusformige Wechselgrofien

4.1.1 Wechselgrofien

Gleich- und Wechselgrofien

Kennzeichnend fiir die Gleichstromtechnik und das elektrische Stromungsfeld sind zeit-
lich konstante GroBen: Strom, Spannung, Stromdichte und elektrische Feldstiarke. Auch
das mit dem elektrischen Feld verbundene magnetische Feld mit den entsprechenden
magnetischen Grofen ist zeitlich konstant.

Sind die GroBen, die die elektromagnetischen Erscheinungen beschreiben, zeitlich verin-
derlich, dann handelt es sich um Wechselvorgénge. In der Wechselstromtechnik kénnen
sich Strome, Spannungen, magnetische Fliisse, magnetische Induktionen, Verschiebungs-
flusse, elektrische und magnetische Feldstirken, u.a. zeitlich dndern. Strome und Span-
nungen werden im Gegensatz zu den Gleichgrofien mit kleinen Buchstaben i und u be-
schrieben, bei magnetischen Fliissen und magnetischen Induktionen verwendet man
Grof3buchstaben mit einem t in der Klammer: ®(t), B(t).

Bei allgemeiner Betrachtungsweise werden zeitlich verdnderliche GroBen mit v bezeich-
net. Sie haben in jedem Zeitpunkt t einen Augenblicks- oder Momentanwert v(t).
Periodische Wechselgrofien

Nimmt eine Wechselgrofle in bestimmten aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten wieder
denselben Augenblickswert an, dann nennt man sie periodische Wechselgrdfie. Prinzipiell
hat das zeitliche Diagramm einer periodischen Wechselgro3e das im Bild 4.1 dargestellte
Aussehen.

Y v v t .
—_— Bild 4.1
t BT Periodische
\/fo

v(t) v(t+T) Wechselgrofle

}4 T -l T -l

Dabei bedeuten

T: Periodendauer oder kurz Periode des Wechselvorgangs, das ist die kiirzeste
Zeit zwischen zwei Wiederholungen des Vorgangs mit [T] = 1s
f=1/T: Frequenz des Wechselvorgangs, das ist die Anzahl der Wiederholungen pro
Zeit, also der Kehrwert der Periodendauer mit [f] = 1s~1 = 1Hz (Hertz)
to: Nullzeit, das ist die Zeit vom Nullpunkt des Koordinatensystems zum
ersten Nulldurchgang der Wechselgrof3e
. Maximal- oder GroBitwert, das ist der hochste Wert, den die Wechselgrofie
v(t) annehmen kann.

<>
Il
<
2



2 4 Wechselstromtechnik

Periodische Wechselgroflen geniigen also der Bedingung:

v =v(t+k-T)  mit k=0,£1,£2, ... 4.1

In der Elektrotechnik wird der Begriff ,,Wechselgrofe” enger gefasst als in der Physik,
indem unter einer WechselgroBe eine physikalische Gréfe verstanden wird, die perio-
disch ist und deren arithmetischer Mittelwert Null ist:

T
% J'v(t) dt=0. 42)
0

Eindeutiger jedoch ist es, wenn die Wechselgrofle ndher bezeichnet wird, z.B. sinusfor-
mige WechselgréBe oder nichtsinusformige periodische WechselgroBe:

NAY
;/ \ o - —

Bild 4.2 Sinusférmige und nichtsinusférmige periodische Wechselgrof3e

Mittelwerte
Zur Bedeutung des zahlenméBigen Gesamtverhaltens einer Wechselgrofe werden
zeitliche Mittelwerte definiert:

Arithmetischer Mittelwert wahrend einer Halbperiode und Gleichrichtwert:

) T/2 1 T
Va=1 6[ V(1) - dt. (4.3) 7] :F(;ﬂ v(t) |- dt. (4.4)

Ist die Wechselgrofe ein Strom, so entspricht der arithmetische Mittelwert der Halb-
periode bzw. der Gleichrichtwert einem Gleichstrom, der dieselbe elektrolytische
Wirkung hat wie der gleichgerichtete Wechselstrom.

Der Gleichrichtwert (elektrolytischer Mittelwert) ist der arithmetische Mittelwert
der absoluten, also gleichgerichteten Augenblickswerte der Wechselgrofe.

Quadratischer Mittelwert oder Effektivwert:

(4.5)

Der Effektivwert eines Wechselstroms entspricht zahlenméifBig einem Gleichstrom,
der dieselbe Wérmeenergie entwickelt und dieselbe Kraftwirkung auf andere strom-
durchflossene Leiter zeigt wie der betreffendeWechselstrom.



4.1 WechselgroBen und sinusférmige WechselgroBBen 3

Fiir die Beschreibung der Kurvenform periodischer Wechselgrofien werden definiert:

Formfaktor = M Scheitelfaktor = —MaXIQalwen
Gleichrichtwert Effektivwert

4.1.2 Sinusformige Wechselgrofien

Wechselgrofien, die sich zeitlich sinusférmig dndern, haben in der Elektrotechnik grofie
Bedeutung. Von den vielfiltigen Anwendungsbeispielen sollen zwei herausgegriffen
werden:

Bei der Ubertragung elektrischer Energie werden sinusférmige Strome und Spannungen
einer Frequenz verwendet, so dass der geringste gerdtetechnische Aufwand erforderlich
wird (siehe Kapitel 7: Mehrphasensysteme).

Jede beschriankte nichtsinusformige periodische Wechselgrofe 14sst sich in eine bestimm-
te unendliche Reihe mit sinusformigen Summengliedern tiberfithren (siche Band 3, Kapi-
tel 9: Fourieranalyse).

Darstellung sinusformiger Wechselgrofien:

Bei der Behandlung des Induktionsgesetzes wurden bereits sinusférmige Spannungen
dargestellt: Durch das Drehen einer rechteckigen Spule mit einer konstanten Winkelge-
schwindigkeit in einem homogenen zeitlich konstanten Magnetfeld entsteht in der Spule
eine sinusformige Spannung (Band 1, Abschnitt 3.4.6.1, GI. (3.300)):

ug=-w-A -0 B-sinot
Grundsitzlich wird eine sinusféormige Wechselgrof3e

v(t)= ¥ -sin (@t + @Qy) (4.6)
durch drei Grofen bestimmt:

durch den Maximalwert oder die Amplitude ¥,

die Kreisfrequenz o = 2nf = 27/T

und den Anfangsphasenwinkel ¢y, der von dem willkiirlichen Beginn der
Zeitzahlung bei t = 0 abhingt.

Eine sinusformige Wechselgrofle 1dsst sich sowohl in Abhingigkeit von der Zeit t als auch
vom Winkel oo = ot darstellen:

AN
i / -
~ T &y e
—" T\\/[ I' wT=2n \_/'I

Bild 4.3 Sinusformige Wechselgrofie in Abhéngigkeit von t und ot

<>
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Bei der Darstellung der Sinusgrofe in Abhédngigkeit von wt lautet die Bedingungsglei-
chung fiir die Periodizitdt entsprechend:

v(ot) = v(ot+ k- 21) mit k=0,+1,+2, ... (4.7)

Mittelwerte sinusformiger Wechselgrdfien
Mit den Definitionsgleichungen fiir Mittelwerte (Gl. (4.3) bis (4.5)) lassen sich die Mittel-
werte fiir sinusférmige WechselgroBen v(t) = ¥ - sin ot errechnen:

T/2

2
VasZ Ojv(t)-dt:

Iv(mt) -d(wt) = i J‘sin ot - d(ot)
0 T 0

2

2n
v %

V,= ;-[—coswt]g =;~[—cos7‘c+c050]

Va=£0=0,637~\7 (4.8)
T

T 2n T
o 1 I
W= Oﬁ V() |t = Oj| v(ot) | -d(ot) =2 E(}jv(mt) -d(ot)

IVl =Va (4.9)

T 2n
1 2 1 2
V= T J[V(t)J -dt = py (')[[V((Dt)} -d(wt)

1 27 1 2n
V= |— [92 sin2ot-dot) = 9- —jsm%t-d(wt)
27 ; 27

1
mit sin 2ot = E (1 —cos 2mt)

11 2n " in 20t 2n
V=v- —-—I(l—costh)-d(mt):\A/- Ot SIAor
27 20 2.2 2m-2-2)),
:i—O 707-v (4.10)
V2o '
Fiir sinusformige WechselgroBen haben Form- und 1 Vi
Scheitelfaktor folgende Werte: v Tos'" O = ~- = - /—t
12 Vol ¥
\% \ =Wile /
= 0
Formfaktorzl:ﬁ:izl,ll wt
Vo 2, 22
T
. ¥ NG
Scheitelfaktor TV =v2=1414. Bild 4.4 Darstellung der Mittelwerte
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4.2 Berechnung von sinusformigen Wechselgrofien mit Hilfe der
komplexen Rechnung

4.2.1 Notwendigkeit der Berechnung im Komplexen

Problemstellung

Wechselstromnetze sind Netzwerke, in denen sinusformige Quellspannungen oder Quell-
strome gleicher Frequenz auf ohmsche, induktive und kapazitive Widerstande wirken. Die
sinusformigen Strome und Spannungen sind Zeitfunktionen, die verschiedene Richtungen
annehmen konnen. Positive Richtungen werden fiir Strome und Spannungen fiir Kapazita-
ten (Band 1: Abschnitt 3.3.4, Gl. (3.97) und (3.98)) und Induktivitidten (Band 1: Abschnitt
3.4.7, Gl (3.327)) festgelegt und durch entsprechende Pfeile gekennzeichnet. Die Be-
schreibung der Vorginge in Wechselstromnetzen ergeben Differentialgleichungen fiir
unbekannte Strome oder Spannungen, die gelost werden miissen.

Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitdt

i R L
o 1+—lll—
—_— — Bild 4.5
UR UL Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes
u o und einer Induktivitit

Nach Gl. (3.328) (Band 1) lautet die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

u=ugR +up

ﬁ‘sin((ot+(pu)=R~i+L%.

Die Berechnung von Stromen ist durch die Losung der Differentialgleichung mit Hilfe des
Losungsansatzes 1= i sin(wt + ¢;) mdglich, aber wegen trigonometrischer Umformun-

gen sehr aufwendig, wie im Abschnitt 4.2.5 an einem Beispiel gezeigt wird.

Sind die Quellspannungen und Quellstrome sinusformig, dann sind alle Strome und Span-
nungen an den passiven Schaltelementen (ohmscher Widerstand, Kapazitit, Induktivitit)
sinusformig. Die gleiche Frequenz der Quellspannungen und Quellstrome bestimmen
auch die gleiche Frequenz samtlicher Stréme und Spannungen im Netzwerk. Die Zusam-
menhinge zwischen den Strdmen und Spannungen in einem Zeitdiagramm zu entwickeln,
ist ebenfalls aufwendig und ungenau, weil die Sinusverldufe punktweise durch Uberlage-
rung der Augenblickswerte ermittelt werden miissen. Bei umfangreicheren Netzen ist die
Darstellung der Strome und Spannungen in einem Diagramm nicht mehr moglich, weil
die Sinuskurven nicht mehr auseinander gehalten werden konnen.
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Zum Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitit

Bild 4.6
Sinusférmige Verldufe von Strom und

| | | | | Spannungen der Reihenschaltung von
M2 omo 32m 2m 5/2m Rund L

Die sinusformigen Verldufe im Bild 4.6 werden in folgender Reihenfolge entwickelt:
1. i=1 -sin(ot+ @)
2. ug=R-i=R- i -sin(ot+¢)
3 uL=L%:w'L' i - cos (ot + ;)

4. u=ugp+tuL.

Die rechnerische und grafische Behandlung von Wechselstromnetzen ist im Zeitbereich
wohl moglich, aber wegen des groflen Aufwandes praktisch nicht durchfiihrbar.

Losung des Problems: Prinzip des Berechnungsverfahrens

Werden samtliche sinusférmigen Strome und Spannungen eineindeutig (umkehrbar ein-
deutig) in entsprechende komplexe Zeitfunktionen abgebildet, dann konnen Wechsel-
stromnetze im komplexen Bereich sowohl einfach berechnet als auch einfach grafisch
behandelt werden. Beide Verfahren und die sich daraus ergebende ,,Symbolische Metho-
de“ werden im folgenden ausfiihrlich dargestellt.

Die eineindeutige Abbildung ist moglich, weil bei vorgegebener Frequenz f oder Kreis-
frequenz ® sowohl die Sinusgréfe als auch die komplexe Grofle nur noch durch zwei
Grofien bestimmt sind:

die SinusgroBe durch Amplitude und Anfangsphasenwinkel,

die komplexe Grofie durch Betrag und Argument (Winkel).
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Mathematische Voraussetzungen

Fir die rechnerische und grafische Behandlung der abgebildeten Sinusgrofien ist es not-
wendig, die wichtigsten Zusammenhinge der ,,komplexen Rechnung® zu kennen, die hier
nur zusammengefasst werden.

Darstellungsform einer komplexen Zahl: . 2 bixy)
. . Wr—————- -
Algebraische oder kartesische Form: I
z=x+]jy mit x, y als reelle Zahl :
i <
mit j =+/—1 als imaginire Einheit |
Trigonometrische oder goniometrische Form: p |L
z=r1"(cos @ +j - sin @) 1 x
ST A S _ Bild 4.7
mit 1=|z| X2ty und x=r-cos ¢ Darstellung der komplexen Zahl
und ¢ = arcz = arctan (y/x) und y=r-sin@
Exponentialform:

z=r-¢® mit é®=cosqg+j-sing  (Eulersche Formel)
konjugiert komplexe Zahl zur komplexen Zahl z:
z¥=X—jy=r-(cos@—j-sing)=r-eJ®?
Komplexe Zahlen werden in der GauB3schen Zahlenebene durch Punkte P(x, y) oder Zei-
ger, das sind Pfeile vom Koordinatenursprung zu den Punkten P, dargestellt (Bild 4.7).
Operationen mit komplexen Zahlen z; = x; + j y; = ry e/®1und z; = x; + j y2 = ry ei®2:
Addition und Subtraktion:
z1E =X £x) ] (y1£y2)
Multiplikation:
2y zp =11 1y d@FP) =) 1) - [cos (@1 + @) +] - sin (@1 + p2)]
21z = (X1X2 —y1y2) T (X1y2 + X2¥1)
Division:

Z ) LT T ..
__l = _leJ((P17(p2) = r—l[cos(q)l — (P2)+.] Sln((P] — (pz)]
2

Z L

2 Xty XY XXt iy 4 XN T XY,

Zy Xty X -0Y2  x,2+y,? X2 +¥y?
Potenzieren:

Z'=1"-ein® =M [cos (ng) +j - sin (ng)]
Radizieren:

[0+k-360° 2R ke
Vi =%-[cos‘“k 360 +j.sin(p+k 360]

n n

mitk=0,1,2,...,n—1.
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4.2.2 Die Darstellung sinusformiger Wechselgrofien durch komplexe Zeit-
funktionen, Losung der Gleichung im Komplexen und Riickfiihrung in
die gesuchte Zeitfunktion (rechnerisches Verfahren)

Transformation ins Komplexe

Jede sinusformige WechselgréBe v(t) wird in eine entsprechende komplexe Zeitfunktion
v(t) eineindeutig abgebildet:

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)
v(t) =V - sin (ot + @) - v(t) =V - cos (0t + @)
mit ¥:  Amplitude +j- V- sin (ot + @y)

und @,:  Anfangsphasenwinkel v(t) =V - O+ ) (4.11)
v(t) =3 - oy - it

v(t) =2V ety it
¥(t) =9 el =2V -eiot

mit ¥ =¥ -el®v
als komplexe Amplitude
(V : Amplitude,
¢y: Anfangsphasenwinkel)
und V=V -el% als komplexer
Effektivwert
(V: Effektivwert,
¢y : Anfangsphasenwinkel)

Bei der Abbildung der sinusférmigen Zeitfunktion v(t) in die komplexe Zeitfunktion v(t)
wird also die Sinusfunktion mit der imaginidren Einheit j multipliziert und die Kosinus-
funktion mit dem gleichen Argument dazuaddiert. Wie im Folgenden zu sehen ist, bietet
diese Abbildung viele Vorteile bei der Behandlung von Wechselstromnetzen. Die sinus-
formige Wechselgrofie v(t) des Zeitbereiches ist also gleich dem Imaginirteil der komple-
xen Zeitfunktion v(t).

Selbstverstindlich kann auch die Kosinusfunktion v =¥ - cos (ot + @) in die komplexe
Zeitfunktion v abgebildet werden, indem die imagindre Sinusfunktion mit gleichem Ar-
gument dazuaddiert wird. Da diese Abbildung keine Vorteile gegeniiber der hier darge-
stellten Abbildung bietet und um Verwechslungen zu vermeiden, wird diese Art der Ab-
bildung nicht beschrieben.
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Der komplexe Effektivwert V. wird in vielen Literaturstellen in Frakturbuchstaben ange-
geben: U . Der Vorteil dieser Schreibweise ist, dass im Zeichen selbst sofort erkennbar
ist, dass nicht nur der Betrag der komplexen Grofe, sondern Betrag (Effektivwert V) und
Argument (Anfangsphasenwinkel @) der komplexen GroBe erfasst sind. Entsprechendes
gilt fur komplexe Zeitfunktionen v(t). Der Nachteil der Frakturbuchstaben besteht im
Erlernen neuer Zeichen:

o(t) =v(t) komplexe Zeitfunktion bei allgemeiner Be-
trachtung
i(t)=1i(t) und u(t)=u(t)  komplexe Zeitfunktion von Strom und
Spannung
T =V komplexer Effektivwert bei allgemeiner
Betrachtung
J =1 und g =U komplexer Effektivwert von Strom und
Spannung

Die Schreibweise mit unterstrichenen lateinischen Buchstaben hat sich in der neueren
Literatur durchgesetzt, weil sie leichter erlernbar ist. Der Nachteil ist, dass der Strich unter
dem Buchstaben hiufig vergessen wird, wodurch gravierende Fehler entstehen.

In Induktivititen und Kapazititen hiangen Strom und Spannung differentiell bzw. iiber
Integrale zusammen:
di
u=L, i=lju-dt und i=c, u=lji-dt
dt L dt C
d. h. die Zeitfunktionen und die komplexen Zeitfunktionen miissen differenziert und inte-
griert werden:

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)
dv(t) d[¥-sin(ot+¢,)] . dv(t) d[9- el@+0y))
dv(t) . dv(t) . o
T=(x)-v-cos((ot+(pv) ?=_]~(1)~V-e-](wt+(pv)
dv(t) .
—— =] 0-v(t 4.12
i ! v(t) (4.12)
sz(t) 2 : sz(t)
——— 2 =—w? -V -sin(mt + - = =_—m? - v(t 4.13
dt2 ( (pv) de2 _( ) ( )

_ I j(ot
jv(t)-dt=—lo-cos(mt+<pv) L Jumedi= oo g
(O]

[u-at= v (414)
JO

Die Differentiation der komplexen Zeitfunktion bedeutet eine Multiplikation mit
j, die Integration eine Division durch jo.
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Transformation der Differentialgleichung ins Komplexe

Dadurch lassen sich die mit Hilfe des Maschensatzes und der Knotenpunktregel aufge-
stellten Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen tiberfiihren.

Zum Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitit
Zeitbereich: Differentialgleichung

i-sin(ot + @) = R-i(t) + Ld:iit)

Transformationen:
u(t) =u-sin(ot+o,) — u(t) = 0 - elO+eu)
i(t) = i-sin (ot + ¢;) S i(t) = i-el@tte)
di(t) o di(t) = jo-i(t)
dt dt

komplexer Bereich: algebraische Gleichung

G- el @) — R (1) + joL - i(t)

Losung der algebraischen Gleichung

Die algebraischen Gleichungen konnen nun einfach nach der transformierten gesuchten
Grofe aufgelost werden.

Zum Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitit
G- ed (@) = (1) (R + jooL)
0 - el(ot+oy)

i(t) =
i R + joL

Riicktransformation in den Zeitbereich

Um die Losung im Zeitbereich, also die gesuchte sinusformige Zeitfunktion, zu erhalten,
muss die Abbildung entsprechend riickgingig gemacht werden, d. h. die Losung der alge-
braischen Gleichung muss riicktransformiert werden. Bei der Riicktransformation der
komplexen Zeitfunktion v(t) in die Zeitfunktion v(t) muss der Kosinusanteil verschwinden
und der Sinusanteil reell werden. Die Riicktransformation bedeutet also das Errechnen des
Imaginérteils der komplexen Zeitfunktion:

v(t) =Im{v(t)} (4.15)
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Die Riicktransformation ist allerdings erst dann moglich, wenn die Losung der algebrai-
schen Gleichung so umgeformt wurde, dass der Imaginérteil abgespalten werden kann.
Diese Umformung erfolgt im allgemeinen nach folgenden Schritten:

1. Der komplexe Nenner in algebraischer Form wird in die Exponentialform umgeformt:
X+jy=r-el® mit 1 = \/x2 + y2

und @ =arc tan y
X

2. Der ei®-Anteil des Nenners wird mit e 7% in den Zahler gebracht und mit dem e-Anteil
der abgebildeten Sinusgréfle im Zdhler zusammengefasst.

3. Der gesamte e-Anteil des Zahlers wird nach der Eulerschen Formel
e®=cosp+j-sing
in die trigonometrische Form iiberfiihrt.
4. Die Ricktransformation der komplexen Zeitfunktion in die gesuchte sinusférmige

Zeitfunktion kann nun vorgenommen werden, indem nur der Imaginérteil beriicksich-
tigt wird.

Anschlieffend lassen sich mit der Lésung im Zeitbereich die restlichen unbekannten Stro-
me und Spannungen ermitteln.

zum Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitat

4 - el(ot+oy)

IR2 + (0)L)2 . gjrarctan(oL/R)

u

S
1o JR? + (0L)?

. 0 L
Zu3 i(t) = S cos[cot + @y —arctan%j

JR2 + (0L)?

. u . oL
1) —F—=-sin| ot+ @, —arctan?

! JR2 + (0L)?

u

i(t) = Im{i(t)} = —72—" sin[mt + @, — arctanw—Lj
JR2 + (wL)? R

mit i(t) = 1-sin(ot + ¢;)

Zul.i(t) =

Zu? . gi(ot+o, —arctanwL/R)

Zu 4.

u

ergeben sich die Stromamplitude: [ —
JR2 + (0L)?

und der Anfangswinkel des Stroms ¢; = ¢, — arc tan%L
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Die beiden Spannungen ug und u; kénnen nun mit dem Strom i(t) berechnet werden:

R-0

uR(t) =R -i(t) = ———r—=" sin((m +Q, — arctanmL]
¢ JR2 + (0L)? ! R

di()y  oL-d

=L =
uO= Ty JR2 + (0L)?

oL
-cos| ot + @, — arctan?

oL -1

tzi
RN ey

-sin| ot + @ —arctanm—L+E
! R 2

Zusammenfassung

Prinzipiell erfolgt die Berechnung eines Wechselstrom-Netzwerkes mit Hilfe der komple-
xen Rechnung nach folgendem Schema:

Zeitbereich komplexer Bereich
(Originalbereich) (Bildbereich)
Differentiallgleichung Transformation » algebraische Gleichung
I
aufwerlldiger
Losungsweg
Lésung der Riicktransformation Losung der

Differentialgleichung ™~ algebraischen Gleichung
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4.2.3 Die Darstellung sinusformiger Wechselgrofien durch Zeiger und
die Ermittlung der gesuchten Zeitfunktion mit Hilfe des Zeigerbildes
(grafisches Verfahren)

Transformation in Zeiger

Die im vorigen Abschnitt rechnerisch behandelte Abbildung der sinusférmigen Wechsel-
grofle in die komplexe Zeitfunktion bedeutet grafisch eine Abbildung der Sinusfunktion
in einen um den Koordinatenursprung der GauBlschen Zahlenebene rotierenden Zeiger,
der sich im mathematisch positiven Sinn mit der Winkelgeschwindigkeit o dreht:

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)

vt ]
i

f—at— wl=21 ———

Bild 4.8 Transformation einer sinusférmigen Zeitfunktion in einen rotierenden Zeiger

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)
v(t) = ¥ - sin(wt + @y) > y(t)=7-ett o)
dargestellt: v(wt) v(t) =¥ - ot :\/5 V. ejot

mit ¥ = V-el®v als komplexe Amplitude

und V=V - &% als komplexer Effektivwert

Die Projektion des rotierenden Zeigers v(t) auf die imagindre Achse ist der Augenblicks-
wert v(t) der sinusféormigen Wechselgroe. Zwischen dem rotierenden Zeiger und der
SinusgroBe besteht somit eine eineindeutige Beziehung — genauso wie zwischen der kom-
plexen Zeitfunktion und der Sinusfunktion.

Die Zeitfunktion v im Zeitbereich ist nicht in Abhéngigkeit von t, sondern in Abhingig-
keit von ot dargestellt, damit die zugeordneten Winkel besser ersichtlich sind:

der Anfangswinkel ¢, der beliebig gewéhlte ,,Drehwinkel*“ wt von t = 0 bis zur beliebi-
gen Zeit t und der Gesamtwinkel ot + ¢, und ©T = 27.

In dieser Weise konnen beliebig viele sinusformige Wechselgrofen gleicher Frequenz in
der komplexen Ebene durch Zeiger dargestellt werden.
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Uberlagerung zweier sinusformiger Wechselgrofien bzw. zweier Zeiger

Wie bereits eingangs ausgefiihrt, sind simtliche in einem Wechselstromnetz vorhandenen
Strome und Spannungen sinusférmig, d. h. auch die Summe zweier sinusférmiger Wech-
selgrofen mit unterschiedlicher Amplitude und mit unterschiedlichen Anfangsphasenwin-
keln muss eine sinusférmige Wechselgrofle ergeben, die eine resultierende Amplitude und
einen resultierenden Anfangsphasenwinkel besitzt. Dieses Ergebnis muss sich auch im
komplexen Bereich bestitigen, indem zwei Zeiger addiert einen resultierenden Zeiger
ergeben.

Trigonometrische Addition im Zeitbereich:
Vi=V] t V)
mit v, =¥ -sin(ot+ @)
vp =V, -sin(wt + @) =¥, -sin(ot + @)+ ¥, -sin(ot +@Q,,) (4.16)
mit sin(o + ) = sino - cosP + cosal - sin 3
vy =V, -sinot-cos @, + ¥ -cosmt-sin@,,
vy =V -sin ot - cos @, + ¥ - cos wt - sin @,
+9, -sinot-cos @, + ¥, - cos @t -sin Q5
oder
vy =V, -cos @, -sinwt+ ¥, -sin@,, -cos wt
vp=(Vy-cos @, +V, - cos@,,) sinot+ (V) -sin@, + 7V, -sin@,,) coswt
Damit ergeben sich zwei Gleichungen
V. cos @, =V, -cos@, + ¥, -cosq,,
V,osin@, =¥ -sin@Q, + 7, sin@,,

mit den zwei Unbekannten ¥, und @, die sich durch Quadrieren und Addieren bzw.
Dividieren errechnen lassen:

52 eoe2 52 . 6n2g =02
V.2 cos? @, + V.2 sin?@, =¥,
=¥y - cos @y + ¥y - COS Py)? + (Vg -sin @y + ¥, -sin @5)?
=90,2 - cos? @y + V2 - cos2 Py + 27 -V, - COS Py - COS @y
+9,2 -sin2 @ + V52 - sin? +2-9,-9, -si - si

1 Pyt Va2 P2 VitV SIQyy - SMQyy
mit  sin? @, +cos? @, =1, sin? @, +cos? @, =1
und cosQ,, - COSP,q +5iNQ 5 -SINQ | =cos(P,y — Q)

ergibt sich schlieflich
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und damit die Formel fiir die Amplitude der resultierenden Wechselgréf3e:

O = 92402 420,90, -cos @, (4.17)

mit @y = Qy2 — Py1.

Mit

V_-sin v, - sin + V, -sin

M Pvr _ tan o, = 1 Pvi V2 P2

V. - cos @, Vy-cos @, + ¥, cos @,
lasst sich der Anfangsphasenwinkel der resultierenden Wechselgrofle angeben:

v, -sin + ¥, -sin
@, = arctan— 1 Pv1 V2 Pva (4.18)

Vp-cos @, + 7V, -cosq,,

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)
j w
UA) - X
Ve ) yr
bei t=0
P,
v vr
vy |2 r
_ f & o
A v
Rr=
Y2 =
V,F:"’VZ - Pv1=y

Bild 4.9 Uberlagerung von zwei SinusgroBen im Zeitbereich und von zwei abgebildeten Sinus-

groBen im komplexen Bereich
Geometrische Addition im komplexen Bereich:

Das Zeigerbild im komplexen Bereich (im
Bild 4.9 rechts) wird im Bild 4.10 dreifach
vergroflert, damit die geometrischen Zusam-
menhinge besser abgelesen werden konnen.
Mit Hilfe des Kosinussatzes

a2=b2+c2-2-b-c-cosa

lasst sich im Dreieck 0 — C — E die Lange des

resultierenden Zeigers ¥, aus den Lingen

der gegebenen Zeiger ¥] und ¥, errechnen:

Bild 4.10 Uberlagerung von Zeigern

2

02 =02+ 02 =29, 0y - cos 1807 = (9,5~ 0y)) |
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Mit cos (180° — o) =—cos
ergibt sich dasselbe Ergebnis wie bei der trigonometrischen Uberlagerung im Zeitbe-
reich:

O =920, 420,05 008 (@, — 0y) -
Das Argument des resultierenden Zeigers ¥, lésst sich aus den folgenden Strecken-
verhéltnissen berechnen:
tan ¢, = EB CA+ED ¥ -sin@g +¥V, sinQ,,
" OB OA+CD ¥y:c0s@y +¥, cos@,,

v, - sin + ¥, - sin
@, = arctan— 1 Pv1 2 Pva .
V) -cos @, + ¥,y - cos @,

Sowohl die trigonometrische Addition im Zeitbereich als auch die geometrische Addition
im komplexen Bereich fithren zum selben Ergebnis:

Die Summe von zwei sinusformigen Wechselgroflen gleicher Frequenz ist eine resul-
tierende sinusformige WechselgroB3e derselben Frequenz.

Uberlagerung von n sinusformigen Wechselgrofen

Die Uberlagerung von mehr als zwei sinusférmigen WechselgroBen lisst sich auf die
Uberlagerung von zwei sinusférmigen WechselgroBen zuriickfithren und ergibt selbstver-
standlich eine resultierende sinusformige WechselgroB3e derselben Frequenz, deren Am-
plitude und Anfangsphasenwinkel nach folgenden Formeln berechnet werden kénnen:

n

¥, sin (0t + @) = D9y sin (ot + @) (4.19)
i=1
mit ¥, = | D V9 cos(Qy;— 0y (4.20)
=1
k=l

Zvi - Sin (le

und = arctani=l——— (4.21)
Oyr

n

2 Vi - COS (pVI

i=1

z.B. firn=2

V., = \/\71 N+ ¥V, cos(Qy = Pyp) V5 V) COS(Qyy — Q)+ V5 Yy

mit cos(—0l) = coso ist cos(Q,; — P y) = cos(Qyy — Q)

A _ I\2 A 2 A A
\A —\/Vl +9,%+2:9; -V, - cos(Qyy — Q1)
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z. B. fiir n=3:
V2 =019 Co8(@y = Py )+ 7105 -cOS(Py ) —@yp) V) V3 -cOS(@y — @y 3)

Oy = 924024052 420,95 Co8(Qy 5 — 0y )+ 29, 85008(0 3~ @y ) + 29575 COS(@, 3~ 0, )
(4.22)

Vereinfachte Zeigerbilder

In der Praxis werden die abgebildeten Sinusgroflen grundsitzlich zum Zeitpunkt
t=0, also als ,,ruhende Zeiger™ gezeichnet.

Weil Effektivwerte in weiteren Berechnungen, z.B. Leistungsberechnungen, bendtigt
werden, berticksichtigt man in Zeigerbildern nicht die komplexen Amplituden, sondern
die komplexen Effektivwerte. Das bedeutet gegeniiber den komplexen Amplituden eine
Malf3stabsdnderung mit 2.

Die reellen und imaginidren Achsen werden bei vereinfachten Zeigerbildern weggelassen,
weil fiir die Beurteilung der sinusférmigen Wechselgrofen einer Schaltung nur die Effek-
tivwerte und die gegenseitige Phasenverschiebung wichtig sind. Die Anfangsphasenwin-
kel hiangen von der willkiirlichen Festlegung des Zeitpunktes t = 0 ab, d. h. auch die Lage
des Achsenkreuzes der komplexen Ebene zu den Zeigern bedeutet die Festlegung des
gleichen Zeitpunktes t = 0.

Ein Zeigerbild wird grundsétzlich von innen nach aulen entwickelt, so dass immer nur die
Zeiger von einem oder zwei Schaltelementen, also von einfachen Zweipolen, gezeichnet
werden. Sind ein Strom oder eine Spannung in einem Zweig innerhalb der Schaltung nicht
gegeben, sondern die Gesamtspannung oder der Gesamtstrom, dann wird trotzdem von
diesen Groflen ausgegangen, indem ein Zahlenwert vorgegeben wird; nachtraglich lésst
sich dieser dann proportional korrigieren. Die weiteren Zeiger ergeben sich dann durch
Multiplikation oder Division mit einfachen Operatoren. Resultierende Zeiger werden dann
durch geometrische Addition ermittelt, so dass sich schlielich die Gesamtspannung und
der Gesamtstrom der Schaltung ergeben.

Im vereinfachten Zeigerbild konnen also mit einfachen geometrischen Beziehungen die
Effektivwerte und Phasenverschiebungen ermittelt und ablesen werden, so dass sie bei der
Behandlung der verschiedensten Wechselstromschaltungen unverzichtbar sind.

Um qualitative und quantitative Zeigerbilder bei vorgegebenen Schaltungen entwickeln zu
konnen, ist es allerdings notwendig, die Operatoren und komplexen Widerstinde und
komplexen Leitwerte kennen zu lernen, die im folgenden behandelt werden.

Sollen umgekehrt die Zeitfunktionen aus den vereinfachten Zeigerbildern ermittelt wer-
den, so miissen zunichst die Effektivwertlaingen auf Amplitudenléngen iibertragen und
dann eine Zeitlinie fiir t = 0 festgelegt werden, die der positiven imaginidren Achse ent-
spricht und im mathematisch negativen Sinn mit der Winkelgeschwindigkeit o rotiert. Die
Projektion der Zeiger auf diese Achse ergibt die jeweiligen Augenblickswerte.
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Wie man an praktischen Beispielen sieht, ist es nicht notwendig, die Augenblickswerte
auf diese Weise zu bestimmen. Aus dem Zeigerbild konnen die Effektivwerte der interes-
sierenden Strome und Spannungen und die Phasenverschiebungen abgelesen werden und
die Sinusverldufe in einem Zeitdiagramm dargestellt werden. Nachtriglich 1dsst sich der
Zeitpunkt t = 0 durch Eintragen der Ordinate festlegen und die Augenblickswerte fiir
beliebige Zeitpunkte ablesen.

zum Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitét.

/ :
-
,’Tu_t’ S
s
R _,v R
0o T2 n 32 2m 5/2m Ul 1
Komplexe Amplituden . T

Zeitfunktionen im Zeitbereich im komplexen Bereich Vereinfachtes Zeigerbild

Bild 4.11 Beispiel fiir den Ubergang von Sinusgréfen zum Zeigerbild

Mit Hilfe des vereinfachten Zeigerbildes kann der Eftektivwert I bzw. die Amplitude i des
sinusformigen Stroms berechnet werden:
Fiir das ,,Spannungsdreieck gilt

U2=Ug?+U;? mit Ug=R-T und U =wL-I

U2:R2'12+0.)2'L2'12

U2 — (RZ + 0.)2 . L2) . 12’
woraus sich der Strom errechnen lésst:

I= U bzw. 1= _a

JR2 + o212 VR? + 0’12

Die Phasenverschiebung @ zwischen Strom i und Spannung u kann ebenfalls aus dem ,,Span-
nungsdreieck ermittelt werden:

tanp=—==——=—
Uzp R R

©= arctanm—L
R

Mit der Definition fur die Phasenverschiebung
Q= 0Pu—o;
bestitigt sich das Ergebnis, das durch die Losung der algebraischen Gleichung erhalten wurde:

oL
Gi=0u —0 =0, - arCtan?-

Damit sind die beiden GréBen i und ¢; des sinusformigen Stroms i(t) bei vorgegebener Fre-
quenz ermittelt:

u

. . oL
i(t) = ——- s1n(c0t +o, - arctan] .
JR? + (0L)? R
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4.2.4 Das Rechnen mit komplexen Effektivwerten in Schaltungen mit
komplexen Operatoren bzw. komplexen Widerstinden und komplexen
Leitwerten (Symbolische Methode)

Komplexe Operatoren
Werden die sinusférmigen WechselgréB3en in den drei Arten von Wechselstromwiderstin-
den (ohmsche, induktive und kapazitive Widerstinde) in entsprechende komplexe Zeit-
funktionen abgebildet, dann entstehen reelle und imaginire Operatoren, mit deren Hilfe
komplexe Zeitfunktionen (rotierende Zeiger), komplexe Amplituden und komplexe Effek-

tivwerte (ruhende Zeiger bei t = 0) ineinander {iberfiihrt werden kénnen:

ohmscher induktiver kapazitiver
Widerstand Widerstand Widerstand
u=R-i 4 u=—/|i-dt
dt
4
Zeitbereich dt
Originalbereich
(Orig ) i=4=G-u 1=iJ‘u~dt j=cdu
R L dt
1
i= —ju -dt
. i
u=R-i u=joL -i u=—=
i joC
u=joM i
komplexe _u ._u .
e — G . — e = .
Zeitfunktionen ! R L ! joL i=joC-u
. u
j=—2
joM
i=R-i i=joL-i o=
R joC
komplexer u=joM-1i
Bereich komplexe ~ 0 6. N a Y ol
i i Amplitud 1===G-u 1= 1=jol-u
(Bildbereich) mplituden L=R u 7 el
i u
i=—
- joM
1
U=R"I U=joL -1 U=—
} joC
U=joM -1
komplexe U U o
Effektivwerte I= E =G-U I=— [=joC-U
joL
=Y
joM
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Von den komplexen Zeitfunktionen kommt man auf komplexe Amplituden, indem beide
Seiten der Gleichungen durch ¢/®! dividiert werden. Diese Gleichungen durch \/E divi-
diert, ergeben die Gleichungen fiir die komplexen Effektivwerte.

Fiir ohmsche Widerstiande sind die Operatoren reell:

Widerstand R Leitwert G
fur induktive Widerstinde sind die Operatoren positiv und negativ imaginér:
. . . . 1 o1 1 o1
Widerstand joL bzw. joM Leitwert — =—j— bzw. ——— =—j—
joL oL joM oM

fur kapazitive Widerstiande sind die Operatoren negativ und positiv imaginér:

Widerstand L =- JL
joC

Leitwert joC
oC

Maschensatz und Knotenpunktsatz der Wechselstromtechnik

Mit den Beziehungen zwischen den Stromen und Spannungen im Zeitbereich entstehen
Differentialgleichungen aufgrund des Maschensatzes und des Knotenpunktsatzes fiir zeit-
lich verdnderliche Spannungen und Strome:

Die Summe der Augenblickswerte der
Spannungen  (Quellspannungen  und
Spannungsabfille an den Wechselstrom-
widerstdnden) in einer Masche ist Null.
Wird mit Quellspannungen gerechnet,
wird jede Masche nur einmal durchlau-
fen:

1
D ui(t)=0 (4.23)
i=1

In einem Knotenpunkt eines verzweigten
Wechselstromkreises ist die Summe aller
vorzeichenbehafteten Augenblickswerte

der Strome gleich Null:
/
D=0 (4.25)
i=1

Die Summe der Augenblickswerte der
EMK einer Masche ist gleich der Summe
der Augenblickswerte der Spannungsab-
fille an den Wechselstromwiderstidnden.
Wird mit EMK gerechnet, dann muss je-
de Masche zweimal durchlaufen werden
(fuir e; und fur uy):

D et =Y ui(t) (4.24)
i=1 i=1

Die Summe der Augenblickswerte der
zum Knotenpunkt hinflieBenden Strome
ist gleich der Summe der Augenblicks-
werte der vom Knotenpunkt wegflieBen-
den Strome:

PRIGEDRRC! (4.26)
i=1 i=1
0 )
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Werden siamtliche sinusformigen Spannungen und Strome auf die beschriebene Weise in
komplexe Zeitfunktionen abgebildet, ergeben sich aus den Differentialgleichungen alge-
braische Gleichungen; das sind die Maschengleichungen und Knotenpunktgleichungen in
komplexer Form:

/ / / [
Nu=0->u(H=0 (427 und Y i()=0- Y i(H)=0 (4.28)
i=1 i=1 i=1 i=1

Mit () =, - O+ 0ui) und ii(t) = i - X+ 0ii)
= 1

ui(t) = V2 U, - el®ui - ejot ii(t) = J2- I, - el¥ii . gjox
ui() =2 - U, - edon () =2 I, - eion
lauten die Maschen- und Knotenpunktgleichungen in komplexen Effektivwerten:
/ /
dU;=0 (4.29) Y =0 (4.30)
i=1 i=1
Symbolische Methode

Weil zwischen den komplexen Effektivwerten der Strome und Spannungen in Wechsel-
stromwiderstdnden lineare Beziehungen iiber reelle und imagindre Operatoren bestehen
und weil die Maschen- und Knotenpunktgleichungen in komplexen Effektivwerten gelten,
kann ein Wechselstrom-Netzwerk mit den gleichen Verfahren behandelt werden, wie sie
fur die Berechnung von Gleichstrom-Netzwerken angewendet wurden. Dazu muss das
Wechselstrom-Schaltbild entsprechend umgeformt werden:

Alle sinusformigen Zeitfunktionen werden in entsprechende komplexe Effektivwerte
iberfiihrt.

Ohmsche Widerstinde R bleiben im Schaltbild unverdndert, da der Operator zwischen
den komplexen Effektivwerten von Strom und Spannung R ist.

Induktivititen L und Gegeninduktivititen M werden wie induktive Widerstinde mit den
imaginiren Operatoren joL und joM behandelt. Die Operatoren ersetzen im Schaltbild
L und M.

Kapazitiaten C werden als kapazitive Widerstinde mit dem Operator 1/joC berticksich-
tigt, weil der komplexe Effektivwert des Stroms durch Multiplikation mit dem Operator
1/joC in den komplexen Effektivwert der Spannung tiberfiihrt wird. Anstelle von C
wird im Schaltbild 1/joC geschrieben.

Nachdem die Operatoren im Schaltbild eingetragen sind, werden die Netzberechnungs-
hilfen (Spannungs- und Stromteilerregel im Band 1, Gl. 2.34 und GI. 2.35 bzw. GI. 2.58
und GI. 2.59 und im Band 2, S. 37 und S. 45) und die Netzberechnungsverfahren im
Band 1, Abschnitt 2.3 angewendet, wodurch sich die algebraischen Gleichungen in
komplexen Effektivwerten ergeben, die dann gelost werden.

Die Losungen in komplexen Effektivwerten miissen in Losungen in komplexen Zeit-
funktionen tiberfiithrt werden, indem sie mit ﬁ - glot multipliziert werden. Die Riick-
transformation der komplexen Zeitfunktion in die sinusférmige Zeitfunktion ist bereits
im Abschnitt 4.2.2 beschrieben worden.



22 4 Wechselstromtechnik

zum Beispiel: Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitét

Schaltung im Zeitbereich Schaltung im Bildbereich
i R L I R jwl
o—»—{_""F 0 gy L —_—
— — —
UR ! YR U
u " 1

Bild 4.12 Beispiel fiir den Ubergang einer Wechselstromschaltung in eine Schaltung mit
komplexen Effektivwerten und komplexen Operatoren

Maschensatz in komplexen Effektivwerten:
U=Ur+U_.=R-I+joL "1

algebraische Gleichung:
U=R+jol)-1

Losung der algebraischen Gleichung in komplexen Effektivwerten:

U
- R+ joL
Losung der algebraischen Gleichung in komplexen Zeitfunktionen:

u i - el@t+e,)

R+joL R+ joL

i(t) =

Riicktransformation sieche Abschnitt 4.2.2.
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4.2.5 Losungsmethoden fiir die Berechnung von Wechselstromnetzen

Ubersicht

Wie in den vorhergehenden Abschnitten beschrieben, gibt es vier Losungsverfahren fiir
die Berechnung von Wechselstrom-Netzwerken:

Verfahren 1:

Verfahren 2:

Verfahren 3:

Verfahren 4:

Losung der Differentialgleichung im Zeitbereich

(im Abschnitt 4.2.1 erwihnt)

Losung der Differentialgleichung mit Hilfe von komplexen Zeitfunk-
tionen

(dargestellt im Abschnitt 4.2.2)

Losungsmethode mit Operatoren - Symbolische Methode
(dargestellt im Abschnitt 4.2.4)

Grafische Losung mit Hilfe von Zeigerbildern

(dargestellt im Abschnitt 4.2.3)

Die folgende Ubersicht zeigt, wie die Verfahren ineinander greifen:

Schaltung
mit sinusfdrmigen Energiequellen
und linearen Schaltelementen

] [ 4
\
34 |
112
Y Schaltung
mit komplexen Elfcktivwerten
und komplexen Operatoren
Differentialgleichung
im Zeitbereich 3(4
Y

L——__z* 4

algebraische algebraische
Gleichung in 3 Gleichung in y y
komplexen komplexen
Zeitfunktionen Effektivwerten
L4
243 3‘ )
Losung der Losung der {
algebraischen 3 algebraischen Zeigerbild mit
1 Gleichung in < Gleichung in komplexen
Y komplexen komplexcn Effektivwerten
Zcitfunktionen Elfektivwerten
2[3 4
Y |
Losung der
Differentialgleichung
im Zeitbereich

Im Abschnitt 4.4 werden die vier Verfahren hinsichtlich ihrer praktischen Anwendbarkeit
untersucht und Beispiele von Netzwerken durchgerechnet.
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Beispiel:

Anhand eines Schaltungsbeispiels sollen die vier Berechnungsverfahren fir Wechselstrom-
Netzwerke erldutert werden, um die Vor- und Nachteile beurteilen und die Zusammenhénge
zwischen den Verfahren besser verstehen zu konnen.

Schaltung —>
mit sinusformiger Energiequelle ith o) tich
und linearen Schaltelementen 'R( ¢
uq(ﬂl 0 L
gegeben: R;, R, C und R [] C =1— lllc(f)

1) =0 -sin(t +9,) “Ri‘”1 [J*

gesucht:  uc(t), ic(t)
ir(t) und i(t)

Bild 4.13 Beispiel eines Wechselstromnetzes

Verfahren 1 und 2

Differentialgleichung ug; tuc =uy (Maschensatz fiir Augenblickswerte)
im Zeitbereich Ri-i+uc=uq4
i=1g +ic (Knotenpunktsatz fiir Augenblickswerte)
j=tc Cduic
R dt
Uc duc
Ri| —=+C—= |[+uc =u
' ( R dt J €

Ri duC
—uc+R;-C-—=+uc=u
R C i dt C q

duC R; ~ .
R; -C-dt+[R‘+1J-uC =l - sin(ot + @)
Verfahren 1
Losung der
Differentialgleichung
im Zeitbereich

Die Kondensatorspannung uc kann nur einen sinusformigen Verlauf haben, weil die Quell-
spannung ug sinusformig ist. Der Losungsansatz lautet deshalb

uc =1Uc -sin(ot + Q)

Nachdem der Ansatz differenziert ist

due . . n
?:uc ~m - cos(t + @)= U -sin u)t+5+(puC s
wird er und die Ableitung in die Differentialgleichung eingesetzt:

P R; L L
Ri-C-o-lc¢ ~sm(wt+725+(pucj+(Rl+l]- Uc - sin(Ot + Q) = Ug - sin(0t + @)

Uc -{wRiC-sin[wt+12t+(pucj+(ii+l)-sin(wt+(puc)} =l -sin(ot + @)

Gg - [¥y - sin(@t + @yp) + V5 - sin (0t + Q)] = Gy - sin (ot + @)
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Der Klammerausdruck der linken Seite ist eine Uberlagerung von zwei sinusformigen Wech-
selgrofien v; und v, mit unterschiedlichen Amplituden und unterschiedlichen Anfangspha-
senwinkeln, die nach den GI. (4.16), (4.17) und (4.18) zu einer resultierenden sinusférmigen
Wechselgrofe v, zusammengefasst werden:

ﬁc . [\A/] . SiIl((J)t + (Pvl) + {72 . Sil’l((!)t + (pvz)] = ﬁC . Qr . sin(o)t + (Pvr)

mit

2
3, = \/((oRiC)z +(l§+1] +2~((DRiC)~[1;i+1]~cos(q>uc —g—(puc)

2
9, = \/(u)RiC)z + (I;i + 1) mit cos (— 1/2) =0
und
(T R; .
oR;C- s1n(2 + Qye )+ (Rl + 1]- Sin Q¢

T R;
oR;C- cos(z + Qye )+ [R‘+ 1) COS P

@y, = arctan

L T T .
mit sm[(puc + 2) =cos@,. und cos((puc + 2) = —sinQy,

0OR;C-cos@,. + [1:{‘ + 1]- sin@,¢

¢, = arctan R
—0R;C-sin@, + (Rl + 1) COS Q¢

. 1 .
mit ——— erweitert
R;
(R + 1) COS Py

oR;C

1

+tan @
R, 1 an Q.
¢, = arctan R

R;C
—R'il-tan(puC +1

—4+1
R
. X+y
mit arc tan = arctan X + arctan y
—xy +1
oR;C oR;C
@y, = arctan—- + arctan (tan @, ) = arctan— + @y
—++1 —+1
R R
R .Y oR;C
¢ | 4[(0R;C)? + (1+ lj -sin| ot + @ + arctan R ! =14 sin(ot+0,)
R —L+1
R
d. h.
. u ®R;C
Uc = d und @, =@, —arc '[::mRi1

. 2 2
\/(mRiC)2+(Il:1+l) R *
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l‘:lq . oR;C
uc(t) = = - sin| O+ ¢, —arctan - !
A =i
\/(coRiC)2+(R‘+1j R 1
R
. duC . Uc . .
1C=C?, 1R:?, i=ic +ig

Verfahren 2

algebraische Gleichung in . Ry o _I[Ri foR.C v =
komplexen Zeitfunktionen JoR;C-uc +[ R +l]uc = R +1|+]joRC|-uc =uq4

u 0 - ellotte,)
Losung der uc = 4 = q
algebraischen Gleichung in R, . R. 2
komplexen Zeitfunktionen [R 1]+ joR;C [RI + 1] +(0R,C)? - elo
. OJRiC
mit ¢ = arc tan—-
—+1
uc = uq . ej(wt+(Pu_(P)
- 2
R
\/(RIHJ + (wR;C)?
a
Losung der uc = 4 -sin(ot + @, — ¢)
Differentialgleichung R; 2 5
im Zeitbereich R +1| +(0R;C)
. OJRiC
mit ¢ = arc tan—-
—+1
R
Verfahren 3 und 4
Schaltung et
mit komplexen Effektivwerten I 11 1
und komplexen Operatoren R

ual() j
uRiIhRi [ ‘

Bild 4.14 Beispiel fiir die symbolische Methode

.._.
N
€ |—-
A
"
—
c
[al
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algebraische Gleichung in
komplexen Effektivwerten

Losung der
algebraischen Gleichung in
komplexen Effektivwerten

Losung der
algebraischen Gleichung in
komplexen Zeitfunktionen

Verfahren 4

Zeigerbild mit
komplexen Effektivwerten

Mit der Spannungsteilerregel ist

b
joC
Re L Rl
Ye joC_ _ joc
U 1
- R ac Ri( +'ch R o
J JOof Jjo
R, + 1
R+——
joC
Ue _ R B 1
u JoCR,R + R; + R R, i
q —L 41|+ joR,C

Diese Gleichung kann mit J2 &t zur algebraischen Gleichung
in komplexen Zeitfunktionen erweitert werden, die dann gelost
und auf die beschriebene Weise riicktransformiert werden kann.

Yq

Yemrm
(‘+1)+ij,-C
R

u
=q
Uc =
(Ri+ 1J+ijiC
R

Die Umformung und Riicktransformation geschieht auf die
beschriebene Weise.

Reihenfolge der Darstellung:

Uc
U
Ir= ?C
Ic=joC - Uc
I=IrtIc
Up,=R; -1
Bild 4.15 Beispiel fiir die Uy =Uc + Ug

Zeigerdarstellung

Das Zeigerbild stellt den Maschensatz und den Knotenpunktsatz in komplexen Effektivwerten
dar, also die algebraischen Gleichungen in komplexen Effektivwerten.

Zunichst wird Uc mit der Lange U angenommen. Dann werden die Liangen Iz = U/R und
Ic = oC - Ug errechnet. T kann aus dem Zeigerbild abgelesen oder mit 12 = IR2 + IC2 errech-
net werden. Mit R; ldsst sich Ug; = R; - I ermitteln, und Uy ergibt sich durch geometrische
Addition der Zeiger. Der Effektivwert Uy wird dem gegebenen Spannungswert angepasst,
wodurch sich fiir alle Strome und Spannungen, auch fiir U, die Werte korrigieren lassen.
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4.3 Wechselstromwiderstinde und Wechselstromleitwerte

Bei der Behandlung der Symbolischen Methode im Abschnitt 4.2.4 sind die Begriffe ,,ohm-
scher Widerstand®, ,,induktiver Widerstand* und ,,kapazitiver Widerstand“ vorgekommen,
ohne dass gekliart wurde, ob es bei Wechselvorgéngen Widerstinde in der Art von Gleich-
stromwiderstinden gibt. In diesem Abschnitt sollen Strom- und Spannungsverldufe bei
ohmschen Widerstidnden, Induktivititen und Kapazititen untersucht werden und die Frage
beantwortet werden, ob der Quotient aus Spannung und Strom einen entsprechenden Wider-
stand ergibt. Die Untersuchungen werden im Zeitbereich und im komplexen Bereich vorge-
nommen.

Ohmscher Widerstand im Zeitbereich

Flieit ein sinusformiger Wechselstrom i(t) durch einen ohmschen Widerstand R, dann

besteht in jedem Augenblick zwischen dem Augenblickswert des Stroms i(t) und dem
Augenblickswert der Spannung u(t) am ohmschen Widerstand Proportionalitit:

i) =1 - sin (0t + gy s oeR

. ul i) ——
u(t) =R-i(1) Le~\ ulh=Reitt) /-

S 7fife ™ 4
u(t)=R -1-sin (ot + ;) 7 W P

A . ~ 7 wt

u(t) =u - sin (Ot + @y) /s
dh. G=R-i bzw. U=R"1I i
und @y = ¢; Bild 4.16 Verldufe von Spannung und Strom

des ohmschen Widerstandes

Der ohmsche Widerstand R ist gleich dem Quotienten aus den Amplituden- und Effektiv-
werten von Spannung und Strom, und zwischen Strom und Spannung besteht keine Pha-
senverschiebung, denn Strom und Spannung haben den gleichen Anfangsphasenwinkel:

_v
I

R= (4.31) P=0u—0;=0 (4.32)

"‘"l =

Ohmscher Widerstand im komplexen Bereich
Werden die sinusférmigen Zeitfunktionen in komplexe Zeitfunktionen abgebildet, erge-
ben sich dieselben Zusammenhénge wie im Zeitbereich:

i(t) = 1- i@t @) WO =R-i(t)=R-1- @+ ) = . gi(0t+¢y)

d.h. G=R-i bzw. U=R-I und Oy = O;
Der Operator zwischen den komplexen Amplituden und komplexen Effektivwerten von

Strom und Spannung ist gleich dem ohmschen Widerstand R, ist also reell. Im Zeigerbild
liegen Stromzeiger I und Spannungszeiger U in gleicher Richtung:

i=1-el®i I=1-el% U=R-I U=R-1
g:ﬁ«e-](pu [_J:U.ej(pu I I
i=R- i U=R-1 Bild 4.17 Zeigerbild des ohmschen

Widerstandes
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Induktiver Widerstand im Zeitbereich

Flieit ein sinusformiger Wechselstrom i(t) durch eine Induktivitit, so wird in ihr eine
sinusformige Spannung u(t) induziert:

i (t)=1-sin(ot+@;) L
dl(t) i) —

t) = t=L ditt)

wt)=L — ) ulh=L gy
u(t)=0)L~i-cos((0t+(pi) “

~ T ’ 1 i \\' 1/

u(t)=oL-1-sin (ot+(pi+5 .7
u(t) =0 -sin(wt+@,) II:;PU—*LVi

dh. 4=®-L-i bzw. U=oL"1
4 boow Bild 4.18 Verldufe von Spannung und

Strom des induktiven Widerstandes

und @, =(pi+g

Der induktive Widerstand X; als Quotient der Amplituden- und Effektivwerte von Span-
nung und Strom ist gleich dem Produkt wL, also frequenzabhingig, und die Spannung an
der Induktivitdt L eilt dem Strom um 7/2, also um eine Viertelperiode, voraus:

b
(4.33) 0=0,—0; = E (4.34)

Induktiver Widerstand im komplexen Bereich

Fiir die komplexen Zeitfunktionen ergeben sich dieselben Beziehungen zwischen den
Amplituden- und Effektivwerten und Anfangsphasenwinkeln wie fiir die sinusférmigen
Zeitfunktionen:

i(t) =1 el@t+o)) u(t)=L- % = joL - 1-el@Fei) mit j=ein/2
u(t) = OL - i - el@FOi+7/2) — . (Ot+y)

dh. G=wL-1 bzw. U=wL-1 und (pu=(pi+g

Der Operator zwischen den komplexen Amplituden und komplexen Effektivwerten von
Strom und Spannung ist joL, also imaginir.

Im Zeigerbild eilt der Spannungszeiger U dem Stromzeiger I um 90° voraus:

N A . =jwl I

0= e U=U-el% Yeul] Bild 4.19

d=joL- i U=joL -1 9=1/2 _Zelgerbﬂd des
1 induktiven

—— Widerstandes
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Kapazitiver Widerstand im Zeitbereich

Der sinusformige Strom i(t) durch die Zuleitungen zu einem Kondensator mit der Kapazi-
tit C ist gleich dem Verschiebungsstrom und héngt von der zeitlichen Anderung der am
Kondensator anliegenden Spannung u(t) ab:

u(t)=10-sin(ot+¢@,) ih)=C ?,—l;(—ﬂ"c
. du(t) o it

i=c — LI
© dt i 1 u(t)

i(t)=w-C-d-cos(wt+o,) - -
‘ i//?V‘ b\ A
TC ya N ya N

i(t)=(1).C.u.s1n((m+(pu +Ej " ‘\\\X/\//ut
i (t)=1-sin(ot+@;) %v =

Yy
dh. i=0-C-0 bzw. I=wC-U Bild 4.20 Verliufe von Spannung und

Strom des kapazitiven Widerstandes

und @ :(pu+§

Der kapazitive Widerstand —X als Quotient der Amplituden- und Effektivwerte von
Spannung und Strom ist gleich dem Kehrwert des Produkts wC, also frequenzabhingig,
und der Strom durch die Kapazitit C eilt der Spannung um 1/2, also um eine Viertelperio-
de, voraus:

X =

"‘"I >

U T
T (4.35) 0=0,—0; = —3 (4.36)

L
oC
Kapazitiver Widerstand im komplexen Bereich

Fir die komplexen Zeitfunktionen ergeben sich dieselben Beziehungen zwischen den
Amplituden- und Effektivwerten und den Anfangsphasenwinkeln wie fiir die sinusformi-
gen Zeitfunktionen:

u(t)=10- el(ot+oy) i(t)=C- % = joC-0- IOtHQy) it j=ein/2
i(t) = @C - - elOFeu+m/2) — §. ei(0t+g;)

dh. i=@C-0 bzw. T=0C-U und (pi=(pu+§

Der Operator zwischen den komplexen Amplituden und komplexen Effektivwerten von
Spannung und Strom ist joC, also imaginir.

Im Zeigerbild eilt der Stromzeiger I dem Spannungszeiger U um 90° voraus.

—_———

i ; I 1
g=ﬁ~eJ(Pu [_J:U.ej(pu '0=-ﬂl2-
i=i-e L=T-eM =11 Bild 4.21
A wC . .
1=joC-u [=joC-U Zeigerbild des
N B B B =1 kapazitiven

—1
jwl= Widerstandes
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Ohmsches Gesetz der Wechselstromtechnik — der komplexe Widerstand

Wird also an einen ohmschen Widerstand, eine Induktivitdt oder eine Kapazitit eine si-
nusférmige Spannung angelegt, dann hat der sich ergebende sinusférmige Strom die glei-
che Frequenz w wie die Spannung, eine andere Amplitude i und eine Phasenverschie-
bung ¢ gegeniiber der Spannung. Der Zusammenhang zwischen der sinusformigen Span-
nung und dem sinusformigen Strom in einem ohmschen, induktiven oder kapazitiven
Widerstand wird also durch zwei Groflen eindeutig bestimmit:

1. Quotient der Amplituden- oder Effektivwerte von Spannung und Strom, der Scheinwi-
derstand oder die Impedanz (impedance):

_U
I

7= (4.37)

"‘"I >

2. Phasenverschiebung zwischen der Spannung und dem Strom:

? =0y ;i (4.38)
Anzustreben ist, diese beiden Gréf3en in einem Wechselstromwiderstand zusammenzufas-
sen. Der Quotient der Zeitfunktionen

u_ U-sin(ot+¢@,)

i iesin(ot+@,)

bedeutet aber keine sinnvolle Definition eines Wechselstromwiderstandes, weil die Zeit t
enthalten bleibt, der Wechselstromwiderstand aber nicht zeitabhingig ist. Im komplexen
Bereich allerdings ergibt die Division der komplexen Zeitfunktion der Spannung u durch
die komplexe Zeitfunktion des Stroms i eine GroBe, die sowohl den Scheinwiderstand Z
als auch die Phasenverschiebung ¢ enthélt: Der Betrag des komplexen Widerstandes ist
gleich dem Scheinwiderstand, das Argument des komplexen Widerstandes ist gleich der
Phasenverschiebung:

Z _ 1_1(t) ﬁ . ej(wt+(pu) ﬁ . ej(pu . ej(l)t
() - i-elot+e;) B 1. ei®i . gjot
z-29-2-1 (4.39)
im 1 1
z-3cioy-0p) =%ej(<pu—<pi) _ 7. ei0 (440,
1
i U
mit |Z]= =Ee=7 und ¢ =0, - ¢
1

Die Gleichung U = Z - I wird ,,Ohmsches Gesetz in komplexer Form* oder ,,Ohmsches
Gesetz der Wechselstromtechnik™ genannt, weil es dem Ohmschen Gesetz der Gleich-
stromtechnik dhnelt. Wahrend der Gleichstromwiderstand R der tatsdchlich wirkende
Widerstand im Gleichstromfeld ist, stellt der komplexe Widerstand Z lediglich die Propor-
tionalititsgroBBe zwischen den abgebildeten Zeitfunktionen von Spannung und Strom dar,
nicht aber den wirksamen Widerstand zwischen den sinusférmigen Zeitfunktionen selbst.
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Die Exponentialform des komplexen Widerstandes Z lédsst sich nach der Eulerschen For-
mel in die trigonometrische und algebraische Form tiberfiihren:

Z2=27-¢9
Z=Z7Z cos@+j-Z sin@ (4.41)
Z=R+j-X, (4.42)

wobei der Realteil Wirkwiderstand oder Resistanz (resistance) und der Imaginirteil
Blindwiderstand oder Reaktanz (reactance) genannt wird.

R=Re{Z} =Z cos @ (4.43) mit Z=+vR2 + X2 (4.44)
X=Im{Z}=Z sin¢@ (4.45) und @ = arc tan% (4.46)

Komplexer Widerstand des ohmschen, induktiven und kapazitiven Widerstandes
Mit

LT
ergibt sich fiir den fur den fur den
ohmschen Widerstand: induktiven Widerstand: kapazitiven Widerstand:
U U T U 1 I
I ? I ? 2 I oC ¢ 2
Z=R~ejO=R Z=0)L-ein/2=j0)L Z:Le—jnm_L
- - - oC joC
Z=R Z=joL =jX Z=—'L—'X
Z Z L £=7) oC J&c

Komplexer Widerstand der Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden

Sind mg ohmsche Widerstinde, my Induktivititen und m¢ Kapazititen in Reihe geschal-
tet, dann ist der sinusférmige Strom i(t) an jeder Stelle gleich, und die sinusférmige Ge-
samtspannung u(t) ist in jedem Augenblick gleich der Summe von m sinusférmigen Teil-
spannungen:

m mg my, me
() = D00 = D ugi(D+ D ugi (0 + D ug()
i=1 i=1 i=1 i=1

mit mg + mp + mc=m

itt) Ry R, RmR Ly L LmL G ) CmC
o 33— . - - - — .- “_ R
UR1 UR2 URmR Uit uL2 ULmL uQy uc2 UtmC

ult) o

Bild 4.22 Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden
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Mit
di(t)

ugi(t) = R; - i(t) (=L =

ug(t) = ci j i(t) - dt

ergibt sich flir die Gesamtspannung

u(t) = i R; -i(t) + i L, diftt) + icl.[ i(t) - dt.
i=1 i=1 i=1 1

Damit lassen sich die mg ohmschen Widerstande, my Induktivitdten und m¢ Kapazititen
der Reihenschaltung zu Ersatzgrofen R, L, und C; zusammenfassen:

o dicy 1 ¢
u(t)—Rr-l(t)+Lr~—+C—rJ.1-dt

dt

mit

mg L 1 1
Re= Y R; L= L c—=25
i=1 i i

Der Index r bedeutet, dass eine Reihenschaltung vorliegt.

ith  Rr Lr Cr
o—s— "1} - - < i} °
—_— —_— —_— Bild 4.23
Up u Uc Ersatzgrofen der Reihenschal-
- tung von Wechselstromwider-
u(t) stinden

Im komplexen Bereich konnen die komplexen Widerstinde der ohmschen Widerstinde,
Induktivititen und Kapazititen zu komplexen Ersatzwiderstinden und zu einem komple-
xen Widerstand der gesamten Reihenschaltung Z, zusammengefasst werden, wie aus dem
Maschensatz fiir komplexe Zeitfunktionen und komplexe Effektivwerte herzuleiten ist:

Nach Gl. (4.27) ist

m mgp mp me
u(® =D 41 = D ugi(+ D up () + D ug(0).
i=1 i=1 i=1 i=1
Mit

uRi(t) = Rj - i(t) uri(t) = joL; - i(t) uci(t) == ! -i(t)
JjoC;

1

ergibt sich

mg my mc
u© =3 R i0+ Y ol i)+ ——- i(1)
i=1 i=1 i=1

joC,

1

mg my, me 1
u®=| D R+ joL;+ Y —— [-i(1)
i=1 i=1 i1 190G

joC,

u(t) = (Rr +joL, + j (=2, -i()
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Wird die Reihenschaltung der Wechselstromwiderstidnde in die Schaltung mit komplexen
Effektivwerten und komplexen Operatoren tiberfiihrt, ergibt sich die Spannungsgleichung
in komplexen Effektivwerten.

I Ry Ry RmR july  july julmL jwly july jwCmc
il = ol ol il .  —
Ypt  Up2 UrmR U Yo U mL Y1 U2 Ueme
U
A
1 Rr julp juwCp
ot} — _— —
—_— —_— —_—
UR U Yc
U

Bild 4.24 Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden im Bildbereich und ihre Uberfithrung in
die Ersatzschaltung

Nach Gl. (4.29) ist

Mit

ergibt sich fiir den komplexen Effektivwert der Gesamtspannung

mc
1
U= ZR 1+2ij I+ —-1
1:1chi

mR mp, me 1
U= R; joL;

Damit lassen sich die mg ohmschen Widerstinde, my, Induktivitdten und m¢ Kapazititen
der Reihenschaltung genauso wie im Zeitbereich zu ErsatzgroBen R;, L, und C, zusam-
menfassen:

mR mp mc

R, = Y R; joL, = Y jol; ch Z

i=1 i=1 1

mL m
bzw. L, = 3 L; bzw. — = Z (4.47)
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Die Spannungsgleichung in komplexen Effektivwerten lautet dann:

U= Rr+jooLr+_1 I=|R, +j- ooLr—L -1
joC, oC,

U=[R; +j - X+ X I=[Re+j - X(] - 1=Z; -1

. . . 1
mit Z, =R, +]- X, :Rr+J'(XL+XC):Rr+J'[er_T] (4.48)
()

und X, =Xy + Xc X, = oL, Xo=—— (4.49)

Die ohmschen Anteile eines komplexen Widerstandes Z, finden sich also grundsitzlich im
Realteil, die induktiven Anteile im positiven Imaginérteil und die kapazitiven Anteile im
negativen Imaginérteil.

Der komplexe Effektivwert der Gesamtspannung U teilt sich also in drei Teilspannungen
auf:

. 1
U=Ur+UL+Uc=R; - I+joL, I+- -1
joC

T

wobei die reelle Spannung Ug auch ,,Wirkspannung® Uy, genannt wird. Die beiden imagi-
ndren Spannungen Uy und U, die wegen der entgegengesetzten Vorzeichen gegeneinan-
der gerichtet sind, werden zur Spannung Ux bzw. ,,Blindspannung® Uy, zusammengefasst:

U=Ugr +Ux (4.50)
mit Ur=R;-1 und Ux=Up+Uc=jXy+Xc) 1=jX;1
Wird in
Z.=2; -elor = Zy -el®
Zi=7Z.-cos@.t]j - Z-sin@,=Z, cosQ+j-Z -sin@ (vgl. Gl. 4.41)
7. = U/l berticksichtigt
Zr=%-coscpr+j-%-sin(pr =%-cos<p+j-%-sin(p

und mit I multipliziert, dann ergibt sich die Spannungsgleichung
Z.-1=U=U-cos@;+j-U-sin@,=U-cos@+j-U-sin 0,

die dem Zeigerbild im Bild 4.25 mit @; = 0 entspricht. Mit GI. (4.50) verglichen, ist
Ur=U - cos @ (4.51) Ux=U"-sin@ (4.52)

mitU=Ug? +Uy2. (4.53)

Der Ersatzwiderstand der Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden hiangt von der
GroBe des ohmschen Widerstandes R, der Induktivitdt L, der Kapazitit C, und der Kreis-
frequenz ® ab. FlieB3t durch die Reihenschaltung ein sinusférmiger Strom i, dann ist die
Gesamtspannung u bezogen auf den Strom i entweder bis 7/2 voreilend, in Phase oder bis
— 1/2 nacheilend.
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Der komplexe Widerstand Z, ist also entweder ein induktiver, ohmscher oder kapazitiver
Widerstand, und die Ersatzschaltung besteht entweder aus der Reihenschaltung eines
ohmschen Widerstandes R, und einer Induktivitit L, nur aus einem ohmschen Widerstand
R, oder aus der Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes R, und einer Kapazitit C,:

Induktiver komplexer Widerstand: Z:,= R, +jX; mit X, >0

1. Die Reihenschaltung besteht nur aus ohmschen Widerstinden R; und Induktivititen L;,
die zu den Ersatzgrofen R, und L, zusammengefasst werden.

2. Die Reihenschaltung enthilt ohmsche Widerstinde R;, Induktivititen L;, und Kapazi-
titen C;, die zu den Ersatzgrofen R,, L, und C, zusammengefasst werden.
Sie verhilt sich wie ein induktiver Wechselstromwiderstand, wenn X; > 0 ist,
d. h. wenn oL, > 1/®C,.

Ohmscher komplexer Widerstand: Z:.=R; mit X, =0

1. Die Reihenschaltung besteht nur aus ohmschen Widerstinden R;, die zu der Ersatz-
grofle R, zusammengefasst werden.

2. Die Reihenschaltung enthilt ohmsche Widerstinde R;, Induktivititen L;, und Kapazi-
titen C;, die zu den Ersatzgrofen R,, L, und C, zusammengefasst werden.
Sie verhilt sich wie ein ohmscher Widerstand, wenn X, = 0 ist,
d. h. wenn oL, = 1/oC,.

Kapazitiver komplexer Widerstand: Z:,= R, +jX; mit X, <0
1. Die Reihenschaltung besteht nur aus ohmschen Widerstdnden R; und Kapazititen C;,
die zu den Ersatzgrofen R, und C; zusammengefasst werden.
2. Die Reihenschaltung enthilt ohmsche Widerstinde R;, Induktivititen L;, und Kapazi-
titen C;, die zu den Ersatzgroflen R,, L, und C, zusammengefasst werden.
Sie verhilt sich wie ein kapazitiver Wechselstromwiderstand, wenn X < 0 ist,
d. h. wenn oL, < 1/oC,.
Im Zeigerbild bilden die komplexen Effektivwerte der Spannungen ein ,,Spannungsdrei-
eck® und die entsprechenden komplexen Widerstiande ein ,,Widerstandsdreieck®, wenn der
Imaginérteil X, positiv oder negativ ist:

1.

1 Re jul, 1
Xp>0 o —il—o Xe
mit 9.>0 U U
und -pr>0 R X
Y T
1 Re I
X;=0 ol F—0
mit 9p=0 -
und 9=0 Up=U r
.
1 Re JwCp I r
Xp<0 o F——ri—0 Xr
mit 9p<0 v !
und 9<0 YR Uy
1)

Bild 4.25 Zeigerbilder der Strome und Spannungen und komplexen Widerstinde von Wechsel-
stromwiderstinden
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Spannungsteilerregel

Fiir zwei in Reihe geschaltete Wechselstromwiderstdnde gilt die Spannungsteilerregel
analog wie in der Gleichstromtechnik nur im komplexen Bereich:

Die komplexen Zeitfunktionen oder die komplexen Effektivwerte der Spannungen
tiber zwei vom gleichen sinusférmigen Strom durchflossenen Widerstande verhalten
sich wie die zugehorigen komplexen Widerstiande.

U u
y_z L . T
I_jz Zz R e T —
— - L
1 24 2 J
__4 H__ %
U Z]+Zz U Zl+Zz U

Im Zeitbereich kann eine entsprechende Regel nicht gelten, weil Strome und Spannungen
bei Induktivitidten und Kapazititen differentiell zusammenhéngen.

Beispiel 1:
Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitét
Zeitbereich: komplexer Bereich:
ith Rp Lr ih Re juwlp 1 Rr jwlr
ool
ug=Rei  uzL Sk p=Rp-i y=jwlpi Up=Re-l Yy=julel
u - u . u -

Bild 4.26 Spannungsteilerregel fiir die Reihenschaltung
eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitit

di
uL_ Tt u U joL
u Rr'i+Lr$ u Lj Rr+.]0)Lr
dt

Beispiel 2: i} "
Fir die skizzierte RC-Schaltung ist das Span- 1 1
nungsverhiltnis U,/U; in Abhingigkeit von R, C jwC juwc [
und ® zu ermitteln. Die Hilfsspannung Uy, soll die
Losung erleichtern. Yy R [] U, R L Uy
Losung:

Y__ R

I;Jh R+ L . N ..

joC Bild 4.27 RC-Schaltung als Beispiel

fuir die Spannungsteilerregel
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R+—|'R
joC
1 1
R+—+R R+—|'R
Un JjO joC
U [reL|r R4
joC 1 (R +1j joC
joC joC
R+ L 4r JoC ! !
jo
Y _ U Un_ R? - 1
U U, U R2+_R +2R_ 1 [ 1 i 3
joC  joC  w?C? ®2R2C2 oRC
Beispiel 3: o —
Fiir die skizzierte Schaltung mit komplexen R
Operatoren und komplexen Effektivwerten RLe
soll das Spannungsverhédltnis U-/U in Ab- u
hingigkeit von ®,R,R;y,,L,, und C, (mit _L== Y
R, = 0) ermittelt werden. july JwCp
!

Bild 4.28 Beispiel fiir die Spannungsteiler-

Losung: regel
1
R, +joL )  ——
( Lr T r) ijr
R, + joL_ +
& ~ Lr TJ T jmcr B 1
U 1
= R, +joL ) —— R, + joL_ +
( Lr T r) ch Lr T T j(x)C
R + L R- ] L+1
R, + joL_ + R, +joL ) - ——
Lr TJOL, + - ) ( Lr T r) j(DCr
Ye _ !
U b
R(R;, + joL,) joC, +1
1 1
R, +joL)-——— (R;.+joL. ) - ——
(R, +joL,) joC, (R, +joL)) jocC,
& B 1 B 1
U JORC, + R_ +1  jeRC, + R, R ” J,er 1
Ry, +joL, R;, +joL, R, - joL,
Ue _ !
U R-R
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Der komplexe Leitwert

Wird also an einen Wechselstromwiderstand eine sinusférmige Spannung u angelegt,
dann flieBt ein sinusformiger Strom i mit der gleichen Frequenz .

Das Amplituden- oder Effektivwertverhdltnis wird durch den Scheinwiderstand
Z=1/1="U/ und die Differenz der Anfangsphasenwinkel durch die Phasenverschiebung
¢ =@, — @; erfasst.

Selbstverstindlich kann auch die Amplitude oder Effektivwert des Stroms auf die Ampli-

tude oder den Effektivwert der Spannung bezogen werden, d. h. der Kehrwert des Schein-
widerstandes erfasst das Amplituden- oder Effektivwertverhéltnis:

Der Quotient der Amplituden- oder Effektivwerte von Strom und Spannung, der
Scheinleitwert oder die Admittanz (admittance) wird mit Y bezeichnet:

11
Y=—=— 4.54
a U (4:54)
Beide GroBlen — der Scheinleitwert und die Phasenverschiebung — sollen in einem Wech-
selstromleitwert zusammengefasst werden.

Im Zeitbereich ist es nicht moglich, einen sinnvollen Wechselstromleitwert zu definieren,
weil im Quotient i/u die Zeit t erhalten bleibt.

Im komplexen Bereich allerdings ergibt die Division der komplexen Zeitfunktion des
Stroms i durch die komplexe Zeitfunktion der Spannung u eine GrofB3e, die sowohl den
Scheinleitwert Y als auch die Phasenverschiebung ¢ enthélt. Der Betrag des komplexen
Leitwerts ist gleich dem Scheinleitwert, das Argument des komplexen Leitwerts ist gleich
der negativen Phasenverschiebung. Der komplexe Leitwert ist also der Kehrwert des
komplexen Widerstands:

N N () i-eloo)  fleie) . gjot
TZou(t) §el@Fey) ity . ejor
y---9.1_2 (4.55)
Z ut) o U
Y= l . e_j(q)u _(pl) = le_j(q)u —(Pl) (456)
Y=+ U
_: 1 1
Y=Y.el¥=r=— (4.57)
7 -elo Z
i1 1 1
mit Y= Y=-=—=—=— und © = 0., — ©:
|—| il U 7 |Z| O=0y— ¢

Die Gleichung I =Y - U ist wegen Y = 1/Z nur eine andere Schreibweise des Ohmschen
Gesetzes in komplexer Form. Der komplexe Leitwert ist entsprechend der Proportionali-
tatsfaktor zwischen den abgebildeten Zeitfunktionen von Strom und Spannung, nicht aber
zwischen den Zeitfunktionen selbst.
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Die Exponentialform des komplexen Leitwerts ldsst sich analog in die trigonometrische
und algebraische Form umwandeln:

Y=Y -
Y=Y cos@—j-Y  sin@ (4.58)
Y=G+j: B, (4.59)

wobei der Realteil Wirkleitwert oder Konduktanz (conductance) und der Imaginirteil
Blindleitwert oder Suszeptanz (susceptance) genannt wird:

G=Re{Y} =Y-coso (4.60)
B=Im{Y} =-Y-sin¢g (4.61)
mit Y =VG2Z + B2 und(p=—arctan§.

Komplexer Leitwert des ohmschen, kapazitiven und induktiven Widerstandes
Mit

ved oL ieu-0) = v.e-io
TTUTU
ergibt sich fiir den fur den fur den
ohmschen Widerstand: kapazitiven Widerstand: induktiven Widerstand:
I 1 I T I 1 T
Y=—=G=— =0 Y=—=0C =——= =—=— =—
U R ¢ U ¢ 2 U oL ? 2
. . 1 - 1
X=G~010=G X=coC~e’J(*n/2)=jcoC X=—-e_J7‘/2=,—
(0) joL
. . 1
Y=G Y=joC=jB Y=-j—=]B
j jBc Y=-j =B

Komplexer Leitwert der Parallelschaltung von Wechselstromwiderstinden
Sind mg Widerstinde, m¢ Kapazitdten und my, Induktivitidten parallel geschaltet, dann ist

die anliegende sinusférmige Spannung u(t) tiberall gleich, und der sinusférmige Gesamt-
strom i(t) ist in jedem Augenblick gleich der Summe von m sinusformigen Teilstromen:
m mc my,
i1 =50 = D i+ X i+ D i (1)
i=1 i=1 i=1 i=1

mitmg + mc + mp =m

mR

iR1| iR2 iRmR| i1 | ic2 icmc | iy] 2 iLmL

c
0
=
o
~
-
2
1L
"
A
™
"
&)
3
)
M
"

o- s é é <

Bild 4.29 Parallelschaltung von Wechselstromwiderstinden
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Mit
u(t
R.

1

icity = ¢; 40 i) == [u(o -t

iRi(t) = "

ergibt sich fir den Gesamtstrom

Jut) & . du(t) &1

u u

it)y= ) —+ ) C.——+ —Jut-dt

()ZR‘ zldt .ZL. ®
i=1 1 i=1 i=1 1

Damit lassen sich die mg ohmschen Widerstinde, m¢ Kapazititen und mp, Induktivititen

der Parallelschaltung zu ErsatzgroBen R;,, C, und L, zusammenfassen:

a0, dut)

1
i(t + — t)-dt
(=57 +Cp TP H T Jucy
p p
1 & & 1 &
R Ty %TXG Ty
1=1 1 i=1 p i=1 1

Der Index p bedeutet, dass eine Parallelschaltung vorliegt.

iR ic i

Rp G tp Bild 4.30

Ersatzgrofen der Parallelschaltung von
Wechselstromwiderstinden

Im komplexen Bereich konnen die komplexen Leitwerte der ohmschen Widerstinde,
Kapazitiaten und Induktivititen zu komplexen Ersatzleitwerten und zu einem komplexen
Leitwert der gesamten Parallelschaltung Yp zusammengefasst werden, wie aus der Kno-
tenpunktregel fiir komplexe Zeitfunktionen und komplexe Effektivwerte herzuleiten ist:

Nach Gl. (4.28) ist

m mg mc my,
i)=Y 0= O+ Y ig® + X, i)
i=1 i=1 i=1 i=1

Mit
i ()= ——u(t) i(t) = jOC; - u(t) i p)—L-u(t)
=Ri Ri = =Ci J i = =L ij =
ergibt sich
mpR 1 mc mp, 1
i)=Y —u+ Y jeCu®) + Y ——u(t)
o R i=1 i1 JOL;
i(n= —+ D JoC; + ) - ~u(t)
o R g i1 oL

: 1 1
i(t) = [R— +joC, + oL j-l_l(t) =Y, -u(®
p p
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Wird die Parallelschaltung der Wechselstromwiderstdnde in die Schaltung mit komplexen
Effektivwerten und komplexen Operatoren iiberfiihrt, ergibt sich die Stromgleichung in
komplexen Effektivwerten.

O I' $
=y Ipe Rer ¢ 1§ 2 Itme ¢ It g li2 L
U [] ----- [] 1:: 1:: -----1:— I I
R R R AT 1 LT . .
1 2 mR G| Jug jw[mcr july T juwl, jwlpL
I
!R -[C lL
u L

R T jwl
P juCp p!

Bild 4.31 Parallelschaltung von Wechselstromwiderstéinden im Bildbereich und ihre Uberfiihrung in
die Ersatzschaltung

'

Nach GI. 4.30 ist
m mp mc my,
IEDNEDWNEDNCEDN
i=1 i=1 i=1 i=1
Mit
1 . 1
Ipi=¢U I = joC; - U L=

—U
JoL;

i

ergibt sich fiir den komplexen Effektivwert des Gesamtstroms

1= 2%*21"°Ci+2j£L bl

Damit lassen sich die mg ohmschen Widerstinde, m¢ Kapazititen und mp, Induktivititen
der Parallelschaltung genauso wie im Zeitbereich zu ErsatzgroBen Rp, Cp und L, zusam-
menfassen:

& e & 1
=y — joC, = Y joC; -y
Ry SR i=1 e
& &
bzw. Cp = Y. C; bow. — = Zf (4.62)

i=1 P j=] i
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Die Stromgleichung in komplexen Effektivwerten lautet dann:
l: L‘f‘j(ﬂcp"‘; .[_j: L_}_J @CP_L [_J
R R, oL,

p _]CDLp
1 . :
l:[R—+_]'(BC+BL)j|‘[_J=[Gp+_]'Bp]'l_j:¥p'g

p
mit Y —L+'~B —L+'~(B +B )—L+'- oC L (4.63)
Ip Rp J-Bp Rp ] C L Rp J P (DLp .
1 1
und Bp:BC+BL BC:(DCp BL:_O)T Gp:R—. (4.64)
p p

Die ohmschen Anteile eines komplexen Leitwertes Yp finden sich also grundsitzlich im
Realteil, die kapazitiven Anteile im positiven Imaginérteil und die induktiven Anteile im
negativen Imaginérteil.

Der komplexe Effektivwert des Gesamtstroms [ teilt sich also in drei Teilstrome auf:

1 .
I=1 +I-+1 :R—I_J+Jme~I_J+
P
wobei der reelle Strom IR auch ,,Wirkstrom™ I, genannt wird. Die beiden imagindren Stro-
me Ic und Iy, die wegen der entgegengesetzten Vorzeichen gegeneinander gerichtet sind,
werden zum Strom Ig bzw. ,,Blindstrom* Iy, zusammengefasst:
I=Ix +15 (4.65)

U’

_](J)Lp

mit [p =—U=G,-Uund Ig=I.+L =jBc+B)-U=jB,-U

1
P
RP
Wird in
VYV el v e
Y, =Y, e =Y ei?
Y, =Y, cos@,+j- Y, sing, =Y, -cos@—j- Y, sing (vgl. GL.4.58)

Y, = /U eingesetzt

Y :l~cosq> +j~l-sin(p = lcoscp—j~i-sin(p

P U P U Pu U

und mit U multipliziert, dann ergibt sich die Stromgleichung
Yp-U=1=I-cosqp+j-1-sing,=I-cose+j-I-sin(-o),

die dem Zeigerbild im Bild 4.32 mit ¢, = 0 entspricht. Mit Gl. (4.65) verglichen, ist
Ir=1-cos o (4.66) und Ig=1-sin(-@)=-1-sing@ (4.67)

mit 1= 4Ig2 +1g2. (4.68)

Der Ersatzleitwert der Parallelschaltung von Wechselstromwiderstdnden hiangt von der Gro-
Be des ohmschen Widerstandes Ry, der Kapazitit C,,, der Induktivitit L, und der Kreis-
frequenz o ab. Liegt an der Parallelschaltung eine sinusférmige Spannung u, dann ist der
Gesamtstrom i bezogen auf die Spannung u entweder bis 7/2 voreilend, in Phase oder bis
— /2 nacheilend.
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Der komplexe Leitwert Y, ist also entweder ein kapazitiver, ohmscher oder induktiver
Leitwert, und die Ersatzschaltung besteht entweder aus der Parallelschaltung eines ohm-
schen Widerstandes R, und einer Kapazitét C, nur aus einem ohmschen Widerstand Ry,
oder aus der Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes R}, und einer Induktivitét L:

Kapazitiver komplexer Leitwert: Y, = 1/Rp +] By =Gp + ] By mit By>0

1. Die Parallelschaltung besteht nur aus ohmschen Widerstinden R; und Kapazititen C;,
die zu den ErsatzgroBen R, und Cj, zusammengefasst werden.

2. Die Parallelschaltung enthilt ohmsche Widerstinde R;, Kapazititen C; und Induktivita-
ten L;, die zu den ErsatzgroBen Ry, C, und L, zusammengefasst werden.
Sie verhilt sich wie ein kapazitiver Wechselstromleitwert, wenn B,>0 ist,
d. h. wenn ©C, > l/@L,,.

Ohmscher komplexer Leitwert: Y, =1UR, =G, mit B, =0

1. Die Parallelschaltung besteht nur aus ohmschen Widerstinden R;, die zu der Ersatz-
grofe R, zusammengefasst werden.

2. Die Parallelschaltung enthilt ohmsche Widerstinde R;, Kapazititen C; und Induktivi-
titen L;, die zu den ErsatzgroBen Ry, C,, und L, zusammengefasst werden.
Sie verhilt sich wie ein ohmscher Leitwert, wenn B,=0 ist,
d. h. wenn oC, = l/oL,,.

Induktiver komplexer Leitwert: Y,=UR, +jBy=Gp+jB, mit B,<0

1. Die Parallelschaltung besteht nur aus ohmschen Widerstinden R; und Induktivititen
L;, die zu den Ersatzgrolen Ry, und L, zusammengefasst werden.

2. Die Parallelschaltung enthilt ohmsche Widerstinde R;, Kapazititen C; und Induktivi-
titen L;, die zu den ErsatzgroBen Ry, C,, und L, zusammengefasst werden.
Sie verhilt sich wie ein induktiver Wechselstromleitwert, wenn B, <0 ist,
d. h. wenn oC, < l/oL,,.

Im Zeigerbild bilden die komplexen Effektivwerte der Strome ein ,,Stromdreieck® und die

entsprechenden komplexen Leitwerte ein ,Leitwertdreieck®, wenn der Imagindrteil By,
positiv oder negativ ist:

1. 2
I I 1 ) .
Ig LI j i
Bp>0 IRi u !fl_
p> Ulr —_—= Rol |57 =FjwL
mit 9p>0 PLI juwp PLljwCp P
und <0 o o -
lR:y/Rp=Gp‘u_ r
IR Ip Ig=0
B, - N J j
p- Ul Rp U|R 1=1p=U/Rp=GpU Yp=1/Ry=6
mit ¢p= 1 P _D-Pp— i—p—og-—-
und p=0 0 r
L I 1 1 j i | 1/Rp=Gp
Ip IR N r
Bp<0  u|Rpl| ju,l Y[R L-—julp iBp
mit Pp<0 Julp Yp
und >0

Bild 4.32 Zeigerbilder der Spannungen und Stréme und komplexen Leitwerte von Wechselstrom-
leitwerten
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Stromteilerregel

Fir zwei parallel geschaltete Wechselstromwiderstinde gilt die Stromteilerregel analog
wie in der Gleichstromtechnik nur im komplexen Bereich:

Die komplexen Zeitfunktionen oder die komplexen Effektivwerte der Stréme durch
zwei parallel geschaltete Wechselstromwiderstdnde, an denen die gleiche sinusfor-
mige Spannung anliegt, verhalten sich wie die zugehorigen komplexen Leitwerte
und sind umgekehrt proportional zu den komplexen Widerstidnden.

Die komplexe Zeitfunktion oder der komplexe Effektivwert des Teilstroms verhélt
sich zur komplexen Zeitfunktion oder zum komplexen Effektivwert des Gesamt-
stroms wie der komplexe Widerstand, der nicht vom Teilstrom durchflossen ist, zum
komplexen Ringwiderstand.

L Y 2z
L Y Z
L_ 2z L__z
l Zl + Zz l Zl + Zz
Beispiel 1:
Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Kapazitét
Zeitbereich: komplexer Bereich:
e O
B ig Ic L Ip Ic
u R 1 == U R 1 =
P JwCp F jwCp
O— O

Bild 4.33 Stromteilerregel fiir die Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer

Kapazitit
du . .
1£ _ p dt £ _ lﬁc _ Rp _ _](DCp
iu . du i 1 Ry+ljoC, 1/R,+joC,
R, Padt
Beispiel 2: I -
Fiir die skizzierte Schaltung ist der Strom I in o——"b RLp
Abhingigkeit von U, o, Rip Ly und R zu ermit- 1
L
teln. E ol
Losung: U =L kp R
L Ry
I Ry, +jol, o
) U Bild 4.34 Beispiel fiir die Stromteiler-
mit 1= regel
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L: U'RLp _ LJ
R(Ry, + joL,)+ Ry, - joL
( Lp t1J p) LpJ P R+j(,0Lp R ]
Beispiel 3: o |
1. Fiir die skizzierte Schaltung ist der I R, julg

Strom Ic in Abhéngigkeit von U, o,
Ryp, Ly Rep und €, zu ermitteln.

2 AnschlieBend sollen der Strom Iz und Y R [] 1 = Y
die Spannung U bestimmt werden. Cp juCp

Losung: Ip Ie
Zul. i_
e Rop
1 1 Bild 4.35 Beispiel fiir die Stromteilerregel
P jeC,
Rq, U
mit 1= U = & =
R 1 (R L R L)+R
Cp oo +— + joL )+ —
R, + joL G, L P joC J( Lt ok @ joC
Le T joL, + | P p
R, +
cp joC,
1= U
1c = .
oL
RLr 4 - 1 Lr joL, . J r 1
Jpr o _](J)Cp ~RCp _](J)Cp
Ic= g
[RU +1LrJ+ j.{@Lr _IC[II;M lﬂ
cp “p OLp\ Rep
Zu 2.
Iy _ 1/Rg,
Lo j(»Cp
o1 U
Ie = joRC, 1 Ry, . L 1
PP RLT+?—‘+J¢0Lr+CRr + - C
J0%p Bep picp 1%
. u
1R =7~ -
JORpR,Cp + Ry, — ™R, L,Cp, + joL, + Ry
. u
1r= ;
(Rp; +Rep — 0*RepL,Cp) + jo(L; + RepR1,Cp)
U
Uc=R¢p - Ir = 2 = .
S 1-e?L,C, [+ jo| - +RL,C,
Cp Rep



4.3 Wechselstromwiderstinde und Wechselstromleitwerte 47

Komplexer Widerstand und komplexer Leitwert von gemischten Schaltungen

Gemischte Schaltungen enthalten Reihen- und Parallelschaltungen von Wechselstromwi-
derstdnden. Wie beschrieben, werden zunéchst fiir die Reihenschaltungen die komplexen
Widerstinde und fiir die Parallelschaltungen die komplexen Leitwerte addiert.

Parallel geschaltete Reihenschaltungen — dquivalente Schaltungen

Sind Reihenschaltungen parallel geschaltet, dann miissen die komplexen Widerstinde der
Reihenschaltungen in komplexe Leitwerte tiberfiihrt werden, d. h. die Reihenschaltungen
gehen in dquivalente Parallelschaltungen iiber. AnschlieBend lassen sich die komplexen
Leitwerte addieren.

Um die ohmschen Widerstinde der Reihen- und Parallelschaltungen mit Induktivitidten
und Kapazitdten unterscheiden zu kénnen, werden Doppelindizierungen vorgenommen.

Beispiel: Parallelschaltung von zwei Reihenschaltungen (Parallel-Resonanzkreise)

r——=—""rr~777 r—-——>—""™" r-——7/"
I 1 | [ 11 |
I I I I |
1 R 1 | | 1| |
el o Rel] o [ : : '
I I I I 1 [] L .
' N g :pr[] 1T :RLD[] | =
[ I jul juCp| ! jutp| |
| jwCr l|J ’ : ! R |
| I | ! (B |
I 1 | 1 [
I B S b e L]
Bild 4.36 Parallelschaltung von zwei Reihenschaltungen
Zer =R - j——
£LCr Cr Ju)Cr
Re, +
1 1 Ccr T ;
XCp _T
=Cr Rep— ] Re, +
Cr J(DCr Ccr Tl Cr
L
R . oC 1 .
Yep = et L= ——+joC (4.69)
1 1 R p
R.2 2 Cp
Cr (chrz Cr (chrz
N 1
i+ R o 0?C,?
mit R =
: RCr
1
o’C,
und Cp =
Re,? !
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Zy, =Ry, TjoL;
1 1 ) R, —joL,

Yip=7—= . .
P ZLr RLr+Jer RLr_J(OLr
R ) oL 1 o1
Yp=2 er RS I T (4.70)
R{“+o°L, R;,“+o°L, Lp oL,
R >+ ®’L?
mit RLPZ%
Lr
R 2+ 0’L2
und L, = Lr !

R¢ R . oC oL,

Y = + +J- — (4.71)
1 R % +o’L2

Der komplexe Leitwert einer Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden wird also
durch den Kehrwert des komplexen Widerstandes und durch konjugiert komplexes Erwei-
tern ermittelt:

1 LR K X @)

Y,=--=G,+]jB, = — ~ = +J
Pz, PUPOR +JX. R -jX, R2+X?2 R +X,?
R R
mit G =——F—=—L=R.-Y?
RZ+X.2? Z,
X
und B, =-———T——=-"0=-X Y2
R2+X2?2 72
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Beispiel:

Uberfithrung der Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes R,, einer Induktivitit L, und
einer Kapazitit C, in eine &dquivalente Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes

R, einer Induktivitét L, und einer Kapazitéit C:

i
— - w» o |
R julp ——
] :
JuCr julp
[

Bild 4.37 Uberfiihrung einer RLC-Reihenschaltung
in eine dquivalente RCL-Parallelschaltung

Da die Schaltelemente der Parallelschaltung R, L, und C;, gesucht sind, muss vom komple-

xen Leitwert ausgegangen werden:

. 1
R,—j|oL, ———
1 1 i J[ ' wer
E 1Y 1
T Rr+j~[coLr—] R, —j (er—j
T Cr
ELENN)
- R; +i oC;

1. 1
Y, =—+j-| oC, - ——
P R J[meJ

P P
|V
R,% + (er - J
. oC,
mit R, = )
l1]’
1
2
o-C
G = ! 1 5
R,2+| oL, -
oC,
B
R+ [er - ]
L = oC,
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In Reihe geschaltete Parallelschaltungen — dquivalente Schaltungen

Sind Parallelschaltungen in Reihe geschaltet, dann miissen umgekehrt die komplexen
Leitwerte der Parallelschaltungen in komplexe Widerstinde tiberfithrt werden, d. h. die
Parallelschaltungen gehen in #quivalente Reihenschaltungen iiber. Anschlieend lassen

sich die komplexen Widerstinde addieren.

Um die ohmschen Widerstinde der Parallel- und Reihenschaltungen mit Induktivitidten
und Kapazitdten unterscheiden zu kénnen, werden Doppelindizierungen vorgenommen.

Beispiel: Reihenschaltung von zwei Parallelschaltungen

1 1
Yip = o j—
RLp (l)Lp
B
7 _ 1 _ 1 RLp (DLp
R O T B B
RLp mLp RLp u)Llo
b 1
; RLp ‘i (x)LP
=L 1 1 1 1
2 2 2 21 2
RLp o)Lp R, u)LlD
1
Ry,
mit Ry = P
1 . 1

(4.76)
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1 .

Cp
1 .
— —joC
1 1 Ry P
ZCr = Y = ] 1
=Cp —+]joC, ———joC,
Cp Cp
1
R ®C
Loy = P P =Re - .77)
Cr 1 Cr oC
+0’C? +0’C? r
Cp RCp
1
mit R, = Cp
20 2
5 + o Cp
Cp
20 2
) 5 + o Cp
und C = —2
! u)ZCp
Zr = ZLr + ZCr = (RLr + RCr) + ] . [(DL J
T
1 L 1
R oL oC
Z = L = +J- L P (4.78)
L, 1 LR ICR L L o2
2 21 2 2 p 2 21 2 2 p
R 2 L2 Rg R 2 L2 Rg

Der komplexe Widerstand einer Parallelschaltung von Wechselstromwiderstinden wird
also durch den Kehrwert des komplexen Leitwerts und durch konjugiert komplexes Er-
weitern ermittelt:

1 . 1 G,—-jB G . B
Z=o =R+ X, = b b (4.79)
Y, GptiBy Gp=iBy G 2+B> " G 2+B,
G G
mit R, =—"F—=—0=G, 72
Gp +Bp Yp
-B -B
p _ p _
und X, ——Bp~Zp2

TG 2 2 V2
G]D +Bp Yp
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Beispiel:

Uberfithrung der Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes R, einer Kapazitit C, und
einer Induktivitdt L, in eine dquivalente Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes R,,
einer Induktivitit L. und einer Kapazitit C,:

.t
R
B3
jwC
o =B o = o——mm—i—o
o Rr jWLr j[.n.ltr
julp
T

Bild 4.39 Uberfiihrung einer RCL-Parallelschaltung
in eine dquivalente RLC-Reihenschaltung

1 fae, oL
1 1 Ry oL,
Z = ? = )
4 mcp_L L_j. mcp_L
P oL, ] R, oL,
! e,
R, oL,
Lr = 1 2 +.] 1 1 2
7+ 0Cy ——— =+ 0Cp - ——
p oL, R, oL,
. 1
Z,=R;+]- (DLr_wiCr
1
. R,
mit R, = 5 (4.80)
% +| 0Cp - L
P oL,
1
o)sz
L, = 5 (4.81)
oot
Rp oL,
| 2
— +| oC, - !
R,2 P oL,
C, = 7C (4.82)
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Beispiel einer gemischten Schaltung:

jwCy july jul

Bild 4.40 Transformation einer gemischten Schaltung in eine Reihenschaltung

Die Berechnung des komplexen Widerstands der im Bild 4.40 dargestellten Schaltung
erfordert vier Transformationen einer Reihenschaltung in die dquivalente Parallelschal-
tung oder umgekehrt, bei der jeweils konjugiert komplex erweitert werden muss. Deshalb
ist die Berechnung des komplexen Widerstands sehr aufwindig.

Eine einfachere Behandlung gemischter Wechselstromschaltungen ist mit Hilfe des
Kreisdiagramms moglich, das im folgenden behandelt werden soll.

Komplexe Widerstinde und Leitwerte im Kreisdiagramm

Wegen des stets positiven Realteils werden komplexe Widerstinde und komplexe Leit-
werte nur in der rechten Hélfte der Gaullschen Zahlenebene dargestellt.

Die Widerstinde Z und Leitwerte Y werden auf einen ohmschen Widerstand Ry bzw.
Leitwert Gy bezogen, so dass dann komplexe Zahlen z in der rechten Hélfte der
z-Ebene den Widerstinden und Leitwerten entsprechen:

Mit
Z=R+jX
bzw.
Y=G+jB
sind
Z = Z = R + jl (4.83)
Ry Ry "Ry
bzw.
Y = X_G + ji (4.84)
Gy Gy "Gy

komplexe Zahlen z=x +jy.
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Mit Hilfe der analytischen Funktion
we=u+jv=fz)= 221 (4.85)
z+1
werden die komplexen Zahlen z=x+jy inkomplexe Zahlen w=u+jv abgebildet.
Zur Darstellung dieser Funktion sind zwei Gaullsche Zahlenebenen notwendig, in
denen Punktmengen P(x,y) in der z-Ebene auf Punktmengen Q(u,v) in der

w-Ebene abgebildet werden.

. z-Ebene . w-Ebene
Jy p jv
(”’%
Q(uv)
Z=x+Jy
W=U+jv .
Bild 4.41 Abbildung von Punkten der

X u z-Ebene auf Punkte der w-Ebene

Eine Funktion w = f(z) heilit analytisch, wenn sie in allen ihren Punkten differenzierbar
ist, d. h. wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sind:

du _dv Ju  dv.

au_9v d _
ox dy o

dy  ox’

die Abbildung ist dann maBstabs- und winkeltreu. Deshalb heifit die Abbildung von kom-
plexen Zahlen z auf komplexe Zahlen w mit analytischen Funktionen
w = f(z) konforme Abbildung.

Zunichst soll die Frage beantwortet werden, weshalb die Behandlung von Wechselstrom-
schaltungen im abgebildeten Bereich einfacher wird. Wie beschrieben, ist bei gemischten
Schaltungen die Kehrwertbildung von komplexen Widerstinden und komplexen Leitwer-
ten notwendig.

In der z-Ebene, in der die bezogenen komplexen Widerstinde und bezogenen komplexen
Leitwerte durch Punkte oder Zeiger dargestellt werden, bedeutet die Kehrwertbildung die
Inversion von Zeigern:

Z=r~ej(P Z:

Wenn Real- und Imaginirteil des Kehrwerts gesucht sind, erfordert die Berechnung des
Kehrwerts das konjugiert komplexe Erweitern:

11 I x-jy_ X 4 -y

2 x+jy x+jy x—jy  x2+y>2
In der w-Ebene bedeutet die Inversion einer komplexen Zahl z lediglich eine Negation der
abgebildeten komplexen Zahl w:

Z; = .
x? +y?

z w=f(z)= 221
z+1
1 z. — 1 l_l 1-2z z—1
==  wi=fg)=T—=f—==--= -y (4.86)
z z; +1 i+1 1+z z+1
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Wird also mit dieser Funktion f eine komplexe Zahl z in eine komplexe Zahl w abgebil-
det, dann ergibt sich das Bild w; des in der z-Ebene invertierten Zeigers
z; = 1/z, indem der Zeiger w einfach um 180° gedreht wird, ohne dass sich seine Lénge
andert. Der Ubergang von einem komplexen Widerstand zu einem komplexen Leitwert
oder umgekehrt ist deshalb in der w-Ebene viel einfacher moglich als in der z-Ebene.

Wie im folgenden beschrieben, werden mit Hilfe dieser analytischen Funktion die Punkte
P(x,y) der rechten z-Ebene, die bei komplexen Widerstinden und komplexen Leitwerten
nur vorkommen, auf Punkte Q(u, v) einer Kreisfliche abgebildet.

Dafiir werden zunéchst die Funktionen u(x, y) und v(x, y) hergeleitet:
Mit

z—1 .
W == 1st
- oz+1
u+jV=(X+J.-y)—1=(x—1)+J.-y'(x+1)—].-y
(x+j-y+l x+D+jy x+Dh-j-y
2 _ 2 v _ —
qujV=(X l+y )+ y-[(x+D—-(x—1)]
(x+1)2+y2
ergibt sich
2 2 _
g Xty -l (4.87)
(x+1)2+y2
und
_ 2y (4.88)
(x+1)2+y2

Mit Hilfe der Quotientenregel der Differentialrechnung ldsst sich damit nachweisen, dass
die Abbildungsfunktion analytisch und die Abbildung konform ist:

B_u= 2x[(x+1)2 +y2]-(2x+2)(x2 +y2 —1)=8_V= 2[(x+1)2 +y2]-2y-2y
ox [(x+1)? +y*] dy [(x+1)? +y*]

2x3 +4x2 +2x +2xy% —2x3 —2xy2 +2x —2x2 —2y2 +2=2x2 +4x +2+2y% — 4y?
du _ 2y[(x+1)2 +y2]-2y(x2+y2-1) __ov_ 0-(2x+2)-2y

9y [(x+1? +y2P X [(x+17+y2P

2xy2 + 4yx + 2y +2y3 — 2yx2 - 2y3 + 2y = 4xy + 4y

Wird zu einem komplexen Widerstand ein ohmscher Widerstand in Reihe bzw. zu einem
komplexen Leitwert ein ohmscher Widerstand parallel geschaltet, dann vergrofert sich
der Realteil x des bezogenen komplexen Widerstandes bzw. des bezogenen komplexen
Leitwerts.

Wird zu einem komplexen Widerstand ein induktiver (kapazitiver) Widerstand in Reihe
bzw. zu einem komplexen Leitwert ein kapazitiver (induktiver) Widerstand parallel ge-
schaltet, dann vergroBert (verkleinert) sich der Imaginérteil y des bezogenen komplexen
Widerstandes bzw. des bezogenen komplexen Leitwerts.
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Deshalb ist es notwendig zu wissen, wie die abgebildeten x- und y-Achse und ihre Paral-

lelen in der w-Ebene aussehen.
Abbildung der positiven x-Achse:
Mit y=0 ist

x2 -1 _x—1

u=—=— (4.89)
(x+1)?2 x+1
und v=0.
Abbildung der y-Achse:
Mit x =0 ist
2 _
u=7 ! und v= 2y (4.90)
y2+1 y2+1
und
Ry y4-2y2 +1+4y?  yr+2y2+1  (y2+1)?
(y>+1)? (y2+D?  (y2+1D)?
uZ+vi=1,

Beispiele:

z-Ebene w-Ebene
P35 (0,0) Q3 (= 1,0)
P4 (1,0) Q4 (0,0)
Pe(,0) Q. (1,0)

(siche Bild 4.42)
Beispiele:
z-Ebene w-Ebene

Py (0,1 Q; (0,1)
Ps(0-1) Qs(0-1)
(siche Bild 4.42)

Das ist ein Kreis mit dem Radius r = 1 und mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung

der w-Ebene, also im Punkt Q4 (0,0).

Jy'
15
vl

e P

i 4o 2
05j

. 1P P, Rs™ 03

0 0,5 1,0 15_o - 0

X

-05j

e P

- 6
-15j

Bild 4.42 Konforme Abbildung der rechten z-Halbebene in die w-Ebene
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Abbildung der Parallelen der positiven x-Achse:

y = cy: Um y konstant setzen zu kénnen, muss y in Abhéngigkeit von u und v ermittelt
werden:

wW=u+jv="—

(utjv)-ztutjv=z-1

(utjv)-z—z=-(utjv)-1

Z__(u+1)+jV
- (u-D+jv
Z__(u+1)+jv'(u—1)—jv
- (u-D+jv (u-D—jv
Z__u2—1+V2+j~v-[(u—1)—(u+1)]
- (u=1)2+v?2
. u+v2-1 . 2v
Z=Xt+]y=- +1J
(u=1)2+v? (u-1)2+v2
2v 2v
d. h. = =¢c, und (u-1)2+vZ="-. (4.91)
Y (u-12+v2 7 c

y

Mit der quadratischen Ergénzung 1/ cy2 folgt

2 1 1
(u—l)z '|'V2 ——V+—2=—2 ,
Cy &7 ¢
und es ergibt sich die Gleichung von Kreisen in allgemeiner Lage mit den Radien 1/cy

und der Mittelpunktsverschiebung (1, 1/cy):
(u—1)2+(V—1/cy)2=l/cy2. (4.92)

Der reelle Anteil der Mittelpunktsverschiebung ist fiir alle Kreise gleich 1, der imaginire
Anteil der Mittelpunktverschiebung ist genauso grof3 wie der Radius der jeweiligen Kreise
vo = 1/cy. Allen Kreisen ist der Punkt Q., (1,0) gemeinsam (siche Bild 4.42)

Beispiele:
y=cy Kreisgleichung
+1/2 w—-172+ v F2)32=22
+£1 w-12+wF1)32=12
+3/2 (u—1)72+ v F 23)2=(2/3)
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Abbildung der Parallelen zur y-Achse:

X = ¢x: Um x konstant setzen zu konnen, muss x in Abhdngigkeit von u und v ermittelt
werden. Das Ergebnis fiir x ist bei der Abbildung der Parallelen zur positiven x-Achse
errechnet:

u2+v2-1 _

x=—— ' - _
(u—1)2+V2

Cx

—u2—vZ+l =cyrul—cy - 2ut ey oy V2

uZ(cy + 1) —2ucy + v2(cy +1) + e —1=0

C c, —1
w-2u—2X—4v2Z4 X 0.

c, t1 c,+1

Mit der quadratischen Erginzung [cy/(cx + 1)]2 ergibt sich ebenfalls die Gleichung von
Kreisen, deren Mitttelpunkte auf der reellen Achse um ug verschoben liegen:

2 2
wozuSx g S ) o STl &
c,+1 {c +1 c,+1 (e +1

X

2
u-— x +V2:_(CX_1)(CX+1)+CX2 :_CX2+1+CXZ
(cy +1)? (c, +1)?

2
LS [ S N (4.93)
c +1 (c, +1)2

Die Addition von ug und ry ergibt 1:

Cy 1

+ =1,
c,tl ¢ +1

(4.94)

d. h. jeder Kreis geht durch den Punkt Q.. (1,0) (siche Bild 4.42).

Beispiele:
X =Cy Kreisgleichung
12 12 V., 1Y
—_ + = —
Tiar) TV Tl
(u—1/3)2 +v2 = (2/3)2
1 (u— 1272 +v2=(1/2)?
3/2
720 P B U
32+1 l32+1
(u—-13/5)72+v2=(2/5)
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Um das Arbeiten im Kreisdiagramm zu erleichtern, werden die Koordinatenachsen u und
jv weggelassen und an die abgebildeten Achsen die z-Koordinaten eingetragen, wie im
Bild 4.43 zu sehen ist. Denn aus der w-Ebene sollen der Realteil und der Imaginérteil der
z-Grofe abgelesen werden konnen.

Auf dem reellen u-Achsenabschnitt von u =— 1 bis u = + 1, der die Abbildung der positi-
ven x-Achse mit y = 0 ist, werden folgende x-Werte eingetragen:

X o 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 1,0 1,5 2 3
P, P, P,
u -1 [-082|-2/3|-054| -1/3 |-0,176| 0 0,2 2/3 0,5 1
Q3 Q4 Qs
Weitere u-Werte lassen sich mit der Formel Gl. (4.89) berechnen:
_x—1
x+1

Auf dem Kreisumfang des Einskreises, der die Abbildung der imaginéren
y-Achse mit x = 0 ist, werden folgende y-Werte eingetragen:

y|0 +02|£03[+04]|£05|+0,6|£0,7| 08 |£09|+£1 | £1,2 |£15|£2 | £3 |0

P3 Py
Ps

u|-11{-092(-0,83]-0,72| -0,6 |-0,47|-0,34| - 0,22 |- 0,10| 0 0,18 [ 038 ] 0,6 | 0,8 |1
Q; Q
Qs

v|{0 [£0,38|£0,55|£0,69|+0,8 [+0,88+0,94/ 0,980,991 |£0,98 |£0,92{+0,8(+0,6|0

Weitere u- und v-Werte lassen sich mit den Formeln Gl. (4.90) berechnen:

21 2
u= 2 und v =—2
y2+1 y2+1

Auf dem u-Abschnitt werden also reelle bezogene Widerstinde und Leitwerte
Z'=R/Ry bzw. Y' = G/G( durch Punkte eingetragen.

Die imaginiren bezogenen Widerstinde und Leitwerte Z' = jX/Rg bzw. Y' = jB/G( werden
auf dem Einskreis berticksichtigt.



60 4 Wechselstromtechnik

Bezogene komplexe Widerstinde und Leitwerte

Z’:é:i.}.ji und Y,=l=£+j£
Ry Ry "Ry Gy Gy "Gy
entsprechen im Kreisdiagramm den Kreuzungspunkten des Realteils und Imaginirteils.
Wie in der z-Ebene sind im Kreisdiagramm der w-Ebene die komplexen Zahlen w mit
positivem Imaginérteilen oberhalb der reellen Achse und die mit negativem Imaginérteil
unterhalb der reellen Achse zu finden.

Punkte von komplexen Zahlen, deren Realteil und Imaginérteil grofer als 3 sind, konnen
nur noch ungenau im Kreisdiagramm eingezeichnet werden. Deshalb miissen der Be-
zugswiderstand Ry bzw. der Bezugsleitwert G so gewihlt werden, dass sich die bezoge-
nen komplexen Widerstdnde und Leitwerte in der Mitte des Kreisdiagramms befinden.
Werden mehrere komplexe Widerstinde und Leitwerte einer gemischten Schaltung in
einem Kreisdiagramm berticksichtigt, dann kann nur ein Bezugswiderstand Ry = 1/Gg
gewihlt werden.

Soll aus dem abgelesenen bezogenen Widerstand Z der zugehorige komplexe Widerstand
Z oder aus dem bezogenen Leitwert Y der komplexe Leitwert Y ermittelt werden, dann
ist der bezogene komplexe Zahlenwert mit R bzw. G zu multiplizieren:

, R . X
Z=Ry-Z =Ry -—+j Ry — (4.95)
Ry R,
oder
| G . B
Y=Gy Y =Gy —+j Gy — (4.96)
Gy Gy
232 N
5 o
}b X
é"o 1 >
2o
3
o o g'g' = i ! 8
! 4
Q. A
%
Qv
‘ €\
S !
SN e,
S8 o
IR B
T \

Bild 4.43 Behandlung einer gemischten Schaltung im Kreisdiagramm
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Beispiel:
Das im Bild 4.40 gezeichnete Schaltbild soll mit Hilfe des Kreisdiagramms in eine dquivalen-
te Reihenschaltung tiberfiithrt werden. Gegeben sind:
R, =20Q C;=31,8nF R=100Q L,=191uH C,=12,7nF f=50kHz
Losung: (siche Bild 4.43)
1. Ermittlung von Z; und Eintragung in das Kreisdiagramm:
Zy =Ry, +jXp =Ry, +joL,

Z,=20Q+j-2n-50-10% " -191-10°H % 4
Z, =209+ 60Q Rie
mit Ry = 100€2 gewihlt, ergibt sich —_—
. R X . jwl
Z == 4Tk 02406 .
R, Ry
der bezogene Widerstand Z; wird in der obe- Bild 4.44 Transformation der
ren Hilfte des Kreisdiagramms eingetragen Reihenschaltung Ry ,/L, in die
(Bild 4.43). ' dquivalente Parallelschaltung
2. Emmittlung von Y; durch Inversion:
Die Lange von Zl wird wegen w; = — w tiber den Punkt 1 hinaus abgetragen und ergibt

den bezogenen Leitwert Y; der dquivalenten Parallelschaltung (Bild 4.43):

Y =0,5-j-15
Kontrollrechnung:
! 1 0,2-j-0,6 _ 0,2 . 0,6

Y, = - ; = -j- =0,5-j-1,5.
0,2+j-0,6 0,2-j-0,6 0,22 +0,62 0,22 + 0,62

3. Ermittlung von Y, durch Beriicksichtigung der Parallelschaltung von C;:

Die Parallelschaltung des Kondensators C; bedeutet eine Erhdhung des Imaginérteils
des komplexen Leitwerts Y und des bezogenen komplexen Leitwerts Y] um

‘B . . ' '
1Bar _JOC _ scRy = 2m- 50 10% 31,8 109F - 1002 = 1
Go Gy
Y, =Y +j-1=0,5+j-(-1,5+1)=0,5-j-0.5.
Im Kreisdiagramm bedeutet die Vergroflerung des Imaginirteils ein Verschieben des
Punktes Y] in Y, auf dem Kreis mit konstantem Realteil 0,5, weil die Abbildung der Pa-

rallelen zur y-Achse auf der u-Achse verschobene Kreise sind.

4. Ermittlung von Z, durch Inversion: Y,

Da zu der Parallelschaltung der Widerstand R in Reihe

geschaltet ist, muss der Widerstand der Parallelschal- 1
tung durch Inversion ermittelt werden (Bild 4.45). I T —*
Das Kreisdiagramm (Bild 4.43) ergibt Z, =1+ 1.
Kontrollrechnung: '[‘
7 = 1 0,5+j-0,5 >
=2 0,5-j-0,5 0,5+j-0,5 Bild 4.45 Transformation der
0.5 0.5 RLC-Parallelschaltung in die

7. - dquivalente Reihenschaltung
Ly =

+j- =1+j-1
0,52 + 0,52 0,52 +0,5%
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Ermittlung von Zj durch Beriicksichtigung der Reihenschaltung von R:

Die Reihenschaltung des ohmschen Widerstandes R bedeutet eine Erhohung des Realteils
des komplexen Widerstandes Z, und des bezogenen komplexen Widerstandes Z, um
R/Ry =1009/100Q = 1,

Zy=Zy+1=(1+1)+j-1=2+j-1.

Im Kreisdiagramm (Bild 4.43) bedeutet die Vergroflerung des Realteils ein Verschieben des
Punktes Z, in den Punkt Z3 auf dem Kreis mit konstantem Imaginarteil 1,0, weil die Ab-
bildung der Parallelen zur positiven x-Achse Kreise sind, die in u- und v-Richtung verscho-
ben sind.

Ermittlung von Y3 durch Inversion: Z3 P Y
Bild 4.46 =L
Transformation der RLC-Reihenschaltung —_— i &

in die dquivalente Parallelschaltung

i }

Da zu der Reihenschaltung die Kapazitit C, parallel geschaltet ist, muss der Leitwert der
quhenschaltung durch Inversion ermittelt werden. Das Kreisdiagramm (Bild 4.43) ergibt
Y;=04-j-0,2.
Kontrollrechnung:
vy -+ 22l 2 5 g4
2+3-1 2-35-1 5 5
Ermittlung von Y, durch Beriicksichtigung der Parallelschaltung von Cy:

Die Parallelschaltung des Kondensators C, bedeutet eine Erhdhung des Imagindrteils des
komplexen Leitwerts Y; und des bezogenen komplexen Leitwers Y3 um

Bey _ joCy
Go Go
Yy =Y3+j-04=04+j-(-02+0,4)=0,4+j-0,2.
Im Kreisdiagramm (Bild 4.43) bedeutet die VergroBerung des Imaginérteils ein Verschie-

ben des Punktes Y3 in den Punkt Y, auf dem Kreis mit konstantem Realteil 0,4; die Pa-
rallelschaltung einer Induktivitdt wiirde eine Verminderung des Imaginérteils bewirken.

Ermittlung von Z; durch Inversion:
Fiir die gegebene Schaltung im Bild 4.40 ist die dquivalente Reihenschaltung gesucht.
Deshalb ist der komplexe Widerstand durch Inversion zu ermitteln. Das Kreisdiagramm
(Bild 4.43) ergibt Z,=2—j- 1.
Kontrollrechnung:
- 1 04-j02 04 0,2

“ 70445020402 0424022 042402

Berechnung der Ersatzschaltung:

= joCyRy = j-2m-50-103s71-12,7-10°F - 100Q = j- 0,4

=2-j-1L

Da der Imaginirteil des bezogenen komplexen Widerstandes Z, negativ ist, besteht die
Ersatzschaltung fiir die gegebenen Groflen aus der Reihenschaltung eines ohmschen Wi-
derstandes R, und einer Kapazitit C,,. Mit dem Bezugswiderstand Ry = 100Q werden
die Ersatzelemente berechnet:

Z4=RgyZ4=100Q (2 —) =200Q —j - 100 Q= Reys —j (1/0Cers)
dh. Rge=200Q und Cey=1/(e- 100Q) = 31,8nF.
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Duale Schaltungen

Zwischen zwei Wechselstromwiderstinden oder zwei Wechselstromschaltungen besteht Dua-
litdt, wenn der komplexe Widerstand Z1 des einen Wechselstromwiderstandes oder der Wech-
selstromschaltung proportional dem komplexen Leitwert Y, des anderen Wechselstromwider-
standes oder der anderen Wechselstromschaltung ist:

1
Z =Ry32 Y, oder Y,= R—02 -Z,. (4.97)
Mit
1.
Y, =— st Z;-Z, =Ry (4.98)
Z,

Die Proportionalititsgrofie R02 heilit Dualitéitsinvariante und hat die Dimension des Quadrats
eines Widerstandes. Duale Schaltungen haben gleiche Zeigerbilder, wie flir die bereits behan-
delten dualen Schaltungen in den Bildern 4.25 und 4.32 zu sehen ist.

Beispiele:
O—-—R{:—o j O_GE___O
R bzw.G 1
Z¢=R ? Y= =
£1 r 2 EER G
L i C
Jwl bzw. jwC
Zq=jul Yp= r Jul = juC
r )
c — L
o 1 1 o—illl}———
—— baw. — 11 1
7,21 JwC jul Yoy ——
217 jwc =2 R, juwC jwl
Bild 4.47 Duale Wechselstromwiderstinde
Ry L
— ) —m-—-— . z, Gp ¢
2.5 R+ iol bzw.
£1= Re*jul, Y A . .
:2 Iz-—RZ‘(Rrﬂer) =Gp*julp
GP Re Lr C
c o |——
Tl i 4 A B ys TN E—
I Lp I bzw. 2 Ro & Rs Gp ’j(UCp'ajL—p)
Y
i - _1 1
Lyt S A P RS T iy ¥
z—= . Z
=1y, Gp.j(ucp-d—p) 22 Rerjlobemge
Z =jUL’_1—_
Cp ! Gp +juwCp Re Lr
Jl . l
L i ‘.. 2 . jwlL + Gp+juC [—:)—-—
o R * “2°RE RE — ¢—o
— =i 1 I
Gp Y Rjety ¢
mit C=L/R; Rr=R3:Gp Lr=R3Cp

Bild 4.48 Duale Wechselstromschaltungen
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4.4 Praktische Berechnung von Wechselstromnetzen

Anwendung der Rechenmethoden fiir Wechselstromnetze

Nachdem im Abschnitt 4.2 vier Verfahren fiir die Berechnung von Wechselstromnetz-
werken behandelt wurden und im Abschnitt 4.3 die damit zusammenhingenden Begriffe
,,Wechselstromwiderstinde® und ,,Wechselstromleitwerte von Netzwerkteilen erklirt
wurden, soll nun die Frage beantwortet werden, welches der Verfahren unter welchen
Voraussetzungen angewendet wird. Wie in der Ubersicht anfangs des Abschnitts 4.2.5
dargestellt und durch ein Beispiel erldutert, stechen die vier Berechnungsverfahren im
engen Zusammenhang zueinander.

Das Verfahren 1, die Losung der Differentialgleichung im Zeitbereich, ist wohl prinzipiell
einfach, aber rechnerisch zu aufwindig und findet deshalb in der Praxis keine Anwen-
dung.

Die Losung der Differentialgleichung mit Hilfe von komplexen Zeitfunktionen, also das
Verfahren 2, wird dann bevorzugt, wenn die Differentialgleichung aus anderen Griinden
aufgestellt werden muss; z. B. bei der Behandlung von Ausgleichsvorgingen mit Wech-
selspannungserregung, bei der die Losung der zugehorigen homogenen Differentialglei-
chung zum fliichtigen Anteil des Ausgleichsvorgangs fiihrt (siche Band 3, Abschnitt
8.2.3).

Die meist gewihlten Verfahren fiir die Behandlung von Wechselstromnetzen sind das
Verfahren 3 ,,die Losungsmethode mit Widerstandsoperatoren* und das Verfahren 4 ,,die
grafische Losung mit Hilfe von Zeigerbildern®. Beide Verfahren gehen von der Schaltung
mit komplexen Operatoren und komplexen Effektivwerten aus. Die Rechenhilfen (Span-
nungsteilerregel und Stromteilerregel) und die fiinf Netzberechnungsverfahren der
Gleichstromtechnik (siche Band 1, Abschnitt 2.3) fithren ohne Differentialgleichungen zu
Loésungen im Bildbereich, die dann auf die beschriebene Weise riicktransformiert werden
konnen (sieche Abschnitte 4.2.4 und 4.2.2). Die Zeigerdarstellung ist die grafische Be-
schreibung des Rechenverfahrens.

Im folgenden sollen einige praktische Beispiele von Wechselstromnetzen behandelt wer-
den, die nicht nur die Netzberechnungsverfahren, sondern auch dquivalente Schaltungen,
Stern-Dreieck-Transformationen und das Kreisdiagramm betreffen.

Beispiel 1:
Ein Zweistrahl-Oszilloskop zeichnet den Strom- und Spannungsverlauf eines passiven Zwei-
pols auf, der im Bild 4.49 dargestellt ist.

1. Zunichst sind die Effektivwerte von Strom ]
>§\L|

und Spannung, die Frequenz und die Pha- /ﬁ % ,ﬁ’ﬂ:\
u

N\ / N\
N % N

2. Dann ist der passive Zweipol durch zwei . y,
Ersatzschaltbilder darzustellen, deren Er- Np<Ls
satzschaltelemente mit Hilfe der komple-
xen Rechnung zu ermitteln sind. u: 200V/ ':T 10i: 2A/em —=tTem b=

3. SchlieBlich ist das Ergebnis mit Hilfe der : Wus/3cm
Formeln fiir Widerstandstransformationen  Bild 4.49 Oszillogramm zum Beispiel 1
zu kontrollieren.

senverschiebung aus dem Oszillogramm
abzulesen.
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Losung:
Zul.
Amplitude und Effektivwert hdngen tiber \/5 = 1,414 zusammen, d. h. die Effektivwerte
betragen mit den gegebenen Malistiben: U = 200V und I = 2A. Wenn 3cm der Zeit von 10us
entsprechen, betrdgt die Periodendauer mit 6cm T = 20us. Die Frequenz errechnet sich aus
dem Kehrwert:

f=1/T =120us = 50kHz.

Die Spannung u eilt dem Strom i um einen halben Zentimeter vor. Die Lange von 6¢cm ent-
spricht ®T = 27, und 0,5cm entsprechen /6, d. s. + 30°. Der passive Zweipol wirkt wie ein
induktiver Wechselstromwiderstand.

Zu 2.

Die Ersatzschaltungen fiir den passiven Zweipol sind die Reihenschaltung eines ohmschen
Widerstandes R, und einer Induktivitdt L. und die Parallelschaltung eines ohmschen Wider-
standes R, und einer Induktivitét L.

Die Ersatzschaltelemente der Reihenschaltung werden mit Hilfe des komplexen Widerstandes
ermittelt:

Mit Gl. (4.41) und (4.42)
Z=7Z-cos@+j-Z sin@=R,+joL,
und Z = v
I
ergeben sich

2
R, = %coscp =

0Ovcos 30°=86,6Q
A

200V sin30°= 50Q
A

und aus L, = %sin(p =

50  50V/A
onf  2m-50-103s7!
Die Ersatzschaltelemente der Parallelschaltung werden entsprechend mit dem komplexen
Leitwert ermittelt:

Mit Gl. (4.58) und (4.59)

L, =

= 159 H.

. . 1.1
X=Y-cos<p—J-Y-s1n(p=R7_J.7

p 0L
und mit Y=i=l
Z U

ergeben sich aus

RN

R, U

Ry=—20 =200V __yj550

I[-cos¢o 2A-cos30°

und aus

L—l-sin

oL, U ¢

U 200V

L. = - = 637uH
P o 1-sing 2m-50-103s71-2A -sin30° "
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Zu 3.
Nach Gl. (4.70) lassen sich die Ergebnisse kontrollieren:

_RZ2Z+0’L?  (86,6Q)2 + (215010357 159 - 100 H)?

R =1155Q
P R, 86,60
R %+ w’L2 2 50103571 159 - 100 H)2
T P (86,6Q2)= + (2w -50-10°s™ - 159 - 107°H) - 637uH
P ®’L, (2m-50-10%s71)2 - 159 - 10°H
Beispiel 2: Ue
An der gezeichneten Schaltung liegt die si- o—m} — —
nusformige Spannung i C[ R
A 1
u; =10y - sin (Ot + Qy) uq R, up
an. Die Ausgangsspannung u, ist zu berech- .
nen, indem die Verfahren 2 und 3 (siche Ab- 5 :

schnitt 4.2.5) angewendet werden. Bild 4.50 Schaltbild zum Beispiel 2
1. Zunéchst ist die Differentialgleichung fiir die Kondensatorspannung uc(t) zu entwickeln.

2. Dann ist die Differentialgleichung in die Bildgleichung (algebraische Gleichung) zu trans-
formieren und diese zu 16sen.

3. AnschlieBend ist die Losung der Bildgleichung (algebraische Gleichung) mit Hilfe der
Schaltung mit komplexen Operatoren und komplexen Effektivwerten zu kontrollieren.

4. Die Zeitfunktion uc(t) ist dann durch Riicktransformation der Losung der Bildgleichung
zu ermitteln.

5. SchlieBlich ist die Ausgangsspannung u,(t) zu berechnen.

Losung:
. L dug
Zul. u=uc+1i-(R; +R,) mit 1=C~?
duC . . .
up=uc +(R; +R,)-C- & (Difterentialgleichung)

Zu2. uyy=uctR;+Ry -C-jo-uc (Bildgleichung in komplexen Zeitfunktionen)
L

=————=———  (Losung der Bildgleichung in komplexen Zeitfunktionen)
1+ _](,O(Rl + Rz)c

Uc

Zu 3.

Nach der Spannungsteilerregel in komplexen
Effektivwerten ist

1
Uc _ joC Yy
Ui R;+R, + L
joC
und Bild 4.51 Schaltung im Bildbereich zum
Ue U, Beispiel 2

"1+ jo(R, +R,)C
(Losung der Bildgleichung in komplexen Effektivwerten)
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i, - o)

Zud. up(t)= -
\/1 + (DZ(RI + R2)2C2 ,eJ»arCtanm(Rlﬁ—Rz)C
uc(t) = U . ellot+gy;—arctano(Ry+R)C]
- J1+ @ (R; +R,)2C2
Riicktransformation:
uc(t) = 41 -sin[mt + @, —arctan®(R; + R,)C]
J1+ @2 (R, +R,)2C?
Zus. w (=R, i(t) =R, C-C mit i =c. N
us5. u = Hi(t) = -C- mit i(t)=C-
2 2 2 dt dt
‘R, -C-0
u,(t) = @Ry Cly -cos[mt + ¢, —arctan(R; + R,)C]
1+ (R; +R,)2C2
if .
u,(t) = ; . sm[wt + ¢, —arctano(R; + R,)C + TE/2:|
\/ 1 0?(R, +R,)>C?
+
2R 2¢2 2R 2¢2
®°R,°C ®°R,°C
4, .
u,(t) = > . sm[mt + ¢, —arctano(R; + R,)C + n/2:|
1+ !
R, ®2R.2C2
Beispiel 3:

1. Fiur die gezeichnete Schaltung ist die Differentialgleichung fur uc aufzustellen.

2. Die Differentialgleichung ist ins Komplexe abzubilden, und die Bildgleichung ist zu 16-
sen.

3. Die Bildgleichung ist mit Hilfe der Symbolischen Methode zu kontrollieren.

4. Durch Riicktransformation der Bildgleichung ist die Zeitfunktion uc zu ermitteln.

.

Bild 4.52
Schaltung zum Beispiel 3

Zul. u=R[ -i+L -—+uc
du u
mit i=i.+ip =C, - —+
c tIrR
Podt Rg,
di . duc 1 duc

und —=C_ -
dt P de2 R, dt
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ergibt sich

Zu 2.

=1

Uc
R
L 2
[r+ 1-0’L,C,

Cp
Zu 3.

]ﬂ-m{

Lr~p

L
R, C_ +—1
ch

Nach der Spannungsteilerregel in komplexen Effektivwerten ergibt sich

1

R . —
P jeC,
1
Rep ++
Uc _ "G,
U 1
> ch —
) Jpr
RLr +J(J)Lr +
joC,
1
R. . —
¢ joC
gc =
R joL R ! R !
ok Boo ®joc, J7Rer g,
1
UC = -U
. . 1
(R, +joL,)- [J@Cp + R] +1
Uc = U
Ry, joC, - ®’L,C, LS E
Rep Rep
UC = Y
RLr 2 ; Lr
o t1-0LC i+ jo-| R C, +R—
Cp Cp

(vgl. Beispiel 3 Stromteilerregel)

U
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Zu4.
G - ed(@+ey)
U~ =
= 2 L 2
[Lr+1—u)2LrC ] + 0? ~[RLC S— ] eie
P r~p T R
Cp Cp
Lr
- RLGC + ?
mit @ = arc tan P
41— 0’L,C,
Cp
0 - sin(wt + ¢, — )
ue =
R ’ L ?
4 1-0’LC, | +0? | RC)+
Rep, Rep
Beispiel 4:
Fiir den gezeichneten symmetrischen Vierpol soll das
Ubertragungsverhalten fiir sinusformige Wechselgro- R R
en beschrieben werden. C
1. Zunéchst ist das Spannungsiibersetzungsverhéltnis T
U > - —
Y Bild 4.53 Schaltbild fiir Beispiel 4

bei Leerlauf am Ausgang in Form eines algebraischen Operators zu ermitteln.
2. Dann ist das Stromiibersetzungsverhiltnis
L
5
bei Kurzschluss am Ausgang zu ermitteln, ebenfalls in Form eines komplexen Operators.
3. Anschlielend ist die Kreisfrequenz ® zu berechnen, bei der der Betrag von U,/U; und
der Betrag von [,/1; gleich 1/ V2 =0,707 betragen.

Losung:
Zul.
Bei Leerlauf am Ausgang ist der Ausgangsstrom R R 1270
ip Null, so dass R und C in Reihe liegen. Im U 1 Up
Bildbereich ergibt sich aus der Spannungsteiler- jwC
regel fiir komplexe Effektivwerte:
1 o
= Bild 4.54 Leerlauf am Ausgang in der
51 = joC = .1 Schaltung des Beispiels 4
U g4 L 1+joRC

joC
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Zu 2.

Bei Kurzschluss am Ausgang kann im Bildbe-
reich die Stromteilerregel angewendet werden,
weil R und C parallel geschaltet sind:

1
B __JoC  _ 1
1 ;
L R+ J(D—C I+joRC Bild 4.55 Kurzschluss am Ausgang in

der Schaltung des Beispiels 4

Die Operatoren zwischen den komplexen Effektivwerten der Spannungen und der Strome
sind gleich.

zuy Y2 |l v 1
U L i+ @R0E V2
d.h. 1+(@RC)*=2, ©RC=1 und o=——
RC
Beispiel 5:

Mit der gezeichneten RC-Schaltung nach Wien lassen sich beliebige Phasenverschiebungen
zwischen den sinusférmigen Spannungen u, und u; erzielen.

Rp ¢
Y Rp C ::102

o— Bild 4.56
Schaltung zum Beispiel 5 im Zeitbereich
und Bildbereich

1. Mit Hilfe der Schaltung mit komplexen Operatoren und komplexen Effektivwerten ist das
Spannungsverhéltnis Up/U; in Abhéngigkeit von R, R, C; und C,, in Form eines komple-
xen Operators in algebraischer Form zu entwickeln.

Das Spannungsverhiltnis ist anschlieBend in Betrag und Phase anzugeben.

2. Bei welcher Kreisfrequenz o ist der Betrag maximal und welche Phasenverschiebung
tritt dann zwischen den beiden Spannungen auf?

3. Auf welchen Wert sinkt bei dieser Frequenz die Amplitude der Ausgangsspannung bezo-
gen auf die Amplitude der Eingangsspannung, wenn die ohmschen Widerstdnde und die
Kapazititen gleich sind?
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Losung:
Zul.
1
—+joC,
U _ P
Ui 1 +R, +- 1
+joC, joC
P
Yy _ 1
u
s Rr+,1 . L+j(uC
joC, R, p
Y _ ! _ |G e
U R C 8}
B PP S ) P ®R,C, - ! :
p r RpCe
mit dem Betrag
Ua| _ !
U

P P
C
T ) ®R,C, - !
R, G oR,C,

und mit dem Phasenwinkel

oR,C, - !
oR,C,
(P = —arctanﬁ
1+ -4+ P
R, C

Zu 2.

Der Betrag ist maximal, wenn der Nenner des Betrags am kleinsten ist. Da im Imaginérteil eine
Differenz auftritt, kann dieser Anteil bei einer bestimmten Kreisfrequenz m, Null werden:

1

wR,C, ————— =
0P (D()Rpcr

1
Wy = 77—
" JRR,CC,

Die Phasenverschiebung ¢ ist dann Null, weil der Operator zwischen U, und U, reel ist, wie
auch die Formel fiir ¢ bestitigt: der Zahler ist Null und der Nenner ist ungleich Null.

Zu 3.

Mit R, =Ry und C, = C, wird bei ® = @ der Betrag
U _1
U 3

Die Amplitude bzw. der Effektivwert der Ausgangsspannung u,(t) betragt dann nur ein Drittel
der Amplitude bzw. des Effektivwertes der Eingangsspannung u;(t).
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Beispiel 6:

Fiir das Beispiel der Netzberechnung mit Hilfe der Kirchhoffschen Sétze mit gekoppelten In-
duktivitdten (siche Band 1, Abschnitt 3.4.7.2, Bild 3.204) und einer sinusformigen Quellspan-
nung ug(t) soll das geordnete Gleichungssystem mit komplexen Operatoren und komplexen
Effektivwerten aufgestellt werden.

k1
Ry e

* july julp *

R jwC

! [] T Bild 4.57

Schaltung mit komplexen Operatoren

und komplexen Effektivwerten einer

. L Ry Netzberechnung mit gekoppelten Spu-
juls

[r—
L

len des Beispiels 6

4|

Y—

4=

Losung:

k — 1 =1 Knotenpunktgleichung:
kl:  Li=h+];

Masche I:

. . 1 . . .
Ug =Ry +joly) - I - joMy, - I+ [ijJr J‘”L3J “Li—joMyy - L+ joMy; - 1
Masche II:
. . 1 . . .
0=(R;,+joLy) I, - joM3, 'b—[ijHU)sz'b—JwMB “L+joMz -1

geordnetes Gleichungssystem:

0= (=D L +1, +13
. . . . . 1

Uy =Ry +joL; — joM;3)- L +joMys - L+ [J‘DL3 - joM;3; + JmCJ I
. . . . . 1

0= JoMi3 - I+(R; +joL, —JwMzs)'b+[JmM32 - joLs —ij]'b

geordnetes Gleichungssystem in Matrizenschreibweise:

0 -1 1 1 5
. . . 1

Ug 7| Ri+iod,-M;3) JoMy; J‘[‘”(LFMM)_&C} 1 L
. . . 1

0 J(JJI\/I13 R2 +J(1)(L2—M23) .]-|:(1)(M32—L3)+E:| 13
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Beispiel 7:

1. Fur die Reihenschaltung einer verlustbe-
hafteten Spule und eines verlustbehafte-
ten Kondensators (Beispiel 3) ist der
Strom Ig durch den Widerstand R¢,, mit
Hilfe der Zweipoltheorie zu ermitteln.
Die Schaltung mit komplexen Operato-
ren und komplexen Effektivwerten ist
dabei sowohl in die Spannungsquellen-
Ersatzschaltung als auch in die Strom-
quellen-Ersatzschaltung zu tiberfuhren.

Die Richtigkeit des Ergebnisses ist mit
Hilfe des Beispiels 3 zu kontrollieren.

2. Bei welcher Kreisfrequenz haben die
Spannung u und der Strom ig eine Pha-
senverschiebung von 90°?

Losung:
Zul.

Der Losungsweg der Zweipoltheorie (Band 1,
Abschnitt 2.3.3) lautet:

1. Aufteilung des Netzwerkes in einen akti-
ven und einen passiven Zweipol: der ge-
suchte Strom Iz wird zum Klemmen-
strom des entstehenden Grundstromkrei-
ses (siche Bild 4.59).

n jwle Ig

<

—-—1 —
jwip [ Rep

Bild 4.58 Schaltung im Bildbereich einer
Netzberechnung mit Hilfe der Zweipoltheo-
rie des Beispiels 7

Rir  Jwlr
U 1

jUCp]—

aktiver Zweipol

<
~

: passiver Zweipol

Bild 4.59 Aufteilung der Schaltung im
Bildbereich des Beispiels 7 in einen aktiven
und einen passiven Zweipol

2. Berechnung der Ersatzschaltung des aktiven Zweipols:

Grundstromkreis

mit Ersatzspannungsquelle
I_qurs =Ur

Rir  July |
u 1 Yy
qupT

Bild 4.60 Ermittlung von U,
1

mit Ersatzstromquelle
lqers =l
Rir julp
U 1

)
= jUCp]_ *K

Bild 4.61 Ermittlung von [

U _ joC,
U Ry, +joL, +-
P
U U
U= L=
(1-w LGC) +joR,C, Ry, +joL,
1 Ry, +joL,
Ziers = 1 = 1 2 C OR. C
jmcp_,_i. (1-o°L; p)+J(D Lr“p
RLr + _]()\)Lr
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3. Berechnung der Ersatzschaltung des passiven Zweipols Z,q:

Loers = RCp

4. Ermmittlung des gesuchten Stroms oder der gesuchten Spannung mit Hilfe der Ersatzschal-
tung (Grundstromkreis)
Grundstromkreis mit Ersatzspannungsquelle:

U

Yqers
Ziers + Za ers

lR = v -
[(1- 0’L,C,) + joR,C, ] o m;;“CJ')J:’?;R ot Ro
rp Lr~p
Iy = . = ;
Ry, +joL,)+Re, (1 - u)erCp) + joR [, R¢,C,
Ip= L

[Ri, +Rep (1= 02L,C) |+ i-[o(L, + R, R, )]
Grundstromkreis mit Ersatzstromquelle:
Ziers - 1

_ 2gers
Ziers + Zaers
. U
R{,+joL,) —————
B ( Lr TJ r) RLr 4 _]U)Lr
Ir = )
RLI‘ + _](,l)Lr

[(1-o’L,Cy) + joR,C,]-

+R
(1-’L,Cp) + joR,C, P

U
I = =
AR N A
(R +joL,) + Rep(1- 0L, Cy) + joR R ¢, C

P
L u
=R ™ .
[Ri, +Rep (1= 02L,C) |+ i-[o(L, + R, R, )]

Kontrolle (Beispiel 3):
I U

Uo=Rg, Iz = =
o Ry 1- 2L C io-| R, C Ly
Re o t1-0LC I+ jo- +R—

Lr~p
p RCp Cp

Zu 2.

Zwischen der Spannung u und dem Strom ig besteht eine Phasenverschiebung von 90°, wenn
der Operator zwischen den entsprechenden komplexen Effektivwerten U und Ir imagindr ist,
d. h. wenn der Realteil Null wird. Da der Realteil eine Differenz ist, kann bei einer Kreisfre-
quenz oy die Phasenverschiebung von 90° erreicht werden:

2 —
Ry, +Rey(1- 0p2L,C,) =0

— 2
Ry, +Rep = 0°L,C R,

w = RutRep .1 J, Ry
VLGRe, LG\ Rep
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Beispiel 8:

Mit Hilfe der Ersatzschaltung einer Eisenkernspule mit Beriicksichtigung der Streuung und
Wirbelstromverlusten sollen die Zusammenhénge zwischen den Stromen und Spannungen be-
schrieben werden.

<

T
o——{""1— i o
R jwl
u Jwlg
Ry luR"
julpe Ry Uy
jwly ll-jl-w
Iny Ly L, Bild 4.62
—0 Schaltung des Beispiels 8

Zunichst ist qualitativ das Zeigerbild fiir simtliche Strome und Spannungen zu ent-
wickeln, wobei die Reihenfolge der Zeigerdarstellung mit entsprechenden Gleichungen
anzugeben ist, damit das Zeigerbild nachvollziehbar ist.

2. Dann sind durch ein quantitatives Zeigerbild die Effektivwerte des Gesamtstroms I und
der Gesamtspannung U und die Phasenverschiebung ¢ zwischen i und u mit folgenden
Groflen zu ermitteln:

I, =0,08A Ry =1250Q Ry =2440Q Ry =156Q
f=500Hz Ly =0,278H Lg.=0,144H Ls=0,029H
Empfohlener Maf3stab fiir das Zeigerbild: 100mA 2 1em, 100V 2 2,5cm.

3. SchlieBlich ist aus den ermittelten Ergebnissen der Ersatzzweipol in Reihenschaltung zu
berechnen, der der Gesamtschaltung entspricht.

Losung:

Zul.

Qualitatives Zeigerbild: Reihenfolge der Darstellung:

Iy
Urw =Ry - L

Upw = joLy, - 1,
Um = Ury + ULy

Uwm
4V Riv
_ Uwm
- ijFe
Bild 4.63 Qualitatives Zeigerbild I=1,+1,+1,
Nt
UG = ijc -1

U=Uy + Ugrcu + Us
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Zu 2.
Berechnung der Effektivwerte:

I, = 0,080A £ 0,8cm,
Urw =Ry, Iy, = 1250Q - 0,080A = 100V £ 2,5cm,
Upw = 0Ly I, =27 - 500s ! - 0,278H - 0,08A =70V £ 1,75cm,

Uy =4Ugy 2 + Uy, 2 =122V £ 3,05cm,

I, = Uy/R, = 122V/2440Q = 0,050A 2 0,5cm,

I, = Um/@Lge = 122V/(21 - 500s ™" - 0,144H) = 0,270A £ 2,7cm,
die grafische Addition von I, I, und lu ergibt I = 0,340A 2 3 4cm,
Urcu =Rey - T=156Q - 0,340A =53V £ 1,33cm,
Ug=0Lg-I=2m-500s" - 0,029H - 0,340A =31V £ 0,78cm,

die grafische Addition von Uyy, Ugcy, und Ug ergibt U= 172V £ 43cm,
der Winkel ¢ zwischen I und U betrigt ¢ = 57,5°.

Bild 4.64
Quantitatives Zeigerbild einer Eisenspule mit
Streuung und Wirbelstromverlusten

Zu 3.

Der Gesamtschaltung kann ein induktiver komplexer Widerstand zugeordnet werden, weil die
Spannung u dem Strom i um 57,5° voreilt. Deshalb besteht die Ersatzschaltung als Reihen-
schaltung aus einem ohmschen Widerstand und einer Induktivitit:

U=Ur +Uy =R, 'l+ijr -1
und Ug=U-cos =R, "1

U-cosqp 172V -cos 57,5°
I 0,340A

und R, =

und R, =272,

mit Uy=U"-singp=oL, I

U-sing 172V -sin57,5°
ol 2150057 - 0,340 A

und L, =0,136H

und L, =

Anmerkung zu 3:

Die Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes und einer Induktivitit konnte ebenfalls
als Ersatzschaltung angegeben werden, denn die Parallelschaltung ist einer Reihenschaltung
dquivalent, wenn der komplexe Widerstand und der komplexe Leitwert beider Schaltungen
gleich sind.



4.4 Praktische Berechnung von Wechselstromnetzen 77

Beispiel 9:
Jeder ohmsche Widerstand R, enthilt einen stérenden Induktivititsanteil L,, der durch einen
parallel geschalteten Kondensator Ci) zum Teil kompensiert werden kann. Ry wird dann nahe-

zu frequenzunabhéngig, wenn der Blindanteil des komplexen Leitwerts Null wird.

= []RP an T

Bild 4.65
3 Aquivalente Schaltungen des Beispiels 9

1. Zunichst ist die Formel fiir den Wirkanteil R, anzugeben, wenn R, und L, gegeben sind
und o variabel ist.

2. Dann ist die Kreisfrequenz ® zu ermitteln, bei der der Wirkanteil R, nur um 1 % groBer
ist als der Nennwiderstand R,.

3. Ein ohmscher Widerstand R, = 1kQ enthilt einen Induktivititsanteil L, = 40uH. Zu be-
rechnen ist die Kreisfrequenz o, bei der ebenfalls eine Widerstandsabweichung von 1 %
besteht.

4. SchlieBlich ist die Kapazitét C,, fir den ohmschen Widerstand R, = 1kQ mit L, = 40pH
und der berechneten Frequenz ® zu bestimmen, die den Blindanteil des Leitwerts Null
werden lésst.

Losung:
R?+0? L2
R

r

Zul. NachGlL (4.70)istR, =

Zu2. R,=R, 1,01 =R, [1+0,01]

R R
und ©=+/0,01-—+=0,1-—
L L,

r

1000Q

Zu3. ©0=01———"—=25.10%"!
40-10°Vs/A
Zu 4.
2 21 2
Mitj-| oC, b =0ist oCp, = L, so dass sich C, mit G1. (4.70) L, = Rr‘in(’)Lr
oL, oL, oL,
berechnen ldsst:
1 L L L 40uH
C r _ r — r = H = 39,6pF

b= =
o’L, RZ+o0’L? RZ+001-R? 10I-R? 101 (1kQ)

mit ©?L .2 =0,01-R2
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Beispiel 10:

Mit Hilfe der Illiovici-Wechselstrombriicke, die im Abschnitt 4.6.3 behandelt wird, lassen
sich Spulen (verlustbehaftete Induktivititen) messtechnisch erfassen.

Wird die Wechselstrombriicke in eine Schaltung mit komplexen Operatoren und komplexen
Effektivwerten transformiert, dann kann die Briicke durch eine Dreieck-Stern-Transformation
oder eine Stern-Dreieck-Transformation in eine Briicke mit den komplexen Widerstinden
Z1, Zy, Z3 und Z, uberfithrt werden.

— - -.—y———{_}

Z3 Z,

y

Bild 4.66 Transformation der Illiovici-Briicke im Beispiel 10

<

Fiir diese Wechselstrombriicke gilt die analoge Abgleichbedingung wie bei der Wheatstone-
Gleichstrombriicke fiir Gleichstromwiderstinde (sieche Band 1, Abschnitt 2.2.7, GI. 2.108)
entsprechend fiir komplexe Widerstdnde, wie im Abschnitt 4.6.3 erldutert wird:
Ry _Rs Z_Z4
RZ R4 ZZ Z4
1. Zunéchst sind in Analogie zur Gleichstromtechnik, die Transformationsgleichungen fiir
die Dreieck-Stern-Umwandlung und die Stern-Dreieck-Umwandlung anzugeben.

2. Dann ist die Illiovici-Briicke in die Briicke mit Z; bis Z4 durch Dreieck-Stern-Transfor-
mation und durch Stern-Dreieck-Transformation zu tiberfiihren.

3. SchlieBlich sind die Gleichungen fiir den ohmschen Anteil R ; und den induktiven Anteil
L, der Spule zu bestimmen.

(4.99)

Losung:
Zu 1.

Die Umwandlung einer Dreieckschaltung in eine Sternschaltung und umgekehrt fiir die
Gleichstromtechnik (siche Band 1, Abschnitt 2.2.10) setzt voraus, dass die Spannungen zwi-
schen zwei Eckpunkten der Sternschaltung und der Dreieckschaltung jeweils gleich sein sol-
len. Der Gleichstromwiderstand zwischen zwei Punkten der Sternschaltung muss dann gleich
dem Gleichstromwiderstand zwischen zwei entsprechenden Punkten der Dreieckschaltung
sein.

Fir die Wechselstromtechnik gilt entsprechendes fiir komplexe Widerstéinde, also nur fiir
Schaltungen mit komplexen Operatoren und komplexen Effektivwerten.
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Dreieck-Stern-Transformation:

Bild 4.67 Transformation einer Dreieckschaltung in eine Sternschaltung

In Analogie zu den Gleichungen (2.147) bis (2.149) ergibt sich fur die komplexen Widerstdn-

de der Sternschaltung:

v Z-Z3
z =222
Zy+Zy+ 13
. 757
7,-— &4
T L+t
. Z,-7Z
7= 2%
T Lt 1yt 7
Merkregel:
. Produkt der beiden Dreieckwiderstinde
Sternwiderstand =

Summe aller Dreieckwiderstinde

Stern-Dreieck-Transformation:

Bild 4.68 Transformation einer Sternschaltung in eine Dreieckschaltung

(4.100)

(4.101)

(4.102)

In Analogie zu den Gleichungen (2.153) bis (2.155) ergibt sich fur die komplexen Widerstan-

de der Dreieckschaltung:
t— ez Bl DDl Bl T,
Z Z,

27 _77+7 5422,

Z, =7y +Z5+
=oATEg Z,

A Z;

(4.103)

(4.104)

(4.105)
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Zu 2.

Dreicck-Stern-Transformation in der Illiovici-Briicke:

J

T @

Bild 4.69 Umwandlung der Illiovici-Briicke durch Dreieck-Stern-Transformation

o Rs
7 =—ZaZs _ JO ergibt Z3 =R3+Z
Li+tlotZy R,4Rg+
joC
ZiZ %'R“
Z, - L34 _ O 0 ergibt Zy = Z,
ZitLo+Zy R, 4R+
joC
Zy=—2%2 _  RaRs
T LitatZy R apis
joC

7, liegt im Diagonalzweig der Briicke, der bei Abgleich der Briicke stromlos ist.

Stern-Dreicck-Transformation in der Illiovici-Briicke:

Re1 julet

r-—--=--=--T-- !
: e
| ! 0 A
| = 1 |A ZZ z =1 B:
: " ! I £3 :
" 1B | —
) - 1 P P

Bild 4.70 Umwandlung der Illiovici-Briicke durch Stern-Dreieck-Transformation

Z, -7 1 1 Rs
Z =7+ 2y + 228 - 1 R +d% eribt 7, =R, || Z)
Zy =2, +7Z; Z foc TR R, gibt Z4 =Ry || Z
\ AR/ R;-R . \
Z, :Z1+Z3+*1Z73 =Ry +Rs+——2 ergibt Z; =2,

£ -

joC

7,7 R 1c
=2+ 2+ EL B =Ry 4 —+— 1%

Z; joC Rs

7 beeinflusst die Briicke nicht, denn Zj ist parallel zur Briicke geschaltet
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Zu 3.
Die Abgleichbedingung fiir die transformierte Briicke wird nach Z; aufgelost, weil R;; und
L, gesucht sind und getrennt im Realteil und Imaginérteil von Z; zu finden sind:
. Z
Zi =Ry +joly =2, =
Zy
Dreieck-Stern-Transformation:
Mit Z3y =R3+Z; und Z4 = Z,

ist er + ijrl = RZ .

R, +Rj .
joC

R
. joC joC
Ry +joL =R, -

LI
joC

. R .
Ry +joLy = sz[(R3 +Rs) + joCR3(R4 + Rs)]
4

R R
d.h. Ry =—2(R3+Rs) und Ly :CR2R3[1+5]
R4 R4

Stern-Dreieck-Transformation:
1 1

" 1
Mit Z3 =Z; und — = ;
Zy Ry Z

. . " 1 1 R 7
ist Ryy+joLy =Ry-Zy+| —+— —27)+R, =2
R, Zi| Ry~ Z

R; + Ry + joCR;R;
b
joC R,

. R .
R, +joL, = R—2(R3 + Ry + joCR4R5) + R,
4 ‘R
5

R; + Ry + joCR;R;
1 Ry

—+Rg+ >
joC R,

. R .
R, +joL, = R—z(R3 + Ry + joCR4R5) + R,
4
joC

R; + Ry + joCR4R;
R; + Ry + joCR;R;

R
R, +joL, = R—Z(R3 + Ry + joCR4R) + joCR, R,
4

R, + joL, = (R3 +Rs5)+ _](L)C[ ZR;Rs + R2R3]

R R
d.h. Ry =—2(R3+Rs) und Ly :CR2R3[1+5]
R4 R4
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Beispiel 11:

Bei einer Frequenz f = 200MHz ist die Ersatzschaltung einer Antenne die Reihenschaltung
des ohmschen Widerstandes Ry = 120€2 und der Kapazitit C; = 2,21pF. Der damit gegebene
komplexe Widerstand Z; soll durch Parallelschalten einer Induktivitdt L, und Reihenschalten
einer Kapazitit C, in einen reellen Widerstand Z3 = Ry = 240Q transformiert werden. Mit die-
ser Widerstandstransformation wird die Antenne an den ohmschen Wellenwiderstand der Lei-
tung angepasst.

11: Zz V
Ry » R julp = [] ze08
g A
Jw(y 1’ jw(y
4

Bild 4.71 Widerstandstransformation einer Antenne im Beispiel 11

1. Mit Hilfe des Kreisdiagramms sind die Induktivitdt L, und die Kapazitit C, zu ermitteln,
wobei ein Bezugswiderstand Ry = 1/G(y = 600€2 zu wihlen ist.

Das Ergebnis ist anschlieBend durch die Widerstandsberechnung der Schaltung zu kon-
trollieren.

2. Auf dieselbe Weise soll nun versucht werden, die Reihenschaltung des ohmschen Wider-
standes R; = 240Q und der Kapazitit C; = 6,62pF bei f = 200MHz in den ohmschen Wi-
derstand Z3 = 360€2 durch Zuschaltung von L, und C; zu transformieren. Falls das nicht
moglich ist, soll die Zuschaltung vertauscht werden: zuerst wird eine Induktivitit L, in
Reihe und dann eine Kapazitit C;, parallel geschaltet.

Das Ergebnis ist anschlieBend durch die Widerstandsberechnung der Schaltung zu kon-
trollieren.

Losung:
Zul.

leRl_jLzlz()Q_j. 1
oC,; 2m-200-10%s71.2,21-10712F
Z, =120Q — j-360Q
und mit
Ry =600Q
ist der im Kreisdiagramm darstellbare bezogene komplexe Widerstand
Z, _120Q . 360Q

zZ === j
R, 600Q ~ 600Q

Zy=Ry+j-X;=02-j-06
und der angestrebte bezogene komplexe Widerstand

g _Zs _ 2409
= 7R, 600Q

Zy=R5+j-X5 =04 mit X5=0
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Der bezogene komplexe Widerstand Z; soll durch Parallelschalten einer Induktivit L, in den
bezogenen komplexen Widerstand Z, so transformiert werden, dass der Realteil von Z, mit
dem reellen bezogenen Widerstand Zj iibereinstimmt.

Wie behandelt, erfordert die Parallelschaltung zunéchst eine Inversion von Zl in den bezo-
genen komplexen Leitwert

Y =G +j-B=05+j-15

und dann ein Zusammenfassen der Blindleitwerte. Die Parallelschaltung der unbekannten In-
duktivtdt L, bedeutet, dass der Realteil von Y, konstant bleibt und der bezogene komplexe
Leitwert Y, auf dem Kreis liegen muss, der durch 0,5 geht.

Werden Punkte dieses Kreises invertiert, dann entsteht ein Kreis, der durch Zl und den Punkt
0 verlauft. Werden zu einem komplexen Widerstand Induktivitdten parallel geschaltet, dann
wird dieser Kreis im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen; werden Kapazititen parallel geschal-
tet, dann wird er im Uhrzeigersinn durchlaufen.

Auf diesem Kreis muss der bezogene komplexe Widerstand Z, liegen, fiir den der Realteil
noch festgelegt werden kann. Dieser ergibt sich im Schnittpunkt dieses Kreises durch Z; und
0 und dem Kreis mit dem geforderten Realteil von Z3 = R3, im Beispiel durch Z3= 0,4 fest-
gelegt:

Z,=Ry+j-X;=0,4+j-08

e =
SS
) g

.
. ‘.
.
X
: .\\}

R
R

N

Bild 4.72 Ermittlung von L, und C, fiir die Transformation eines komplexen Widerstandes in
einen reellen Widerstand
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Der bezogene komplexe Widerstand Z5 ist dann in Y, zu invertieren
Y, =G, +j-B, =0,5-j-1,0
damit die Induktivitdt Lp berechnet werden kann:
B, =B,-Bj =-1,0-15=-2,5
B, =Gy -B, :I]%Z:_m%
p
1 Ry 600 Q

L. = = = =191 nH

@B,  2m-200-10°s71-2,5

SchlieBlich ist aus Z, und Zj die in Reihe zu schaltende Kapazitit C; zu berechnen:
X, =X;-X, =-0,8 mit X;=0
' 1

X, =Ry X, =——
r 0 r (DCr

1 1 1
C, = = _ = —
oX, ORy-X, 2m-200-10°571-600Q-0,8

=1,66pF

Auf die gleiche Weise lieBen sich zu einem induktiven komplexen Widerstand Z; eine Kapa-
zitdt C,, parallel und eine Induktivitdt L, in Reihe schalten, um einen reellen Widerstand zu

erhalten.
l Cp=1.66pF
Xp= 479,49

Ry=1209 llp”"“”
Cy=2.21pF Bp=-4.17mS

Kontrollrechnung: Xy=-360Q
Z =Ry +j-X; =120Q—-j-360 Q r——T_

Y =— Bild 4.73 Transformierte Schaltung
im Beispiel 11, Teil 1

v - 1 120Q + j-360Q
1200 -7-360Q 120Q+ j-360Q

Y, =0,833mS +j - 2,5m$S

Yo=Y+ - By=Gi+] (B +By)
Y, =0,833mS+j-(2,5-4,17)mS =0,833mS —j - 1,67TmS =G, +j - B,

R 1 0,833mS + j-1,67mS
Y, 0,833mS-j-1,67mS 0,833mS+ j-1,67mS

Zzz

Z, =Ry +j X, =240Q + j- 479,4Q
Zy=Zy+j X, =Ry +-(Xy + X,) = 240Q + j- (479,4Q — 479,4Q)
75 = 240Q
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Zu 2.

ZI:RI—jL:MOQ—j- !
oC, 21 -200-10%s7! - 6,62 - 10712F
Z,=240Q—j-120Q
und mit Ry = 600€ ist der im Kreisdiagramm darstellbare bezogene komplexe Widerstand
7 Z _240Q . 120Q

TR, T 6000 Y6000

Zy=Ry+j-X;=04-j02
und der angestrebte bezogene komplexe Widerstand
Zy 360Q

Z,=2 -
R, 600Q
Zy=R3+j-X;5=0,6 mit X5=0

Der Kreis durch Z; und 0 und der Kreis mit dem Realteil 0,6 haben keinen Schnittpunkt fiir
Z, . Mit parallel geschalteter Induktivitdt und in Reihe geschalteter Kapazitit in dieser Zu-
schaltung ist der angestrebte Widerstand nicht zu erreichen.

Wird aber die Zuschaltung von Blindwiderstanden umgekehrt, also zuerst eine Induktivitét L,
in Reihe und dann eine Kapazitit C, parallel geschaltet, dann ist die Transformation in den
reellen Widerstand moglich, wie im folgenden gezeigt wird.

jule

Ry [] >
1 1
jNC1I- jwly I.

Bild 4.74 Gednderte Widerstandstransformation im Beispiel 11, Teil 2

Sollte also eine Widerstandstransformation nicht durchfiihrbar sein, weil sich kein Schnitt-
punkt der beiden Kreise ergibt, dann muss die Zuschaltung in umgekehrter Reihenfolge ge-
schehen. Welche der beiden in Frage kommenden Schaltungen zum Ergebnis fithrt, muss aus-
probiert werden.
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Der bezogene komplexe Widerstand Z; soll durch Reihenschalten einer Induktivitit L, in den
bezogenen komplexen Widerstand Z), so transformiert werden, dass der Realteil von Z, mit dem
reellen bezogenen Widerstand Zj {ibereinstimmt.

Wie behandelt, bedeutet die Reihenschaltung einer Induktivitit L, eine Erhéhung des Blind-
anteils, d. h. der bezogene komplexe Widerstand Z, muss auf dem Kreis liegen, der durch
0,4 geht.

Werden die Punkte dieses Kreises invertiert, dann entsteht ein Kreis, der durch Xf und den
Punkt 0 verliuft. Um den Kreis zeichnen zu kénnen, muss Z; in Y| invertiert werden:

Yi=Gi+j-B =2+j1

Werden zu einem komplexen Widerstand Induktivitdten in Reihe geschaltet, dann wird dieser
Kreis im Uhrzeigersinn durchlaufen; werden Kapazititen in Reihe geschaltet, dann wird er im
Gegenuhrzeigersinn durchlaufen.

Auf diesem Kreis muss der bezogene Leitwert Y, liegen, fiir den der Realteil noch festgelegt
werden kann. Dieser ergibt sich im Schnittpunkt dieses Kreises durch Y, und 0 und dem
Kreis mit dem geforderten Realteil von Y;=1/Z3=1/R5=Gj, im Beispiel durch
1{3' =1/ Z3 =1/0,6 = 1,67 festgelegt:

Y, =G, +j-By =1,67—j-1,2

© D
J‘é a,
%
&p ]
1)) ’
Zy :
Yy
— ™ Mis =~
ol o o olo -—"Y‘ 8
Z -3
7y \ 22
Y;
o
JQ‘:B &
IQ?
O '™ C'\
SN = o
? ?‘ ;- 3 ‘:" (\
T

Bild 4.75 Ermittlung von L, und C,, fiir die Transformation eines komplexen Widerstandes in
einen reellen Widerstand
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Der bezogene komplexe Leitwert Y, ist dann in Z, zu invertieren
Zy=Ry+j-X5=0,4+j-0,28

damit die Induktivitdt L, berechnet werden kann:
X, =X, -X; =0,28+0,2=0,48
X, =Ry X, = oL,

Ry X; _ 600Q-0,48
o) 27m-200- 100571

SchlieBlich ist aus Y, und Yj die parallel zu schaltende Kapazit:it C, zu berechnen:
B, =B;-B; =12 mit B;=0

L, =229nH

B, 1,2
Cp=—1-= - = 1,59 pF
®Ry 2720010657600 Q

Auf die gleiche Weise lieBen sich zu einem induktiven komplexen Widerstand Z; eine Kapa-
zitdt C; in Reihe und eine Induktivitét L, parallel schalten, um einen reellen Widerstand zu
erhalten.

Lr=229nH

Xp=2889
Ry=2400 == Cp=1.59PF
Bp = 2,0 mS
(:1:6,62 pF
X1=-1209Q
Bild 4.76
Transformierte Schaltung im Beispiel 11, Teil 2
Kontrollrechnung:

Zi =Ry +j X;=240Q—j - 120Q
Zy=Z+) X =Ry +j- (X +Xp)

Z,=240Q+] - (— 120 +288)Q

Z,=240Q+] - 168Q

Y,=1/2,

v - 1 1240Q - j-168Q

2 240Q+-168Q 240Q - j-168Q

Y, =2,8mS—j-2,0mS=G, +j-B,

Ys=Y,+j-B, =Gy +j-(By +Bp) =2,8mS+j-(-2,0++2,0)mS

Y, =2,8mS
und Z; =1/Y; =1/2,8mS = 360 Q
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Zusammenfassung der Widerstandstransformation:

Mit der Zuschaltung von zwei Blindwiderstinden lésst sich jeder komplexe Widerstand Z;
in einen anderen komplexen Widerstand Zj tiberfithren. Bei Anpassungsproblemen ist der
gewiinschte Widerstand Z3 meist reell. Dabei wird zuerst ein Blindwiderstand parallel und
dann ein Blindwiderstand in Reihe geschaltet oder umgekehrt zuerst ein Blindwiderstand in
Reihe und dann ein Blindwiderstand parallel geschaltet. Welche der beiden mdoglichen
Schaltungen zum gewiinschten komplexen Widerstand Z3 fithrt, muss im Kreisdiagramm
ausprobiert werden.

Z1|[jXp=Z2und Z; +jXy =23 oder Zj+jXr=ZyundZ; || jXp=23

1. Berechnung von Zi und Z'3 mit Ry: 1. Berechnung von Z‘l und Z'3 mit Ry:
R, X . Ry X5 R, X . Ry X5
Zi=-1l+j=L z =343 Zi=-Ll+j=Ll  zZ,=—34+j3
Ry "Ry Ry "Ry Ry "Ry Ry "Ry
und Eintragen in das Kreisdiagramm. Eintragen in das Kreisdiagramm und

Inversion von Z] in 3_(1' und Z3 in \_(é

2 Transformation von Zl in ZZ durch 2. Transformation von 3_(1' in 3_(3 durch

das Parallelschalten eines Blindwider- das Reihenschalten eines Blindleitwer-
standes X, zu Z; (Kapazitit C, oder tes By zu Y] (Induktivitdt L, oder Ka-
Induktivitédt L), wodurch die Forde- pazitit C;), wodurch die Forderung
rung nach dem Wirkanteil R3 von Z; nach dem Wirkanteil G3 von Y; erfiillt
erfullt wird: wird:

Zeichnen des Kreises, der durch Zl Zeichnen des Kreises, der durch 3_(1'
und 0 geht. und 0 geht.

Ermittlung von ZZ im Schnittpunkt des Ermittlung von 3_(3 im Schnittpunkt
gezeichneten Kreises und des Kreises des gezeichneten Kreises und des Krei-
mit dem geforderten Wirkwiderstand ses mit dem geforderten Wirkleitwert
R}. G.

3. Transformation von Zz in Z3 durch 3. Transformation von 3_(2 in ')_('é durch
das Reihenschalten eines Blindwider- das Parallelschalten eines Blindleitwer-
standes X, zu Z, (Induktivitdt L. oder tes By zu Y, (Kapazitit C, oder Induk-
Kapazitiat C,), wodurch die Forderung tivitét L), wodurch die Forderung nach
nach dem Blindanteil X3 von Z; erfiillt dem Blindanteil B3 von Y5 erfiillt
wird. wird.

4. Ermittlung von Bp aus Zl und 22 4. Ermittlung von X, aus Z] und Zzz

Inversion von Zl in Yl und Z2 in Y2 Inversion von 3_(3 in Zz

Ablesen von B, und By und Ablesen von X, und X; und

Ermitteln von By = Go ( B, - By) Ermitteln von X; = Ro ( X5 - X )

Berechnen von C;, oder Ly: Berechnen von L, oder C;:
Cp=Bp/o oder L,=-1/0B, L, =X/o oder C,=-1/0X;

5. Ermittlung von X, aus ZZ und Z3: 5. Ermittlung von B, aus Y2 und Y3:
Ablesen von X3 und X2 und Ablesen von B3 und B, und
Ermitteln von X; = Ro ( X3 - X} ) Ermitteln von By, und Gy ( B;-B))
Berechnen von L; oder C;: Berechnen von Cp, oder Ly:

L,=X/o oder C;=-1l/oX, Cp=Byo oder Ly,=-1/0B,



Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 4.1 bis 4.4 89

Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 4.1 bis 4.4

4.1

4.2

43

44

4.5

4.6

4.7

Eine Spule mit einer Windungszahl w = 1000 und einer Querschnittfliche von 100cm? befin-

det sich in einem homogenen Magnetfeld, das sich sinusformig mit der Frequenz f = 50Hz

veréndert. Der Maximalwert der magnetischen Induktion betrigt B =5 - 10-Vs/cm?.

1. Leiten Sie die Formel fiir die in der Spule induzierte Spannung her und berechnen Sie die
Spannungsamplitude.

2. Auf welchen Wert verédndert sich die Spannungsamplitude, wenn die Frequenz von 50Hz
auf SkHz vergrofert wird?

Mit einem Einweg-Gleichrichter wird mit einem Drehspulspannungsmesser eine Spannung
von 40V gemessen. Berechnen Sie die Amplitude der gleichgerichteten Sinusspannung.

Zwei Spannungsquellen liefern sinusférmige Spannungen mit den Effektivwerten Uy = 100V

und Uy, = 120V, die eine Phasenverschiebung von 60° zueinander haben. Die Spannung ug

hat den Anfangsphasenwinkel 0°.

1. Berechnen Sie den Effektivwert und den Anfangsphasenwinkel der resultierenden Span-
nung, wenn die beiden Spannungsquellen in Reihe geschaltet sind.

2. Auf welchen Wert éndert sich der Spannungseffektivwert, wenn die zweite Spannungs-
quelle umgedreht wird, also mit der ersten Quelle eine Gegenreihenschaltung darstellt?

3. Kontrollieren Sie das Ergebnis mit Hilfe von Zeigerbildern.

Nacheinander werden an verschiedene Spulen, fiir die die ohmschen Verluste vernachldssigt

werden sollen, sinusférmige Wechselspannungen mit dem Effektivwert 1000V und den Fre-

quenzen f= 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 und 100Hz angelegt.

1. Berechnen Sie die Induktivitdten der einzelnen Spulen, wenn der Strom durch die Spulen
konstant 2A gehalten wird.

2. Stellen Sie die Abhangigkeit der Induktivitdten L von den Frequenzen f dar.

Eine Wechselstromleitung der Lénge von lkm besteht aus zwei parallel liegenden Dréhten

mit gleichem Durchmesser von 2r = 2mm und einem Abstand a = 0,1m.

1. Berechnen Sie die Kapazitit der Doppelleitung.

2. Wird an die Leitung eine sinusformige Spannung U = 1000V, f = 50Hz bei offenem Lei-
tungsende angelegt, dann flieBt ein sinusformiger Strom. Berechnen Sie den kapazitiven
Widerstand —X - und den Effektivwert des Stroms 1.

Ein Zweistrahl-Oszilloskop zeichnet den
Strom- und Spannungsverlauf eines passiven ,ﬂ Y ,A’Q\
Zweipols auf, der im Bild 4.77 dargestellt ist. i)\ / \\
1. Lesen Sie aus dem Oszillogramm die Ef- \ / \
fektivwerte von Strom und Spannung, . A
die Frequenz und die Phasenverschie- NPLA
bung ab.

2. Stellen Sie den passiven Zweipol durch u: 100V/em i 5A/cm —=Alem -
Ersatzschaltbilder dar und zwar durch t: 10ms/3 om
zwel in Reihe und zwei parallel geschal- Bild 4.77 Ubungsaufgabe 4.6
tete Schaltelemente.

3. Berechnen Sie die Ersatzschaltelemente mit Hilfe der komplexen Rechnung.
4. Kontrollieren Sie das Ergebnis mit Hilfe der Formeln fiir Widerstandstransformationen.

An einer verlustbehafteten Kapazitét (Reihenschaltung von R; und C,) liegt eine sinusformige

Wechselspannung an: u = 1 - sin (©t + @,).

1. Stellen Sie fiir diesen Vorgang die Differentialgleichung fur uc auf und 16sen Sie diese
mit dem Ansatz uc = G¢ - sin (ot + @) (Verfahren 1).

2. Kontrollieren Sie das Ergebnis durch Transformation der Differentialgleichung und Riick-
transformation (Verfahren 2).
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4.8  An der gezeichneten Schaltung liegt eine sinusférmige Wechselspannung an:
u= 1 -sin (©t+ @,).

I o
! R IR lL
Bild 4.78 u R I L u
Ubungsaufgabe 4.8 Lp P ¢

1. Stellen Sie die Differentialgleichung fur iy auf.

2. Bilden Sie die Differentialgleichung ins Komplexe ab und l6sen Sie die Bildgleichung.

3. Kontrollieren Sie die Losung der Bildgleichung mit Hilfe der Schaltung mit komplexen
Effektivwerten und komplexen Operatoren.

4. Emmitteln Sie die Zeitfunktion if (t) durch Riicktransformation der Losung der Bildglei-
chung.

5. Berechnen Sie schlielich up (t).

4.9 Berechnen Sie den sinusférmig verdnderlichen Wechselstrom durch den ohmschen Wider-
stand R¢p mit Hilfe der Spannungs- und Stromteilerregel und durch Anwendung der Kirch-
hoffschen Sitze, nachdem Sie die Schaltung mit Zeitfunktionen in die Schaltung mit komple-
xen Effektivwerten und komplexen Operatoren transformiert haben. Vergleichen Sie das Er-
gebnis mit dem 3. Beispiel der Stromteilerregel (Bild 4.35).

Rep ip
R Le
o—>—{£}.—_—-{ $——o

Bild 4.79 i
Ubungsaufgabe 4.9

u=0-sin(wt+ v,

4.10 1. Fur die Schaltung im Bild 4.80 ist der Strom I in Abhéngigkeit von Uj, @, Ry, Ly, Rey
und C; zu ermitteln.

2. Berechnen Sie anschlieend den Strom I und die Spannung U,.

2 Rer

AT SR S
_ju_C,- =R =L
Bild 4.80 Yy U2
Ubungsaufgaben 4.10 und 4.11 R julp

Lp

4.11 1. Fir die Schaltung im Bild 4.80 ist das Spannungsverhéltnis

Uy

U
in Form eines komplexen Operators in algebraischer Form zu ermitteln, wodurch das
Ergebnis der Aufgabe 4.10 kontrolliert wird.

2. Geben Sie den Betrag | V¢| an. Bei welcher Kreisfrequenz o ist der Betrag maximal?

3. Ermitteln Sie Vsund | V¢|, wenn der Kondensator ideal angenommen wird. Bei welcher
Kreisfrequenz o ist dann | V, ¢| maximal und wie lautet dann die Formel fiir V,,¢?

Ve =
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4.12

4.13

Durch die gezeichnete Phasendrehbriicke kann die Phasenverschiebung zwischen der anlie-
genden Spannung

u; =10 -sinwt
und der Briickenspannung
uy =1, -sin(wt + @)

durch R und C gedndert werden.

A, W’
|V A
Ry " jwe
R =2 q Bild 4.81
—r Ubungsaufgabe 4.12
U
. =t » C

1. Leiten Sie mit Hilfe der komplexen Rechnung die Beziehung fiir die Phasenverschiebung
¢ in Abhédngigkeit von R;, C und o her, indem Sie zunichst das Spannungsverhéltnis
U,/U; entwickeln und dann ¢ angeben. Verwenden Sie dabei die Beziechung

ej2arctanz — 1+j-z

1-j-z

2. Geben Sie das Amplitudenverhéltnis der beiden Spannungen an.

3. Ermitteln Sie die Phasenverschiebung ¢, wenn 1/mC = R ist. Bestdtigen Sie das Ergebnis
mit Hilfe eines Zeigerbildes.

In der im Bild 4.82 dargestellten Schaltung sind die Quellspannungen um 90° phasenverschoben:
ug) =04 - sinot

Ugy =Ug - COS Ot

Ry

oo

1. Transformieren Sie die Schaltung in den Bildbereich und berechnen Sie mit Hilfe des
Uberlagerungssatzes in komplexer Form den Strom I und dann den sinusformigen Strom
ic durch die Kapazitit C.

2. Bestidtigen Sie das Ergebnis, indem Sie das Maschenstromverfahren anwenden.

3. Wie ist der Strom ic zu berechnen, wenn die Amplitude und die Anfangsphasenwinkel
der Quellspannungen unterschiedlich sind?

L Bild 4.82
r"c Ubungsaufgabe 4.13
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4.14 1. Mit Hilfe der Zweipoltheorie ist der Strom I3 durch den Diagonalzweig der Briickenschal-
tung zu berechnen, die im Bild 4.83 dargestellt ist.

2. Kontrollieren Sie das Ergebnis durch Anwendung der Zweigstromanalyse (Netzberech-
nungsverfahren mit Hilfe der Kirchhoffschen Sitze).

3. Geben Sie die Bedingung fiir die Schaltelemente an, damit der Strom i3 gegeniiber der
anliegenden Spannung u um 90° phasenverschoben ist.

——1F -
Lo e Ll juc
43
_‘_2._- ———— s I Ubungsaufgabe 4.14
jwl Jut
e )
1]

4.15 Entwickeln Sie qualitativ das Zeigerbild der im Bild 4.84 dargestellten Schaltung. Geben Sie
die Reihenfolge der gezeichneten Zeiger und die Gleichungen an, aus denen sich die weiteren
Zeiger ergeben. Die anliegende Spannung ist

u=1a0-sin(ot +@,)

i i R
T h— i
—_— L
Ict YR ic2
Ruel ] [ )
v A v ]?lld 4.84
-FC‘I ¢ G Ubungsaufgabe 4.15
Lr luL

4

4.16 1. Entwickeln Sie qualitativ das Zeigerbild einer Eisenspule mit Eisenkern, deren Ersatz-
schaltung im Bild 4.85 dargestellt ist. Der Strom I, ist gegeben. Die Ersatzschaltelemente
erfassen die Kupferverluste durch R¢,, die Eisenverluste durch Rg, und die Streuung
durch die Streuinduktivitéit L. Geben Sie die Reihenfolge der gezeichneten Zeiger an.

2. Mit R¢, = 120Q, L = 0,5H, Rg, = 708Q und L = 1,5H ist anschlieend ein quantitatives
Zeigerbild zu entwickeln, wenn der Strom I, = 300mA bei f = 50Hz betrégt. Empfohlener
Mafstab: 100V = 2.5¢cm, 0,1 A = 1cm.

Bild 4.85
Ubungsaufgabe 4.16




Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 4.1 bis 4.4 93

4.17 Reaktanz-Vierpole sind Wechselstromschaltungen, die zwei Eingangsklemmen und zwei
Ausgangsklemmen besitzen und nur Reaktanzen (Blindwiderstéinde) enthalten. Vierpole wer-
den im Band 3, Kapitel 10 behandelt. Die beiden im Bild 4.86 gezeichneten Vierpole, die als
Symmetrierglieder fur Kabelverbindungen verwendet werden konnen, sollen dquivalent sein.
Aus dem gegebenen wt-Vierpol (Collins-Filter), der der Dreieckschaltung entspricht, sollen die
Bauelemente L, L, und C des T-Vierpols, der eine Sternschaltung darstellt, errechnet wer-

den.
o . ) Ry ——
jwl jwly july
1 L 1 o £ 1

jwl T _[jutz jwC
- o—

©

Bild 4.86 Ubungsaufgabe 4.17

4.18 Mit der im Bild 4.87 gezeichneten Anderson-Wechselstrombriicke lassen sich genauso wie
mit der Illiovici-Briicke (Bild 4.66) Spulen (verlustbehaftete Induktivititen) messtechnisch
ermitteln.

1. Wandeln Sie zunichst die Anderson-Briicke in die Briicke mit Z; bis Z4 durch Dreieck-
Stern-Transformation und durch Stern-Dreieck-Transformation um.

2. Dann sind die Gleichungen fiir den ohmschen Anteil R;; und den induktiven Anteil L,
der Spule zu bestimmen.

B e W B ey |
Re1 juwlr Ry Z 2
=
AL
R R —_1-—"
3 3 jwC — 34—
Ru Z3 L
I ! . b

=
=

Bild 4.87 Ubungsaufgabe 4.18

4.19 Fur das Beispiel 11 (S. 82 ff, Bild 4.71) lasst sich die Widerstandstransformation von
Z1=120Q2—j-360€ in Z3 =240Q auch durch zwei Induktivitéten L, und L, erreichen.
1. Ermitteln Sie mit Hilfe des Kreisdiagramms im Bild 4.72 die Induktivitéten.
2. Bestdtigen Sie das Ergebnis durch eine Kontrollrechnung.
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4.5 Die Reihenschaltung und Parallelschaltung von ohm-
schen Widerstinden, Induktivititen und Kapazititen

Die Ausfiihrungen tiber Wechselstromwiderstinde und deren Reihen- und Parallelschal-
tungen im Abschnitt 4.3 sollen erweitert werden.

4.5.1 Die Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden —
die Reihen- oder Spannungsresonanz

Berechnung des Stromverlaufs bei gegebener anliegender Sinusspannung

Fiir das im Bild 4.88 gezeichnete Schaltbild eines Reihenschwingkreises gilt die Differen-
tialgleichung

u=up +up +uc mit u=1a-sin(ot+¢@,) i R,
, di 1 . R
u=R, i+L, -2 [i-dt, (4.106) r
dt C, e 1"
u Ux

die in die algebraische Gleichung abgebildet

— C u
u=ug +yup +uc r]-lf

1

u=R, -i+joL, -i+- .t (4.107)  Bild 4.88 Reihenschwingkreis
JoC,
und gelost werden kann:
u 0-el@t+o,)

. 1 2
Rr +J'[er _(DC) er +[er _ 1C J ,ej'arctan(u)Lr—l/o)Cr)/Rr
Q)

r
r

. ej(mt+(pu _(pr) (4108)

mit

oL, ——— 2
al 1
¢, =arctan———— und Z =,[R>+| oL, - —
R, oC,

Die Riicktransformation von i fithrt zur Losung im Zeitbereich:

A S
i=—- sin(wt+¢, —9,)
ZI'
1
oL, ———
) . oC,
i= -sin| @t + ¢, —arc tanR— (4.109)

2
2 1 '
Rr + [(DLr - ]

=>

oC,
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Aus der Stromgleichung lassen sich die Spannungen berechnen:

A

. R, .
ugp =R, i= rZ u-s1n(u)t+(pu—(pr) (4.110)
r
di oL,-0 oL, -0 T

up =L, —=—F—.cos(ot+ @y — @, )=———-sin| Ot+ @y — P, +— 4.111

L rdt Zr ( Pu (Pr) Zr [ Oy —Pr 2] ( )
u _ i-dt= cos(ot+@, —¢;)= L sin[mt+ - _nj

C Cr OJCr - Zr Pu =Py OJCr Z. Py —Or )

(4.112)

Der Strom i kann gegeniiber der Spannung u nacheilend, voreilend und mit der Spannung
u in Phase sein, wie durch entsprechende Zeigerbilder veranschaulicht werden kann. Aus
der Schaltung im Bildbereich, das ist die Schaltung mit komplexen Operatoren und kom-
plexen Effektivwerten (Bild 4.89) lassen sich die algebraischen Gleichungen fiir die Zei-

gerbilder ablesen:

U=Ug +Up +Uc=Ugr +Ux I
. 1 Rp
U=R,-I+joL, -1+ -1 )
joC, julr WY
U Ux
1
U=|R; +joL; + -1 1
( r T JOLy jwcrj ES Tuts iUC
Uz|R, +j oL, ———]||-1 Bild 4.89 Schaltbild des
- ! ! oC, - Reihenschwingkreises im Bildbereich
. U _ U U U_u
- _ R +j (XL +X¢c) Ri+j-X, Zy Z,-eior
Rr"‘.]'((DLr— 1 J r - (Xp c) r )] Ar Ly r€
oC,

mit 7, =|Z,]=R2 + X2 = R2 + (X +X()?

1 2
Z, =,RZ2+| oL, ———
r r { r mcrj

X
und @ =arcZ, = arctan—" = arctan
RI' T

X+ X¢

(p =arc tan
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Ist X; = X{ + X¢c > 0, dann ist der komplexe  Ist X, = X; + X¢ < 0, dann ist der kom-
Widerstand Z, induktiv und die induktive plexe Widerstand Z, kapazitiv und die
Spannung Uy ist groBBer als die kapazitive  kapazitive Spannung U ist grofer als die
induktive Spannung Uy..

Spannung Uc.
PuLivted Ly, =juLe
= =
1 — JUpRel g1
]
/ g f
U= U+ Ue |z ) % Un=Y el |l v x
Ux=i%el Ue=jXe ] >
Y Up
‘!!R=R"l I 1 us U=zp1
il
=]
1 1 = 1.1
U= —— 1= o Y= —— [ =-j—=1
Y% jwcrl ‘e rl Y jwle LT
j
Xo=e i1 ) J R
X i g [Lix = jute \,r’ -
Zr Xr S|
X s Z
9 Y = VSN |
Ry " Xpziube NXe=-j gy

Bild 4.91 Zeigerbild des Reihenschwingkreises

Bild 4.90 Zeigerbild des Reihenschwingkreises
mit X, <0

mit X, >0

Fir das Spannungsdreieck, das aus den Spannungen Ugr, Ux und U gebildet wird, gelten
folgende Beziehungen:

2
1
U2=Ug2+Uy?2 =Ug?+ (U -Up)? =R2 1% +(er ey J 12

T

. U
LY
Rr2+[er—]
(DCI‘
1
Uy U -U [er_]'I (Lr_mJ
tan o =—= = L €= L = L
R Ug R -1 R,
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Reihenresonanz, Spannungsresonanz

Ist der Blindanteil X, = X; + X = 0, dann ist der komplexe Widerstand gleich dem ohm-
schen Widerstand:
Zi=7Z,=R;
1
mit X. =X; +X-=0L. ———=0
r L C T (DCr

Eingangsspannung u und Eingangsstrom i sind dann in Resonanz, d. h. sie haben keine
Phasenverschiebung:

1
oL, ———

X, oC,
@ =arc tan—- = arc tan =0.

1{I' T

Die Resonanzbedingung lautet also
1

er=E, (4.113)

Sind induktiver Widerstand X; = oL, und kapazitiver Widerstand —X¢ = 1/®wC; im Reso-
nanzfall gleich, dann kompensieren sich auch die Blindspannungen, wie aus dem Zeiger-
bild ersichtlich ist:

y.L=jWLf'.l. J )
o jXL=JwL|—
= Rel
_ _ ustg Y=UR=Rrl Zr=Re
gx_yL,uc_o - . J)(l,_o ——
RV |
=‘>-‘ 1 I1=-; 1 1 e chr
Qt‘jwcr-’ JwCe=

Bild 4.92 Zeigerbild des Reihenschwingkreises bei X, =0

Resonanzfrequenz

Bei entsprechender Wahl von L,, C; und ® kann der Zustand der Resonanz in der Reihen-
schaltung laut Resonanzbedingung erfiillt werden.

Sind L; und C; gegeben, dann tritt die Resonanz nur bei einer Resonanzkreisfrequenz
auf:

(4.114)
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Induktiver und kapazitiver Widerstand bei Resonanz

Im Resonanzfall sind also induktiver Widerstand und kapazitiver Widerstand gleich und
ergeben bei vorgegebener Induktivitit L. und Kapazitit C,:

X; =w,-L L er L,
L~=%- :—:,/ Z,f—
: WlLrCr LrCr Cr

=—X. = 1 — VLYCY — LrCr _ h
¢ CI‘ Crz CI‘

mOCr

Der induktive Widerstand, der bei Resonanz gleich dem kapazitiven Widerstand ist, wird
Kennwiderstand des Resonanzkreises genannt und hat die Dimension eines Widerstandes:

L
Xp=—Xc =X, = [ mit  [X]=1Q. (4.115)

T

Der Zustand der Resonanz bedeutet fiir einen passiven Zweipol mit Induktivitidt, Kapazitit
und kleinem ohmschen Widerstand, dass sich trotz der Blindwiderstinde hohe Strome und
an den Blindwiderstinden hohe Spannungen einstellen konnen, die ein Mehrfaches der
anliegenden Spannung betragen. Da sich die Spannungen an den Blindwiderstdnden kom-
pensieren, wird der Strom nur noch durch den ohmschen Widerstand begrenzt, und die
anliegende Sinusspannung ist gleich der Spannung am ohmschen Widerstand.

Frequenzabhdingigkeit der Blindwiderstinde

Sind Induktivitit L, und Kapazitit C, eines Resonanzkreises konstant und wird die Kreis-
frequenz ® verdndert, dann tiberwiegt bei niedrigeren Frequenzen als die Resonanzfre-
quenz m der kapazitive Widerstand und bei hoéheren Frequenzen als wg der induktive
Widerstand. Fiir die Darstellung der Frequenzabhingigkeit der Blindwiderstinde Xi, Xc¢
und X, = Xy + X¢ wird die Kreisfrequenz o auf die Resonanzkreisfrequenz mgy bezogen:

O=X -0y mit 0<X<oo,
In Abhéngigkeit von X = w/wq hat der induktive Widerstand einen linearen und der kapazi-
tive Widerstand einen hyperbolischen Verlauf:
Xp=0L,=x- 0 L =Xy x
1 1

XC:_ = — =_Xk l
oC X'(Do'cr X
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Die Frequenzabhingigkeit des Blindwiderstandes X, lisst sich durch punktweises Uberla-

gern der X; -Kurve mit der X-Kurve darstellen.

Xr induktiver X =wlp=wolrx =Xgrx
X Wechselstrom -
X widerstand
C
L
wlr= 1g = Xkr ] )
: XesX X = flx) _w
0
1 Lp -
—_— == ==X .
gtr r ke
kapazitiver Wechselstromwiderstand

Bild 4.93 Frequenzabhingigkeit der Blindwiderstidnde

Analytisch kann X, in Abhingigkeit von der relativen Verstimmung v, beschrieben
werden:

X; = Xir ~[x ——] = Xy - Vr (4.1106)
) f
mit vr=x—l—0J —O—f 0
x oy o f5 f
Ist @ > oy bzw. > f, Ist ® <y bzw. f<f,
dann ist v; > 0, dann ist v, <0,
zB. ©=20) v;=13=150 zB o=1oy v =-11=-1,50
® =30y vy =22=2,67 o=t0g vp=-2%2=-2,67
o =409 Vv; =3%= 3,75 co=%o)0 vy = —3%= -3,75
®=500 Vi =4%=4.80 ®=1m) vy =-4%=-4380
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Wird der komplexe Widerstand Z, auf den Widerstand Z, = R, bei Resonanzfrequenz
o = ®g bezogen, dann kénnen die Kreisgiite und die normierte Verstimmung des Reihenre-

sonanzkreises definiert werden:

Z. R.+jX X
Zr _ r J r—1+J~—r=1+_] kr.vr
Rr RI' RI' T
Z
= =1+j-Q,-v,=1+j-V, (4.117)
Rr
L
mit Q, = —L=-"——= als Kreisgiite, Giitefaktor oder Resonanz- (4.118)
R, R, schirfe des Kreises ’

f .
und Vr:Qr'vr:Qr'[X_ij:Qr'[i__Oj als normierte (4.119)

Verstimmung

Bandbreite

Wird bei einem Resonanzkreis mit gegebenen R, L, und C,, also bei bekannter Giite Q,,

fiir die anliegende Spannung u =10 -sin 27 - - t+ @)
einmal die Frequenz f von fj ausgehend auf fgy erhdht, so dass der Blindwiderstand X,
genauso grof3 ist wie der ohmsche Widerstand R, und die normierte Verstimmung +1
ist:

X;=R; und Vp=+1

und wird
zum anderen die Frequenz f von f ausgehend auf fg) erniedrigt, so dass der negative
Blindwiderstand —X, genauso grof} ist wie der ohmsche Widerstand R; und die nor-
mierte Verstimmung —1 ist:

-X,=R, und V,=-1,
dann handelt es sich um die so genannte 45°-Verstimmung, mit der die Bandbreite definiert
wird.

Die Bandbreite eines Reihen-Resonanzkreises ist gleich der Differenz der Grenzfre-
quenzen fgy und fyy:

Af=fyp — fyy. (4.120)

Soll die Frequenzabhingigkeit des bezogenen komplexen Widerstandes in der Gaulischen
Zahlenebene durch Zeiger dargestellt werden, dann miisste eine dichte Schar von Zeigern
gezeichnet werden, deren Spitzen auf der Parallelen zur imagindren Achse liegen; durch
Variation der Kreisfrequenz dndert sich nur der Imaginirteil. Die Spur der Zeigerspitzen
heil3t Ortskurve, die im Kapitel 5 behandelt wird.
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Im Bild 4.94 sind drei spezielle Zeiger fiir den bezogenen komplexen Widerstand einge-
zeichnet: fiir die Resonanzfrequenz fj und fiir die beiden Grenzfrequenzen fy) und fyp. Der
Begriff ,,45°-Verstimmung® ist damit erklért: die Frequenz f der anliegenden Spannung ist,
ausgehend von der Resonanzfrequenz fj), so lange erhoht bzw. erniedrigt worden, bis die
beiden Zeiger mit der reellen Achse jeweils einen Winkel von 45° bilden.

Mit _I A fg?.
Vr2:Qr'Vg2:+1 Zrz
und R
v
Vrler'VgIZ*1 g 2
ergibt sich fiir die beiden bezogenen komplexen i 45 o
Widerstinde 45° 1 r
Zf2=1+j.Q.v =1+j-1 v
Rr T g2 % r1
-
é=1+j-Q.v =1-j-1 f
R, r Vel J 9
Bild 4.94 Bezogener komplexer
. |Zr1| |Zr2| \/_ Widerstand bei 45°-Verstimmung
mit = =42,
T RI'
d.h. Vp=-Vy, Qr'VgZZ_Qr'Vgl
und Vgy = — Vg 4.121)
T fo _ (fo fo|_ _fa fo
fo fx fo fg fo fg

f f
iuiz:f_uf_o:fo.[L;]

fo fo fe fg foo  fg

fgl + fg2 s, fgl + fg2
f0 fgl ) fg2
1 1 5
f0_2 = fgl 'fgz bzw. fye = fgl ~fg2 (4.122)
£, f £ f
oder -0 =-8 ypd -0 & (4.123)
f f f
gl 0 g2 0

Damit lassen sich die relativen Verstimmungen v;; und vy, durch die Kreisgiite Q, an-
geben:

fgl_f_() fgl_fgz :_Af__i

A% g 1 - D
fo fo fo 1o fy Q,
o 6 _feo fu_af_

V2 -
27 f

1
g2 fO f() f0 Qr
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Die Kreisgiite Q, und die Bandbreite Af sind also umgekehrt proportional:
1 fo _ 0y

= =0 _ 4.124

Q PR (4.124)
g

Je groBer die Kreisgiite Q, ist, umso kleiner ist die Bandbreite Af.

Da die Kreisgiite Q, wesentlich die Abhingigkeit des Stroms von der Frequenz beeinflusst,
wird bei den Strom-Resonanzkurven der Zusammenhang zwischen der Giite und der Band-
breite deutlich.

Frequenzabhdingigkeit des Stroms und der Spannungen
Bei Resonanz ist die anliegende Spannung u gleich dem Spannungsabfall iber dem ohm-
schen Widerstand R;, und die Effektivwerte sind gleich:

U=Ugr=R;"1.
AufBlerdem sind bei Resonanz die Effektivwerte der Spannungen iiber der Induktivitdt und
der Kapazitit gleich:

1
Up=ogL; =Xy -1 Uc= I=X, 0
(DOCr
Damit ist
Up  Uc Xy
~L _~-C _ = 4.125
U U"R Q, ( )

T

Fiir eine beliebige Kreisfrequenz @ = x - wg wird der Strom [ durch den komplexen Wider-
stand Z, begrenzt, d. h. der Effektivwert des Stroms I wird durch die Impedanz Z; be-
stimmt:

U U B U
Z, \/er_i_sz LV
R2+| oL, —
oC,
- U B U
1 2 1 2
R2+|x o)L, ———+ R2+X, 2| x=——
r { 0 x-(DOer ! kr X
- U B U
\/er"'Xkrz'Vr2 Xy L+Vr2
Q?
1= Y = \/ Y (4.126)
2 R, 1+Q.2-v,?
1 T r r
o -

. . . . U
Der Strom hat sein Maximum bei Resonanz, also bei x = 1 und betrigt I,,,x = -
T
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Der Effektivwert der Spannung an der Induktivit betragt
Up=oL, - I=x oL, - IT=x" X1

Up = x U - =L (4.127)

2 1
1 1 BRI

und der Effektivwert der Spannung am Kondensator

Xy o 1
Uc= ! I = ! =k
oC X~(DOC1. X

T

Uc= v = v (4.128)

2 1
oo e

Die Maxima der induktiven und der kapazitiven Spannung liegen symmetrisch zu x = 1
und lassen sich durch Differentiation und Nullsetzen der 1. Ableitung errechnen:

UL = Y Ue = U
2 X2
1 1 7+(X2—1)2
oz T2 Q.2
x“Q, X T
. 1
- Uc 2 2
S I Y U B - X—+(x2—1)2]
U T T Ul
Uc
4 ULJ 2 +2.(1_1](+2] d ? +2 (x2-1)-2x
u)_~ x3Q,? x2 x3 o S 5 =0
3/2
dx 1 ! 2 2. 2+(x2—1)2}
2. - Q
x2Q,2 X2
| ) — 4+2x2-2=0
— 2+2=0 r
Qr2 x2
ULmax 1
X=X; = >1 U
L , 1 X=X =—ma = 1——12 1
02 o ¥
r 129) (4.130)

wobei Xp - xc =1 ist.
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Der Maximalwert der induktiven Spannung ist gleich dem Maximalwert der kapazitiven
Spannung, wie durch Einsetzen von X und X¢ nachgewiesen werden kann:

ULmax — UCmax — 1 — 1
U U 1 1 1 1
=02 02 20404
Q7 1 Q~ 2Q,7 4Q,
Qr2 4Qr4
ULmax — UCmax — 1 _ Qr

U U L _1_1
o [az) 1w

Frequenzabhdingigkeit der Phasenverschiebung

1 1
oL, ——— x- o)L, -
— Cr _ X wOCr
¢, = arctan = arc tan
T Rl‘
X 1 1
¢, = arctan er (x——)=arctanQr[x——j (4.131)
r X X

Bei x=1 ist ¢;=0,
bei x=0 ist @, =arctan (- o) =-m/2 und
bei x =oco ist @, =arc tan (eo) = 7/2.

Fiir eine Giite Q; = 2 haben die Resonanzkurven I(x), Up(x), Uc(x) und @.(x) die im Bild
4.95 gezeichneten Verlaufe.

U

Ll A

P

N

\

xc XL '\
0 05 1,0 15 2,0 25 3,0 35—
n
" ] 2
0
‘n T T T T
7 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 —

Bild 4.95 Resonanzkurven fur Q, = 2 mit linearem Maf3stab
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Wird fiir den Bereich 0 < x < 1 ein linearer Maf3stab und fiir 1 < x < e ein reziproker Mal3-
stab gewdhlt, dann entstehen symmetrische Resonanzkurven, die im Bild 4.96 fiir die glei-
che Giite Q, = 2 dargestellt sind.

2,2
2,0
1,8 1
1,6 1
1,4 4
1,2 1
1,0 ~
0,8 -
0,6 1

" X
0,2 1

J Xc YL .
0 el —————— Bild 4.96
0 02 04 0608 1 08 0-51 04 02 0 Symmetrische Resonanzkurven mit
X 1 _
X Qr =2

c]‘_'c
cl,_C

Mit gréfer werdendem Giitefaktor Q, riicken die Maxima ndher aneinander und nehmen
hohere Werte an.

Mit der Stromkurve in Abhéngigkeit von x = ®w/®g nach Gl. (4.126)
I 1 1 1

U/Rr | 2 \/1+Qr2.vr2 \/1+Vr2
1+Q,2-

(4.132)

X — —
X

wird die Abhingigkeit der Bandbreite Af von der Giite Q, deutlich: Bei 45°-Verstimmung

ist V,==1und
b
U/R, 2

Dieser Wert wird mit den messtechnisch ermittelten Stromkurven zum Schnitt gebracht,
wodurch sich jeweils die Ax-Werte ablesen lassen:

=0,707.

A Oy =Wy Wy Oy
AX:—: g g = g __g:X2_X
®g Wy Wy O £

mit Ao =27 - Af.
Die Giite kann dann nach Gl. (4.124) berechnet werden:

Q. -Jo_% _ 1
' Af A® Ax
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Beispiel:

In einer Versuchsschaltung (Schaltung im Bild 4.97) ldsst sich mittels eines RC-Generators die
Frequenz f im Bereich von 30Hz bis 300kHz einer sinusférmigen Spannung variieren, die ei-
nen Reihenschwingkreis mit zwei Festwiderstdnden (1k€2, 10kQ), einer Induktivititsdekade
(0,1H ... 1H) und einer Kapazititsdekade (InF ... 1uF) einspeist. Fiir die Strom- und Span-
nungsmessung wird ein Zweistrahloszilloskop verwendet. Die in der Tabelle angegebenen
Werte ergeben die im Bild 4.98 gezeichneten Stromkurven, die mit Hilfe der Versuchsschal-
tung bestétigt werden kénnen.

U ~.
— R, Ly C, f Q
- R
(1kR,10 tm kQ H nF kHz 1
v (o,m,rm) 10 0,1 1 15,9 1
1 0,1 10 5,0 3,16
Cr 1 0,1 1 15,9 10
(1nF,10nF)| 1 1 1 5,0 31,6
Bild 4.97 Schaltbild eines
Reihenschwingkreises
UL. 10 4
Rel 09
I
0.8 1 10707 |
0.7 "7 I
' |
0,6 - I \ur=1
) |
0,5 1 |
|
0,‘ 1 1
"2 : 3,16
0,2 4 I Qr=3,
I
01 4 1 -
, ! N (:1,:1301 .
0 4 _————————Qr=3L
0 010203 04 05 0607 080910 11 |1,213 14 15 1,6 1,7 18
e A x — —_—

gt =032 Xg2 X

Bild 4.98 Stromkurven eines Reihenschwingkreises

Die Bandbreite Af ist also ein Mal} fiir die Fahigkeit eines Reihenschwingkreises, die Re-
sonanzkurve von den Resonanzkurven anderer Resonanzkreise mit naheliegenden Reso-
nanzfrequenzen zu trennen, das ist die Selektionseigenschaft eines Kreises.
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4.5.2 Die Parallelschaltung von Wechselstromwiderstinden —
die Parallel- oder Stromresonanz

Parallelschaltung von idealen Induktivititen, Kapazititen und ohmschen Widerstdnden

Da es zu jeder Reihenschaltung von Wechselstromwiderstdnden im Bildbereich eine dqui-
valente Parallelschaltung gibt, konnen die ohmschen Spulenverluste und die ohmschen
Verluste eines Kondensators durch Reihenschaltung oder Parallelschaltung erfasst werden.

Sind Spule und Kondensator in Reihe geschaltet, wie im vorigen Abschnitt behandelt,
dann wird als Ersatzschaltung die Reihenschaltung von idealer Induktivitdt und ohmschen
Widerstand und idealer Kapazitit und ohmschen Widerstand verwendet, und die ohmschen
Anteile konnen im Widerstand R, beriicksichtigt werden.

Fiir die Parallelschaltung von Spule und Kondensator muss die Parallelschaltung von idea-
ler Induktivitdt und ohmschen Widerstand und die Parallelschaltung von idealer Kapazitit
und ohmschen Widerstand gew#hlt werden, um die Parallelschaltung von idealen Bauele-
menten zu erhalten. Die ohmschen Anteile werden im parallel geschalteten Widerstand Ry,
zusammengefasst.

Zunichst wird also die Parallelschaltung von idealer Induktivitit, idealer Kapazitit und
idealem ohmschen Widerstand behandelt, die der Reihenschaltung von entsprechenden
Schaltelementen dquivalent ist (sieche Bilder 4.37 und 4.39).

Dann werden die Ersatzschaltungen einer Spule und eines Kondensators als Reihenschal-
tungen parallel geschaltet, in dquivalente Parallelschaltungen tiberfiihrt und wie die Paral-
lelschaltung idealer Bauelemente behandelt.

SchlieBlich wird der Praktische Parallelresonanzkreis behandelt, bei dem die ohmschen
Verluste des Kondensators vernachlissigt sind.

Fiir das im Bild 4.99 gezeichnete Schaltbild eines Parallelschwingkreises gilt die Differen-
tialgleichung

.
izip +ie+i mit i=i-sin(ot+e,) (4.133) i el i
v i
o1 d 1 R = L
i=—u+c Yy fud, @134) P d P
R, Pdt L

die in die algebraische Gleichung abgebildet Bild 4.9 Parallelschwingkreis

1 1
i=ip+ic+ij=—-u+joC_ -u+ ‘u
1=1p T 1cT 1p R ¢ JoL,-u oL ¢
p p
und gel6st werden kann:
i 1. ei(ot+¢;)
]__]: — =
. 1 2
Rfﬂ- wCP_T 1 +ec - 1 farctanR(0C, ~l/aL,)
P () p sz p ('OLp

(4.135)
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Die Riicktransformation von u fithrt zur Lésung im Zeitbereich:

u= ! =" sin [mtﬂpi —arctanR, [me —LH (4.136)

oL,
1 1
Rp ©Lp
Die Spannung u kann gegeniiber dem Strom i nacheilend, voreilend und mit dem Strom i
in Phase sein, wie durch entsprechende Zeigerbilder veranschaulicht werden kann.

Mit der Schaltung im Bildbereich (Bild 4.100) entstehen die Gleichungen fiir die Zeiger-
bilder:

I=g+l+L =g +1g ‘1—1 I ! I '
Ip I L
1 u R AL
. . p jw[ﬂ] jl.lJLp

1 .
I=——-U+joC, -U+t-——-U -
Rp JO)Lp
L= g rioCy+— ] g Bild 4.100 Schaltbild des Parallel-
p JOLp schwingkreises im Bildbereich
. 1
L=|—+j|oC-——||-U
p oLp
[=|G,+j|0Cy, ——||-U
A [ P o pH -

I I I I
1 J Gp+j-(Bc+BL) Gp+i'By Y, Y, el

Gp+j ©Cp———
p J( p oL,

| —

IC

: _ _ 2 2 _ 2 2
mit Yp—‘ﬁ_(p‘—\/Gp +B, —\/Gp +(Be+B|)

2
1
- 2

oL,

B, B +B,

und pp =arc \_(p =arctan—— =arctan————
p p
1
oC_ —
P oL,
¢p =arctan



4.5 Die Reihenschaltung und Parallelschaltung von R, L und C 109

Ist B, = B¢ + Br > 0, dann ist der komplexe
Leitwert Y, kapazitiv und der kapazitive
Strom I ist groBer als der induktive Strom Iy .

L Ic=jwCp-U

Ia=j Bp'.u % Ig
Clp=GpUu=URp U

I

Bild 4.101 Zeigerbild des Parallelschwingkreises
mit B, >0

Ist By = B¢ + BL <0, dann ist der kom-
plexe Leitwert Y, induktiv und der
induktive Strom Ij ist groBer als der
kapazitive Strom I.

L le=jwlp-U

I

[

/!R=Gp'u =‘.J/Rp U
L

J Gp=1/Rp

\(J
jBp %

Yo
R N g =-i 1
jBc=ivlp BriBL=Ti gL,

Bild 4.102 Zeigerbild des Parallelschwing-
kreises mit B, <0

Fiir das Stromdreieck, das aus den Stromen IR, Ig und I gebildet wird, gelten folgende

Beziehungen:

2
P=Ig2+1g2 =Ig? +(Ic~1 )* =G 2 - U? +[0)C —LJ -U?

p
oL,
U I
2
6 o6, 1|
oL
p
1 1
Ig Io-1
tan g, =B =C L _ P/ _ P (4.137)
pr— !
uﬂJP

¢p =@; — ¢, =arctan

und @ =@, —0; =0,

(pu =(pi_(pp =(pi+(pr'
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Parallelresonanz, Stromresonanz

Ist der Blindanteil B, = B¢ + BL =0, dann ist der komplexe Leitwert gleich dem ohmschen
Leitwert:

Y—Y—G—1 it B, =B~+B; =0C 1—0

Ip~ = —R_ mi p= C+ L—(l) p—mT— .
p p
Eingangsstrom i und Eingangsspannung u sind dann in Resonanz, d. h. sie haben keine
Phasenverschiebung:

1

P ’ oL,

¢, =arctan ——=arctan —————= 0
G
p p
Die Resonanzbedingung lautet also
oC, = L (4.138)
. o, . .

Sind kapazitiver Leitwert B¢ = ®C,, und induktiver Leitwert — By = 1/oL,;, im Resonanz-
fall gleich, dann kompensieren sich auch die Blindstrome, wie aus dem Zeigerbild ersicht-
lich ist:

ke iBe=jwCp
U Yp=Gp=1/R
= -p~"p p
I.=1-+1,=0 v iBp=0 —m
2C =L = N 1°p
B I=Ip l=!R=Gp'U‘WRp
. |
- B, =-j —
il I P I UG
'L-JULpg- JuLpu

Bild 4.103 Zeigerbild des Parallelschwingkreises bei B, = 0

Resonanzfrequenz

Bei entsprechender Wahl von C,,, L, und @ kann der Zustand der Resonanz in der Parallel-
schaltung laut Resonanzbedingung erfiillt werden.

Sind C, und L, gegeben, dann tritt die Resonanz nur bei einer Resonanzkreisfrequenz oy
auf:
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Kapazitiver und induktiver Leitwert bei Resonanz

Im Resonanzfall sind also kapazitiver Leitwert und induktiver Leitwert gleich und ergeben
bei vorgegebener Kapazitét Cp, und Induktivitét L:

C C 2 C
I

2[5
LP Lp Lp

(ON -Lp

Der kapazitive Leitwert, der bei Resonanz gleich dem induktiven Leitwert ist, wird Kenn-
leitwert des Resonanzkreises genannt und hat die Dimension eines Leitwertes:

/c
Be=-B =B, = L—p mit [Byp] = 1Q7! = 1S. (4.139)
p

Der Zustand der Resonanz im Parallel-Resonanzkreis bedeutet, dass der Gesamtstrom
gleich dem Strom durch den ohmschen Widerstand R, ist; die Blindstrome kompensieren
sich und konnen ein Mehrfaches des Gesamtstroms betragen. Bei konstanter Spannung u
ist der Strom i bei Resonanz minimal, weil der Leitwert aullerhalb der Resonanz gréfB3er
wird und damit der Strom grofler ist. Wird die Einstromung konstant gehalten, entstehen
bei Resonanz in Abhéngigkeit von der Giite Q,, die hochsten Spannungswerte U.

Frequenzabhdingigkeit der Blindleitwerte

Sind Kapazitéit C, und Induktivitét L, eines Resonanzkreises konstant und wird die Kreis-
frequenz ® verdndert, dann tiberwiegt bei niedrigeren Frequenzen als die Resonanzfre-
quenz g der induktive Leitwert und bei hoheren Frequenzen als wq der kapazitive Leit-
wert. Fur die Darstellung der Frequenzabhingigkeit der Blindleitwerte Bc, By und
Bp = B¢ + By wird die Kreisfrequenz o auf die Resonanzkreisfrequenz wy bezogen:

W=X" 0 mit 0 <X < oo,

In Abhingigkeit von x = @/mq hat der kapazitive Leitwert einen linearen und der induktive
Leitwert einen hyperbolischen Verlauf:

BC=OJCP=X'(D()'CP=ka'X

1 1 1
R N TR
p X0 p
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Die Frequenzabhéngigkeit des Blindleitwertes By, ldsst sich durch punktweises Uberlagern
der B¢-Kurve mit der By -Kurve darstellen.

Bp kapazitiver B=wlp=welpx =B x
B Wechselstrom-
C leitwert
’c oL
h.locp: _L% = akp- I BP=BC"‘BL =f(x)
I x= -
0
(O . TS
T (P

induktiver Wechselstromleitwert

Bild 4.104 Frequenzabhéngigkeit der Blindleitwerte

Analytisch kann B, in Abhdngigkeit von der relativen Verstimmung v, beschrieben
werden:

1 (O] ® 1
B,=B-+B; =oC, ———=—-0,C, — —-
p C L 0
P oL, o P o oL,
(OO f 1y
B.=B,... | —— 2 | =B, .| ——2Y
P [600 (D) a (fo fJ
1
Bp :ka ~(X —;J = ka -Vp (4140)
. 1 [0) f
mit vp=x——:ﬂ__0:___0
x o, o f f
Ist © > my bzw. > f, Ist ® <y bzw. f<f,
dann ist v, >0, dann ist v, <0,

z.B. o =2wm vpzl%:l,SO z.B. mzéwo vp=—1%=—1,50
®=30) Vv, =2%=2,67 ®=30) vy =-23=-267
®=40) v, =33=375 ®=10) vy =-33=-375
o =50 vp=4%=4,80 CO:%(DO Vp=—4%=—4,80
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Wird der komplexe Leitwert Y, auf den Leitwert Y, = G, = 1/R;, bei Resonanzfrequenz
o = Mg bezogen, dann konnen entsprechend die Kreisgiite und die normierte Verstimmung
des Parallelresonanzkreises definiert werden:

Y, G +j-B B B
—_p:M:Hj._p:Hj.ﬁ.vp
GP Gp GP GP
Y, . .
G_:1+J.Qp.vp:1+J.Vp (4141)
p
S
By, Lp
mit Q. =—2 =1L T,
PTG G als Kreisgiite, Giitefaktor oder (4.142)
p p Resonanzschirfe des Kreises
und V_ = SV = Jdx=—=|= J—_20 als normierte
p= B Vp=Q ( xj R [fO f ] Verstimmung (4.143)
Bandbreite

Genauso wie beim Reihenschwingkreis wird die Bandbreite durch die 45°-Verstimmung
definiert:

Wird bei einem Parallelschwingkreis mit gegebenen R;,, C, und L, also bei bekannter
Giite Qp, fiir die anliegende Spannung u = U-sin(Qm-f-t+@y)
einmal die Frequenz f von fj ausgehend auf fg; erhoht, so dass der Blindleitwert B,
genauso grof} ist wie der ohmsche Leitwert G, und die normierte Verstimmung +1 ist:

By=Gp und Vpp=+1,

und wird

zum anderen die Frequenz f von f ausgehend auf fg) erniedrigt, so dass der negative
Blindleitwert B, genauso gro ist wie der ohmsche Leitwert G, und die normierte
Verstimmung —1 ist:

-Bp=Gp und V,=-1,

dann handelt es sich um die so genannte 45°-Verstimmung, mit der die Bandbreite ent-
sprechend definiert wird.
Die Bandbreite eines Parallel-Resonanzkreises ist gleich der Differenz der Grenzfre-
quenzen fgp und fg;:

Af = fyp — fy. (4.144)

Die Frequenzabhingigkeit des bezogenen komplexen Leitwerts in der Gaullschen Zahlen-
ebene dargestellt, ergibt genauso wie beim Reihenschwingkreis eine Ortskurve, die parallel
zur imagindren Achse im Abstand 1 vom Nullpunkt verlduft.
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Im Bild 4.105 sind drei spezielle Zeiger fiir den bezogenen komplexen Leitwert einge-
zeichnet: fiir die Resonanzfrequenz fj und fiir die beiden Grenzfrequenzen fy) und fyp. Der
Begriff ,,45°-Verstimmung* wird damit auch hier deutlich: die Frequenz f der anliegenden
Spannung ist, ausgehend von der Resonanzfrequenz fj, so lange erhoht bzw. erniedrigt
worden, bis die beiden Zeiger mit der reellen Achse jeweils einen Winkel von 45° bilden.

Mit i fg2
Vp2=Qpr v =H 1 Ypp
und Gp,
_ _ V2
Vp1=Qpvg1=-1
45° f
0 1]
ergibt sich fiir die beiden bezogenen komplexen Leitwerte 45° 1 L
Y
=p2 _ . _ . v
G——1+J-Qp-vg2—1+1-1 Yp P1
p Gp
¥p1 . . =1 fg1
G_:1+J'Qp'vg1 =1-j-1
p Bild 4.105 Bezogener komplexer

Leitwert bei 45°-Verstimmung

GP GP
d. h. sz =- Vpla Qp "Vg2 =— Qp " Vgl
und Vg = — vy (4.145)

Der Zusammenhang zwischen der Giite Q, und der Bandbreite Af ist der gleiche wie beim
Reihenresonanzkreis, denn die Herleitung ist die gleiche wie von der Gl. (4.121) bis
(4.124):
1 f, ®
Qp:_:_O 0 (4.146)
‘Vpg

| af T Ao
Je groBer die Kreisgiite Q,, ist, umso kleiner ist die Bandbreite Af.
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Frequenzabhdingigkeit der Spannung und der Strome

Wird der Strom I konstant gehalten, dann &ndern sich die Spannung U und die Strome I
und I;.. Die Formeln fiir den Parallelschwingkreis sind analog zu den Formeln des Reihen-
schwingkreises:

U = I =\/ ! (4.147)
2 G 2 +B 2 ) 2
1 p kp " Vp
2 2. _
JGP g (x-2)
Ic = x 1 o xtd (4.148)
2
1 1 \/12 +vp2
sz X Qp
! ! (4.149)

Die Resonanzkurven fiir U, I und Iy, des Parallelschwingkreises entsprechen den Reso-
nanzkurven fiir I, Uy und U des Reihenschwingkreises (Bilder 4.95, 4.96 und 4.98).

Parallelschaltung verlustbehafteter Blindwiderstinde

Werden fiir Spulen und Kondensatoren in Parallelschwingkreisen Reihenschaltungen von
idealisierten Bauelementen L, und Ry, bzw. C; und R¢; gewihlt, dann kann der Parallel-
schwingkreis in die dquivalente Parallelschaltung von idealisierten Bauelementen tiber-
fuhrt werden, die gerade behandelt wurde.

2 g, I, 2 Ipey Ic Inot I

U
PLI 4 R'-P[] I > = R"
1 ~ ‘1 . :
ij,.T jule JuGy julp

Bild 4.106 Parallelschwingkreis mit parallel geschalteten Reihenschaltungen

(=4
o
~™
=
o
-
L
(=
o
™

Um die Resonanzbedingung angeben zu kénnen, muss der Leitwertoperator zwischen dem
Strom I und der Spannung U reell sein:

. . 1 .
mit XCp = ch +_]-BCp = R—+J(0Cp
Cp
1 1

und Y, =Gy +j- B, =——j—
SLp = HLp T PLp Ry, J(oLp
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1 1 . 1
I=llo—+——|+]|0C)———1|-U
Rep Ry, oL,

1 R, +0’L2

7
b
Rc Ry, . oC, oL,

(4.150)
I=The+lpgp +lc+1 = Ig +Ic + 1

mit Iy = Ipc +Ixp
Die Parallelresonanz oder Stromresonanz ist erfiillt, wenn sich die Blindkomponenten der
Zweigleitwerte Y ¢p und Yy, und die Blindstrome I¢ und Iy kompensieren:

B, =Bcp+ Brp =0

oder —Bpr,=B¢p

1
oL oC
- r2 —= r ) (4.151)
RLr +® Lr RC 2 4 1
T w22

Sind Ry, C;, Rp; und L, gegeben, dann ist der Parallelkreis nur dann in Resonanz, wenn
die Kreisfrequenz o = wq reell ist:

mOZLrCr '[RCIZ + ®.2C 2 j = RLr2 + (002Lr2
0 ~r

L
wOZLrCrRCrz + C_r = RLr2 + ('002Lr2
r

L
‘DoerCr '[RCrz - C_r] = RLr2 -

T

(4.152)
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Interpretation der Bedingungsgleichung fiir die Resonanz-Kreisfrequenz:
1. Ry #Rey:

Resonanz ist moglich, wenn RLr2 > L,/C; und RCr2 > L,/C;

oder RLr2 < L/C;und RCr2 < L,/C..
Ein negativer Wert unter der Wurzel ergibt keine reelle Resonanzkreisfrequenz ),
d. h. eine Resonanz zwischen Strom i und Spannung u ist nur moglich, wenn jeweils
beide Bedingungen erfiillt sind.

2. Ry, =Rer#+/L,/Cy

Der Parallel-Resonanzkreis befindet sich bei der Resonanzkreisfrequenz wg in Reso-
nanz, die der Resonanzfrequenz des Reihenschwingkreises entspricht:

1
L.C

r-r

JR.,2-L,/C, »

Re2-L, /C,

W= (4.153)

wegen

3. Ry;=Rey=+/L; /C; =R:

Mit dieser Bedingung ergibt die Formel fiir @ einen unbestimmten Ausdruck 0/0. Die
Resonanzbedingung Gl. (4.151)

1
oL, B oC,
R, 2 +02L2 R+ 1
T 022

L
bzw. ©?L,C,R? + L =R2 +0?L,2
CI'
ist mit R? = L,/C, fiir alle Frequenzen erfiillt, weil fiir  keine Einschrinkung erfolgen
muss:

L. L
0’L,C, - =L+ L =R%Z+w’L,2.
Cr CI'
Diesen Zustand des Parallel-Resonanzkreises nennt man ewige Resonanz, weil fiir jede
Frequenz der Strom i und die Spannung u in Resonanz sind; die Parallelschaltung ver-
hilt sich wie der ohmsche Widerstand R:

: 1 , L 1
(R+joL,)-|R-j— R +—+j-R-|oL, ———
7 Zy Loy oC, ) C, oC,
=z 2o -
St Ryjfer, - R+j| oL, -
oC, oC,
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1 . 1
2JR2+j-R-|oL.———| R-|[2R+j-| @, ———
: ( r wcrj [ J( - wCrH L
z= = =R = |25 .(41549)
2R+ |oL, - 2R+j oL, - "
oC, oC,

Das Zeigerbild fir die Strome und die anliegende Spannung bei ewiger Resonanz er-
gibt sich mit folgenden Gleichungen:

9]
l=1Cr+lLr=E

und I, = YLp ‘U= (GLp +jBLp)-U

Die Winkelbeziehungen lassen sich mit Hilfe der Umrechnungsformeln fiir die Trans-
formation der Reihenschaltung in die Parallelschaltung Gl. (4.69) und (4.70) angeben:

j

L Ier
oC, 1 1 Ic
tan @c = Bep = Zei? = oG, = oG,
GCp RCr RCr R
72 o fo (g U 1=1p
Cr 9L lRL r
oL,
tan @, = Bup = Z,? __OL _ oL, I
GLp Ry, Ry, R Iir
2
Ziy Bild 4.107 Zeigerbild des Parallelresonanz-
kreises bei ewiger Resonanz
b
oC, oL,
tan Q- — tan Q@ R + R
tan (¢c —@p) = 1 =
+ tan Q¢ - tan @y 1
- oC, . oL,
R R
b +oL, |-R
(DCI‘
tan (¢c - QL) = L
R2 - "¢
CI'
[1 + u)Lr] ‘R
tan - = -
(pc—oL) L L
C. C
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tan (Pc — @) = oo

T

Oc — QL = Q¢ +(—<pL)=5

Beispiel:

Mit dem RC-Generator, den Festwiderstdnden, der Induktivitds- und der Kapazititsdekade der
Versuchsschaltung des Reihenresonanzkreises (Abschnitt 4.5.1) ldsst sich der Parallel-
Resonanzkreis mit Ry, = R¢, = 1kQ, L, = 0,1H und C;; = InF (fy = 15,9kHz) bzw.
C;p =0,1uF (ewige Resonanz) autbauen und das Resonanzverhalten untersuchen.

4. Rcy=0: (Spezialfall von 1.)
In Praktischen Parallel-Resonanzkreisen_ist der Verlustwiderstand des Kondensators
R vernachlissisgbar klein gegeniiber \/L, / C, .

Die Formel fiir die Resonanzkreisfrequenz (sieche Gl. 4.152) kann dann umgeschrieben
werden in

(4.155)

Den komplexen Leitwert des Praktischen Parallel-Resonanzkreises zu errechnen be-
deutet, die Transformation der Reihenschaltung Ry, — L, in die dquivalente Parallel-
schaltung nach GI. (4.70) vorzunehmen und den Leitwert des Kondensators zu bertick-
sichtigen:

VAL TSR VORI - idec, - |@ise)
PR Z+02L2 "R Z+@2L2 ) Ry, PooL, |

o o—9

1 == 'DRLp 1=.L I

juCpliwLp Bild 4.108
Transformation des Praktischen Parallel-
o——J o—8 Resonanzkreises
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Um die Giite des Praktischen Parallel-Resonanzkreises berechnen zu konnen, muss eben-
falls die dquivalente Parallelschaltung idealer Bauelemente herangezogen werden:

Mit GI. (4.142)

By
—_Xp _
Q =5 = Rip @G
p
1 1
mit Gp= —=—
Ry Ry
und ka =g Cp
und
2
RLZ"'[I_RUJ'L 2
T T
Ry = R;,% +®y°L,? _ LC L2 _ L L
RLr RLr RLrCr Rchp
ergibt sich fiir die Giite des Praktischen Parallel-Resonanzkreises:
g L2 L2 R 2
J .C. = r . 1 _ r  “Lr
p
RLr2 chr RLr2 Lr2
L
Qp= ; -1. (4.157)
RLr Cr

Der komplexe Widerstand des Praktischen Parallel-Resonanzkreises kann aus der Formel
fur zwei parallel geschaltete Widerstinde und anschlieBendem Erweitern bestimmt wer-
den:

. 1
(R, +joL,) - ——

s joC, _ Ry, +joL, (1= ?L,C)) - joR,C,
T R4+ oL + I (1-’LC,)+joR,C, (I-0’L,C,)-joR,C,
Lr T chr
7 - Riy ~R0LC 4oL, (1- 0°L,C)) - joR [ °C, + 0L Ry, C,
(1- w?L,C,)? + (0R,C,)?
z- R, L (1- ®?L,Cr)— R, %C, “4.158)

+ jo-
(1- ®?L,C,)? + (0R,C,)? (1- ®?L,C,)? + (0R [ ,C,)?
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Ubungsaufgaben zum Abschnitt 4.5

4.20 Behandeln Sie rechnerisch den skizzierten Resonanzkreis, an dem eine sinusférmige Spannung
variabler Frequenz anliegt.

Rp=209
Lr=0,2H

Cr = SpF .
l Bild 4.109
Ubungsaufgabe 4.20

3.

Berechnen Sie die Resonanzkreisfrequenz, den Kennwiderstand und die Kreisgiite.
Errechnen Sie fiir o = 250, 500, 750, 900, 1000, 1111, 1333, 2000 und 4000s! die Reso-
nanzkurve

b =f(x) mit x = ©
U/R [N
und stellen Sie sie grafisch dar.

Ermitteln Sie aus der Resonanzkurve die Bandbreite Af und die Grenzfrequenzen fg;
und fg).
22

4.21 Fir die Ubertragung eines Signals mit der Bandbreite Af = 5kHz und einer Giite Q, = 100 steht
eine hochfrequente Trigerschwingung zur Verfiigung, die durch einen Schwingkreis erzeugt
wird.

422

4.23

1.
2.

Bei welcher Frequenz ist die Ubertragung des Signals vorgesehen?

Ermitteln Sie die Schaltelemente des Schwingkreises in Reihenschaltung, wenn der Kenn-
widerstand 500Q2 betragt.

Die Ersatzschaltungen einer Spule und eines Kondensators sind Reihenschaltungen mit R, = 102,
C,=2uF und R, =100, L, = 0,1H, die parallel geschaltet sind.

1.

Untersuchen Sie, ob eine Resonanz zwischen der anliegenden Spannung u und dem sinus-
formigen Strom 1 moglich ist. Falls Resonanz erreicht werden kann, berechnen Sie die Re-
sonanzfrequenz f; und die dann wirksame Impedanz Z, des Parallelresonanzkreises.

Um wie viel Prozent éndert sich die Resonanzfrequenz, wenn der Verlustwiderstand R¢,
des Kondensators vernachldssigt wird?

Fir den praktischen Parallel-Resonanzkreis mit vorgeschaltetem Widerstand sind die
Strome Ij .. und I in Abhéngigkeit von U, R, L, Ry, C; und ® zu ermitteln.

Anschliefend ist die Spannung U¢ zu bestimmen und das Ergebnis mit dem Beispiel 3 der
Spannungsteilerregel (Abschnitt 4.3, Bild 4.28) zu vergleichen.

Bei welcher Kreisfrequenz o sind die Spannung uc und u in Phase und bei welcher Kreis-
frequenz ist der Strom ic gegeniiber der Spannung u um 90° phasenverschoben?

Bild 4.110

Ubungsaufgabe 4.23
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424 1.

2.

[ =

Fiir den praktischen Parallel-Resonanzkreis mit Ry = 100€2, L, = 0,1H und C, = 2uF sind
drei quantitative Zeigerbilder bei o = 1000s!, @ = 2000s! und = 3000s~! zu entwi-
ckeln, wobei der Strom [ ; jeweils 10mA betragen soll. Geben Sie fiir die drei Fille die Ef-
fektivwerte von U und I und die Phasenverschiebung ¢ an und errechnen Sie jeweils den
komplexen Leitwert.

Kontrollieren Sie rechnerisch die Ergebnisse fiir die komplexen Leitwerte.

I Ite
Ic
RLr lﬂa
1 -_J:lgc
jut jwlr lgL
! Bild 4.111
o Ubungsaufgabe 4.24

4.25 Fir den gleichen Parallel-Resonanzkreis mit Ry, = 100€2, L, = 0,1H und C, = 2uF ist die Re-
sonanzkurve zu ermitteln, indem der Resonanzkreis in einen Parallelresonanzkreis mit idealen
Bauelementen tiberfiihrt wird (Bild 4.112).

1.

Berechnen Sie zunéchst die Resonanzkreisfrequenz und die Ersatzgrofien Ry, L, und C,
und die Giite Qp,.

Leiten Sie die Formel fiir die frequenzabhéngige Spannung bezogen auf die Maximalspan-
nung /G,

Y ) mit x=2
I/Gp g

in Analogie zum Reihen-Resonanzkreis her.

Berechnen Sie fiir @ = 500s~!, 1000s!, 1500s!, 2000s7!, 2666s7!, 4000s! und 8000s™! die
Resonanzkurven und stellen Sie sie dar.

O
Rir
, = = RLPH =+
weel Ly jGplivt,
Bild 4.112
o—rj o Ubungsaufgabe 4.25




4.6 Spezielle Schaltungen der Wechselstromtechnik 123

4.6 Spezielle Schaltungen der Wechselstromtechnik

4.6.1 Schaltungen fiir eine Phasenverschiebung von 90° zwischen Strom und
Spannung

Hummelschaltung

In einer stromdurchflossenen Spule ist die Phasenverschiebung zwischen dem Strom und
der anliegenden sinusformigen Spannung wegen der ohmschen Verluste kleiner als 90°.
Wird als Ersatzschaltung der Spule die Reihenschaltung des ohmschen und induktiven
Widerstandes gewdhlt, dann teilt sich die sinusférmige Spannung u; in die ohmsche
Spannung ur; und die induktive Spannung uy | auf.

Wird die Schaltung in den Bildbereich transformiert, dann beschreiben die entsprechen-
den komplexen Effektivwerte im Zeigerbild die Zusammenhénge zwischen Strom und
Spannungen (Bild 4.113):

U =Ugr; + Uy,
Uy =Ry, -Lj+joL, - L

U =Ry +joL)- 1

R jwl
L R Julnm Uy Ui
S U AN Bild 4.113
=R Schaltung und Zeigerbild einer
Yy Spule

Zur Messung der Blindleistung, die im Abschnitt 4.7 behandelt wird, ist es allerdings
notwendig, dass zwischen dem Strom und der Spannung eine Phasenverschiebung von
exakt 90° besteht. Mit der Hummelschaltung (Bild 4.114) kann diese Bedingung erfiillt
werden, wie im folgenden nachgewiesen werden soll.

I R julet I, Re2  julr2
O
Ip Rp
- ™.
Uy Yz _ Bild4.114
u Hummelschaltung

An die Spule wird ein bestimmter ohmscher Widerstand R;, parallel und eine Spule mit
bekanntem Ry» und L, in Reihe geschaltet. Die Phasenverschiebung von 90° soll zwi-
schen der Spannung u und dem Spulenstrom i; eingestellt werden kénnen. Fiir die kom-
plexen Effektivwerte U und I; ist damit der Operator herzuleiten, mit dem diese ineinan-
der iiberfiihrt werden konnen. Anschliefend ist dessen Realteil Null zu setzen, denn wenn
der Operator imaginér ist, sind auch die Zeitfunktionen um 90° phasenverschoben:
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Mit Hilfe der Stromteilerregel ergibt sich
5L Rp U

= . mit  I,= PSRN
L, R, +Ry+joLy Rp(er + joL,;) )
- + R,y +joL,
Rp + R, + joL
I Rp U
4= . . X
Rp(er + joL, )+ (Rp + R, +joL )R, + joL,,)
L= . g
(er +Rpy + Ri1‘Ryp 7Lyl ]+j0) . {Lrl +Ly+ LRy n LR J
p RP p RP
R,-R 2.L,L
Ry + Ry + -2 2 oo g (4.159)
RP RP

R (R +Rp)+ Ry Ry —0? Ly Ly =0

Sind die ohmschen Widerstinde und die Induktivititen der beiden Spulen und die Kreis-
frequenz der sinusférmigen Spannung bekannt, dann ergibt sich der parallel geschaltete
Widerstand aus folgender Gleichung:
_ o? - L -Lp—-Ry-Rpy
P er + Rr2
Beispiel:
1. Fir die Hummelschaltung ist der erforderliche Widerstand R, zu errechnen, der eine Pha-
senverschiebung von 90° zwischen dem Strom i; und der Spannung u erméglicht, wenn
R, =200Q, L,; =400mH, R, = 100Q, L, = 200mH und die Frequenz der anliegenden
Spannung f'=200Hz betragen.

2. Das Ergebnis soll durch ein quantitatives Zeigerbild kontrolliert werden, indem fiir den
Spulenstrom I; = 20mA angenommen wird.

(4.160)

Losung:
Zul.
~ (21-200s71)2 - 0,4H - 0,2H - 200Q - 100Q
P 200Q +100Q
R, = 354,40
Zu 2.Reihenfolge der Zeigerdarstellung:
L I, =20mA
Uri =Ry 1 Ur) =4V
U =joLyg L U =10,05V
U, = Ug, + Uy, U, = 10,82V
=Y
L= pr I[,=30,53mA
L=+ I, =42mA
Ura=Rpp I Ury =4,2V Urt I
U2 =jol - b D27 100V Bild 4.115 Quantitatives Zei-
U, =Ur2t U 2= gerbild der Hummelschaltung
U=-U,+U, U=20,7V

Im quantitativen Zeigerbild der Hummelschaltung im Bild 4.115 schlieBen der Zeiger des
Spulenstroms I; und der Zeiger der Gesamtspannung U einen Winkel von 90° ein.
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Polekschaltung

Wird in der Hummelschaltung der ohmsche Parallelwiderstand Ry, durch einen Kondensa-
tor mit vernachldssigbaren Verlusten ersetzt, dann kann zwischen dem Spulenstrom i; und
der anliegenden Spannung u ebenso eine Phasenverschiebung von 90° erreicht werden.
Die erforderliche Kapazitit l4sst sich mit folgender Formel berechnen:

i, Rrt wlp 1, Rrz  julg2
o — = _—__—
— er + Rr2 Uy 1 = Uy
p 2 e =
o (L Ry +LpRpyp) %.f —} )
(4.161) u

Bild 4.116 Polekschaltung

Briickenschaltung fiir eine 90°-Phasenverschiebung

Um eine Phasenverschiebung von exakt 90° zwischen einem sinusférmigen Strom und
einer sinusférmigen Spannung zu erhalten, werden zwei gleiche Spulen und zwei gleiche
ohmsche Widersténde in einer Briicke mit ohmschem Diagonalzweig zusammengeschal-
tet, die in Reihe mit einer anderen Spule liegt. Fiir die Spulen sollen jeweils Reihenschal-
tungen verwendet werden.

Zq .
l‘ RI‘T ol le-ﬂ k1 R? 12

Bild 4.117
) Briickenschaltung fiir eine
U 90°-Phasenverschiebung

o

Zwischen dem Spulenstrom i; und der anliegenden Spannung u soll die geforderte Pha-
senverschiebung bestehen. Deshalb ist der Operator zwischen I} und U zu errechnen und
dessen Realteil Null zu setzen. Aus Symmetriegriinden der Schaltung konnen die jeweils
gleichen Stréme I; und I, zweimal eingetragen werden, so dass das Gleichungssystem
nach dem Kirchhoffschen Netzberechnungsverfahren reduziert werden kann:

Knotenpunktgleichungen:
kl: =L +13 oder I3=I,-1
k2: 1= +1

Maschengleichung fiir die Masche I:
U=Ry-L+Z-LI+Z'1

U=Ry L+Z-L+Z- -1, +D)

U= +2) - 1+ Ry+2Z)- 1,
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Maschengleichung fiir die Masche II:
Z'L1'R3 - 3-Ry- =0
Z L TRy (1 -)-Ry- =0
(Z1+R3) L1 —(Ry+R3) - [, =0
Z;+R
12 ==1" 3 11
R, + R4
Die Gleichung fiir I, in die Maschengleichung fiir die Masche I eingesetzt, ergibt den
Widerstandsoperator zwischen I und U:
Z+Ry
R, + Ry

U=(Z+2)-L+(R,+2)-

R,+72)-(Z,+R
- ZI+Z+( 2 +2)-(Z1 +R3) 1,
R, +R;y

und mit Z; =Ry +jolL;; und Z=R;+ joL, ist

R,+R_+joL ) -(R;+joL;+R
(_j:{Rr1+jcoLr1+Rr+ijr+( 2 * Ry Fjoby) Ry +joby 3)]11

R, + Ry
(4.162)

Zwischen i; und u besteht die Phasenverschiebung von 90°, wenn der Realteil des Wider-
standsoperators Null ist:

(R, +R,) (R, +Ry) - 2L, L, _

er +Rr+
R, + R4

0 (4.163)

4.6.2 Schaltung zur automatischen Konstanthaltung des Wechselstroms —
die Boucherot-Schaltung

Prinzip

In der im Bild 4.118 gezeichneten Spannungsteilerschaltung kann der Zweigstrom i3
unabhingig vom Belastungs-Wechselstromwiderstand werden, wenn die beiden Wechsel-
stromwiderstdnde des Spannungsteilers eine verlustlose Spule und ein verlustloser Kon-
densator sind, die sich in Resonanz befinden. Da es verlustlose Spulen und Kondensato-
ren nicht gibt, kann die Boucherot-Schaltung nur angenihert einen von der Belastung
unabhéngigen Strom garantieren. Bei Anwendung der Schaltung ist deshalb ein Vergleich
des erreichbaren und des geforderten Toleranzbereiches notwendig.

Bild 4.118
Prinzip der Boucherotschaltung

-..—
W
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Nachweis mit Hilfe der Schaltung im Bildbereich

Mit Hilfe der Stromteilerregel lésst sich der Belastungsstrom I3 durch den Belastungswi-
derstand Z3 ermitteln.

L3 Z,

2=——=— mit [,= =
L, Z,+Z4 7 4 2?3
Zy+ 15
__ % 9] ° -
37 Z,+ 2, ' 2,2, Bild 4.119 Boucherotschaltung
Zy+———=— im Bildbereich
Z,+ 14,
Z,-U Z,-U

L= = . (4.164)
22y + 22y +2yZy ZZy+Zs-(4+1y)

Soll I3 unabhéngig vom komplexen Widerstand Z3 sein, dann muss Z3 - (Z; + Z,) Null

sein, d. h. Z; + Z, = 0. Werden die Spule und der Kondensator als Reihenschaltungen mit

Z1=R; +jX; und Z; =R, +jX, aufgefasst, dann kann die Bedingung nur erfiillt wer-

den, wenn die Summe der ohmschen Widerstdnde Null sind und die Blindwiderstinde

sich autheben:

| |
Ri+Ry=0 und X;+X;, =0 (4.165)

Die Bedingung fiir die ohmschen Widerstinde ldsst sich natiirlich nicht erfiillen, weil sich
vor allem die Spulenverluste nicht vernachldssigen lassen. Der Strom i3 l4sst sich deshalb
nur in gewissen Grenzen konstant halten.

Fiir die Boucherot-Schaltung gibt es also zwei Moglichkeiten der Realisierung: entweder
ist Z; ein kapazitiver Widerstand und Z, ein induktiver Widerstand oder umgekehrt Z; ist
ein induktiver Widerstand und Z, ein kapazitiver Widerstand, die in Resonanz sind:

1 1
Zy+Zy=——+joL bzw. Z,+Z, = joL + —
=1 =2 joC . w. Lt E = joC
Z1+Zz=j'(—i+ij=0 Zl+zzzj-(mL—L):0
oC oC
.1 ) 1
mit — = oL mit oL = —
oC oC

Der Belastungsstrom i3 ist dann der anliegenden Spannung u um 90° voreilend bzw. um
90° nacheilend, weil der Operator zwischen I3 und U positiv imaginir bzw. negativ ima-
gindr ist:

Zz'g Zzg U
2\Zy+2y-(Z1+2y) Z\Z, Z,
L=joC-U=j—-U baw. Li=——U=-j. 1" .U
JLC joL L

. |C . |C
v o oo E
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4.6.3 Wechselstrom-Messbriickenschaltungen

Anwendung von Wechselstrom-Messbriicken

Wechselstrom-Messbriicken werden zur Bestimmung von unbekannten Scheinwiderstén-
den, Induktivititen und Gegeninduktivititen, Kapazititen, Verlustwinkeln von Spulen
und Kondensatoren und Spannungs- und Stromfrequenzen verwendet.

Grundsdtzlicher Aufbau und Abgleichbedingung

Die Wechselstrombriicke, dargestellt im Bildbereich mit komplexen Effektivwerten und
komplexen Operatoren, heifit ,,abgeglichen”, wenn der Diagonalzweig CD stromlos ist,
d. h. wenn ip =0 bzw. I5 = 0 und die Spannung ucp = 0 bzw. Ucp = 0 sind.

Bild 4.120
Grundsitzlicher Aufbau der Wechsel-
strombriicke im Bildbereich

=

Da die Punkte C und D dann gleiches Potential haben, sind auch die Spannungen iiber
den Widerstdnden Z; und Z3 bzw. Z, und Z4 gleich:

Uca =Upa Upc = Upp
Z-L1=25-14 Zy - 1,=24-14

Werden beide Gleichungen dividiert
Z,'L, _Z;- 4

Z, L, ZyL
und berticksichtigt, dass I} =1, und I3 = I, dann vereinfacht sich der Quotient beider
Gleichungen:

Z, _Z4

== 4.166
z, "z, (4.160)

Ist die Wechselstrombriicke abgeglichen, dann stehen die komplexen Widerstinde in
einem bestimmten Verhéltnis zueinander. Sind drei komplexe Widerstdnde bekannt, dann
lasst sich ein vierter unbekannter komplexer Widerstand bestimmen.

Die Abgleichbedingung der Wechselstrombriicke erinnert an die Abgleichbedingung der
Gleichstrombriicke nach Wheatstone (siche Band 1, Abschnitt 2.2.7, G1.2.108):

R, _Rj
R, R,
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Werden die komplexen Widerstinde in Betrag und Phase dargestellt, dann sind die Quo-
tienten der entsprechenden Scheinwiderstinde und die Differenzen der Phasenwinkel
gleich:

.elo .el®3 . .
Z e _Z3-e oder 2L ei01-02) = 23 cio3-04)

Z2 . ej(Pz h Z4 . ej(p4 ZZ Z4
oder
Z Z
L33 ynd Q1 — Py = Q3 —@y. (4.167)

Die Wechselstrombriicke muss ,,nach Betrag und Phase abgeglichen werden.

Vergleich von Wechselstromwiderstdnden gleicher Art

Soll ein unbekannter Kondensator mit einem bekannten Normalkondensator oder eine
unbekannte Spule mit einer bekannten Normalspule verglichen werden, dann sind diese in
der Wechselstrombriicke jeweils nebeneinander anzuordnen. Die beiden restlichen neben-
einander liegenden Wechselstromwiderstdnde sind ohmsche Widerstinde:

Bild 4.121
Vergleich von Wechselstromwiderstdnden
gleicher Art

Die Abgleichbedingung lautet dann allgemein

R, Z
SLo2 nd gy=o, (4.168)
R, Z,

mit ¢; =0 und ¢, =0

Beispiel 1: Vergleich zweier idealer Kondensatoren: ,,Kapazitits-Messbriicke*

R1 Ry
Mit S :""‘"—"
Z; =R, Z; =R,
Il
Z =.1 Z4=.1 i [ “~——1
joCs joCy ! juls Jwly |}
lautet die Abgleichbedingung: Bild 4.122 Kapazitits-Messbriicke

Ry oG G

_ - (4.169)
R, joC; G4
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Ist die Kapazitit C3 = C, unbekannt und die ohmschen Widerstinde Ry und R, und die Kapa-
zitit C4 sind bekannt, dann wird nach Erreichen des Abgleichs mit einem Strommesser
oder einem Oszilloskop Cy berechnet:

R
Cy=Cy =Cy—% (4.170)
R,

Beispiel 2: Vergleich zweier verlustbehafteter Kondensatoren:

Wird fiir verlustbehaftete Kondensatoren jeweils die Reihenschaltung als Ersatzschaltung
gewihlt, dann betragen die komplexen Widerstinde der Messbriicke:

Z =R Z, =R, Ry
Z3 =Rz +- Zy =Ry +

R2
. o ' s |
1 1 r——d —J
J(Dcr3 j(DCr4
Die Abgleichbedingung lautet dann 7 -+

Res —L— Ry,

r r .
x Ra +% jwlr3 jwley &
i # (4.171) Bild 4.123 Wechselstrombriicke mit
R, R4 + - verlustbehafteten Kondensatoren
JoCy

Ist der verlustbehaftete Kondensator Z; unbekannt und sind die tibrigen Elemente der
Briickenschaltung durch den Abgleich ermittelt, dann empfiehlt es sich, die Abgleichbedin-
gung nach Z; aufzuldsen, weil die gesuchten GréBen R;3 und C,3 im Real- und Imaginérteil
getrennt auftreten:

R, R, R, 1 1
BIR TR, Ry oG, P ac
2 2 2 J0%y JO&43
Rl R2
dh. R;=R =—1R, und C;=C,  =-2C, (4.172)
R2 R1

Sind die ohmschen Widerstinde R und R, gleich, dann ist R3 = R4 und C ;5 = C4.

Beispiel 3: Vergleich zweier Spulen

Die Ersatzschaltungen zweier Spulen, deren ohmschen Verluste nicht zu vernachldssigen
sind, sollen Reihenschaltungen sein. Die komplexen Widerstéinde betragen dann:

Z =Ry Z, =R, Ry R2

S,

Zy =Ry +joly;  Zy=Ryy+joly
Die Abgleichbedingung lautet dann

& _ Rz + jO)Lr3 Re3 Rr4

= = C

R R4 + joL
2 r4 T IO Bild 4.124 Vergleich zweier Spulen

jwle julré

oder Rer4 +j(,0R1Lr4 = Rer3 +j(DR2Lr3 (4 173)

Durch Vergleich des Realanteils und des Imagindranteils beider Seiten der Gleichung ergibt
sich
RiRys =RyR;3 und RyLyy =RoLys
R; R Ry L
oder —L=—13 ypd —L =83 4.174)
2> Ry Ry, Ly

In der Messtechnik werden Spulen nicht mit Spulen, sondern mit Kondensatoren verglichen,
weil Normalkapazititen genauer als Normalinduktivitaten herstellbar sind.
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Vergleich von Wechselstromwiderstdnden verschiedener Art

Soll eine unbekannte Spule mit einem bekannten Normalkondensator oder ein unbekann-
ter Kondensator mit einer bekannten Normalspule verglichen werden, dann sind diese in
der Wechselstrombriicke jeweils gegeniiber anzuordnen. Die beiden restlichen gegeniiber

liegenden Wechselstromwiderstéinde sind ohmsche Widerstdnde:

Bild 4.125
Vergleich von Wechselstromwiderstinden
verschiedener Art | l
) u
Die Abgleichbedingung lautet dann allgemein
R V4
1= und - =03 (4.175)
mit @; =0 und ¢04=0

Beispiel: Vergleich eines verlustbehafteten Kondensators mit einer Spule: ,,Maxwell-Wien-

Briicke*

Fiir den verlustbehafteten Kondensator wird die Parallelschaltung und fiir die Spule die Rei-

henschaltung verwendet. Die komplexen Widerstéinde betragen dann:

1 R
Z =Ry Zy=—— 2t
—+ _](DC 2
R, P
Zy =Rz +jol;;  Zy=Ry
Die Abgleichbedingung lautet dann mit Re3  jule3
1 1 — -
1o =5%
Z, Ry

1 A 1 ) Bild 4.126 Maxwell-Wien-Briicke
Ri-| =+ ]joCp | = —(Ry3 + joL,3)
R Ry

L

Rl : Rr3 :
—— +JjoR,Cp, = ==+ jo -
R, R,

p2

(4.176)

Durch Vergleich des Realanteils und des Imagindranteils beider Seiten der Gleichung ergibt

sich:
R R L
—L -3 und Rlcp2 = A
Ry Ry Ry

4.177)

Wie erwihnt, werden Spulen mit Kondensatoren verglichen, weil Normalkapazititen genauer
herstellbar sind: die Maxwell-Wien-Briicke erméoglicht die messtechnische Ermittlung von

Spulendaten R;3 und L 5 mit Hilfe der restlichen Briickenelemente:

Der Abgleich der Briicke erfolgt zundchst mit Gleichstrom, bis die Gleichstrom-
Abgleichbedingung erfiillt ist. Fiir Gleichstrom bedeutet die Induktivitit L3 kurzgeschlossen

und der Kondensator Cp eine Unterbrechung.
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Der anschlieBende Wechselstrom-Abgleich bei beliebiger Frequenz wird mit einem Oszil-
loskop kontrolliert: die Widerstinde R, und R4 miissen gleichzeitig variiert werden, damit
die Gleichstrom-Abgleichbedingung erfiillt bleibt. Fiir die verdnderliche Kapazitit Cp; stehen
Normkondensatoren mit geringen Verlusten zur Verfiigung.

SchlieBlich werden die unbekannten Spulen-Ersatzelemente mit den ermittelten Briickenele-
menten errechnet:

. R .
Zy =Ry3+ joLg = —-Ry + joR|R4Cpp
R,

R
1
dh Ry;=R, = R—ZR4 und L;=L, =RR,C, (4.178)
p

Zahlenbeispiel:
Eine Spule mit unbekannten Daten ist mit verdnderlichen ohmschen Widerstinden R, Ry,
Ry, und der verdnderlichen Kapazitit Cy, zur Maxwell-Wien-Briicke zusammengeschaltet
und ergibt bei Abgleich mit Gleich- und Wechselspannung

Ry =144Q R4 =50Q R = 600Q Cp2 = 5,6pF.
Die Spulendaten betragen dann

R3 =R, :%-509 =120 L =L, =144Q-50Q-5,6-10°5F = 40mH

Andersonbriicke und Illiovicibriicke

Die Daten von Spulen lassen sich nicht nur mit Hilfe der Maxwell-Wien-Briicke, sondern
auch mit der Illiovicibriicke und der Andersonbriicke messtechnisch erfassen. Wegen der
Kapazitdt C in der Illiovicibriicke und wegen des ohmschen Widerstands R4 in der An-
dersonbriicke kann die allgemeine Abgleichbedingung fiir Wechselstrombriicken nicht
einfach verwandt werden.

Deshalb wurden im Abschnitt 4.4 im Beispiel 10 fiir die Illiovicibriicke und in der
Ubungsaufgabe 4.18 fiir die Andersonbriicke (Losung im Anhang) Dreieck-Stern-
Transformationen und Stern-Dreieck-Transformationen vorgenommen, damit die allge-
meine Abgleichbedingung verwendet werden kann.

Bild 4.127 Illiovicibriicke Bild 4.128 Andersonbriicke

Die Abgleichbedingungen fiir die beiden Briicken kénnen aber auch mit Hilfe der Strom-
teilerregel hergeleitet werden, indem von der Gleichheit von Spannungen bei Abgleich
ausgegangen wird, genauso wie bei der Herleitung der allgemeinen Abgleichbedingung
zu Beginn dieses Abschnitts. Die Herleitung soll hier nur fiir die Andersonbriicke erfol-
gen:
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Da die Punkte C und D gleiches Potential haben, sind auch die entsprechenden Spannun-
gen gleich:
Uca = Upa Ugc = Usp
Uy =Us Uy = Uy
. 1
Ry +joLy) - 1) =Rz - I3 +Rs - Is Ry-Ip=——"-14
joC
Werden beide Gleichungen dividiert
Ry +joLy) -1 R3l3 +Rs-Is
Ry -1 1

L |
joCc —*

(4.179)

und berticksichtigt, dass I; = I, und Iy = Is, dann vereinfacht sich der Quotient beider
Gleichungen:

R, + joL . Iy
m = _]OJR3C—3+_](DR5C
R, Is

Mit der Stromteilerregel ergibt sich fiir das Verhéltnis der Strome
Is R4

>

1 Ry +Rs+— !
joC
eingesetzt in die obige Gleichung:

1
Ry+Rs+—+
R, + joL 47T

] ]9 r1=j®R3C' JoC

+ joRsC
R, R,

R . L . R 1 .
—rl+_|co~—rl=]c0R3C~ 1+—5+. + joR5C
R2 R2 R4 _]0)R4C

Ril e Bl R C s ioRLC. 25 4 R
jo = joR;C + joR;C + + joRsC
Durch Vergleich des Realanteils und des Imaginéranteils beider Seiten der Gleichung
folgt die Abgleichbedingung der Andersonbriicke:

Ro Ry g Lo [Ry+ RoRs g, (4.180)
R, Ry R, R4
Die Gleichungen fiir die Spulendaten lauten
Ry =&'R3 und L, = CR,R;- 1+Rs  Rs ) (4.181)
Ry Ry Rj

Fir die Illiovicibriicke lassen sich die Gleichungen fiir die Spulendaten vollig analog
herleiten und ergeben:

R, = &(R3 +Rs) und L, =CR,R;- 1+ R (4.182)
R4 Ry
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Schering-Messbriicke

Um Verluste von Hochspannungskabeln in Abhéngigkeit von der Spannung erfassen zu
konnen, werden Kabelproben hergestellt (Ersatzschaltung: Reihenschaltung von Ry, und
C;2) und in der Schering-Messbriicke mit einem Normalkondensator (mit Pressgas gefiill-
ter Zylinderkondensator, C4) und mit variierbaren Normwiderstédnden (R; und Ry,3) und
mit variierbaren Normkondensatoren (C,3) verglichen.

Mit 1

jwlr2

==

Re2
— q—12

1
Z, =R Z, =R, + u
£ 1 £ 2 joC,, (2
1 1 4
Zy= B Zy=-
. JoCy
—+ _]O)Cp3
p3 jwCy
d

Bild 4.129 Schering-Messbriicke
ergibt sich fiir den unbekannten Wechselstromwiderstand

1 R 1 . 1
Zy=21Zs—=—— | —+joCp | =Ry +-
Zy  joC4q (Rp3 JoCp
1 1 R C
er + - == . _1 + 1{1 . _p3
joCpy  joCy Rs Cy
und damit
C R
R,=R,-—2 ud C,=C, -2, (4.183)

Der Verlustwinkel 8, ist der Ergénzungswinkel des Phasenverschiebungswinkel ¢, zu
90° und damit ein MaB fiir die Verluste (Isolationsféhigkeit) von Hochspannungskabeln.
In Zeigerbildern ldsst sich der Zusammenhang zwischen Verlustwinkel, Verschiebungs-
winkel und Widerstéinden ablesen:

Fiir den Tangens des Verlustwinkels ergibt sich

R i
tand, = lfz =o-R, -Cp, (4.184)  Upp Iy Rr2 r
und mit der Abgleichbedingung : : 1
U N

C R Y2 jwipy
tansrzm. Rlﬁ . C4_p3 uz : r

C4 R1 £2
tand, = o - Rp3 -Cp3 (4.185)

Bild 4.130 Zeigerbilder der Schering-
Messbriicke



4.6 Spezielle Schaltungen der Wechselstromtechnik 135

Die Ersatzschaltung der Kabelprobe kann auch als dquivalente Parallelschaltung ange-
nommen werden. Bei Abgleich der Briicke ist der tand,= @R3Cp3  gleich, wenn die
gleiche Kabelprobe untersucht wird.

Frequenz-Messbriicken

Um Spannungs- oder Stromfrequenzen mittels Messbriicken ermitteln zu kénnen, muss
die Abgleichbedingung frequenzabhingig sein. Sie kann aus der allgemeinen Abgleich-
bedingung (Gl. 4.166) hergeleitet werden. Fiir die im Bild 4.131 dargestellte Frequenz-
Messbriicke nach Wien betragen die komplexen Widersténde:

Z, =R Z,=R Ry R2
= 27 —
| 1
Zy=R,+—— Z, =
L3 B oC,, £y .
R TioCp 1 Rps
pa Rr3  jw(r3
Die Abgleichbedingung lautet dann ———]
4 _ 4 julps
Z, Z4 [ U >
R 1 1 Bild 4.131 Frequenz-Messbriicke
R_lz[Rr3 +TJ R_+jmcp4] nach Wien
2 JoLy3 p4

R, R,; C 1

—1:—r3+i4+ijr3Cp4 +—

Ry Ry Gy JoRp4Crs

R, R, C 1
Ry Ry Gy OR4Crs
1

ZW. .
b (4.186)

0= F—
\/ Rr3Cr3Rp4Cp4

Die Wien-Briicke lisst sich mit
Rl =2- Rz, Cr3 = Cp4 =C und Rr3 = Rp4 =R

in die Wien-Robinson-Briicke tiberfithren. Dadurch wird die Gleichung fiir die zu mes-
sende Kreisfrequenz o einfacher:

1
=—. 4.187
O=TC (4.187)

Der Messbereich der Frequenz-Messbriicken umfasst Frequenzen f von 30Hz bis 100kHz.
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Ubungsaufgaben zum Abschnitt 4.6

4.26

4.27

4.28

4.29

Re1 Cr Rr2 Cr2 —

1. Entwickeln Sie fiir die Polekschaltung (Bild 4.116) den Widerstandsoperator zwischen den
komplexen Effektivwerten I; und U.

2. Bestitigen Sie die Formel fiir die parallel geschaltete Kapazitit Cp (GI. 4.161), bei der
zwischen dem Strom i; und der Spannung u eine Phasenverschiebung von 90° besteht.

3. Bei welcher Kreisfrequenz o sind der Strom i; und die Spannung u in Phase und bei wel-
cher Kreisfrequenz o sind sie um 180° phasenverschoben? Ermitteln Sie fiir beide Fille die
Ersatzwiderstéinde der Schaltung.

1. Fiir die Polekschaltung (Bild 4.116) ist die erforderliche Kapazitit Cp zu errechnen, die eine
Phasenverschiebung von 90° zwischen dem Strom i; und der Spannung u erméglicht, wenn
R;; =200Q, L;; =400mH, R, =100, L, =200mH
und die Frequenz der anliegenden Spannung = 200Hz betragen.

2.Das Ergebnis soll durch ein quantitatives Zeigerbild kontrolliert werden, indem fiir den
Strom [; =20mA angenommen werden.

3.Fiir die berechnete Parallelkapazitit Cp konnen aber auch Phasenverschiebungen von
0°und 180° zwischen dem Strom i; und der Spannung u bei verschiedenen Kreisfrequen-
zen o auftreten. Ermitteln Sie die Kreisfrequenzen und die Ersatzwiderstiande.

Kontrollieren Sie das Ergebnis fiir die Phasenverschiebung von 180° mit Hilfe eines quanti-
tativen Zeigerbildes, indem Sie wieder von I} = 20mA ausgehen.

Mit Hilfe der dargestellten Wechselstrom-Messbriicke kénnen ohmsche Widerstinde und
Induktivitdten von verlustbehafteten Spulen messtechnisch ermittelt werden.

1. Entwickeln Sie aus der allgemeinen Abgleichbedingung fiir Wechselstrombriicken die
Formeln fiir R;3 und L 5. Ist der Abgleich frequenzabhéngig?

2. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem der Maxwell-Wien-Briicke.
3. Vereinfachen Sie die Formeln fur Ry und Ly mit @ - Ry - Cp = 1.
Ist dann der Abgleich frequenzabhéngig?

R4 Rr2 (r2

Bild 4.132
Ubungsaufgabe 4.28

u(t)

Drei Wechselstrombriicken mit ohmschen Widerstanden und Kapazititen sollen verglichen
werden.

Cp1 Cp2

'_ Rp‘l sz
R3 Ry R3 é Ry

1. 1 2.

Bild 4.133 Ubungsaufgabe 4.29

Leiten Sie die Abgleichbedingungen der drei Briicken her. Sind die Abgleichbedingungen frequenz-
abhéngig oder nicht? Wozu werden die drei Wechselstrombriicken gebraucht?
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4.30

431

432

Mit Hilfe der Illiovici-Briicke (siche Bild 4.127) konnen verlustbehaftete Spulen messtech-
nisch erfasst werden.

1. Leiten Sie die Abgleichbedingung mit Hilfe der Stromteilerregel her und entwickeln Sie
daraus die Formeln fiir R;; und L;;, wenn die restlichen Briickenelemente gegeben sind.

2. Ist der Abgleich frequenzabhingig?

Mit Hilfe der im Bild 4.134 dargestellten Wechselstrombriicke kénnen Gegeninduktivititen
M messtechnisch ermittelt werden.

Bild 4.134
Ubungsaufgabe 4.31

ult)

1. Leiten Sie die Abgleichbedingung fiir die Briicke her.

2. Die Abgleichbedingung bedeutet eine Transformation der Briicke in eine Wechsel-
strombriicke mit den vier komplexen Widersténden, die anzugeben sind.

Das Ersatzschaltbild des unbekannten verlustbehafteten Kondensators in der Schering-
Messbriicke soll eine Parallelschaltung von R und Cp; sein.

Rp2
Ry
Cp2
Rp3
Ilck
LU
Cp3
Bild 4.135
ult) Ubungsaufgabe 4.32

1. Ermitteln Sie aus der allgemeinen Abgleichbedingung fiir Wechselstrombriicken die
Formeln fiir Rp; und Cpy.

2. Fiir den Verlustwinkel 8p = n/2 — ¢p ist dann der tan §p in Abhéngigkeit von den be-
kannten Briickenelementen zu bestimmen. Nehmen Sie das Zeigerbild des verlustbehaf-
teten Kondensators (Parallelschaltung) und das Leitwertdreieck zu Hilfe.

3. Kontrollieren Sie das Ergebnis fiir tan 8p, indem Sie die Parallelschaltung in die dquiva-
lente Reihenschaltung umwandeln und die Formel fiir tan §, verwenden.
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4.7 Die Leistung im Wechselstromkreis

4.7.1 Augenblicksleistung, Wirkleistung, Blindleistung, Scheinleistung und
komplexe Leistung

Gleichstromleistung — Wechselstromleistung
In einem Gleichstromkreis ist die Leistung zeitlich konstant, weil die Spannung und der
Strom zeitlich konstant sind:

P=U"-L
In Wechselstromkreisen sind die Spannung und der Strom sinusformig verdnderliche
GroBen, so dass auch das Produkt — die Augenblicksleistung — zeitlich verdnderlich sein
muss:

p=u-i (4.188)
Um die Wechselstromleistung mit der Gleichstromleistung vergleichen zu kénnen, wird
der arithmetische Mittelwert der Augenblicksleistung gebildet:

T 27
=% jp(t) Sdt = i j p(ot) - d(ot) . (4.189)
0 0

Im Folgenden soll beschrieben werden, wie die Wechselstromleistung im ohmschen,
induktiven und kapazitiven Widerstand und schlieBlich im beliebigen Wechselstromwi-
derstand erfasst werden kann.

Leistung im ohmschen Widerstand
Spannung u und Strom i sind im ohmschen Widerstand R in Phase, die Phasenverschie-
bung ¢ ist Null:
P=Qu—0;i=0
Werden die Anfangsphasenwinkel ¢, = ¢; = 0 gewihlt, dann ergibt sich

mit u=0"-sinot und i=1i-sin ot

fiir die Augenblicksleistung

A

u-1

p=u-i=d-i-sin2ot= -(1-cos2mt)

weil

ST |

sin“ot =3 (1 —cos2mt).
Mit

E i

=U und —=1

V2 V2

ergibt sich fiir die Augenblicksleistung im ohmschen Widerstand R

p=u-i=U-I-(1-cos2mt). (4.190)
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Da die Kosinusfunktion die Werte zwischen —1 und +1 annehmen kann, schwankt der
Augenblickswert der Leistung im ohmschen Widerstand mit der doppelten Kreisfrequenz
2m zwischen den Werten 0 und 2-U-I (sieche Bild 4.136).

Der arithmetische Mittelwert ldsst sich durch Integration der Augenblicksleistung tiber die
Periode berechnen:

21
_ 1 :
P ! p(wt) - d(ot)

21
P=" 1 [ (1 cos200) - d(an)
21
0
[2n 2n
U-1
P_ﬂ, Id(mt)— Icosth-d(wt)
L0 0
e : 2n
P=U [. o 2n_s1n20)t }
2n | fo 2 1,
P=E-2n
21
U (4.191)

Mit
U=R"-1 und I=—
ist der Mittelwert der Augenblicksleistung auch
P=R~IZ=%2. (4.192)

Der arithmetische Mittelwert P wird Wirkleistung genannt, weil er hinsichtlich der Joule-
schen Wirme im Widerstand der gleichen Wirkung entspricht wie die Gleichstromleis-
tung P. Deshalb wird die Wirkleistung mit dem gleichen Buchstaben P gekennzeichnet.

| —— _t
o——_ }—o 2:y-1 -—44- -
R u,i,p

Bild 4.136 Spannung, Strom und Augenblicksleistung im ohmschen Widerstand
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Leistung und magnetische Energie im induktiven Widerstand

Im induktiven Wechselstromwiderstand eilt die Spannung u dem Strom i um 7/2 voraus.
Wird der Anfangsphasenwinkel des Stroms Null gew#hlt, dann ergibt sich mit

i=1-sin ot und u=10-sin (ot +1/2)
. . T
mit ¢; =0 mit (pu=5
fur die Augenblicksleistung

p=u-i=0-1-sin ot-sin (ot + 1/2)

mit
. . l .
sin (ot + ©/2) = cos mt und  sin ot - cos Ot =—sin2mt
a1
=——-sin2wt
P 7
und mit
0 i
—=U und —=I
V2 V2
p=U-1-sin20mt. (4.193)

Der Augenblickswert der Leistung im induktiven Wechselstromwiderstand dndert sich
sinusformig mit der doppelten Kreisfrequenz 2w zwischen den Werten — U - Tund + U - |
(siehe Bild 4.137).
Da

U=owL" 1,
ist

p=oL 12 sin2ot. (4.194)
Der arithmetische Mittelwert der Augenblicksleistung in der Induktivitét L iiber die Periode
ist Null:

2

p =ﬁ : ! p(wt) - d(ot)

2n
U-1
P=——- | sin2mt-d(mt
> ! (o)

U-1 { cosZo)tTn U-1 { cosn 1} U1 [ | 1}
P=_. — - .| = +— | = -+ =
2 27 2 2 27 2 2
P=0 (4.195)
Der arithmetische Mittelwert der Augenblicksleistung in einem induktiven Wechsel-
stromwiderstand ohne ohmsche Anteile ist Null. In einer von einem sinusférmigen Strom
durchflossenen Induktivitit entsteht keine Joulesche Warme, weil die Energie nur aufge-
nommen und abgegeben wird, nicht aber in Warme umgesetzt wird. Die Wirkleistung P
ist deshalb Null.
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Der Augenblickswert der magnetischen Energie ist dem Quadrat des Stroms i proportional

(siche Band 1: Abschnitt 3.4.8.1, Gl. 3.383):

L-i2
W = 5
L - .
Wi =— - 12 - sin? mt
2
und mit

sin? ot = % -(1 - cos2mt)

1
Wm=—-5-(1—COS2(Dt)

und
i
J2

ergibt sich

=1 bzw. —=12
2

L-12

Wi = - (1—cos2wt).

(4.196)

Die magnetische Energie dndert sich mit der doppelten Kreisfrequenz 2w zwischen den

Werten 0 und L - 12, weil die Kosinusfunktion zwischen — 1 und + 1 pendelt.

Bei gleicher Richtung von Strom i und Spannung u wichst die gespeicherte magnetische
Energie in der Induktivitit, bei entgegengesetzter Richtung von Strom i und Spannung u
wird die gespeicherte magnetische Energie kleiner, d. h. sie wird der Wechselstromquelle

zuriickgefiihrt (siehe Bild 4.137).

Die Leistung p und die magnetische Energie w,,, hangen differentiell voneinander ab:

_dw, _L-I2
d 2

p=oL 12 - sin2ot (vgl.Gl. 4.194)

d
- —(1—cos2mt
" (1—cos2mt)

Bild 4.137 Strom, Spannung, Augenblicksleistung und magnetische Energie im induktiven

Wechselstromwiderstand ohne ohmschen Anteil
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Leistung und elektrische Energie im kapazitiven Widerstand

Im kapazitiven Wechselstromwiderstand eilt der Strom i der Spannung u um 7/2 voraus.
Wird der Anfangsphasenwinkel der Spannung Null gew#hlt, dann ergibt sich mit

u=10-sin ot und =1 sin(wt + 1/2)
mit @, =0 mit @; = 1/2
fur die Augenblicksleistung
p=u~i=ﬁ~i~sinu)t~sin(u)t+n/2)
mit
. . 1.
sin (ot + ©/2) = cos mt und sin @t - cos ot = Esm 20t

0.1,
=——-sin2mt
P77

und mit

a i
—=U und —
V2 V2
p=U-1-sin20mt. (4.197)
Der Augenblickswert der Leistung im kapazitiven Wechselstromwiderstand dndert sich

sinusformig mit der doppelten Kreisfrequenz 2 zwischen den Werten — U - T und + U - |
(siehe Bild 4.138).

Da
I=wC-U,

=1

ist
p=wC- U2 sin 20t (4.198)

Der arithmetische Mittelwert der Augenblicksleistung in der Kapazitit C {iber die Periode
ist genauso wie in der Induktivitit Null:

21
_ L .
P=o ! p(wt) - d(ot)

2n
U-1
P=——- | sin2mt - d(mt
> g (o)

P=0 (4.199)

Der arithmetische Mittelwert der Augenblicksleistung in einem kapazitiven Wechsel-
stromwiderstand ohne ohmsche Anteile ist Null. In einer von einem sinusférmigen Strom
durchflossenen Kapazitit entsteht keine Joulesche Wiarme, weil die Energie nur aufge-
nommen und abgegeben wird, nicht aber in Warme umgesetzt wird. Die Wirkleistung P
ist deshalb Null.



4.7 Die Leistung im Wechselstromkreis 143

Der Augenblickswert der elektrischen Energie ist dem Quadrat der Spannung u proportio-
nal (siehe Band 1: Abschnitt 3.3.5, GI. 3.109):

_C-u?
2

We

c ., .
we=— 12 -sin? ot
2
und mit

. 1
sinot = 3 (1- cos? ot)

C-02 1
We=——"-—"-(1—cos2mt
=55 ( )
und
3 q2
2= bzw. = =02
NG 2
ergibt sich
172
We = ¢ 2U -(1—cos2wt). (4.200)

Die elektrische Energie dndert sich mit der doppelten Kreisfrequenz 2®m zwischen den
Werten 0 und C - U2, weil die Kosinusfunktion zwischen — 1 und + 1 pendelt. Bei gleicher
Richtung von Strom i und Spannung u wichst die gespeicherte elektrische Energie in der
Kapazitit, bei entgegengesetzter Richtung von Strom i und Spannung u wird die gespei-
cherte elektrische Energie kleiner, d. h. sie wird der Wechselstromquelle zuriickgefiihrt
(siehe Bild 4.138).

Die Leistung p und die elektrische Energie w, hingen differentiell voneinander ab:

d .2
e ¢u -i(l—cos2wt)
dt 2 dt
p=oC- U2 - sin2ot (vgl. G1.4.198)
u
T 2
Rl N § S —
cu?
2

9" 9=-m/2~

Bild 4.138 Strom, Spannung, Augenblicksleistung und elektrische Energie im kapazitiven
Wechselstromwiderstand ohne ohmschen Anteil
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Augenblicksleistung eines beliebigen Wechselstromwiderstandes

Wirkleistung, Blindleistung, Scheinleistung

Bei einem beliebigen Wechselstromwiderstand besteht zwischen dem Strom i und der
Spannung u eine Phasenverschiebung ¢ mit — /2 < ¢ < ®/2. Wird der Anfangsphasen-
winkel der Spannung Null gewihlt, dann ergibt sich mit

u=1"sin ot und i=i- sin(ot — @)
mit @y =0 mit Q; =@y — ¢ =—-¢
fur die Augenblicksleistung

p=u-i=0-1 -sin ot - sin (ot — Q)

mit sin o - sin B = = - [cos(ar — B) — cos(a + B)]

N | —

und o=t und P=ot-@
i

i

p= - [cos(wt — ot + @) — cos(mt + wt — P)]

a
und mit ——=U  und =1
V2 V2

|>—a->

p=U-I-cos@—-U-I-cosCmt— @) (4.201)
Die Wirkleistung P ist gleich dem arithmetischen Mittelwert der Augenblicksleistung:
1 27
P=—- t) - d(ot
o= ] pon- den
0
2n 2n
1 1
P=— U-I-coso- jd(mt)——~U-1~ Jcos(th—(p)-d(u)t)
2n 0 27 0

2 U1 [sinQot—) "
0 2n 2

P=%'coscp-[wt] )

P=U.I~COS(p-2TC—U.I~|:Sln(4n_q))_81n(_(p):|

2n 2
mit sin (4t —@)=-sin@ und sin(-@)=-sin @
P=U-1-coso (4.202)

Die Augenblicksleistung p im beliebigen Wechselstromwiderstand schwankt um den
Mittelwert P =U - I - cos @ mit der doppelten Kreisfrequenz 2m mit der Amplitude U -1

(siehe Bilder 4.139 und 4.140).
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Im Bild 4.139 sind in einem Diagramm die Verldufe des Stroms, der Spannung und der
Augenblicksleistung fiir einen verlustbehafteten induktiven Wechselstromwiderstand
dargestellt, wobei der Anfangsphasenwinkel der Spannung Null und die Phasenverschie-
bung ¢ = /3 bzw. 60° sind:

Bild 4.139 Strom, Spannung und Augenblicksleistung im verlustbehafteten induktiven
Wechselstromwiderstand

Fiir einen verlustbehafteten kapazitiven Wechselstromwiderstand ist die Phasenverschie-
bung ¢ negativ. Im Bild 4.140 sind die Verldufe des Stroms, der Spannung und der Au-
genblicksleistung fiir eine Phasenverschiebung ¢ = — m/3 bzw. — 60° dargestellt. Der
Anfangsphasenwinkel der Spannung ist unverandert Null:

| u,i,p
o} ——— - _-Jr_ __________
RR G J p
U-I\ ',\" ' ,
ya
Protes N VNNVl
T \ n /
R A VD 4 e I\-4-Yar
N~ \-4
—-—lW '?<0

Bild 4.140 Strom, Spannung und Augenblicksleistung im verlustbehafteten kapazitiven
Wechselstromwiderstand

Die Augenblicksleistung p pendelt also mit der doppelten Kreisfrequenz 2m mit der Amp-
litude U - [ um den Mittelwert P=U -1 - cos ©.

Bei verlustlosen induktiven und kapazitiven Wechselstromwiderstinden pendelt sie mit
¢ =m/2bzw. @ =—7/2 und P =0 um die ot-Achse (siche Bilder 4.137 und 4.138).

Mit steigenden ohmschen Anteilen wird die Wirkleistung P gr6Ber, um den die Augen-
blicksleistung p pendelt (siche Bilder 4.139 und 4.140).

Bei ohmschen Wechselstromwiderstinden erreicht die Wirkleistung P mit ¢ = 0 das
Maximum, und die Augenblicksleistung p pendelt auf der wt-Achseum P =U -1 (siche
Bild 4.136).

Der Maximalwert der Wirkleistung bei @ = 0 und cos ¢ = 1, also bei ohmschenWechsel-
stromwiderstanden, wird Scheinleistung S genannt:

S=U-1I (4.203)
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Die Abweichung der Wirkleistung P bei beliebigen Wechselstromwiderstinden von der
Scheinleistung S bei ohmschen Widerstinden wird durch den Leistungsfaktor cos@ er-
fasst:

cosQ = g . (4.204)

Die Augenblicksleistung p kann auch als Uberlagerung von zwei sinusférmigen Anteilen
aufgefasst werden, wodurch durch die Einfithrung einer Blindleistung ein Mal} fiir die
gespeicherte Leistung gefunden wird. Dabei wird die GI. (4.201) folgendermallen umge-
schrieben:
p=U-I-cos@—-U-1-cos(wt— )
p=P—-S-cos (2wt - @)
mit  cos (0. — ) =cos o - cos B+ sin o - sin
und oo=2wt und B=¢
ergibt sich
p=P—-S-cos2mt-cos @—S -sin2mt - sin @
p=P—-S-cos@-cos2mt—S - sin @ -sin 20t
p=P—P-cos2mwt—Q - sin 2mt
p=P-(1—-cos2mt)—Q - sin 2wt (4.205)
wobei Q=S - sin @ (4.206)
Blindleistung genannt wird. Fiir induktive Wechselstromwiderstinde ist sie wegen der
positiven Phasenverschiebung (¢ > 0) positiv, fiir kapazitive Wechselstromwiderstinde ist
sie wegen der negativen Phasenverschiebung (¢ < 0) negativ. Nach GI. (4.205) besteht
damit die Augenblicksleistung p aus zwei sinusférmigen Anteilen (Bild 4.141):

P- (1 —cos2mt)
ist die Augenblicksleistung fiir ohmsche Widerstinde (G1.4.190) mit P = U - I und

cos@® =1 und entspricht damit bei beliebigen Wechselstromwiderstianden der Leistung,
die im ohmschen Anteil in Wiarme umgesetzt wird.
—Q - sin 2wt

ist die zwischen Wechselstromquelle und induktiven bzw. kapazitiven Widerstand pen-
delnde Leistung. Der Mittelwert der zeitlichen Blindleistung —Q - sin 2mt ist Null. Des-
halb ist die Blindleistung Q im Sinne der Wirkleistung P kein Mittelwert, sondern eine
angenommene Leistung. Sie belastet die Energiequelle im Mittel nicht, weil keine Ener-
gieumformung vor sich geht. Eine strommaiBige Belastung von der Wechselstromquelle
zum Speicherelement ist allerdings vorhanden, die auf den Leitungen ohmsche Leistungs-
verluste mitsichbringt.

Leistungseinheiten
Zur Unterscheidung der drei Leistungsarten werden die Einheiten nach DIN 40110 festge-
legt:
Scheinleistung S in VA  (Voltampere)
Wirkleistung P in W (Watt)
Blindleistung Q in Var (Voltampere reaktiv, d. h. iiber die Leitungen
zur Energiequelle ,,riickwirkend*)
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Beispiel:

Fir einen verlustbehafteten induktiven Wechselstromwiderstand soll die Augenblicksleistung
p nach Gl. (4.205) als Uberlagerung des Wirkanteils P - (1 — cos2mt) und des Blindanteils
(— Q - sin 2mt) dargestellt werden, wenn die Scheinleistung S =U - [ = 2kVA und die Pha-

senverschiebung ¢ = nt/3 bzw. 60° betragen.

Losung:

Im Bild 4.139 ist der Verlauf der Augenblicksleistung p eines verlustbehafteten induktiven
Wechselstromwiderstands mit S = U - I = 2kVA und ¢ = n/3 dargestellt. Nach Gl. (4.202) ist

die Wirkleistung

P=U-1-cos@=S"-cos @=2kVA - cos(n/3) =2kVA - 0,5 =1kW
und nach GI. (4.206) die Blindleistung

Q=U-I-sin@=S-sin@=2kVA -sin (n/3)=2kVA %\/5 =1,73kVar.

Nach Gl. (4.205) ergibt sich dann fiir die Augenblicksleistung p
p=P-(1-cos2mt)— Q- sin2mt=1kVA - (1 — cos 2wt) — 1,73kVA - sin 2wt
in Abhéingigkeit von cot von 0 bis 7t

ot 1 0 /6 /3 /2 2m/3 5m/6 T
P(l -cos2mt) | kVA 0 0,5 1,5 2,0 1,5 0,5 0
- Q- sin 2wt kVA 0 -1,5 -1,5 0 1,5 1,5 0
p kVA 0 -1,0 0 2,0 3,0 2,0 0
2 2.-p
/1N
1 AN LLALN LA LN LA LN 4p
204 / / N Pl1-cos 2wt
0 — 0
—
wt
]
£ Bt il el i "l o i B o o i ol ol o Rl B B ol o 2
1 AN ViR AN AN
0 \ / 0 -Q-sin 2wt
gl / / ot
_2-{‘_-\./_---_\/_____\/(._ _)u/___- -Q
3
2 p=P(1-cos 2wt)
/ \ / -Q-sin 2wt
1 P
0 0
-+
-1 wt
I
- -%/2 0 n/2 n 3/12m 2 5/2nm

Bild 4.141 Zerlegung der Augenblicksleistung in einen Wirkanteil und einen Blindanteil
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Sollen fiir einen beliebigen Wechselstromwiderstand die Wirkleistung P, die Blindleistung
Q und die Scheinleistung S berechnet werden, dann ist zunédchst zu unterscheiden, welche
der dquivalenten Ersatzschaltungen — Reihenschaltung oder Parallelschaltung — fiir den
beliebigen Wechselstromwiderstand gewahlt ist:

Reihenschaltung Parallelschaltung
1 R iXr 1z Re=1/Gp
o——_ "}+—_ }—o {1
—_— — I
U i} o—>e . —o
= ——{
u
m -
Bild 4.142 Ersatzschaltung Bild 4.143 Ersatzschaltung
eines Wechselstromwiderstandes eines Wechselstromwiderstandes
als Reihenschaltung als Parallelschaltung

Die Wirkleistung als MaB fiir die im ohmschen Widerstand umgesetzte Leistung ist

bei Reihenschaltung gleich dem Produkt bei Parallelschaltung gleich dem Produkt
aus dem Strom I und der mit diesem in aus der Spannung U und der mit dieser in
Phase liegenden Spannungskomponente Phase liegenden Stromkomponente IR:
URZ

P=1-(U-cos o) P=U-(I"cos o)

mit U - cos ¢ =Ug mit I -cos ¢=1Ig

(siehe GI. 4.51)

(siehe Gl. 4.66)

P=1-Ur P=U-"Ig
. U
und mit Ug =R; 1 und mit IR=Gp-U:R—
p
2 U2
P=12-R,. (4.207) P=U2-G, =% (4.208)
p

Die Wirkleistung ist fiir die Reihen- und Parallelschaltung gleich, wenn die Schaltungen
dquivalent sind. Wird in der Formel fiir P der Strom I durch die Spannung U und den
Scheinwiderstand Z, ersetzt

U U , U? U2
I=—=— bZW I =—2=ﬁ
Zr ‘,Rr2+Xr2 Zr Rr +Xr
U2-R
pP=12 r:—r:U2~Gp,
R2+X,2

dann bestitigt sich die Aussage durch die Transformationsgleichung (vgl. Gl. 4.72)
R R

— )y — )y
P h 2 72"
Rr -I—Xr Zr
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Die Blindleistung Q als MabB fiir die gespeicherte Leistung ist

bei Reihenschaltung gleich dem Produkt
aus dem Strom [ und der Spannungs-
komponente Uy, die um /2 phasenver-

bei Parallelschaltung gleich dem Produkt
aus der Spannung U und der Stromkom-
ponente —Ig, die um 7®/2 phasenverscho-

schoben ist: ben ist:
Q=I-(U-sing) Q=U-(I"-sing)
mit U - sin ¢ =Uy mit [-sin=-1Ip
(siehe GI. 4.52) (sieche GI. 4.67)

Q=1I-Ux Q=U"(-1Ip)
und mit Ux =X, -1 und mit Ig =B, U

Q=1?-X,. (4.209) Q=-U2"B,. (4.210)
Fiir einen induktiven Wechselstromwiderstand ist die Blindleistung mit ¢ > 0 positiv:

Q=1 oL, 4.211) Q=U? — (4.212)

mit X, = oL, .

Fiir einen kapazitiven Wechselstromwiderstand ist die Blindleistung mit ¢ < 0 negativ:

1
=_12.
Q oC

(4.213) Q=-U%-C, (4.214)

1

mit X, = — mit B, = 0C,,.

T

Die Blindleistung ist fiir die Reihen- und Parallelschaltung gleich, wenn die Schaltungen
dquivalent sind. Wird in der Formel fiir Q der Strom I durch die Spannung U und den
Scheinwiderstand Z, ersetzt

U U , U2 u?
=S bZW. I _—2_ 5 5
Zr [Rr2+Xr2 V4 R-+X
U2-X
=2 = r = — 2
Q=12-X, 2 UZ-B,,

dann bestitigt sich die Aussage entsprechend durch die Transformationsgleichung
(Gl.4.72):
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Die Scheinleistung S als MaB fiir die gesamte Leistung, d. h. die im ohmschen Widerstand
umgesetzte und die in den induktiven und kapazitiven Widerstinden gespeicherte Leis-
tung, ist gleich dem Produkt aus der Spannung U und dem Strom I:

S=U-1
Bei Reihenschaltung ist Bei Parallelschaltung ist
— = 2 2. = 1 = 2 2.
U=Z 1={R2+X2?"1I =Y, U—‘[G]D +B,~-U
und damit und damit
S=1-7 S=U2Y,

S=12 \|R2 + X2 (4.215) S=U2. /G 2+B? (4.216)

Fiir einen induktiven Wechselstromwiderstand ist die Scheinleistung

1 1

=12 . 2 21 2 =172. |—_

S=12 yR,2 + 0L, (4.217) S=U sty “218)
p p
2
p

und fiir einen kapazitiven Wechselstromwiderstand

1
®2C,2

R
1
S=12-|R2+ (4.219) S=U2. = ®2C,2  (4.220)

Die Scheinleistung ist fiir die Reihen- und Parallelschaltung gleich, wenn die Schaltungen
dquivalent sind. Wird in der Formel fiir S der Strom I durch die Spannung U und den
Scheinwiderstand Z, ersetzt

2
1= bow. 2=
Z, Z.
2 2
S=12-Zr=U—-Zr=U—=U2-Y,
z2 Z, P

dann bestitigt sich die Aussage, denn fiir dquivalente Reihen- und Parallelschaltungen ist
der Scheinleitwert Yp der Parallelschaltung gleich dem Kehrwert des Scheinwiderstandes
Z, der Reihenschaltung:

1
YYo=
Zl’
Beispiel:

An einen passiven Zweipol wird eine sinusférmige Wechselspannung mit dem Effektivwert
U =220V und der Frequenz f=50Hz angelegt, wodurch sich ein sinusformiger Strom mit
einem Effektivwert 1=9,1A mit einer Phasenverschiebung ¢ =— 60° einstellt.

1. Die Ersatzschaltbilder mit den Ersatzschaltelementen sind zu ermitteln.

2. Wirkleistung, Blindleistung und Scheinleistung fiir die beiden Ersatzschaltbilder sind zu
errechnen.

Anmerkung: Die Verldufe von u, i und p sind im Bild 4.140 dargestellt.
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Losung:

Zu 1. Die Ersatzschaltungen sind wegen ¢ < 0 die Reihenschaltung von R, und C; und die
Parallelschaltung von R, und Cp;:

: 1. »
Zr: r_J'Tq: . el® Xp =R7P+J(0Cp=Yp-eJ(P
v .U I o1
Z =-—cos@+ j-—sin Y = —cosQ— j-—sin
Z; = CosQ+ - sing Y, =5 eose - ysine
22
Rr:Ecosq): OV-cos(—60") R, = U = 220V
I 9,1A T-cos¢ 9,1 A-cos(—60°)
Rr = 12,19 Rp = 48,4Q
! I
C=—— _
! ®-U-sing Cp U s @
9,1A 9,1 A -sin (—60°)
C, = - Cp=-
215057 - 220 V - sin (—60°) 2m-50s71-220 V
C, =152 uF C, =114 yF
Zu2. P=U-1-cos =220V -9,1A - cos (—60°)=1kW
UZ
P=1>R, p=—_
Rp
220 V)?
P=(9,1A) - 12,1Q= IkW _Q0V)° _ w
48,4 Q

Q=U"-1'sin =220V -9,1A - sin (- 60°)=-1,73kVar

1
Q—Iz-Xr:IZ(—mCJ Q=-U%-B,=-U% aC,
T
1
Q—(9,1A)2-[ 77505 152@} Q=-(220V)*- 21 - 50s™! - 114uF

Q=-1,73kVar Q=-1,73kVar
S=U-1=220V-9,1A=2kVA

1
S=12. Rr2+ 1 s=Uu2. |——
(1)2Cr2 sz + (DZCP2

1 1

: - it 02C 2 = -1 2
mt ®?C2  (2m-50s7! - 152uF)? mit 076y = (r 30D
T
e 438,502 ®2C % =1,283-10738?
o T
1

S=0.1 AP 12102 + 438502 | S=Q20 VP |———— 412831072

) ’ ’ (48,4 Q)2

S =2kVA S =2kVA
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Leistungsdreieck, Phasenverschiebung, Verlustfaktor

Sind zwei der drei Leistungen — Wirkleistung P, Blindleistung Q und Scheinleistung S —
bekannt, dann lidsst sich mit

P2+ QZ =q2 (4.221)

die dritte Leistung berechnen. Der Zusammenhang zwischen den drei Leistungen wird mit
P=S-cos¢@ und Q=S -sin ¢ nachgewiesen:

S? - cos?q + S? - sin2@ = S2 - (cos?@ + sinZ@) = S2

mit cos?@ +sinZQ = 1. ]
1
Zwischen der Phasenverschiebung ¢, der Wirkleis-
tung P und der Blindleistung Q besteht der Zusam- ia N s ja
menhang 5 > °
1
tan @ =% (4.222) P r
. Bild 4.144 Leistungsdreieck
. S-sin@
weil tan @ = .
S-cos@

Die Zusammenhénge zwischen den drei Leistungen und der Phasenverschiebung lassen
sich im Leistungsdreieck veranschaulichen (Bild 4.144), das mit der Definition der kom-
plexen Leistung in der Gaullschen Zahlenebene dargestellt wird (siehe Gl. 4.239 bis
Gl. 4.241).

Fiir Spulen und Kondensatoren ist der Phasenverschiebungswinkel ¢ wegen der ohmschen
Verluste P kleiner als ein rechter Winkel:

@ | <m/2.

Je kleiner die Verluste sind, umso grofer ist der Phasenverschiebungswinkel ¢ und der
tan @, der Giitefaktor (auch Giite der Spule bzw. Giite des Kondensators) genannt wird:

Q
g=tanQ = g (4.223)
Entsprechend ist der Ergdnzungswinkel des Phasenverschiebungswinkels @ zu 90° bzw.
—90° ein MaB fiir die Verluste einer Spule bzw. eines Kondensators. Je grof3er die Verluste
P sind, umso grofler ist der Verlustwinkel §:

d=n2-|¢]|. (4.224)
Der Verlustfaktor
d=tan 6= r (4.225)
Q]

ist also der Kehrwert des Giitefaktors:

a=1. (4.226)
g
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Ist die Ersatzschaltung der Spule oder Ist die Ersatzschaltung der Spule oder
des Kondensators die des Kondensators die
Reihenschaltung, Parallelschaltung,
dann ergibt sich mit den Gl. (4.207) und dann ergibt sich mit den Gl. (4.208) und
Gl. (4.209) fiir den Giitefaktor: Gl. (4.210) fiir den Gtitefaktor:
2
N BN I Y
g=tanQ="—=—""— g=tanQ="—=——"7""-7""
P I2.R, P U2.G,
o oo Pol
g=tan ¢ (4.227) g=tan @ ="— (4.228)
R, Gp
und fiir den Verlustfaktor: und fiir den Verlustfaktor:
R, G o
d=tand=—. (4.229) d=tan § =— . (4.230)
X B,

Fiir Spulen lauten die Gleichungen fiir den Gite- und Verlustfaktor:

bei Reihenschaltung: bei Parallelschaltung:
oL R
g = tan @ = — (4.231) g1 = tan oy = —L (4.232)
Ry, ooLp
R oL
d = tan §; =—L£ (4.233) dp =tan & =—2 (4.234)
oL, R,

Bei Spulen ohne Eisenkern bestehen die Verluste P nur aus den Wicklungs- oder Kupfer-
verlusten, wiahrend bei Spulen mit Eisenkernen noch Wirbelstrom- und Hystereseverluste
hinzukommen. In der Ersatzschaltung von Spulen mit Eisenkern kénnen die Wicklungs-
verluste durch R, und die Kern- oder Eisenverluste durch Ry, erfasst werden, wobei Ry,
aus Ry, (Wirbelstromverluste) und Ry, (Hystereseverluste) besteht.

Rp; =Ry (fiir Spule ohne Kern)
Rir=Rcy + Ry =Ry + Ry + Ry (fiir Spule mit Kern)

Bei Spulen mit Eisenkern kann filir bestimmte Frequenzen die Reihenschaltung von L; und
Rk in eine dquivalente Parallelschaltung mit Lp und R, iiberfiihrt werden, wobei der Pa-
rallelwiderstand Rg, auch Eisenverlustwiderstand Ry genannt wird.

Fiir Kondensatoren lauten die Gleichungen fiir den Giite- und Verlustfaktor

bei Reihenschaltung: bei Parallelschaltung:
gc =tan Q¢ = L (4.235) gc =tan @c =R C, (4.236)
RCrCr |
dc = tan 8¢ =R, C,. (4.237) dc=tan ¢ =——. (4.238)

oR ¢, C,

Der Verlustfaktor fiir Kondensatoren ist frequenzabhingig und liegt in der GréBenord-
nung von 107! (Keramik) bis 10~4 (Kunststoffen). AuBerdem hiingt er von der GroBe der
Spannung und von der Temperatur ab.
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Komplexe Leistung

Da in der Wechselstromtechnik mit komplexen Zeitfunktionen und komplexen Effektiv-
werten gerechnet wird, ist die Frage naheliegend, ob eine komplexe Leistung sinnvoll
definiert werden kann. Eine Definition einer komplexen Leistung darf nicht im Wider-
spruch zu den bisherigen Leistungsdefinitionen im Zeitbereich stehen.

Wie im Zeitbereich fiir die Augenblicksleistung p =u -1 mdchte man entsprechend eine
komplexe Augenblicksleistung p als Produkt der komplexen Zeitfunktionen von Span-
nung und Strom definieren:

U-i=0-el@Hen) . ei(0t+) = § -] - ei20t . ei(Qutei)
Genauso wie bei der Augenblicksleistung kommt wohl die doppelte Kreisfrequenz 2w
vor, aber die Summe der Anfangsphasenwinkel lieBe sich nicht fiir die komplexe Leistung

verwenden, weil sowohl in der Wirkleistung als auch in der Blindleistung mit der Diffe-
renz der Anfangsphasenwinkel gerechnet werden muss.

Um die Differenz der Anfangsphasenwinkel in der komplexen Leistung zu erhalten, kénn-
te die komplexe Zeitfunktion des Stroms konjugiert komplex verwendet werden:

u- l* = ﬁ . ej(mt+(Pu) . I . e_j(mt+(Pi) = 2 . U . I . e.]((pu_(pl) s

aber das ergibe auch keine sinnvolle Definition einer komplexen Augenblicksleistung
ohne die Zeit t in der Formel.

Wird aber das Produkt aus dem komplexen Effektivwert der Spannung U und dem konju-
giert komplexen Effektivwert des Stroms I* gebildet, dann wird in der komplexen Leis-

tung S die Differenz der Anfangsphasenwinkel — die Phasenverschiebung ¢ — berticksich-
tigt, und Wirk- und Blindleistung konnen gleichzeitig erfasst werden:

s=u-I’ (4.239)
mit U=U-e/® und 1% =1.¢73%

§=U-I.ej((Pu—‘Pi):S-ej(P
mit S=U-1 und ¢@=¢,—¢;

S=S-cos@+j-S-sin@g=P+j-Q (4.240)
mit P=S-cos¢@ und Q=S -sin¢@.

Der Realteil der komplexen Leistung S ist damit gleich der Wirkleistung P und der Imagi-
nérteil ist gleich der Blindleistung Q:

P=Re{S} und Q=Im{S)
Die Scheinleistung S ist gleich dem Betrag der komplexen Leistung S:

S=|S|=4P2+Q2 (4.241)
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Mit der Formel fiir die komplexe Leistung
s=u-I"
ist es moglich, durch nur eine Berechnung die drei Leistungen zu ermitteln, wenn die

Spannung U und der Strom I bekannt sind.

Ist der Strom I oder die Spannung U gegeben, dann kénnen die Leistungen mit dem kom-
plexen Widerstand Z oder dem komplexen Leitwert Y der Schaltung berechnet werden:

Mit

*
U=z L U'=Z 1" wd I =%
Z
ist
*
S=Z-1-1" baw. 5=
und mit
ll*:IeJ(pl .I.e_jq)i :I2
[_J[_J* :U.ej(pu .U.e_j(pu :U2
ist
12
S=27-12 =? (4.242)
und
U2 *
S = = =Y - U2 (4.243)

Weitere Beispiele:

Beispiel 1:

Zwei Spulen (Ersatzschaltung: Reihenschaltung)
mit er = IOQ, Lrl =50mH und er = ISQ, er =65mH

sind in Reihe geschaltet und werden von einem sinusférmigen Wechselstrom mit dem Effek-

tivwert I = 5A und der Frequenz f = 5S0Hz durchflossen.

1. Zu berechnen sind die Wirkleistungen, Blindleistungen und Scheinleistungen der beiden
Spulen und der Reihenschaltung.

2. Das Ergebnis fiir die Einzelspulen ist mit dem fiir die Reihenschaltung zu tiberpriifen.

3. SchlieBlich sind die Leistungsfaktoren der Spulen und der Reihenschaltung zu berechnen.

Losung:
Zu 1. Die komplexe Leistung wird fiir Reihenschaltungen nach Gl. (4.242) berechnet:
Fiir Spule 1:
$1=2,-1
Z; =R, +joL, =10Q+j 21 50s! - 50mH
Z;=(10+j-157Q
S =(10+j-157)Q- (5A)
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S, =(250+j-392)VA mit P;=250W und Q;=392Var

S1=yP2 +Q2 = V2502 + 3022 VA = 465VA

Fiir Spule 2:

$,=2, P
Z, =Ry +joly,=15Q+j 21 505! - 65mH
Z,=(15+j204)Q

S, =(15+j-204)Q - (5A)?

S, =(375+j-511)VA mit P, =375W und Q,=511Var

Sy=\[P,2 +Q,2 = 3752 + S1I2VA = 633 VA
Fiir die Reihenschaltung beider Spulen:
S=z-P
Z=71+2Zy= Ry +Rpp) tjoo(Lyy +Lyo)
Z=(10+15)Q+j-2m- 505! (50 + 65)mH
Z=025+j-36,1)Q
(25+j-36,1)Q - (5A)?
(625+j-903)VA mit P=625W und Q=903Var
S=/P2 +Q? = /6252 +9032VA = 1098 VA
Zu 2. Kontrolle: Die Gesamtleistung ist gleich der Summe der Einzelleistungen.
P=P;+P, Q=Q;+Q, aberS=|S; + S, |
625W = (250 +375)W  903Var= (392 + 511)Var S= \/(P] +P,)2 +(Q +Q,)?
Zu 3. Die Leistungsfaktoren werden nach Gl. (4.204) errechnet:

S=
S=

P, 250VA
cos ) =— = SOVA _ 0,54
cosp=—=——=0,57
P, 375VA S 1098VA
COS Py =—== =0,59
S, 633VA
Beispiel 2:

Zwei Kondensatoren sind in Reihe geschaltet und von einem sinusférmigen Strom mit
1=0,5A, f=50Hz durchflossen. Der eine Kondensator hat eine Kapazitit C.; = 10uF und
eine Verlustleistung Py = 1W, der andere eine Kapazitit C,, = SuF und eine Verlustleistung
P, =0,5W.

1. Die Verlustfaktoren d¢; und d¢, der beiden Kondensatoren sind zu berechnen.

2. Dann soll die Formel fiir den Verlustfaktor d- der Reihenschaltung in Abhangigkeit von
den beiden Kapazititen und den Verlustfaktoren entwickelt und der Verlustfaktor mit den
angegebenen Zahlenwerten berechnet werden.

3. SchlieBlich soll das Ergebnis fuir d¢ tiber die Leistungen kontrolliert werden.

Losung:
Zu 1. Nach Gl. (4.225) und Gl. (4.213) sind
P 1VA
dey =tandp = —— = =12,6-1073
Q| 8ovA
1 1
mit Q; =-12 - —— = —(0,5A)2 - = —80Var

oCyy 2m-50s71-10-107°F
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und
P A
dey =tandpy = —2- = 0.5VA _ 3,14-1073
Q] 159VvA
1
mit Qy=-12- =—(0,5A)%. =-159Var
Q oCy, O A 505 T 5-10%F
Zu 2. Nach Gl. (4.237) ist
dC =m- RCr . Cr
und

dc1=® Rep "G und dex =0 Repp - Cpp
Mit

Rer=Rerr + Re

ergibt sich

de _ da | de

oC, oC,; oC,

dC_wCr[ da | deo ]: Ci-Crp dei-Cip+deoy -Cy

oC,  oCy, | Cy+Cpy Cy-Cpy
mit €, =< Cr2.
Cr1+cr2
d :dCl'Cr2+dC2'Cr1
C
Cr1+Cr2
d :12,6.]0—3.5.]0—6F+3’14.10_3']0.10_6}:_63'10_3
¢ (10+5)-107°F ’
Zu3. do—tanbe = D= PP _ (AHOVA (o)
Q Qi +Q,  (80+159)VA

Beispiel 3:

Eine verlustbehaftete Spule (Ry, = 20Q, L, = 0,1H) und ein verlustbehafteter Kondensator
(R¢y = 4Q, C, = 200uF) bilden einen Reihenschwingkreis, der an einer sinusformigen Span-
nung mit U = 110V und f= 50Hz angeschlossen ist.

1. Zu berechnen sind die Wirkleistung, Blindleistung und Scheinleistung des Reihen-
schwingkreises.

2. Das Ergebnis soll mit Hilfe des Stroms [ kontrolliert werden.

3. Bei welcher Kreisfrequenz o besteht Resonanz und wie grof3 sind dann die induktive und
kapazitive Blindleistung?

Losung:

Zu 1. Nach GI. (4.243) ist

2

*

c

S =

IN

und mit

. 1
Z=2,+Z =<RLr+Rcf>+J-[er—wC]

% . 1 .
Z :(RLr"'RCr)_J'[“)Lr_wC] ist



158

4 Wechselstromtechnik

Zu 2.

Zu 3.

. 1
(R, + RCr)+J'[er v J

s= v . r
. 1 ) |
(R“+RQ)_“ﬁ“r‘w%](RU+RQ>+y[mﬁ_qu
. 1
R, +Rep)+j oL, ———
oC, , .
8= 7 Us=P+j-Q
1
(R, +Re,)” + [er - wer
= (RLr +RCr)' U2
2
(Re; +Rep)? +[er _1J
oC,
pP= (20 + H)Q - (110V)?
2
(20 + 4)2Q2 + (27: 5051 - 0,1H — 1 j
21 -50s71-200-107°F
P=356W
oL, —%
= ol 2
Q — U
Ry +Rep)? + [er —j
oC,
(Zn 0570 - : ]-(nov)2
Q= 21 - 505! - 200 - 10°F
2
(20 + 4)2Q? +(2n-505—1 0,1H — 1 j
215051 -200-10°F
Q=230 Var
S=/P2 + Q2 = /3562 + 2302VA = 423,5VA
-2 - OV i 3,85A - e I32.9°
T Z 286Q
mit U=110V - ¢}
und Z=(24+j - 15,5)Q=28,6Q - i329°

Z

S=U-I"=110V-3,85A -¢d329° = 423 5VA . J329°

S =423,5VA - c0s32,9°+j-423,5VA -sin32,9°= 356 W + j- 230 Var

Nach Gl. (4.114) besteht Resonanz fiir den Reihenschwingkreis bei

- 1 _ 1 U _ 110V
JL.C,  JO,1H-200uF Ry, +Re  24Q

Mit Gl. (4.211) betrdgt die induktive Blindleistung bei Resonanz

Qp=1%-wyL, = (4,58 A)?>- 224571 - 0,1 H=470 Var

und mit Gl. (4.213) betrégt die kapazitive Blindleistung bei Resonanz

Qc=-12: 1

=224s7!, wobei I =

=4,58 A

=—(4,58A)? - = —470Var
0oC; 224s71.200-107°F
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Beispiel 4: °i
In der im Bild 4.145 gezeichneten Schaltung sind die Wirk-
und Blindleistung tiber die komplexe Leistung zu berechnen. Lr
Gegeben sind der Strom I = 400mA (Frequenz f = 100Hz),
L,=20mH, R, =30Q und R = 100Q. R []
1. Zu berechnen sind die Leistungen, nachdem die Reihen- R
schaltung in eine dquivalente Parallelschaltung transfor- Lr
miert wurde.
2. Das Ergebnis ist mit dem komplexen Leitwert der Schal- ©
tung zu kontrollieren. Bild 4.145 Beispiel 4 der
Leistungsberechnung
Losung:
Zul.
o— o—=
I I
jwlr
R [J = ijpi RLp[] R gj
Rir Bild 4.146 Beispiel 4 der
Leistungsberechnung -
o— o— Schaltungstransformation

Nach Gl. (4.70) sind

R
L L 30Q = 2836mS,
R, R Z2+0’L? (30Q)7%+(2m-100s7! - 0,02H)?

die Parallelschaltung der beiden ohmschen Widerstande ergibt dann

1 1
—_ =
R Ry, 100Q

+28,36mS = 10mS + 28,36 mS = 38,36 mS,

und die Induktivitit

1 oL, 21 -100s~! - 0,02H
- = =11,88mS
oL, R Z+0’L? (30Q) +(2rm-100s!-0,02H)?
L,= ! = ! =134mH.
®-11,88mS  27m-100s~1-11,88mS
Nach Gl. (4.242) ist
2
S=7-12= r
Y
. 1 1 o1 .
mit Y=|—+—|-]j—=3836mS—j-11,88mS
R Ry, oL,
5 (0,4A)2 (38,36 +j-11,88)mS

(38,36—j-11,88)mS (38,36 + j-11,88)mS

S (0,4A)2 - (38,36 + j-11,88)mS
- (38,36mS)? + (11,88 mS)2

S=P+j-Q dh P=38IW und Q=1,I8Var

=3,81W+j-1,18Var
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Zu 2. Nach GI. (4.242) ist

2
s=1
Y
[G+1]+j(n-G~Lr
mit Y=G+ ! _\Sur
- 1. 1.
——+ joL, —+ joL,
GLr Lr
Y:(G+GLr)+jw'G'GLr'Lr
- 1+jo-Gp, -L,
und
_p. 1+jo-Gp, L,
(G+Gp)+jo-G-G, L,
- . 9 6L
o P 14j0G, L, GG, "
- G+Gy, 1+jm-ﬂLr l_jm.@ .
G+Gy, G+Gy,
G-G
1+ jo-Gp, L) 1-jo- ——L
. 2 (I+] Lr r)( J G+Gy, r}
= G+Gy, , 2
g 14|03 O
G+Gy,
G- G, , G G,
2 (1+"’2'GLr'G+c,r'erJﬂer[Gu—mcr]
S = I . Lr Lr
= 2
G+Gy, GG,
I+|o—X L,
G +Gy,
S=P+j-Q
1.1
mie 9°Gu _ R Ry, _ 10mS-333mS __ o o
G+Gy L, 1 10mS+333mS
R Ry,

und ©=2n-f=2mn-100s"' =6283 5!
ergibt sich fur die Wirkleistung

p_(0:4A)7 1+6283%52-33,3mS -7,69mS - 0,02°H?

=381W
43,3mS 1+ (628,357 -7,69mS - 0,02 H)?2
und fiir die Blindleistung
4A)2 628,3571.0,02H - -
Q:m, )* 628,35 -0,02H - (33,3mS 1@m$:1J&hr

433mS 1+ (628,357 -7,69mS - 0,02H)>
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4.7.2 Die Messung der Wechselstromleistung

Messung der Scheinleistung

Die Scheinleistung S = U - [ wird durch eine Strom-Spannungs-Messung in Effektivwer-
ten ermittelt. Dabei wird wie bei der Widerstandsmessung und Leistungsmessung mit
Gleichstrom (siehe Band 1, Abschnitt 2.2.7, Bilder 2.40 und 2.41 und Abschnitt 2.4.3.2,
Bilder 2.119 bis 2.122) eine stromrichtige und eine spannungsrichtige Messung unter-
schieden:

Q
G
o=
o
»
I=—

i~
=

Ry CV) z y  Umess Ry Cv)

o

Bild 4.147 Spannungsrichtige Messung Bild 4.148 Stromrichtige Messung
der Scheinleistung der Scheinleistung

Die Messinstrumente sind Drehspulinstrumente, die Briicken-Gleichrichterschaltungen
enthalten, so dass Gleichrichtwerte gemessen und Effektivwerte angezeigt werden. Aus
den Effektivwerten von Spannung und Strom wird die Scheinleistung durch Multiplikati-
on errechnet.

Messung der Wirk- und Blindleistung mit elektrodynamischem Leistungsmesser

Auch bei der Messung der Wirk- und Blindleistung mit einem elektrodynamischen
Leistungs-Messgerit kann spannungsrichtig und stromrichtig gemessen werden. Bei der
Wirkleistungsmessung ist im Spannungspfad ein ohmscher Widerstand R und bei der
Blindleistungsmessung die Hummel- oder Polekschaltung (siehe Abschnitt 4.6.1) zu ver-
wenden (Bilder 4.149, 4.150 und 4.152, 4.153):

Ry I
S N\ Lmess
Ra 1=

l
=

=

O- & = &
Bild 4.149 Spannungsrichtige Messschaltung Bild 4.150 Stromrichtige Messschaltung mit

mit einem elektrodynamischen Messwerk fiir einem elektrodynamischen Messwerk fur die
die Wirkleistungsmessung Wirkleistungsmessung

Stréme, Spannungen und Leistungen kénnen mit Hilfe von Drehspulinstrumenten gemes-
sen werden. Der Wirkungsmechanismus der Drehspulinstrumente beruht auf der Kraft-
wirkung, die sich bei bewegten Ladungen (elektrischer Strom) im magnetischen Feld
einstellt (siche Band 1, Abschnitt 3.4.8.2).
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Bei der Messung von Gleichstromen oder gleichgerichteten Wechselstromen wird das
Magnetfeld durch einen Dauermagneten erzeugt, in dem sich die stromdurchflossene
drehbare Spule bewegt.

Das elektrodynamische Messwerk, das fiir die Leistungsmessung angewendet wird, ist
ebenfalls ein Drehspulmesswerk, aber mit elektromagnetischer Erregung: das magnetische
Feld wird nicht durch einen Dauermagneten, sondern durch einen Strom hervorgerufen.

Prinzipiell werden zwei Bauarten unterschieden: das eisengeschlossene Messwerk (siche
Band 1, Bild 2.118) und das eisenlose Messwerk. Beim Messwerk mit Eisenkreis entsteht
durch ein rundes Eisenstiick ein radial-homogenes Feld im Luftspalt (siche Band 1, Bild
3.244), wobei die Luftspaltinduktion By, nahezu konstant ist. Messwerke ohne Eisenkreis
konnen mit ,,kurzer* Feldspule und mit ,,langer” Feldspule ausgefiihrt sein. Bei der kurzen
Feldspule mit wenig Windungen und dickem Draht kann auch ein angendhert radial-
homogenes magnetisches Feld erreicht werden.

. "kurze" "lange” )
14¥1 Feldspule Feldspule i1W4

..........

Bild 4.151 Elektrodynamische Leistungsmesser mit eisengeschlossenen und eisenlosen Messwerken
mit kurzer und langer Feldspule

Die Luftspaltinduktion By, wird durch den Strom i; in der feststehenden Feldspule mit
der Windungszahl w; verursacht. Die Feldspule wird in den Strompfad des Leistungs-
messers geschaltet, so dass der Messstrom i der Erregerstrom ist. In der eisenlosen An-
ordnung ist bei Vernachlissigung des magnetischen Widerstandes des Eisens und in der
eisenlosen Anordnung nach dem Durchflutungssatz

B—L-IL.

Die Luftspaltinduktion By ist proportional dem Messstrom 1i;:
ip-wy
L

Die drehbare Spule mit der Windungszahl w, die sich in dem radial-homogenen magneti-
schen Feld bewegen kann, erfihrt ein Drehmoment M, wenn durch sie der Strom i, flief3t,
der durch die Messspannung u entsteht. Das Drehmoment M ist proportional der Luft-
spaltinduktion By, der Spulenfliche A =a-b, der Windungszahl der Spule w, und dem
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Strom iy, wobei sin o = 1 ist, denn die Vektoren V und BL stehen senkrecht aufeinander
(siche Band 1, Abschnitt 3.4.8.2):

M=BL A i w; (4.244)

- Wy

M=y, - Aiycw,y =K, (4.245)
L

Nur bei einer eisenlosen Anordnung mit ,,langer” Feldspule geht der Neigungswinkel o

der drehbaren Spule zur Feldrichtung ein (siche Band 1, Abschnitt 3.4.8.2, Bild 3.233,

Beispiel 2):

- Wy

M=y, - “A iy W, -sina. (4.246)

L
Sind in der Messanordnung mit radial-homogenem Feld die Strome i; und i, sinusformig,
dann ist ein Mittelwert des Drehmoments wirksam:

Mit
i1=11~sincot und i2=iz-sin(mt+(p)
ist
~ » T
11'12 . .
M=K.T-J.sm(x)t-sm((ot+(P)'dt
0

und mit sin o - sin B = % -[cos(ar — B) — cos(o + B)]

A on T T
M=K 12, jcos(mt—mt—m)-dt—J'cos(zwt+<p)-dt
2T |d )

i
1:Il und —2212

V2 V2

mit

T _ sin(2ot + @)
20

I -1
M=K -1 2~[cos(—(p)-t
T 0

|

M=K-1, -1, cos ¢. (4.247)

Der Strom durch die bewegliche Spule I; ist gleich dem Messstrom I und der Strom durch
die Feldspule I, wird durch die ohmschen Widerstinde der Feldspule Ry, und den in Reihe
geschalteten Widerstand R (siche Bilder 4.149, 4.150) begrenzt.

Mit
U
R_+R

v

I]=I und 12=

ergibt sich fiir den Mittelwert des Drehmoments, der proportional der Wirkleistung ist:

M=—K -U-T-cosp=K"-P. (4.248)
R +R

v




164 4 Wechselstromtechnik

Bei der Messung der Blindleistung Q mit Hilfe von dynamometrischen Messwerken ist
die Drehung der Stromphase im Spannungspfad um genau 90° erforderlich. Deshalb wird
in den Spannungspfad die Hummel- oder Polekschaltung (Bilder 4.114 und 4.116) einge-
fugt.

o o—
1!
Re1 — _J
Rp julpT

jwlpe ﬁ] z |u 1]
Rr2
julr2

o o—

Bild 4.152 Blindleistungsmessung Bild 4.153 Blindleistungsmessung

mit der Hummelschaltung mit der Polekschaltung

Messung der Wirk- und Blindleistung mit der Drei-Voltmeter-Methode

Die in einem beliebigen Wechselstromwiderstand auftretende Wirkleistung und Blindleis-
tung konnen mit Hilfe von drei Spannungsmessern ermittelt werden. Dem beliebigen
Wechselstromwiderstand, der im Bild 4.154 dem komplexen Widerstand Z entspricht,
wird ein ohmscher Vorwiderstand R, in Reihe geschaltet, so dass die drei Spannungsmes-
ser die Gesamtspannung U; und die Teilspannungen U, und Uj anzeigen. Die Innenwi-
derstinde der Spannungsmesser miissen so hochohmig sein, dass die durch sie flieBenden
Strome vernachldssigbar klein gegeniiber den Stromen durch die Widerstande sind. Unter
dieser Voraussetzung sind die Strome durch den Vorwiderstand Ry, und dem beliebigen
Widerstand Z gleich, und die Spannungen teilen sich wie bei in Reihe geschalteten Wider-
stinden auf, wie im Zeigerbild veranschaulicht werden kann (Bild 4.155).

1
o

Bild 4.154
Drei-Voltmeter-Methode
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Die Wirkleistung
P=1-Ujscos@=1-Ugjs
und die Blindleistung
Q=I'U3'Sin(p=I'Ux3
werden durch die Spannungen Uj, U; und Uj gemessen und anschlieBend errechnet.
Gleichzeitig kann auch der Leistungsfaktor cos ¢ bestimmt werden.

Yy
B/ ok
180°-¢
\4
7 7 Bild 4.155
Uz Upz I Zeigerbild fur die Drei-Voltmeter-Methode

Fiir das Dreieck mit den Seiten Uj, U und Us im Zeigerbild gilt der Kosinussatz:
U2 =U,2+Uy2-2-U, Uy -cos(180°—0)
mit cos (180°— @) =—cos ¢
U?2=U,2+U2+2-U, U cosg. (4.249)

Wird als Ersatzschaltung des komplexen Widerstandes Z die Reihenschaltung angenom-
men, d. h. Z =R, +j - X,, dann teilt sich die Spannung Uj in eine Wirkspannung Ugr3 und
eine Blindspannung Uxj3 auf. Die Wirkspannung ist nach Gl. (4.52) und mit G1. (4.249)

U2 = (U2 +U?)

Urz=U; -coso = ) 4.250
R3 3 ¢ 2. U, ( )
so dass sich fiir die Wirkleistung P ergibt:
U2 = (U2 +Uy2
P=1-Ugy=1-—1 Uy 3) (4.251)
U2 = (U2 +U 2 U
S G ) it 122 (4.252)
2-R, R,

Die Gleichung (4.249) kann auch nach dem Leistungsfaktor aufgelst werden:

U2 - (U2 +Uy?)

(4.253)

cos @ =

Fiir die Blindleistung Q muss die Blindspannung Uxj3 errechnet werden:
Mit
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und mit G1. (4.250)

2
U2 - (U2 +U 2
Uxz = U32— 1 ( 2 3)
2'U2
und mit
=%
RV
U U2 -(U,2 U2)2
- +
=1-Uyy=—2-,/U2 | =L 2 3 4.254
Q B =R 3 [ 2U, ( )

Messung der Wirk- und Blindleistung mit der Drei-Amperemeter-Methode

Die in einem beliebigen Wechselstromwiderstand auftretende Wirkleistung und Blindleis-
tung konnen aber auch mit Hilfe von drei Strommessern ermittelt werden. Dem beliebigen
Wechselstromwiderstand, der im Bild 4.156 dem komplexen Widerstand Z entspricht,
wird ein ohmscher Widerstand Rp parallel geschaltet, so dass die drei Strommesser den
Gesamtstrom I} und die Teilstrome I, und I3 anzeigen. Die Innenwiderstdnde der Strom-
messer miissen so niederohmig sein, dass die an ihnen abfallenden Spannungen vernach-
lassigbar klein gegeniiber den Spannungen an den Widerstinden sind. Unter dieser Vor-
aussetzung sind die Spannungen an dem Parallelwiderstand Rp und an dem beliebigen
Widerstand Z gleich, und die Strome teilen sich wie bei parallel geschalteten Widerstin-
den auf.

®—r—
V | S g
L I3 Z
V)~
N\
s -d Bild 4.156
U Drei-Amperemeter-Methode

Die Herleitung der Formeln fir die Wirkleistung P, der Blindleistung Q und den Leis-
tungsfaktor cos¢ in Abhdngigkeit von den drei Stromen ist analog wie bei der Drei-
Voltmeter-Methode. Dabei muss fiir die Ersatzschaltung des beliebigen Widerstandes Z
die Parallelschaltung angenommen werden. Die Formeln lauten:

P=R, 5 (4.255)
[2 - (1,2 +12
cos ¢ = LT+ ) (4.256)
1,2 — (1,2 12)2
- +
=I.-R_-|1.2—-| 12 "3/ 4057
Q=1,-R, I [ 2, ( )
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4.7.3 Verbesserung des Leistungsfaktors — Blindleistungskompensation

Notwendigkeit der Verbesserung des Leistungsfaktors

In Wechselspannungsnetzen wird elektrische Energie von Wechselspannungsquellen tiber
Zuleitungen an beliebige Wechselstromwiderstinde iibertragen. In den Widerstinden
werden Wirkleistungen P =U - I - cos ¢ umgesetzt.

Wird in einem Wechselstromwiderstand eine bestimmte Wirkleistung bei vorgegebener
Spannung U benétigt, dann ist der Strom I umso gréBer, je kleiner der Leistungsfaktor
cos (@ ist:

P 1

U cosq

Der groflere Strom bei kleinerem Leistungsfaktor bedeutet in den Zuleitungen eine Zu-
nahme der Verlustleistung Py, die vor allem vom Querschnitt A der Leitungen abhingig
ist:

I

2-1
P,=12-R =1I? A (4.258)
wobei Ry der ohmsche Widerstand der Doppelleitung ist:
21
FkeAl
Mit obiger Stromgleichung ergibt sich fiir die Verlustleistung
p P2 20 1 (4.259)

(4.260)

wird deutlich, warum der Leistungsfaktor verbessert werden muss:
Bei der Ubertragung einer Wirkleistung P bei gegebener Spannung U und bei einer
festgelegten zuldssigen Verlustleistung Py, der Leitung beeinflusst der Leistungsfaktor
cos ¢ den Leitungsquerschnitt A quadratisch.
Beispiel:
Weicht der Leistungsfaktor vom angestrebten Wert 1 auf 0,707 ab, dann ist der doppelte
Querschnitt der Leitungen notwendig, um eine konstante Verlustleistung beizubehalten:

K
A, cos?@, cos’q 1 1
222 - = = =—=2.
A K cos?@, 0,707 0,5
cos? @

Da eine Leistungsiibertragung bei einem niedrigeren Leistungsfaktor unwirtschaftlich ist,
darf ein Mindestleistungsfaktor von 0,8 ... 0,9 nicht unterschritten werden.

Der Leistungsfaktor cos@ kann erhoht werden, wenn die Blindleistung Q mdglichst klein
ist:

P

P
COSQP=— = —F——.
S [P2+Q2

(4.261)
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Blindleistungskompensation

In den meisten Anwendungsfillen ist der Verbraucherwiderstand induktiv, z. B. durch
Asynchronmotoren, Spulen und Transformatoren. Deshalb muss zum induktiven Wech-
selstromwiderstand ein Kondensator zugeschaltet werden, wenn die Blindleistung kom-
pensiert werden soll. Prinzipiell kann zum passiven Zweipol ein Kondensator C; in Reihe
oder ein Kondensator Cp parallel geschaltet werden.

Bei der Reihen-Kompensation wird ein
Kondensator C; in Reihe zum induktiven
Zweipol geschaltet. Um die Ergebnisse
des Reihenschwingkreises (Abschnitt
4.5.1) verwenden zu konnen, ist als Er-
satzschaltung fiir den induktiven Zweipol
die R/L-Reihenschaltung zu verwenden.

T e | resa
5 e I P 1
T | |

jwcC
r : Re ll_JR |
EKI" LJ. I I
| julp IQL I
|

! . |
Lo e - — d

Bild 4.157 Reihen-Kompensation

Durch die stromdurchflossene Kapazitit
C; entsteht eine Spannung Uc, die die
Spannung Uj teilweise oder ganz kom-
pensiert. Nach der Kompensation stellt
sich eine verminderte Spannung Ug;.
und eine verminderte Phasenverschie-
bung @k ein, wie im Zeigerbild deutlich
wird.

Bild 4.159 Zeigerbild der teilweisen
Reihen-Kompensation

Die Parallel-Kompensation bedeutet die
Zuschaltung eines Kondensators Cp paral-
lel zum induktiven Zweipol. Entsprechend
lassen sich die Ergebnisse des Parallel-
schwingkreises (Abschnitt 4.5.2) tiber-
nehmen, wenn fiir den induktiven Zweipol
als Ersatzschaltung die R/L-Parallelschal-
tung berticksichtigt wird.

o

Bild 4.158 Parallel-Kompensation

Infolge der anliegenden Spannung U
flieBt durch die parallelgeschaltete Kapa-
zitit Cp ein Strom Ic, der den Strom Iy
teilweise oder ganz kompensiert. Nach
der Kompensation stellt sich ein vermin-
derter Strom Ik, und eine verminderte
Phasenverschiebung ¢k ein, wie im Zei-
gerbild veranschaulicht wird (siehe auch
Abschnitt 7.2, Beispiel 3).

Bild 4.160 Zeigerbild der teilweisen
Parallel-Kompensation
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Anzustreben ist eine Kompensation, bei
der sich die Blindspannungen Uy und Uc
aufheben und die Phasenverschiebung
ok zwischen Uy, und Ig, =1 Nullist.

Bild 4.161 Zeigerbild der vollstandigen
Reihen-Kompensation

Der fiir die vollstindige Kompensation
notwendige Kondensator mit der Kapazi-
tat C, ldsst sich dann berechnen, weil die
Summe der kapazitiven und induktiven
Blindleistungen Null sein muss:

Qc+QL=0

-Qc=QL
mit
und

QL=P-tan @
ist

Uc?-oC, =P-tang

¢ =P @ne (4.262)
Da

Uc=Ug, und U =Ug,; - tan @
ist

P
Ci=—7—"— (4.264)
o Ug,? tang

mit

Uk, =Ur

Die Kompensation, bei der sich die
Blindstrome Ij und I¢ aufheben und die
Phasenverschiebung @g zwischen Ik,
und Ukp=U Null ist, soll erreicht wer-
den.

Bild 4.162 Zeigerbild der vollstandigen
Parallel-Kompensation

Der fiir die vollstindige Kompensation
notwendige Kondensator mit der Kapazi-
tdt Cp kann berechnet werden, weil die
Summe der kapazitiven und induktiven
Blindleistungen Null sein muss:

Qc+QL=0
-Qc=QL
mit
QC = —U2 . G)Cp
und
QL=P-tan @
ist
UZ-oC, =P tang
c, - L tne (4.263)
w-U?
oder
Cp= Lanq’z (4.265)
(D . UKp
mit
UKp =U
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Durch die Zuschaltung von C; in Reihe

zu R, und L, wird wohl die induktive

Blindleistung Qg kompensiert, aber auch

die Spannung U auf
Ugr=Ur=U"cos ¢

vermindert.

Durch die Zuschaltung von C, parallel zu
Rp und Lp wird wohl die induktive
Blindleistung Qg kompensiert, aber auch
der Strom I auf

IKp = IR = U/Rp
verringert.

Bei der Blindleistungskompensation mit Parallelkondensator ist die anliegende Netzspan-
nung U vor und nach der Kompensation gleich, denn die Schaltelemente sind parallel
geschaltet. Die Wirkleistung und die zu kompensierende Blindleistung bleiben somit
unverédndert.

Wird aber bei der Reihenkompensation die Netzspannung U, die vor der Kompensation
am induktiven Verbraucher gelegen hat, an den Reihenschwingkreis angelegt, wie es in
der Praxis Ublich ist, dann féllt diese Spannung U wegen Resonanz nur am ohmschen
Widerstand ab. Die Spannung Uy, = Ug wird auf den Spannungswert U erhoht, wodurch
sich der Strom von Iy, = Ur/R; auf Ii{r = U/R; vergrofiert. Damit erhoht sich auch die
Wirkleistung auf

P'=1;2 R _U 4.266
SR (4.266)

und die zu kompensierende Blindleistung auf
'=12 0L —Ule 4.267
Q=Ig, oL, = oL (4.267)

T
Aus dem Zeigerbild ist ersichtlich, dass fiir die Spannungen Uy, und U der Zusammen-
hang

U 1
Ugr=U-cos@ bzw. — =
Uk, coso
besteht. Die Wirkleistung erhoht sich also mit dem Quadrat der Spannung;:
U2
" R 2
s =—L = v = ! (4.268)
P Ug? Ug? cos?o
RI'
bzw.
U, .2
P=—XK_.p=p.cos?g.
U2

Die Formel fiir die notwendige Kapazitit lautet dann in Abhéngigkeit von der Netzspan-
nung U

P' . P
Ci=——— mit P'= (4.269)
®-U? - tan@ cos? @
und bei Berticksichtigung der urspriinglichen Wirkleistung P
P P
C.= (4.270)

®-U2 tang-cos2 @ - U2 sing-cos@

Die Kapazitit dndert ihren Wert gegeniiber dem urspriinglichen Wert nicht, weil die
Wirkleistung und die Spannung gleichzeitig geandert wurden.
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Ein Vergleich der Kapazititswerte C; und Cp bei gleicher Gesamtspannung U'Kr =U und
Ugp =U ist damit moglich:

C, P-tang ®-U?-sing-cosq _ sing

p .
_pP -sSin @ - cos
C, o-U2 P cos @ ¢ ¢
Cp )
C—:s1n2(p<1. (4.271)

T

Liegen an den beiden Kompensationsschaltungen — der Reihenschwingkreis und der Pa-
rallelschwingkreis — die gleiche Spannung U, dann ist die Reihenkapazitit C, grofer als
die Parallelkapazitit Cp, wobei die Wirkleistung des Reihenschwingkreises grofer ist als
die Wirkleistung des Parallelschwingkreises.

Die erhohte Spannung an der Reihenkapazitit U'C ist allerdings kleiner als die Spannung
an der Parallelkapazitit U, wenn der tan ¢ <1 ist:

U.=U - tan ¢. (4.272)
C ¢

Allerdings ist zu beachten, dass bei der Reihenkompensation die an dem induktiven
Verbraucher anliegende Spannung durch die Kompensation vergrof3ert wird.

Beispiel:

Fiir einen zu kompensierenden induktiven Wechselstromwiderstand sind gegeben: U = 220V

bei f=50Hz, P =1kW und cos ¢ = 0,8.

1. Zu ermitteln sind die Elemente der Ersatzschaltungen, die Wirkleistung, die Blindleis-
tung, die Scheinleistung, simtliche Stréme und Spannungen und das Zeigerbild.

2. Dann sollen die Kompensationskapazititen C, und Cp berechnet werden, wenn die an der
Gesamtschaltung anliegende Spannung 220V betrdgt. Die Zusammenhénge sollen anhand
von quantitativen Zeigerbildern erldutert werden.

Losung:
Zu 1.Die Ersatzschaltungen sind die Reihenschaltung von R, und L, und die Parallelschaltung
von R, und L, die dquivalent sind.

Reihenschaltung: Parallelschaltung:
Mit Mit
2 2
P=—R_ _—1kW P=U—=1kW
R
r p
und ergibt sich
Ugr=U - cos =220V - 0,8 =176V U2 (220V)2
o =——=-"_""=48,4Q
ergibt sich PP 1000 VA
U2 a 2 i
R, = R :(76\/) ~310 und mit
P 1000 VA 1
und mit oL, R,
tan = ——=——
tan ¢ = Ly Lol
T Rp
ist ist
. . R 48,4 Q
Lr=Rr tang _ 31Q 0,75=74InH L = p 8, =205 mH

) 2m- 508!

LIPS tan @ - 2m- 505! 0,75
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Die induktive Blindleistung ist fiir die Reihen- und Parallelschaltung gleich:
Q=P -tan @ =1000 VA - 0,75 = 750Var,

ebenso ist die Scheinleistung gleich
S =/P2 +Q2 = /(1000 VA)? + (750 VA)? =1250 VA

Fiir das Zeigerbild der Parallel-
schaltung betragen

U _ 220V

Fiir das Zeigerbild der Reihen-
schaltung betragen

Ug =176V LI —455A
Up =U - sin ¢ =220V - 0,6 = 132V R, 484Q
I =g tan 9 =4,55 A 0,75 =341 A
und 1= = 120VA 5 o0
U 220V
568A —— — — — —— 1 56A [—— — —— — —— 1
l ! : 1 l | .I.R IL |
: Up L :k.SSA 3414 |
17 N
u [220v | T8V I ul220v | Rp* tp= |
by L= | 48,40 205mH |
| =L r ' |
, B2V Il 7emH | | |
v 1 | Y | |
I, - e e e e J

Bild 4.163 Reihen-Ersatzschaltung

des induktiven Wechselstromwiderstandes

176V

Bild 4.165 Zeigerbild des Reihen-

Ersatzsch

Zu 2.

altbildes

Reihen-Kompensation:

U, 132V (165V)
—_—

| -
C=137uF | | ko<1
| !Rv
Ugr Y 176
176V 220v| | (220V)
(220V)| (275V) | |y,
| 132V
Jy ¥ | (165V)
v v
| I

Bild 4.167 Reihenkompensation

5,68A
(7,1A)
Re=
319

Lr=
74 mH

Bild 4.164 Parallel-Ersatzschaltung des in-
duktiven Wechselstromwiderstandes

4,55A

U
220V
I
341A

Bild 4.166 Zeigerbild des Parallel-
Ersatzschaltbildes

Parallel-Kompensation

i
I yi. ! 1 I
=K ic = AL |
Up = P I Ig 341A
Ukp=U | 4.55A
220v. L | Rp= tp= !
Co= | 4840 205mH |
g [
49,3 uF | |
| | 1
o
L - J

Bild 4.168 Parallelkompensation
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Berechnung der Reihenkapazitit:
Nach Gl. (4.262) oder GI. (4.264) ist

_P-tang _ P

Cr 2 2
o-Ues ® - Uyg,~ - tan@
mit
UC:UL:132V
1 A-
- 000 VA - 0,75 — 137 uF
2m- 5051 - (132 V)2
oder

o 1000 VA -
" 2150871 (176 V)2 0,75

137 uF

mit
Uk, =Ur=U - cos =220V - 0,8 = 176V

UL
132V

Izl
L 5,68A

Uc [B32v

Bild 4.169 Zeigerbild fiir die
Reihen-Kompensation

165V

&

Bild 4.171 Zeigerbild fiir die
Reihenkompensation bei 220 V

Berechnung der Parallelkapazitit:
Nach Gl. (4.263) ist

P-tan@
C.=
p (l)~U2
1000 VA - 0,75
Cp= =49,3uF

2150571 - (220 V)2

Ic [3.41A

Bild 4.170 Zeigerbild fiir die
Parallel-Kompensation

Liegt die Spannung U = 220V an dem Rei-
henschwingkreis in Resonanz, dann ist die
Wirkleistung auf P' erhoht. Die Reihenkapa-
zitdt C; kann dann nach der Gl. (4.269) be-
rechnet werden:

P
C=————
o-U? - tang
_ 1,56-10°VA
" 2m-50s7!- (220 V)2 0,75
C,=137uF
mit
2 2
po U2 @OV o
R, 31Q
oder P'=—1 —1000W:1,56kW

cos2 @ B (0,8)2
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Dabei betragen der vergroferte Strom

ke = U2V _ A
R, 3I1Q
und die erhohte Blindleistung
Q'=P'-tan ¢ = 1,56kW - 0,75 = 1,17k Var
oder

I

U2
Q=I2 oL, = (D—Er = 1,17kVar

mit
Up =oL, Iy, =165V und U} =U, =U-tang =165V.

Mit Gl. (4.271) wird das Ergebnis fur die Kompensationskondensatoren kontrolliert:

Cp _ 49,3uF

C.  137uF

r

=0,36 =sin2¢.

4.7.4 Wirkungsgrad und Anpassung

Wirkungsgrad

Die elektrische Energietibertragung von einer Quelle zu einem Verbraucher ist mit Ver-
lusten verbunden.

Im Gleichstromkreis wird die genutzte Energie bzw. Nutzleistung (umgewandelte, d. h.
abgegebene Energie) ins Verhiltnis gesetzt zur aufgewendeten Gesamtenergie bzw. auf-
gewendeten oder zugefiihrten Gesamtleistung und Wirkungsgrad n genannt (siche Band 1,
Abschnitt 2.4.4).

Im Wechselstromkreis wird analog das Verhiltnis der genutzten Wirkenergie bzw. ge-
nutzten Wirkleistung zur aufgewendeten Wirkenergie bzw. aufgewendeten oder zugefiihr-
ten Wirkleistung mit Wirkungsgrad n bezeichnet. Die in Blindwiderstinden vorkommen-
den Blindleistungen konnen weder genutzt werden, noch fithren sie direkt zu Verlusten.
Sie ergeben aber Wirkleistungsverluste in den Zuleitungen, die durch die Blindleistungs-
kompensation vermieden werden (Abschnitt 4.7.3). Die Gleichung fiir den Wirkungsgrad
ist formal identisch mit der Wirkungsgrad-Gleichung im Gleichstromkreis (vgl. Bd. 1,
Gl. 2.2006):

P P

n=-N = N (4.273)
Poes Py +Py

mit Pn: genutzte Wirkleistung

Pges: zugefiihrte gesamte Wirkleistung

Py: Wirkleistungsverluste
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Wirkungsgrad im Grundstromkreis

Wie behandelt, kann jedes Wechselstromnetz in einen Grundstromkreis tiberfithrt werden,
so dass die Ermittlung des Wirkungsgrades eines Grundstromkreises von Bedeutung ist.
Die Energiequelle — als Ersatzspannungsquelle oder Ersatzstromquelle betrachtet — liefert
die gesamte Wirkleistung (erzeugte Wirkleistung Pg), im AuBenwiderstand kann die
Wirkleistung (duere Wirkleistung P,) genutzt werden und im Innenwiderstand muss eine
Verlust-Wirkleistung (innere Wirkleistung P;) in Kauf genommen werden.

Der Wechselstrom-Grundstromkreis kann entweder mit Ersatzspannungsquelle oder mit
Ersatzstromquelle dargestellt werden. Bei Anwendung der Symbolischen Methode wer-
den alle sinusformigen Strome und Spannungen komplexe Effektivwerte, und der Innen-
widerstand der Spannungsquelle und der AuBenwiderstand des Verbrauchers sind kom-
plex:

Grundstromkreis mit Ersatzspannungsquelle: 1
Die in der Spannungsquelle aufgewendete =q 1
Wirkleistung ist

Pp=Pi+Py =12 (Ri+Ry) u f [
und die im Verbraucher genutzte Wirkleistung !

P,= 2- R,. Bild 4.172 Grundstromkreis
mit Ersatzspannungsquelle
fuir sinusformige Grofen im
Bildbereich

<
N o 1
—J
N
=]

Damit ergibt sich fiir den Wirkungsgrad des Grundstromkreises mit Ersatzspannungsquelle
fiir sinusformige Wechselgrolen dieselbe Formel wie im Gleichstromkreis (vgl. Band 1,
Gl.2.207):

n_P_a_ A 1
P, P +P. P 2
E a 1 14 L 1+I Rl
a I2-R,
1
n= (4.274)
R.
1+ —
R

a

Der Wirkungsgrad ist maximal, wenn Rj/R, gegen Null geht, d. h. wenn R; gegen Null
geht, denn R, gegen Unendlich bedeutet Leerlauf; fliet kein Strom, kann eine Energie-
umwandlung nicht erfolgen.

Um den Wirkungsgrad der Umwandlung von der in der Spannungsquelle erzeugten elek-
trischen Wirkenergie in duflere Wirkenergie im Grundstromkreis mit Ersatzspannungs-
quelle am groBten zu bekommen, muss der Innenwiderstand der Spannungsquelle mini-
mal sein.

Bei der starkstromtechnischen Energietibertragung wird aus Griinden der Wirtschaftlich-
keit ein hoher Wirkungsgrad angestrebt.
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Grundstromkreis mit Ersatzstromquelle:

Die in der Stromquelle aufgewendete Wirkleistung ist Iq L

PL=P +P zuz.(L+L] 6? zi |u [];a

und die im Verbraucher genutzte Wirkleistung Bild 4.173 G.run dstromkreis

U2 mit Ersatzstromquelle fiir sinus-
P,=—. formige Groflen im Bildbereich

a

Damit ergibt sich fiir den Wirkungsgrad fiir den Grundstromkreis mit Ersatzstromquelle
fur sinusformige WechselgroBBen dieselbe Formel wie im Gleichstromkreis (vgl. Band 1,
Gl.2.208):

P, P, 1 |
n:—: = = 2
Rp Po+P o B UZ/R
Py U2 /R,
1
n= (4.275)
Ra
I+
R.

1

Der Wirkungsgrad ist maximal, wenn R,/R; gegen Null geht, d. h. wenn R; gegen Unend-
lich oder der Innenleitwert G; gegen Null strebt.

Die Abhingigkeit des Wirkungsgrades m von R,/R; ist also durch unterschiedliche For-
meln und Verldufe beschrieben. Die im Band 1 im Bild 2.125 dargestellten Verldufe ha-
ben also auch fiir die Wechselstromtechnik Giiltigkeit.

Anpassung

In der Nachrichtentechnik soll der Verbraucher die maximale Wirkleistung aus dem Ge-
neratorzweipol aufnehmen. Dieser Fall wird genauso wie in der Gleichstromtechnik (siche
Band 1, Abschnitt 2.4.5) Anpassung genannt, denn der Widerstand des passiven Zweipols
wird an den Widerstand des aktiven Zweipols angepasst.

Die Berechnungen fiir die Widerstandsanpassung lassen sich auf den Grundstromkreis
beschrinken, weil jedes Wechselstrom-Netzwerk in einen Grundstromkreis mit aktiven
und passiven Zweipol tiberfithrt werden kann.

Die Grundstromkreise mit Ersatzspannungsquelle und mit Ersatzstromquelle werden im
Bildbereich mit komplexen Effektivwerten und komplexen Operatoren behandelt. Der
komplexe Widerstand bzw. komplexe Leitwert des aktiven und passiven Zweipols sind
dann

Z, =R, +j X, =Z el Z,=R,+jX, =2, el
Xi:GiJ,_j.Bi:Yi.e_j(pi Xa:Ga+j'Ba:Ya‘e_j(pa
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Grundstromkreis mit Ersatzspannungsquelle:

Die vom passiven Zweipol (Verbraucher) aufgenommene Wirkleistung P, soll maximal
sein:

P,=12-R,
U U
mit [=———= —1
Z,+Z, [R;+R)+j(X;+X,)
U
und I= 4

JR; +R)? +(X; +X,)?

. U2 R, )

- -
(R; +R,)Z +(X; +X,)?

f(R,,X,). (4.276)

Die Wirkleistung P, ist eine Funktion der beiden Variablen R, und X,. Werden die ersten
partiellen Ableitungen Null gesetzt, dann kann die Wirkleistung maximal sein (notwendi-
ge Bedingung):

oP, _ vz, R, -2(X; +X,) _
X, TRy +RY? +(X; + X,
dh X;+X,=0
oder X, =-Xj. (4.277)
ai:U > (R{+R ) +(X;+X,)? —2(R; +R,) R, o
oR, 1 [(R; + R,)? +(X; + X,)2 2

oder R,2=R2+(X, +X,)>. (4.278)

Wird das erste Ergebnis (Gl. 4.277) im zweiten Ergebnis (Gl. 4.278) beriicksichtigt, dann
ist

R, =R;, (4.279)

das ist dieselbe Anpassungsbedingung wie fiir den Gleichstromkreis.
Die hinreichende Bedingung fiir ein Maximum

0°P, 0°P, . 0P,
dR,2 0X,2 OR,-0dX,

mit
9%P 9°P

< und a

oR,? 0X,?

a

soll nicht tiberpriift werden. Wie die folgende Interpretation der Losungen zeigt, existiert
ein Maximum fiir die Wirkleistung.
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Die beiden Anpassungsbedingungen lassen sich zusammenfassen:
zZ,=Z (4.280)
mit Ry+jX,=Ri—jX; oder Z, -el®a =7 .e 1.

Die Anpassung im Wechselstromkreis wird wegen dieser Bedingung auch komplexe An-
passung genannt:

Der komplexe Widerstand des passiven Zweipols muss gleich dem konjugiert kom-

plexen Widerstand des aktiven Zweipols sein.
Bei Anpassung betragt dann die im passiven Zweipol (Verbraucher) genutzte Wirkleis-
tung:

2. R. 2. R. 2
Y Ri YR Yy (4.281)
(2-R;)> 4-R2 4R

Pamax =

und die im aktiven Zweipol (Generator) erzeugte Leistung

Pp=P, +Pi=1?- (R, + R

U2
Pp=— 39 (R, +R))
PR AR
2 2
U, U

_ _ 4 (4.282)

Pg

Nur die Hilfte der vom aktiven Zweipol (Generator) abgegebenen Wirkleistung wird bei
Anpassung im passiven Zweipol (Verbraucher) genutzt. Der Wirkungsgrad n betrigt also
nur 50 %. In der Nachrichtentechnik wird also ein schlechter Wirkungsgrad in Kauf ge-
nommen, um eine maximale Verbraucherleistung zur Verfligung zu haben.

Grundstromkreis mit Ersatzstromquelle:

Die vom passiven Zweipol (Verbraucher) aufgenommene Wirkleistung P, soll maximal
sein:

2
p-Y o2 g,
Ra
1 |
mit U=—34— = —
Y, +Y, (G;+G,)+j(B;+B,)
1
und U = d

J(G,+G, )2 + (B, +B,)?
o 1,.2-G,
Y (G, +G,)?+ (B, +B,)

= (G,,B,). (4.283)
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Die partiellen Ableitungen
dP dP
4 und S
oB, JG,

lassen sich analog berechnen, Null setzen und ergeben:

Die Wirkleistung P, ist maximal, wenn sich die Blindanteile der beiden komplexen Leit-
werte kompensieren

B,=-B; (4.284)
und wenn die Realanteile der komplexen Leitwerte gleich sind:

G,=G;. (4.285)
Die beiden Anpassungsbedingungen lassen sich wieder zusammenfassen:

Y, =Y (4.286)

mit G, +j' By =G;—jB; bzw. Y, ePa=Y; IO

Die komplexe Anpassung bedeutet, dass der komplexe Leitwert des passiven Zweipols
gleich dem konjugiert komplexen Leitwert des aktiven Zweipols ist. Bei Anpassung be-
tragt dann die im passiven Zweipol (Verbraucher) genutzte Wirkleistung:

2.G. 2.G. 2
I7-Gi 132G 1
(2,Gi)2 4,Gi2 4,Gin

(4.287)

Pamax =

Iq
diemit Iq-Rj=—=U
G.

1

q

genauso grof3 ist wie die genutzte Wirkleistung im Grundstromkreis mit Ersatzstromquel-
le, wenn die aktiven und passiven Zweipole dquivalent sind. Damit ist auch die im aktiven
Zweipol (Generator) erzeugte Wirkleistung Pg gleich:

PE=P, +P;=U? (G, + Gy

1,2
. G, +G))
PG, +G)r
12 12 G, U2
ppo—a _a Gi_“a (4.288)

Auch fir den Grundstromkreis mit Ersatzstromquelle bestitigt sich, dass bei Anpassung
nur die Hélfte der vom aktiven Zweipol (Generator) abgegebenen Wirkleistung im passi-
ven Zweipol (Verbraucher) genutzt wird. Der Wirkungsgrad m betragt nur 50%.

Bei der Uberfiihrung eines Wechselstromnetzwerkes in einen der beiden Grundstromkrei-
se werden nach der Zweipoltheorie die Ersatzelemente Uqers, Iqers, Zierss Zaers €rmittelt.
Die Anpassungsbedingungen lauten dann

Zaers= Ziers bzw. Yoo = Yiers (4.289)

—aers
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Darstellung der Wirkleistungsfunktion:

Da die Wirkleistung P, und die maximale Wirkleistung P, nax fiir den Grundstromkreis
mit Ersatzspannungsquelle und fiir den Grundstromkreis mit Ersatzstromquelle gleich
sind, gentigt es, wenn die Funktion P, = f(R,, X,) interpretiert wird, denn die Funktion
P, =f(G,, B,) ergibt die gleichen Ergebnisse.

Eine Funktion z = f (x, y) mit zwei unabhingigen Variablen stellt im kartesischen Koordi-
natensystem eine Fliche im Raum dar. Die Variablen x, y und z sind reelle Zahlen, also
bezogene Groflen:

Mit den GI. (4.276) und (4.281) ist

Ugs? R,
P (Ry+R )2 +(X;+X,)? 4-R;-R,
P, max Ug? R+ R +(X; +X,)?
4. Ra
P R.
a_ = 5 ! 5 (4.290)
Pamax l+& N Xi +Xa
R; R
go_ X (4.291)
(1+x)? +y?
P R X +X
mit z=—2— x=—% und y=—"—-—2.
amax Ri Ri

Die Fliache im Raum, die diese Funktion z = f (X, y) darstellt, hnelt einem Berg mit einem
abgeplatteten Gipfel iiber dem Punkt (1, 0), einem steil abfallenden Hang zur y-Achse zu
und einem flachen Hang in Richtung x-Achse (siche Bild 4.174).

Bild 4.174 Raumliche Darstellung der Wirkleistungsfunktion
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Die rdumliche Darstellung gibt nur ein verzerrtes Bild und l4sst keine quantitativen Aus-
sagen zu. Deshalb werden Schnittflichen mit z = z;, x =x( und y =y festgelegt und
die dort sich befindlichen Schnittkurven untersucht.

Wird z nacheinander gleich einer konstanten Zahl zwischen 0 und 1 gesetzt, dann entste-
hen Kurven, in deren Punkten die Wirkleistung konstant ist. Diese Kurven heilen Hohen-
linien, weil sie im rdumlichen Bild der Funktion Punkte gleicher Hohe enthalten. Fiir
z = P,/P, max = konstant sind die Hohenlinien Kreise mit unterschiedlichen Radien und
auf der x-Achse verschobenen Mittelpunkten:

4
(l+x)2+y2=?x

4
Y21+ 2x— 2 4 x2=0
V4

2 2
y2+x2—2x-(z—lj+(%—lJ =[2—1J -1
z z z
s[4 )
yet+|x—| ——1 =—|—-1 (4.292)
z z \z

¥ (= xp) =1

. 2
mit xpy=—-—1

z
1 (1
und r=2- —-[——1}
z \z
. P, . e e .
Fir z = =1...0,5 ergeben sich dann folgende kreisformige Hohenlinien (siche
amax
Bild 4.175):
z 1 0,95 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5
XM 1 1,11 1,22 1,5 1,86 2,33 3,0
r 0 0,47 0,70 1,12 1,56 2,11 2,82

Parallel zu der z, y-Ebene und der z, x-Ebene sind die Ebenen fiir die Anpassungsbedin-
gung R, =R; und X, =- X; interessant. Die Gleichungen der Schnittkurven (siche Bild
4.175) ergeben sich nach GI. (4.291)

. R, 4
mit X =x5=—=1: z="1(ly)= (4.293)
R; 4+y2
0 £0.25 £0,5 £0,75 £1,0 +1,5 £2,0

z 1 0,985 0,941 0,877 0,8 0,64 0,5
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und mit
X. +X 4.
Y=y, =2 7= f(x,0)= — > (4.294)
Ri (1+ X)2
X 0 0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 2,0 3,0
0,64 0,89 0,98 1,0 0,99 0,96 0,89 0,75

-
/ "
> |ed
-
/'\ —_
~ - ox
/ * Tt~ =
]
b4 €
o @
"
-t N

N\

- % ™S oo on ~
o O ©O o o o

Wie in den Bildern 4.174 und 4.175 zu
ersehen, ist der Maxima-Gipfel der Funk-
tion z = f(X, y) nicht spitz, sondern abge-
plattet. Deshalb darf die Widerstandsan-
passung relativ ungenau sein, ohne dass
eine grofle Abweichung vom Maximalwert
hingenommen werden muss, wie folgendes
Beispiel zeigt.

Bild 4.175 Schnittkurven der
Wirkleistungsfunktion

R_ IR

1,0

09

08

0,7

0,6
0,5

0,2

z=f(x,0)
mit y= "X—iR.'A=0
i
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Beispiel:

In einem Grundstromkreis mit Ersatzspannungsquelle sind gegeben:
Ug =20V
Z,=R,+j-X,=10Q+j - 10Q
Z;=R;+j-X;=10Q—j-10Q.

Mit Gl. (4.280) ist die Anpassungsbedingung erfllt, so dass die Wirkleistung am passiven
Zweipol maximal ist:

Ul @ovy

Py max = = =10W.
fTU4LR, 4-10Q

Weicht der ohmsche Anteil des Aulenwiderstandes R, um —10% vom urspriinglichen Wert
von 10€Q2 ab, dann betrdgt die Abweichung der Wirkleistung vom Maximalwert nur 0,28%,
wie folgende Rechnung zeigt:
Xzﬁzﬁz(),g y=0 z= 4-x __4-09 =0,9972 .
R, 10Q (1+x)2  (1+0,9)?2
Die Wirkleistung betriagt dann P, =z - P, =0,9972 - 10W = 9,972W.
Bei einer Abweichung von +10% ist mit x =11/10=1,1 die Wirkleistung gleich 9,977W.

Weicht der Blindanteil des Auflenwiderstandes X, um —10% vom urspriinglichen Wert von
10€2 ab, dann betrdgt die Abweichung der Wirkleistung vom Maximalwert nur 0,25%, wie
berechnet werden kann:

X;+X, (-10+9)Q 4 4
y = = =-0,1 zZ= =
R; 10Q 4+y?  4+(-0,1)?
Die Wirkleistung betriagt dann P, =z - P, 0 = 0,9975 - 10W = 9,975W.
Bei einer Abweichung von +10% ist mit y = (— 10+ 11)/10 =+ 0,1 die Wirkleistung gleich.

Weichen ohmscher Anteil und Blindanteil jeweils um —10% von den gleichen urspriinglichen
Werten ab, dann betrigt die Abweichung der Leistung 0,55%:

- 4-x _ 4-0,9
1+x)2+y2 (140,92 +(-0,1)%
Die Wirkleistung betriagt dann P, =z - P, 0 = 0,9945 - 10W = 9,945W.

Bei einer Abweichung um jeweils +10% ist die Wirkleistung gleich 9,945W.

Diese Ergebnisse konnen im Schnittlinienbild der Funktion z = f (x, y) kontrolliert werden
(siche Bild 4.175).

x=1 =0,9975

x=09 y=-0,1 =0,9945 .
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Ubungsaufgaben zum Abschnitt 4.7

433

434

435

436

437

438

439

Fiir einen verlustbehafteten kapazitiven Wechselstromwiderstand soll die Augenblicksleis-
tung p nach Gl. (4.205) als Uberlagerung des Wirkanteils P - (1 — cos2wt) und des Blindan-
teils — Q - sin2mwt dargestellt werden, wenn die Scheinleistung S =U - 1 =2kVA und die
Phasenverschiebung ¢ =—m/3 bzw. — 60° betragen.

An einen passiven Zweipol wird eine sinusférmige Wechselspannung mit dem Effektivwert
U = 220V und der Frequenz f = 50Hz angelegt, wodurch sich ein sinusférmiger Strom mit
dem Effektivwert I = 9,1A mit einer Phasenverschiebung ¢ = 60° einstellt.

1. Ermitteln Sie die Ersatzschaltbilder mit den Ersatzelementen.

2. Errechnen Sie die Wirkleistung, die Blindleistung und die Scheinleistung fiir die beiden
Ersatzschaltbilder.

Durch eine Magnetspule flieit bei einer Spannung U = 110V mit der Frequenz f = 50Hz ein
Strom von 5,2A bei einem Leistungsfaktor cos ¢ = 0,25.

1. Berechnen Sie die Scheinleistung, die Wirkleistung und die Blindleistung.

2. Fiir die Parallelschaltung (Ersatzschaltung) ermitteln Sie dann die Wirkkomponente und
die Blindkomponente des Stroms.

3. Berechnen Sie schlieBlich fiir die Reihenschaltung (Ersatzschaltung) den Scheinwider-
stand, den ohmschen Widerstand, den induktiven Widerstand und die Induktivitit.

Zwei Kondensatoren sind parallel geschaltet und liegen an einer Spannung von 220V, 50Hz.
Der eine Kondensator hat eine Kapazitit Cp; = 12uF und eine Verlustleistung Py = 1,2W, der
andere eine Kapazitdt Cyp = 4{F und eine Verlustleistung P, = 0,8W.

1. Berechnen Sie die Verlustfaktoren d¢; und d¢ der beiden Kondensatoren.

2. Entwickeln Sie die Formel fiir den Verlustfaktor dc der Parallelschaltung in Abhédngigkeit
von den beiden Kapazititen Cpi und Cp2 und berechnen Sie den Verlustfaktor mit den an-
gegebenen Zahlenwerten.

3. Kontrollieren Sie das Ergebnis fiir d¢ tiber die Leistungen.

Fiir den Praktischen Parallel-Resonanzkreis (Bild 4.108) sind die Leistungen zu berechnen,
wenn die anliegende Spannung gegeben ist.

1. Entwickeln Sie die Formeln fiir die Wirk- und Blindleistung tiber die komplexe Leistung.
2. Kontrollieren Sie die Formeln mit Hilfe der Transformationsgleichungen.
3. Berechnen Sie die Wirk- und Blindleistung mit

Ry, =100Q L.,=0,1H C,=2uF U =20V mit ®=1000s".
In der dargestellten Schaltung sind die Spannung u, die Kapazitit Cp und die ohmschen Wi-
derstdnde Rc, und R gegeben:

U=220V, f=50Hz R=20Q
Rep=100Q  C,= 60LF. R

p Cp

|

Bild 4.176 Ubungsaufgabe 4.38
1. Berechnen Sie die Wirk- und Blindleistung, nachdem Sie die Parallelschaltung in die
dquivalente Reihenschaltung transformiert haben.
2. Kontrollieren Sie das Ergebnis mit dem komplexen Widerstand der Schaltung.
Fiir die Drei-Amperemeter-Methode sind das Zeigerbild und die Formeln fiir die Wirkleistung
P, den Leistungsfaktor cos ¢ und die Blindleistung Q zu entwickeln.
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4.40 Mit Hilfe der Drei-Voltmeter-Methode lassen sich nicht nur die Wirk- und Blindleistung eines
Wechseltromwiderstandes bestimmen, sondern auch die Ersatzelemente einer verlustbehafte-
ten Spule R; und L,. Bei einem Vorwiderstand R, =200Q wurden bei f = 50Hz folgende Ef-
fektivwerte gemessen:

U; =220V U,=90V  U;z=160V Up3z U3
1. Zeichnen Sie ein quantitatives Zeigerbild fuir samtli- —_——
311113 [Sjiin;gl.ngen und den Strom und lesen Sie Ugs 1 :)RL l:'R,- -j”L'_
2. Berechnen Sie aus den Ergebnissen des Zeigerbildes U, Uz
Ryund L,. Up >
3. Kontrollieren Sie die Ergebnisse rechnerisch, indem .
Sie zundchst den Leistungsfaktor ermitteln. Bild 4.177 Ubungsaufgabe 4.40

4.41 Fur einen Einphasenmotor fiir U = 220V, f= 50Hz mit der Wirkleistung von SkW und einem
Leistungstaktor cos ¢ = 0,85 soll mit einem parallel geschalteten Kondensator der Leistungs-
faktor auf 1 angehoben werden.

1. Berechnen Sie die Blindleistung und die notwendige Kapazitit.

2. Berechnen Sie die Stromaufnahme vor und nach der Kompensation.

3. Kontrollieren Sie das Ergebnis durch ein Zeigerbild.

4. Wie gro3 wire die notwendige Kapazitdt eines Kondensators bei welcher Spannung, wenn
bei 220V Netzspannung eine Reihenkompensation vorgenommen werden wiirde? Kontrol-
lieren Sie das Ergebnis mit dem Kapazitétsverhéltnis.

4.42 Ein Transformator ist bei U = 220V, f = 50Hz maximal mit 200kVA belastbar und durch
einen angeschlossenen Motor mit P; = 150kW, cos ¢ = 0,6 iiberlastet. Dennoch soll noch ein
zweiter Motor mit P, = 40kW, cos ¢, = 0,8 an den Transformator angeschlossen werden.

1. Weisen Sie nach, dass der Transformator durch den ersten Motor {iberlastet ist.

2. Untersuchen Sie, ob beide Motoren angeschlossen werden kénnen, wenn eine Blindleis-

tungskompensation erfolgt. Berechnen Sie die Blindleistungen und die notwendigen Kapa-
zitdten fur die Parallel- und Reihenkompensation.

4.43 Der aktive Zweipol in der gezeichneten
Schaltung soll an den passiven Zweipol,
dessen Bauelemente gegeben sind, ange- Rir
passt werden. Uq
1. Entwickeln Sie aus der Anpassbedin-

gung die Formeln fiir R; und L;, indem
Sie den komplexen Widerstand des pas- Ri
siven Zweipols ermitteln.
2. Kontrollieren Sie das Ergebnis, indem jwl P l'—'
Sie die Parallelschaltung des Kondensa-
tors in die dquivalente Reihenschaltung ]
iberfiihren. B
444 1. Fir die gezeichnete Schaltung ist der  Bild 4.178 Ubungsaufgabe 4.43
Auflenwiderstand Z, gesucht, der an den Rir juwlp
aktiven Zweipol angepasst werden kann. — - .
2. Entwickeln Sie die Formel fiir die ma-
ximale Leistung, die der passive Zwei- Uq C)
pol aus dem aktiven Zweipol aufnimmt. ch
3. Berechnen Sie Z, und P,y flir 1= r] U Zg ]
Ug=9V bei f=3000Hz [] Ri Jutp
R;=4Q
Ry, =6Q L, =424pH

Rcp = 50002 Cp = 10,64F

) -

Bild 4.179 Ubungsaufgabe 4.44
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5 Ortskurven

5.1 Begriff der Ortskurve

Zeigerbild und Ortskurve

Durch ein Zeigerbild wird ein bestimmter Betriebszustand eines Wechselstromnetzes bei
konstanten Parametern (Amplituden und Frequenz der einspeisenden sinusférmigen
Quellspannungen und Quellstrome, Netzparameter R, L, M und C) durch komplexe Effek-
tivwerte von Stromen und Spannungen beschrieben.

Komplexe Widerstinde und komplexe Leitwerte von Wechselstromschaltungen lassen
sich ebenfalls durch Zeiger in der Gaul3schen Zahlenebene darstellen, wenn die Frequenz
und die Netzparameter konstant sind.

Mit variablen Parametern dndern sich die Zeigerbilder mit komplexen Effektivwerten und
entsprechend die Zeigerbilder fiir komplexe Widerstinde und komplexe Leitwerte. Wird
nur die Anderung einer bestimmten GréBe des Wechselstromnetzes infolge der Anderung
eines Parameters untersucht, dann entsteht fiir diese Grofle eine Menge von Zeigern. Die
Zeigerspitzen werden verbunden, die Kurve der Zeigerspitzen wird Ortskurve genannt.
Jede Ortskurve wird mit reellen Parametern p versehen. Im Ortskurvenpunkt fiir p=1
endet der Zeiger, der dem Ausgangszustand der untersuchten Grofle entspricht. Zu den
Ortskurvenpunkten fiir p # 1 gehoren die Zeiger, die den gednderten Anteil der untersuch-
ten GroBe bezogen auf den Ausgangszustand berticksichtigen.

Durch Ortskurven lassen sich also verschiedene Betriebszustinde eines Wechselstromnet-
zes, d. h. bei gednderten Parametern, in einem Bild erfassen.

Beispiele:
1. Ortskurve des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung eines variablen ohmschen

Widerstandes R, = p - R,y mit dem Parameter 0 < p < e und einer konstanten Induktivitét
L, bei konstanter Kreisfrequenz o:

Die Ortskurvengleichung lautet
Z=joL +p- Ry

pl=0 p=0,5 p=1 p=15 p=2

Re= P-Rro
Bild 5.1
jwle Zo=jwle Ortskurve des komplexen
Widerstandes der R/L-
r Reihenschaltung bei variab-

lem ohmschen Widerstand
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2. Ortskurve des bezogenen komplexen Widerstan- i fg2
des des Reihenschwingkreises mit
Z . L Orfskurve
—=1+jQ, v, fir Zr/Rp
R, und Yp/G
fo P
und des bezogenen komplexen Leitwerts des Pa- 0 1 r
rallelschwingkreises mit
Y, 1450
—=1+j-Q, -V
p P
G =it fg1
bei veranderlicher Frequenz f. Bild 5.2 Ortskurve des bezogenen

Bei der Behandlung der Bandbreite bei 45°-Ver-  komplexen Widerstandes und des
stimmung wurden jeweils drei Ortskurvenpunkte  pezogenen Leitwerts eines
berechnet (siche Abschnitt 4.5, Bilder 4.94 und  Schwingkreises

4.105).

Die zu untersuchende Gréfle, fiir die die Ortskurve entwickelt werden soll, kann der kom-
plexe Effektivwert eines Stroms oder einer Spannung, ein komplexer Widerstand oder ein
komplexer Leitwert, ein Spannungsverhiltnis oder ein Stromverhiltnis, ein Frequenzgang
und dhnliches sein.

Allgemeine Ortskurvengleichung

Die allgemeine Form der Ortskurvengleichung lautet
A+p-B+p? C+p’ D+..

A+p-B +p2-C'+p3-D+..

wobei p ein reeller Parameter und A, A’, B, B’, C, C’, D, D’, ... komplexe GréB3en
sind.

0= (.1

(Anmerkung:

Die mit einem Strich versehenen komplexen Grof3en sollen selbstverstindlich keine
differenzierten Groflen sein. Um Missverstidndnisse zu vermeiden, werden bei den
folgenden Ortskurvengleichungen keine Striche mehr verwendet).

Beispiel:
Fiir das angegebene Beispiel 1 ist
0=Z=joL +p-Ry
mit A=joL, B=R,, C=D=..=0
A=1 und B=C=D-=

Ermittlung der Ortskurve

Jeder Punkt der Ortskurve kénnte fiir ein gewéhltes p errechnet und in der Gaullschen Zah-
lenebene eingetragen werden. Die Punkte verbunden ergeben die Ortskurve. Bei Ortskurven
hoherer Ordnung bleibt auch nichts anderes tibrig, als die Ortskurve auf diese Weise zu
ermitteln, weil sie nicht konstruiert werden kann.

Sind die Ortskurven einfach wie Geraden, Kreise und Parabeln oder handelt es sich um
tiberlagerte einfache Ortskurven, dann sollten die Ortskurven nach Konstruktionsanleitun-
gen konstruiert werden. Beispielsweise wire die punktweise Ermittlung eines Kreises als
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Ortskurve zu aufwendig und ungenau. Einfacher und genauer ldsst sich ein Kreis durch
Bestimmung der Mittelpunktslage und des Radius zeichnen.

Bei der Uberlagerung von einfachen Ortskurven werden zunichst die einfachen Ortskur-
ven konstruiert und anschlieend die Zeiger fiir gleiche Parameter p iiberlagert. Bei der
Ermittlung einer Ortskurve sollte nach folgenden Schritten vorgegangen werden:

1. Ermittlung der Gleichung fiir die Grof3e, fiir die die Ortskurve ermittelt werden soll.

2. Einfihrung des Parameters p in den variablen Teil der GroBe, wodurch sich die
Ortskurvengleichung ergibt.

3. Konstruktion der Ortskurve, falls es sich um eine einfache Ortskurve oder um {iberla-
gerte einfache Ortskurven handelt.

Gerade: G=A+p-B
. 1 1
Kreis durch den Nullpunkt: K=—=
G A+p-B
Kreis in allgemeiner Lage: K= A+pB =L+ !
C+p-D E+p-F
Parabel: P=A+p-B+p?-C
A+p-B+p?- 1
zirkulare Kubik: O0== P 27D QZE"‘P'S"‘
D+p-E D E
7+p.i
E E

(das ist die Uberlagerung eines Kreises mit einer Geraden)
oder
Berechnung der einzelnen Ortskurvenpunkte bei Variation des reellen Parameters p. Hier-
bei geniigen meist einige Ortskurvenpunkte fiir ganze p, um den Verlauf der Ortskurve zu
erkennen. Zwischenwerte der Ortskurve fiir gebrochene p-Werte lassen sich nachtriaglich
errechnen und in das Ortskurvenbild eintragen.

5.2 Ortskurve ,,Gerade*

Gleichung in allgemeiner Form und p=b j
Darstellung
G=A+p'B (5.2) p=3 )
mit —oco<p<oo 0=
speziell: p=1
I & p=0
G=A+|p—-——|'B (5.3)
p B A p=-1
mit  0<p<e P2

Die Ortskurve geht durch die Spitze des

Zeigers A mit p = 0 (speziell: p = 1) und Bild 5.3 Ortskurve ,,Gerade“*G=A+p-B
verlduft parallel zum Zeiger B. - -
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Konstruktionsanleitung

Zuerst werden die Zeiger A und B gezeichnet, dann wird parallel zum Zeiger B eine Ge-
rade gezeichnet und schlieBlich werden mit der Lange des Zeigers B die Parameter
p=0,+1,+2,+3, ... eingetragen.

Kann der Parameter p nur Null und positive Zahlen annehmen, dann besteht die Ortskur-
ve aus einer entsprechenden Teilgeraden. Bevor die Ortskurve gezeichnet wird, sollte
iiberpriift werden, ob der Parameter auch negativ werden kann.

Beispiel 1: Re1  Lri Re2, L2
Ortskurve des komplexen Widerstandes der Reihen-

schaltung zweier Spulen, bei der die eine Spule verdn-

derlich ist:

R;; =500Q2 R, =200 ...2000Q j-6000
Ly=1ImH L,=2..20mH bei f=50kHz .
. . j-5000 4
Z=R; +joly + R +joly
. j-4000
mit er =p- Rro Rr() =200Q
Lop=p-Lo Ly=2mH j-3000 4
p=1...10 j-2000 A
Z=Ry t]joLy +p- Ry tjoly) j-1000 48
wobei A=R,; +joL, und B=Ry+jolLy 0 A :
Z=500Q+j-2r-50- 10371 - 1-1073H + 0 1000 30000
+p-(200Q+j-21-50- 103! -2 - 1073H)
: : Bild 5.4 Schaltbild und Ortskurve
= +1- +p- +1-
Z .(500 13140+ p- (2004 - 628)Q2 der Reihenschaltung einer konstan-
mit p=1,...,10 ten und einer verdnderlichen Spule
Beispiel 2:
Ortskurve der Spannung iiber der Reihenschaltung eines 1
konstanten ohmschen Widerstandes und einer variablen 1 R JjuwC
Kapazitit bei konstantem Strom: =
. .1 %
U=R+j-X) 1= | R —j-— |1 Y
oC, )
Die Spannung nimmt mit gréBer werdender Kapazitit : p*=0 ,-I;_ r
ab bzw. mit groer werdendem Blindanteil des komple- U Ua=R.1]P=®
xen Widerstandes zu: Co ™ =Ryt
= -j —
U=R T j WGl gt L=t
o-p-Cy
mit . Cr=p~C.r0 . p"=2 _p=«”2
Um auf die allgemeine Form der Geradengleichung zu
. * . " Ortskurve
kommen, muss ein Parameter p- eingefiihrt werden, der fiir U
reziprok zu p ist: . =
) p*=34p=1/3
U=Re 14" j Xep I=Re - I+p ‘[— L j
o-C
Bild 5.5 Ortskurve der

-1 Spannung am Kondensator

mit p*:1 und X, =p* X, o=p*- anmnu (
p o-Cy, bei variabler Kapazitit
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5 Ortskurven

Die Ortskurve fiir die Spannung am Kondensator beginnt auf der reellen Achse bei der ohm-
schen Spannung Ug = R, - I und verléuft parallel zur negativen imagindren Achse. Als Para-
meter kénnen sowohl p als auch p”* verwendet werden, die nur positive Zahlen annehmen,
weil negative Kapazititen ausgeschlossen sind.

Die Ortskurve fiir die Spannung an der Reihenschaltung eines konstanten ohmschen Wider-
standes und einer variablen Induktivitit beginnt auf der reelen Achse bei Uy und verléduft pa-
rallel zur positiven imagindren Achse.

Entsprechendes gilt fiir die Strome durch die Blindwiderstinde von Parallelschaltungen von
R, und variablen L, bzw. C,,, wenn die anliegende Spannung konstant ist.

Beispiel 3: Ortskurven

des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung eines variablen ohmschen Widerstandes,
einer konstanten Induktivitit, einer konstanten Kapazitit bei konstanter Frequenz und des
komplexen Leitwerts der Parallelschaltung eines variablen ohmschen Widerstandes, einer
konstanten Induktivitit, einer konstanten Kapazitit bei konstanter Frequenz:

Reihenschaltung Parallelschaltung:
Z, =R +j- X, 1 .
| Tom g T
Z.=p-Ryp+j | oL —— P
Li=Pp 0 7 [ r UJCJ
1 . 1
Ypo=—R +JA[me_]
PRy (x)Lp

N

Rp=p-R 0sp<oo
|—<,1 N np po Pﬂ
Re=p-Rro julr Jut, i _‘lc
Jwip

0sp<oo -
jULp

Ortskurven fiir Z mit X20:
Ortskurven fiir Ipmif Bp20:

J
p=0 p=1  p=2 .y j 1
- > = = =1/2 p=1/3
/ r p=c P: p= p= 8p>0
T Xe=0
Xr<0 ] p=1 p=1/2 p=1/3

p=o Bp<0

Bild 5.6 Ortskurven von Schwingkreisen mit variablem ohmschen Widerstand



5.2 Ortskurve ,,Gerade*

191

Beispiel 4:

Ortskurven des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung und des komplexen Leitwerts der
Parallelschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes und einer variablen Induktivitit oder

einer variablen Kapazitit bei konstanter Frequenz:

Reihenschaltung Parallelschaltung:
Z,=Ri+j X =Retp-j-Xpo Y, =Gy +i - By=Gytp-j By
mitX,=p-X,g und 0<p<eo mitB,=p-Bpy und 0<p<oo
= . = - 1 =D s --——1——-
Xp=p-(wleol>0 Xp=pl wCr°)<° Bp=P{wlpo)>0 Bp=p-! uLp°)<°
j j j R
pP>0
Y p>0
: ——e ||y
r P
jwC
R Jp=0 | : . Gp |p=0 i FLpo
= . r — r
Rr  |P=0 ko Gp P=0
Zr D>0 h—;o Ip
. = >0
Rr JUPLro jUcho P

Bild 5.7 Ortskurven des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung und des komplexen Leit-
werts der Parallelschaltung von ohmschen Widerstdnden und verdnderlichen Blindwiderstinden

Beispiel 5:

Ortskurven des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung und des komplexen Leitwerts der
Parallelschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes und einer konstanten Induktivitdt oder
Kapazitit bei variabler Frequenz @ =p - 0y mit 0 <p < co:

Reihenschaltung
Z,=R+j X,
1
Z, =R, +joL; Z,=Ri—j——
T
. 1
Z; =R+ jpmpL; Z,=R;—j- C
me r
Xp=pwolr >0 Xp=- P'-:ofr<o
j ol
Zr o—{R:J—{I-—iw
r
jPwoCp
Rr p=0 r r
Rr p=o
Zr
o—{ l—o
h p=0
Re  jpuwolr {

Parallelschaltung:
Y,=GptiBy
. o1
Y, =Gyt joC, X1t>:Glt>’J'wT
p
Y, =G, +ipwC, Y,=Gp—j !
Y, = 0 Yp=Gp—)
P~ Yp p Lp~Mp po,L,
- .1
Bp=puw,lp>0 Bp =" pualp
R
p+o
Yp
6p_ =0 .
Rp
1
jPUocp

Bild 5.8 Ortskurven des komplexen Widerstands der Reihenschaltung und des komplexen Leitwerts
der Parallelschaltung von ohmschen Widerstdnden und konstanten Induktivititen oder Kapazititen

bei verdanderlicher Frequenz



192 5 Ortskurven

Beispiel 6:

Ortskurven des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung und des komplexen Leitwerts der
Parallelschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes, einer konstanten Induktivitdt und einer
konstanten Kapazitét bei variabler Frequenz m =p - 0y mit 0 <p < oo:

Die Kreisfrequenz o muss auf die Resonanzkreisfrequenz m, des Reihen- bzw. Parallelschwingkrei-
ses bezogen werden, damit der variable Imaginarteil Null werden kann.

Reihenschaltung Parallelschaltung:
Z,= R +j-X; jip::(h)+j .BP
Z.,=R,tj-|oL - . = i !
Ly rT) T (;)Cr Xp—Gp+J (X)Cp_mildp
Z.=R;+j-|po,L, - ! Y, =G,+j C !
mit ) = ! it 1
0 — mi1 Wy =
LG \/CPLP
. 1 . 1
Zy= R+ Xy '(p_j Xp_Gp+J'ka'[p_j
p p
mit dem Kennwiderstand mit dem Kennleitwert:
1 L 1 C
Xy =Ly =——— = |- By, =0Cp = = |-
' ' (DOCr Cr kp~o%p mOLp Lp
(vgl. Abschnitt 4.5.1, Gl. 4.115) (vgl. Abschnitt 4.5.2, Gl. 4.139)
Der Parameter p entspricht also dem Parameter x in den Gleichungen 4.116 und 4.140:
1 1
Xr_Xkr'[p_p]_Xkr'Vr Bp_ka'[p_p]_ka'Vp

Bei Resonanzkreisfrequenz oy ist der komplexe Widerstand Z, gleich dem ohmschen Widerstand R,
und der komplexe Leitwert Y, gleich dem ohmschen Leitwert G,,. Bei hoheren Frequenzen o als @
sind die Imaginérteile positiv, bei niedrigeren Frequenzen o als o sind die Imaginirteile negativ:

j j
p>1 p>1
— ||
. Y
R L 1 Z; Yp
rJwip Jwt,
Re p=1 Gp p=1
w=p-w, r r
LW
oder p-E wspu,
oder =
p<1 ° p<1

Bild 5.9 Ortskurven des komplexen Widerstandes des Reihenschschwingkreises und des komplexen
Leitwerts des Parallelschschwingkreises bei verdnderlicher Frequenz
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5.3 Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt*

Gerade und Kreis durch den Nullpunkt

Die Ortskurve des verdnderlichen komplexen Widerstandes Z, einer Reihenschaltung von
Wechselstromwiderstinden und des verdnderlichen komplexen Leitwerts Y, einer Paral-
lelschaltung von Wechselstromwiderstinden sind Geraden mit der Ortskurvengleichung

G=A+p B bzw. Q=A+(p—lj'ﬁ-
p
Der veridnderliche komplexe Leitwert Y, der Reihenschaltung und der veridnderliche kom-
plexe Widerstand Z, der Parallelschaltung bedeutet mit
velwa ozl
Zr =p

eine Inversion der Geraden, der so genannten Nennergeraden (G steht im Nenner):

K:i:# mit —oo<p<eo (54)
G A+p-B

und speziell

1 1
K=—=

~ A+|p-_|'B
P

Die Ortskurve, die durch die Kehrwertbildung (Inversion) der Geradenzeiger entsteht, ist
ein Kreis durch den Nullpunkt, wie im folgenden nachgewiesen werden soll.

mit 0<p<eo, (5.5

Nachweis fiir die Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt*
Die Ortskurvengleichung
1
S A+p B
besteht aus den Zeigern A = A - ¢l® B=B - Bund K =K - ei¥.

K ist der Kreiszeiger, der im Koordinatenursprung beginnt und mit dem variablen Para-
meter p in den entsprechenden Kreispunkten endet.

Werden Zihler und Nenner durch A dividiert, dann ergibt sich

b
K
K= A le —OC
I+p-— ML
A
mit Q=E=E~ej(ﬁ_(x)=c-ej7 mit 'Y:B_(x
A A
1 1 . .
und Kg=—= —=—.¢ JOL=K0.eJ( o)
A Al
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Ky ist der Kreiszeiger fiir p = 0, wie aus der Kreisgleichung zu ersehen ist. Er liegt auf
dem Strahl vom Koordinatenursprung mit dem Winkel — o und hat den Betrag 1/A. Wird
der Nenner 1 + pC auf die linke Seite gebracht, dann ergibt sich eine Gleichung von drei

Zeigern:

K+pC-K=Kop
oder

K+D=Kop
mit D=p-C-K=D-ed=D- ¢3+2m)
und pC =2 = 2 . ed(3=1)

K K
pC=pC-elY=pC-elB-0)

wobei y=38-x
bzw. K+y=0=0+2n

Bild 5.10

Kreis durch den Nullpunkt:
Ortskurvengleichung und Darstel-
lung

Die drei Zeiger K , D und K bilden ein geschlossenes Dreieck. Wird der Parameter p
variiert, dann @ndern sich die beiden Zeiger K und D , der Zeiger K bleibt unverindert.

Der Winkel v, der zwischen den Zeigern D und K liegt, bleibt bei Variation des Parame-
ters p ebenfalls unverdndert, weil er durch B und o feststeht.

Sind von einem Dreieck eine Seite Ky = 1/A und der gegeniiberliegende Winkel w — v bei
Variation der beiden tibrigen Seiten K und D konstant, dann liegt das Dreieck in einem
Kreis, denn tiber einer Sehne K eines Kreises bleibt der gegentiberliegende Peripherie-
winkel « — 7y konstant.



5.3 Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt™ 195

Herleitung der Konstruktionsvorschrift

Ein Kreis, der durch den Koordinatenursprung verlauft, ist allein durch die Lage des Mit-
telpunktes M bestimmt, denn der Radius ist dann durch die Strecke MO festgelegt. Aus
den gegebenen Zeigern A und B der Ortskurvengleichung muss also die Lage des Kreis-
mittelpunktes eindeutig ermittelt werden konnen:

Der Mittelpunkt M ergibt sich aus dem Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf dem
Kreiszeiger Ko = 1/A und des Lotes auf der Kreistangenten im Koordinatenursprung, die
mit der Richtung des konjugiert komplexen Zeigers B* und des negativen konjugiert
komplexen Zeigers ~B” iibereinstimmt.

Bild 5.11

Herleitung der Konstruktionsvor-
schrift der Ortskurve ,, Kreis durch den
Nullpunkt*

Aus dem Zeiger A lisst sich der konjugiert komplexe Zeiger A" durch Spiegelung an der
reellen Achse ermitteln. Damit liegt die Gerade fest, auf der der Kreiszeiger K¢ liegt, denn
die Zeiger A" und Ky = 1/A. haben die gleiche Richtung. Auf dieser Geraden wird im
Abstand 0,5/A = 1/(2A) die Senkrechte, die Mittelsenkrechte auf K, gezeichnet.

Aus dem Zeiger B kann ebenfalls durch Spiegelung an der reellen Achse der konjugiert
komplexe Zeiger B* bestimmt werden. Dieser liegt auf der Tangente, auf der im Koordi-
natenursprung die Senkrechte zu bilden ist.

Dass die Zeiger B* bzw. —-B auf der Kreistangenten im Koordinatenursprung liegen,
muss noch nachgewiesen werden:

Bei einem Kreis ist der Peripheriewinkel m—7vy gleich dem Sehnen-Tangenten-Winkel,
der zwischen der Sehne K und der Tangente liegt. Zwischen der Tangente und der reellen
Achse tritt damit der Winkel (m—7) — o auf, der gleich dem Argument des negativen
konjugiert komplexen Zeigers —B" ist:

(T—yp-o=n—(y+o)

mit y=B-o bzw. PB=y+ta
(n-y-o=n-p
~B*=-B-¢B=B i@ B mit oT=—1.
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Die konjugiert komplexen Zeiger A" und B, die das Zeichnen des Kreises ermoglichen,
bilden die gespiegelte Nennergerade

G'=A"+p-B" (5.6)

Diese verlduft parallel zum Zeiger B*, so dass auch auf der gespiegelten Nennergeraden
die Senkrechte gezeichnet werden kann, um den Mittelpunkt zu erhalten.

Die gespiegelte Nennergerade muss gezeichnet werden, weil mit ihrer Hilfe die Parame-
ter p auf dem Kreis gefunden und eingetragen werden konnen. Fiir einen bestimmten
Parameter p haben der Zeiger an den Kreis K und der Zeiger an die gespiegelte Nenner-
gerade G* die gleiche Richtung, wie folgende Gleichung zeigt:

K=K-ef=to_ 1 G e 1 5" (5.7)
G G-elx G2 G?

Die beiden Zeiger K und G™ fiir einen gleichen Parameter p unterscheiden sich nur durch
ihren Betrag, also durch ihre Linge. Punkte des Kreises K und der konjugiert komplexen
Nennergeraden G* mit gleichen p-Werten liegen deshalb jeweils auf einer Geraden, die
durch den Koordinatenursprung geht. Die p-Werte auf dem Kreis werden also mit Hilfe
eines Lineals ermittelt, das an den Koordinatenursprung 0 und an die Punkte der Geraden
G angelegt wird. Die Parameterwerte der Geraden G* werden dann jeweils auf den Kreis
tibertragen.

Bild 5.12

Ermittlung der Parameterwerte auf der
Ortskurve ,,Kreis durch den Null-
punkt mit Hilfe der konjugiert kom-
plexen Nennergeraden

Die Geraden durch den Koordinatenursprung 0 zur Bestimmung der p-Werte des Kreises
sind im Bild 5.12 nur zum besseren Verstindnis der Zusammenhinge eingetragen. Sie
werden selbstverstindlich bei den Ortskurvenkonstruktionen weggelassen, damit das
Ortskurvenbild tibersichtlich bleibt. Die auf den Kreis zu libertragenden p-Werte werden
auf dem Kreis nur markiert.
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Konstruktionsanleitung fiir die Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt*
Bei der Konstruktion der Ortskurve eines Kreises, der durch den Koordinatenursprung
verlauft, sollte nach Erkennen der Ortskurvengleichung

1
S N T S B
A+p-B

A+ip-—|'B —
p

nach folgenden Schritten vorgegangen werden (siche Bild 5.13):

K

Q| —

Nachdem auf der reellen und imagindren Achse gleiche Malistibe gew#hlt sind, kann mit
der Konstruktion begonnen werden.

1. Zeichnen der Nennergeraden G=A +p - B.

*

2. Spiegelung der Nennergeraden an der reellen Achse ergibt G'=A"+ p-B.

3. Zeichnen der Senkrechten auf der gespiegelten Nennergeraden G”, die durch den
Nullpunkt verlduft.

4. Berechnen von 1/(2A), Festlegen des Maf3stabs fiir 1/(2A) und Zeichnen der Senkrech-
ten auf A* im Abstand 1/(2A). Die Festlegung der Lange von 1/(2A) bestimmt die
Grofle des Kreises.

5. Schnittpunkt der beiden Senkrechten ergibt den Mittelpunkt M des Kreises.
Zeichnen des Kreises mit dem Radius MO .

6. Bezifferung des Kreises mit den Parameterwerten p entsprechend der gespiegelten
Nennergeraden G".

Bild 5.13
Konstruktion der Ortskurve
,.Kreis durch den Nullpunkt*
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Beispiel 1:
Ortskurve des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung zweier Spulen, bei der die eine Spu-
le veranderlich ist:

Ry =23Q Rip=0...36Q mit Ry=12Q

X1 =10Q X =0...66Q X0 =22Q d.h. p=0...3
Die Gleichung der Nennergeraden lautet:

Z=Ry 3% +p - Rpo +jXp0) = (23 + j- 10)Q+p - (12 +] - 22)Q
Die Inversion der Nennergerade ergibt die Kreisgleichung:

v= 1_ 1 _ 1
T Z R+ X +p R+ X,y (23+4)-10)Q+p-(12+]-22)Q

Dabei ist
A=(23+j-10)Q

Ret L Rr2 ¢ Lr2
o—-t:—-—éﬁ—o A=14232 +102Q =25Q
und 1/(2A) =20mS £ 2cm

11800
OmS p=3
G=Z
p=2
| 409
20mS
=1 /
f -
~ M
3 g -
o/
4 40 Ql/ 809 X
N poo 2§/ms Lms r
=3 <
18X
p=2
p=1 p=0
-40R
/'-20ms K=X
p=2
Bild 5.14
. Schaltung und Ortskurven der
z Reihenschaltung einer konstanten
1 p=3 und einer verdnderlichen Spule

Sowohl die Ortskurve des komplexen Widerstands als auch die des komplexen Leitwerts ist
nur fiir positive Parameter sinnvoll.
Die Ortskurvenpunkte des komplexen Leitwerts lassen sich rechnerisch kontrollieren:
p=0 Zy=23+j-10)Q
1 (23-j-10)Q (23— j-10)Q

Yo= - - = (36,6 —j-159)mS
(23+j-10)Q (23-j-10)Q 629 Q2
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p=1 Z;=Q23+j-10)0Q+1-(12+j-22)Q=35+j-32)Q
1 (35-j-32)Q (35— j-32)Q
(35+j-32)Q (35-j-32)Q 2249 Q2
pP=2 Z,=(Q23+j-10)0Q+2-(12+j-22)Q=(47+j-54)Q
1 (47— 5HQ (47— 54)Q
47+ j-54)Q (47 — j-54)Q 512502
p=3 Z3=(Q3+j-10)0Q+3-(12+j-22)Q=(59+j-76)Q
1 (59-j-T76)Q (59— j-76)Q
59+j-76)Q (59— j-76)Q 9257 Q2

Y, =

= (15,6 — j-14,2)mS

Y, = =(9,2-j-10,5mS

Y;=

=(6,4—j-82)mS

Beispiel 2:

Ortskurve des Stroms durch die Reihenschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes
und einer variablen Kapazitdt bei konstanter Spannung:

u 1

I= — Rr  JwC,
R +j X, I Jutr ¢
-— — T
Rr -
oC, i
p=1/3
1= U 1 6%
R, - 4p=
r ) opCy p=1/2
l: 1 p=1
&—j' 1 p=2
U " poCyU
p=0
oder 0 P U T
1 B
1= R
&_J‘.p*. 1 p=1
u ®Cy U
=1/2
mit C;=p - Cr=— - Cyg P
p G/
Dabei sind p=1/3
R 1
AT BT e T
= 0= Bild 5.15 Ortskurve des
und Stroms durch den Kondensa-
1 U tor bei variabler Kapazitt
2A 2R

Bei p = 0 ist der kapazitive Widerstand unendlich groB3, so dass der Strom Null ist. Wird die
Kapazitit sehr groB3, dann ist der kapazitive Widerstand vernachldssigbar klein; bei p = oo ist
der Strom nur noch durch den ohmschen Widerstand R begrenzt.

(vgl. mit Beispiel 2 der Ortskurve ,,Gerade*)
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Beispiel 3:
Ortskurven

des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung eines variablen ohmschen Widerstandes, einer
konstanten Induktivitit, einer konstanten Kapazitit bei konstanter Frequenz und des komple-
xen Widerstandes der Parallelschaltung eines variablen ohmschen Widerstandes, einer kon-
stanten Induktivitit, einer konstanten Kapazitét bei konstanter Frequenz:

(vgl. mit Beispiel 3 der Ortskurve ,,Gerade*)

Reihenschaltung Parallelschaltung:
1 1 1
Y= z,-+-—1
Z, Rr+J'Xr Xp L+j~B
R p
1 p
Y. =
R,+j|oL . Z,= !
R - 1 . 1
+j|oC, ——
! 1 p Ry p oL,
mitA=j-X;, und —=—r
2A 2X, |
mité=j~Bp und =
2B
P
- N _1_ Rp=p-Rp°
Rre=p-Rro juwlr jwCr ° =[r - o
jUCp
ez
Ortskurven fiir Y, mit XrZ 0: juwlp
. Ortskurven fiirZp mit BpZ 0:
J p=0 Xr<o
p=1/2 j Bp<0
* .
’ 0 p=1 2 Zr fir Xp<0
%1 Y fiir Bp<0
=1/2
p —Xr=
2 I7 fir Xp>0
Y* 5o >0
D=1/2 Lp fir Bp
p:
Xr>0 p=m
Bp>0

Bild 5.16 Ortskurven von Schwingkreisen mit variablem ohmschen Widerstand
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Beispiel 4:

Ortskurven des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung und des komplexen Widerstandes der
Parallelschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes und einer variablen Induktivitit oder
einer variablen Kapazitit bei konstanter Frequenz:

(vgl. mit Beispiel 4 der Ortskurve ,,Gerade*)

Reihenschaltung
_ 1 1 _ 1
- Z, R +j- X, Ro+p-j-X,

mit X;=p-X;p und 0<p<eo

und A=R, und

2R,
1
Xr=p-lwlp)>0 Xr=p(‘ wCr°)< 0
Re “juwplro Re P
jwlro
J ! zf
p>0 pP>0
p>0
1
2R
- X
p=| p-O r
) p=[w N CE
I I
1
7R,
p>0 r
p>0 p>0
¢ L

Parallelschaltung:
1 1 1
A R S R R
Y, Gp+i-B, Gy+p-i-By
mit B,=p-Bpy und 0<p<oo
11 R
und A=G, und ——=——=—"
2A 2G, 2
1
Bp=p~(pro)>0 Bp=P( m) 0
R R
1 k]
jupCpo Jwplpo
. j .
J Yp Yp
p>0 p>0
p>0
2
A\
r|p=|® . P=0 r N r
7 p=|® P=0
P .
Rp
2
p>0
p>0 p>0
Yp Yp

Bild 5.17 Ortskurven des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung und des komplexen Widerstan-
des der Parallelschaltung von ohmschen Widerstdnden und verénderlichen Blindwidersténden
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Beispiel 5:

Ortskurven des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung und des komplexen Widerstandes der
Parallelschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes und einer konstanten Induktivitdt oder
Kapazitit bei variabler Frequenz ® =p - 0y mit 0 < p < eo:

(vgl. mit Beispiel 5 der Ortskurve ,,Gerade*)

Reihenschaltung
Tt
Z, R + i X,

=T

B 1 B 1
- R, +jeL, 1
e oC,
B 1 B 1
R, +jpo,L, 1
r e C
Py,
. 11
mit A=R; und —=——
2A 2R,
Xe=pwolr >0 xf:’pc:cfo
o
| —
Rr jpuwelr Re 1
JLA
J Zl‘ J l:
p—=-o p—=0
1
7Ry \
- Yr
p=lo p=0_, : r
/ p=(0 I CEC
T
T
2Ry
N T
zr Zr

Parallelschaltung:

1 1
577G, +i B,
Lp p 1By
1 1
576 vjec. L7 1
p p . -
Lp
_ 1 _ 1
Gp +_]p(DOCp G —j 1
P po,L,
. 1 R
mit A:Gp und EZEZTP
P
Bp=pw,Cp>0 B I B
pTFWetp P77 Pul,
R R
1
jpuotp jpwolp
j *
Yp Yo
p—-o p—~0

Zp
Zpl L =
N —
i)
2
P+ P-;O
*
Yo Yp

Bild 5.18 Ortskurven des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung und des komplexen Widerstan-
des der Parallelschaltung von ohmschen Widerstdnden und konstanten Induktivitdten oder Kapazité-
ten bei verdnderlicher Frequenz
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Beispiel 6:

Ortskurven des komplexen Leitwerts der Reihenschaltung und des komplexen Widerstandes
der Parallelschaltung eines konstanten ohmschen Widerstandes, einer konstanten Induktivitit
und einer konstanten Kapazitét bei variabler Frequenz @ =p - 0y mit 0 <p < co:

(vgl. mit Beispiel 6 der Ortskurve ,,Gerade*)

Die Kreisfrequenz ® muss auf die Resonanzkreisfrequenz ®, des Reihen- bzw. Parallel-
schwingkreises bezogen werden, damit der variable Imaginérteil Null werden kann.

Reihenschaltung Parallelschaltung:
1 1 1 1
Y= = Zy=0—=—F—"—
Z, R +j X XP GP+J.BP
1 1
Y. = ZP:
1 1
R+ oL ——— G +j|oC, ——
) ]
1 1
Y. = | Zp:
1
R+j[p(x)0L ] G +j-|po,C, —
r " opw,C, p 0~p po,L,
1 1
mit ®, = mit o, =
L.C. C,L,
1
Xr 1 Zp = 1
R it [p
mit dem Kennwiderstand mit dem Kennleitwert
1 L 1 C
Kyr = oL = ©.C = C7r ka:wOCp: = |
0~r r wOLp Lp
(vgl. Abschnitt4.5.1, G1. 4.115) (vgl. Abschnitt4.5.2, Gl. 4.139)
WP, —
- .
o —m——| "
R, oL 1 |r. 1
Julr jwCr JuCp
e
jwl wp-w,
j r| & ':
p<1|p>1 j 1p Ip
p<1]p>1
p<t
p<1
Y
z
p=0 p=1 |p=1 -
p=c . P=0 p=1 \p=1
1 p=m r
2Ry Rp
2
p>1
p>1
p>1|p<i
p>1]p<1

Bild 5.19 Ortskurven des komplexen Leitwerts des Reihenschschwingkreises und des kom-
plexen Widerstandes des Parallelschschwingkreises bei variabler Frequenz
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Der Parameter p entspricht also dem Parameter x in den Gleichungen 4.116 und 4.140:

1 1
Xr_Xkr'[p_p]_Xkr'Vr Bp_ka'[p_p]_ka'Vp

Bei Resonanzkreisfrequenz oy ist der komplexe Leitwert Y, = 1/Z, = 1/R; und der komplexe
Widerstand Zy= 1/Yp= l/Gp =Rp.

Fiir die Konstruktion der Kreise sind jeweils die Abschnitte 1/(2A) zu ermitteln:

1 1 1 R

1
A=R; und —=— A=G. und —= -_P
2A 2R, =" p A

Beispiel 7:
Ortskurve des Spannungsverhiltnisses U,/U; in Abhdngigkeit von der Frequenz fiir die ge-
zeichnete RC-Schaltung:

1 o g
- R
— 4 joC Yy R¢ 1 ::lgz
p —
U, _ RCp g jwtp
Yoo bR i
1 . ijp Bild 5.20 RC-Schaltung des Beispiels 7
Cp
U _ !
Y 1 .
I1+R-| —+ Jme
Reyp
U, 1 1 .
U R = mit ®=p- o
Y1 .
I+ =+ joRC, 1+L + jpw,RC
R 0™>p
Cp ch

Wird die Bezugsfrequenz ) = 1/(RCp,) gewdhlt und das Verhiltnis der Widersténde r=R/R,
variiert, dann lautet die Gleichung fiir die Ortskurve:

U il e .
U 1+1)+] D v
Uy (+n+jp 11+jp 124jp
mit A=1+r j :(r=0) Yr=1)
? [}
g 1o | |
Die Ortskurven sind Halbkreise, deren 0 p=0 pP=0 p=0
Mittelpunkt auf der reellen Achse ver- > 1
schoben sind. Im Bild 5.21 sind die beiden j {9 G* (3
Ortskurven “Z21r20 1 1-jp 2-j.p
fir r=1 dh R=Rg
und r=0 d. h. RCp —> -j P=1 i P'1

dargestellt.

Bild 5.21 Ortskurve einer RC-Schaltung
im Beispiel 7
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Beispiel 8:

Ortskurve des Spannungsverhéltnisses Up/U; in Abhéngigkeit von der Frequenz fiir die ge-
zeichnete RC-Schaltung nach Wien:

(vgl. mit Beispiel 5 des Abschnitts 4.4)

Gegeben sind:

R,= 5kQ C,=2nF o 1 {TL -
R, = 10kQ C, = InF Re 1
P P 11
Yy jwlr Ry Tutp 1"—’2
1
. o—
— + joC o
U, R, P Bild 5.22 RC-Schaltung des Beispiels 8
gl 1 +Rr+ (DlC
4 jeC IO
P
p
U, 1 _ 1
Ul . R Cp . 1
I+ R, + - +]joC, I+ L +—=1|+]j oR,C,
JoC, o Rp . coRp C.
U, 1 .
= mit ®=p-
Y, R, G . 1
I+ L +—=|+]j PO R,C - ————
Rp C, JON Rp C,

Die Ortskurvengleichung ist vom gleichen Typ wie die Gleichungen fiir den Reihen- und Pa-
rallelschwingkreis (siche Beispiel 6). Die Bezugsfrequenz , wird errechnet, indem der Ima-
gindrteil der Nennergeraden mit p = 1 Null gesetzt wird:

1
oy R, C = ——r-
TP ogR,C
oder
1 1

(DO: =
JRCR,Co Y5-10°Q-2-109F-10-10°Q - 1-10F

=100-103s71.

Mit
@y R, C, =100-10%7"-5-10°Q-1-10°F = 0,5
und

1 1
®oR,C,  100-103s71-10-103Q-2-10°F

)

lautet dann die Ortskurvengleichung mit Zahlenwerten

U, 1 1

u
I P +j- p-0,5—0’5 2+j-0,5- p—1
2 2 P p
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Fiir den Mittelpunkt des Kreises ist A=A =2 und 1/(2A)=1/4.

p=1/3+p=3 i_
U [}
(ﬂ) -105(p~—) '—1=20105(p-—) X
. Yy Uz '
J 7 1
|
1
p=1/24p=2 p=1/24p=2
I
j |
7| & :
Y1 p=13 I
- p=1/2 1
- ~ I
p=0 ‘1/2 p:1 . p=1 p=1 !
p=o 1173 12 1 2 3
-~ b
- p:z i
p=3
I
i I
- % i I
1
p=2}p=1/2 1
I
|
_j.. |
1
|
|
p=3+4p=1/3 B

Bild 5.23 Ortskurve der RC-Schaltung nach Wien

Die konstruierten Ortskurvenpunkte konnen rechnerisch kontrolliert werden, z.B. fur p = 1/2:

U, 1 !

24-0,75

U
=1 2+j-0,5-(2—

1 2]zz—j~0,75'2+j~0,75

=0,44+-0,16

Sind wie im Beispiel 5 (3. Teil) des Abschnitts 4.4 die ohmschen Widerstéinde und die Kapa-

zitaten gleich (R, =
dar, der im Bild 5.23 gestrlche

Rp, C; = Cp), dann stellt Up/U; ein Kreis mit dem Durchmesser 1/A = 1/3
Ipemgetragen ist. Bei @ = o ist der Betrag [U,/U;| = 1/3.

Da die Kreise sehr klein sind und sich deshalb die Zahlenwerte nur ungenau ablesen lassen,
sollten die Kreise vergroBert werden, indem fiir 1/(2A) eine groflere Lange gewihlt wird. Die-

ser Mal3stab gilt dann nur fiir die Kreise.
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5.4 Ortskurve ,,Kreis in allgemeiner Lage*

Ortskurvengleichung und Herleitung der Konstruktionsvorschrift

Die Konstruktion der Ortskurve eines Kreises, der nicht durch den Koordinatenursprung
verlduft und der Ortskurvengleichung

K = A+p-B =L+ _ (5.8)
C+p-D E+p-E
gentigt, wird mit Hilfe der Konstruktion der Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt“ (siche
Abschnitt 5.3) vorgenommen.
Zunéchst wird die Ortskurvengleichung durch Division in eine Gleichung 1/(E + pF) tiber-

fuihrt, wobei noch ein Verschiebezeiger L entsteht:

B B 1
K=pB+A):(pD+C)==+|A-=C |-
K=(pB+A):(pD+C) D (_ D‘] C+pD

B
Restt A-—C
€S £ D_
K=L+ N =L+ ! =L+ ! . 5.9
C+pD c D E+ pF
+p=
N N

Um die Konstruktionsvorschrift fiir die Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt* anwenden
zu konnen, muss zunéchst der Zeiger

N=A—B—]')(—:=N~ejv (5.10)

errechnet werden, der die Ortskurvengleichung 1/(E + pF) mitbestimmt. Dann kann die
Ortskurve ,,Kreis durch den Nullpunkt® mit der Parametrierung konstruiert werden.
Schlielich miisste nach obiger Gleichung jeder Zeiger an den Kreis mit L addiert werden,
d. h. der Kreis miisste insgesamt verschoben werden. Praktischer ist es, wenn der Kreis
durch den Nullpunkt unverindert bleibt und der Koordinatenursprung um —L verschoben
wird.

Konstruktionsanleitung fiir die Ortskurve ,, Kreis in allgemeiner Lage

Nach Erkennen der Ortskurvengleichung

g-AtpB_ L+ 1
C+p-D E+p- E
sollte bei der Konstruktion der Ortskurve nach folgenden Schritten vorgegangen werden:
1. Errechnen des Zeigers N =A —B—D(_: =N-.elv

2. Errechnen und Zeichnen der Nennergeraden G =

3. Spiegelung der Nennergeraden an der reellen Achse ergibt G =E"+ p-FE
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4. Zeichnen der Senkrechten auf der gespiegelten Nennergeraden G”, die durch den
Nullpunkt verlduft.

5. Berechnen von 1/(2E) = N/(2C), Festlegen des Maf3stabs fiir 1/(2E) und Zeichnen der
Senkrechten auf E* im Abstand 1/(2E). Die Festlegung der Lange von 1/(2E) bestimmt
die GroBe des Kreises.

6. Schnittpunkt der beiden Senkrechten ergibt den Mittelpunkt M des Kreises. Zeichnen
des Kreises mit dem Radius MO .

7. Bezifferung des Kreises mit den Parameterwerten p entsprechend der gespiegelten
Nennergeraden G".

. B . .
8. Errechnen des Zeigers -L =— E und Verschieben des Koordinatenursprungs um —L.

Beispiel 1:
Ortskurve des komplexen Widerstandes der Reihenschaltung einer verlustbehafteten Spule
(Ersatzschaltung Parallelschaltung) und eines ohmschen Widerstandes bei variabler Frequenz

1 T
Z=R+————— mit ®=p- )y RL
1 + o—__"}—¢ P —o
R. oL R
Ryp ok, -G
1 jwlp
Z=R+ - o
= 1 ) 1 Beispiel 5.24 RL-Schaltung des Beispiels 1
_ e —
RLp p- o, ~Lp
Z=R+ ! =L+ 1* mit p*=l
RLp ®, ~Lp

Der Vergleich mit der allgemeinen Form der Ortskurvengleichung ergibt:
L=R, E= 1Ry, und F =~ jayL,,

so dass das Errechnen des Zeigers N entfallen kann.

Zu den einzelnen Schritten der Konstruktion:

Zu 1. entfillt

1 . ox
Zu2.G= ——-j'p

RLp o, ~Lp
* 1 . *
Zu3. G =—+]j'p
RLp o, ~Lp
Zu 4. siehe Bild 5.25
R
. i - 11 - %
b 0
RLp
Zu 6. und 7. siehe Bild 5.25
Zu8.—-L=-R

Bild 5.25 Ortskurve der RL-Schaltung des Beispiels 1
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Beispiel 2:
Ortskurve des Spannungsverhéltnisses Up/U; in Abhéngigkeit von der Frequenz fiir die ge-
zeichnete symmetrische X-Schaltung (Allpassglied)

Mit
Uy =Uc+Ur
Uy =Uc-TRr
ergibt sich u, U,
1
R |1
Uy _Uc—Ug _\joC -~
U Uc+Ug R
= =C =R [1 + Rj -1 oder R
joC
. . ! 1 1
gzl—_].(nRC:l—J..po)ORC Ug R A U
U, [1+joRC 1+ j-pw,RC 0, JuC
91 [ ——
U, 1-p-j_ A+pB
U, 1l+p-j C+p-D ucl we R luR
1 ! T
mito=p- 0, und ©Oy)=—— ’
R-C Bild 5.26 Symmetrische X-Schaltung des
Beispiels 2
Die Ortskurve wird nach folgenden Schritten konstruiert:
B
Zu l. M=Af;g L p=3
D G
—i-1
N=1-"=-=2 i ] b2
J
C D
Zu2. G==+p==E+pF =
27N pN L+ pLk _%_ . p=1
Q:l_,_pl -1|p= |p=0 0 1
2 2 ol 2 A p=0
. p=1/2
Zu3. G'=L_pd ; Y
2 "2 ~2L 1p=1 Uy
Zu4. siehe Bild 5.27 -G
Zus. —=—=1 I
2C  2E ) P=Z —Tp=1

Zu 6. und 7. siehe Bild 5.27
Bild 5.27 Ortskurve der symmetrischen

= _;J =1 X-Schaltung des Beispiels 2
J

Zu8. -L=-

19 |l

Zwei Ortskurvenpunkte kénnen einfach kontrolliert werden:

Fiir p = 0 (0 = 0) haben die beiden Kondensatoren einen unendlichen Widerstand, so dass die
Eingangsspannung gleich der Ausgangsspannung ist, d. h. Uo/U; = 1.

Fiir p = oo (0 = o) sind die beiden Kondensatoren kurzgeschlossen. Dadurch entsteht ein Um-
poler, d. h. die Ausgangsspannung ist umgekehrt gerichtet wie die Eingangsspannung:

U/l =-1.
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5.5 Ortskurven hoherer Ordnung

Ortskurve ,, Parabel
Die Ortskurvengleichung fiir die Parabel lautet

P=A+p-B+p?-C. (5.11)
Sie kann entweder aus der Geraden A + p - B und dem Anteil p2 - C oder aus der Gera-

den A +p?-C und dem Anteil p - B durch Uberlagerung der Zeiger zusammengesetzt
werden, wie im Bild 5.28 erldutert ist.

Bild 5.28
Konstruktion der Ortskurve ,,Parabel

Beispiel:

Ortskurve fiir das Spannungsverhiltnis Uc/U des an einer Spannungsquelle angeschlossenen
Reihenschwingkreises bei variabler Frequenz

R, + joL, + -

U joC, Rr
- Uq
Uc 1 ;

joC, = b
4 :

Q . 2 T lﬂ[
Q—C = joC,R, —0?L.C, +1 _ jug T
mit ®=p - @ Bild 5.29 Schaltung fiir das Beispiel

U einer Parabel-Ortskurve

= =1+p-jo,CR, - p*e,’L,C,.

Uc
. 1 1 X
Mit o= und = =Q, (vgl.GL4.118)
\/chr wOCrRr Rr

ist

U 1

= —l+p-j-— - p>.
Uc Q,

Durch Vergleich mit der allgemeinen Ortskurvengleichung ergibt sich:

und C=-1.
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Wird die Giite des Resonanzkreises wie im

Beispiel des Abschnitts 4.5.1 (siehe Bild A+pB 1p-3
495) Qp = 2 gewdhlt, dann lautet die p=2 . ™ =2
Ortskurvengleichung = = J p=
. n &l fp=
SRS e T g S Y | 8 p=0

Uc 2 2 -3 -2 -1 C 0 A 1

deren Ortskurve im Bild 5.30 dargestellt ist. Bild 5.30 Beispiel einer Parabel-Ortskurve

Bei Resonanz des Reihenschwingkreises ist
® =, also p =1, und das Spannungsverhéltnis ist imaginr:
U 1 j .U 1 U
= —j—=3 mit —=— baw. —C=0qQ, (vgl. Gl. 4.125).
QC Qr 2 UC Qr U
Wie im Abschnitt 4.5.1 im Bild 4.96 (siehe S.105) zu sehen ist, wird in den Resonanzkurven
das Spannungsverhéltnis Uc/U dargestellt. Die zugehorige Ortskurvengleichung

Ue !

U 1+p~i—p2
Q

T

J 2
1+p-
p 5 p
gehort nicht zu den ,,einfachen® Ortskurven und miisste Punkt fiir Punkt ermittelt werden, in-

dem verschiedene p-Werte in die Ortskurvengleichung eingesetzt werden, die komplexen
GrofBlen jeweils berechnet und in die GauBBsche Zahlenebene gezeichnet werden.

Wie im Bild 5.31 gezeigt, kann die Ortskurve aber auch durch Inversion der Parabel ermittelt
werden, indem die Zeiger fiir bestimmte Parameter invertiert werden. Dabei werden die Lén-
gen der Parabelzeiger abgegriffen und der Kehrwert der Betrdge jeweils auf dem Strahl mit
umgekehrten Winkel angetragen.

Die dadurch entstehende Ortskurve ent-
hélt nicht nur die Betrige des Span-
nungsverhiltnisses wie die Resonanz-
kurve im Bild 4.96, sondern auch die
Phasenlage der beiden Spannungszeiger
zueinander. Um die Betrdige der
Ortskurve mit den Resonanzkurven im
Bild 4.96 vergleichen zu kénnen, muss
die Identitdt p = x beachtet werden.

Mit der Gl. (4.130) ldsst sich auch der
Parameterwert errechnen, bei der die
Kondensatorspannung ihr Maximum
hat:

Bild 5.31 Inversion der Parabel

pex=x.= [1-—— = Ji-L_0035.
2Q,? 8

Der Ortskurvenpunkt kann dann mit der Ortskurvengleichung berechnet werden:

Ue 1

U 1-p2+j-p2

U 1 e
=€ _= =0,533-j-1,996 =2,066-¢ 175
u 1-0,9352 + j- 0,468
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Ortskurve ., Zirkulare Kubik*
Die allgemeine Ortskurvengleichung der zirkuldren Kubik
. 2.
Q:A+p B+p--C (5.12)
D+p-E

kann durch Division in die Summe einer Geradengleichung und einer Kreisgleichung
tberfithrt werden:

g_tD
C ~— E D CD 1
2C+pB+A):(pPE+D)=p=+—=—+|A-=|B-==||
(p°C+pB+A): (pE+D) pE E A-EIB D+pE
CD
~-|p?C+p==
(p =P Ej
CD
B-=—|+A
p[— Ej 2
[o(p_CR),D(5_CD
E E E
Rest:A—2 B—Q—Q
— EU" E
F 1
O=R+pS+————=R+p- S+ ——. (5.13)
D+p-E D E
7+p.i
F F

Wird also die Ortskurvengleichung in der allgemeinen Form (Gl. 5.12) erkannt, dann
muss diese zuerst in die Summenform der beiden Ortskurvengleichungen (Gl. 5.13) tiber-
fithrt werden, ehe die Konstruktion erfolgen kann.

Dann werden der Kreis durch den Nullpunkt nach der Anleitung im Abschnitt 5.3 und die
Gerade (siche Abschnitt 5.2) getrennt konstruiert.

Anschliefend werden fiir gleiche Parameterwerte die jeweiligen beiden Zeiger durch
Addition der Realteile und Imaginérteile tiberlagert.

Beispiel:

Ortskurven fiir den komplexen Leitwert und den komplexen Widerstand des Praktischen Pa-

rallel-Resonanzkreises in Abhéngigkeit von der Frequenz (Schaltbild siehe Bild 5.32 oder
Bild 4.108, S. 119).

; 2
Y = joC, 1. _ I+joR,C, ‘—(x) L.C,
R, +joL, Ry, + joL,
. 1 1+p-joyR, C. —p*o, 2L C i
Y =p - jooC, + . = PR P00 T it g =proy.
RLr+p-JmOLr RLr+p‘_](D0Lr

Die rechte Seite obiger Gleichung entspricht der allgemeinen Form der Ortskurvengleichung
der zirkuldren Kubik (GIl. 5.12). Die Division kann entfallen, weil die Summe der Gera-
dengleichung und einer Kreisgleichung sofort aus der Schaltung (Bild 5.32) abgelesen wer-
den kann (linke Seite obiger Gleichung).
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Als Bezugsfrequenz g sollte die Resonanzfrequenz gewéhlt werden, die nach der Gl. (4.155)

berechnet werden kann:
2
—_— 1 —
0,05H-2,5-107°F

on = |
" \LC,

Die Ortskurvengleichung in Zahlenwerten lautet dann

1002
0,05H

RLr
L,

2
j =2000s7",

1

Y=pj-2- 103571.2’5.10—6 §+
100Q +p-j-2-103s71.0,05Vs/A

v

1
100Q +p-j-100Q

Die Gerade ist identisch mit der positiven imagindren Achse, und der Kreis durch den Null-
punkt hat den Mittelpunkt bei 1/(2A) = 1/(200Q) = SmS. Die Ortskurve fiir den komplexen
Leitwert ergibt sich durch Uberlagerung der Zeiger mit jeweils gleichem Parameterwert (sie-
he Bild 5.32).

Aus der Ortskurve fiir den komplexen Leitwert Y =Y - ¢J9 lassen sich Betrag und Argu-
ment fiir die p-Werte ablesen und die entsprechenden komplexen Widerstinde Z = Z - ¢/
berechnen und in die Gaufische Zahlenebene einzeichnen:

Y=p-j - 5SmS+

p 1 0 0,6 0,8 1,0 1,2 L5 2,0 o0
Y mS 10 7,5 6,1 5,0 4,2 4,1 6,4 ©
- Grad 0 - 11 -8 0 +15 +42 +71 | +90
Z=1/Y Q 100 133 164 200 238 244 156 0
0] Grad 0 +11 +8 0 —-15 -42 -71 | -90
12 p=2 R =100
i ;?nosﬂ 1 y _ Lr=0,05H
s = 1 ¢ =2.5¢F °
06 . =15
/p-J-SmS P z
0.k =12 p=06/ p=0,8
2 P06 2009
0. 5 10mS
0 p=1 DR
= =0 p= =
0)p=c P P, p=08 p=0,2
0'“1 p=06 p:U,"v 0'2
0,6 =1,2
0,4 .
0,8
0,6 1
-§1000 705  1008-pj 1008
-j5mS 1.2
100 - pj-1008 7
115 Bild 5.32
p=15 Ortskurven des komplexen
Leitwerts und komplexen
2 Widerstands des Praktischen

Parallel-Resonanzkreises
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5 Ortskurven

Die Ortskurve fiir den frequenzabhédngigen komplexen Widerstand Z kann natiirlich nicht ge-
nau sein, weil sie tiber abgelesene Y-Werte ermittelt wurde. Deshalb soll die ,,nicht einfache*
Ortskurve punktweise mit der Ortskurvengleichung errechnet werden. Nach Gl. 4.158 lautet
die Formel fir den komplexen Widerstand des Praktischen Parallel-Resonanzkreises mit
O=p - 0y

R;, +joL, R, +p-joyL,

Z= =
" 1+ joR,C, —0?L,C, 1+p-jo,R.,C, -p*w,’L,.C

by
und mit Zahlenwerten

100Q + p - j- 100Q
(1-p2-0,5+p-j-05

IN

Fiir p = 0,6 ergibt sich beispielsweise

_100Q +j-60Q  116,6Q - ed31°
£06 0,82+ j-0,3 0,873 - ei20,1°

=133,6Q - )10

Die auf diese Weise berechneten Widerstandswerte sind in folgender Tabelle zusammenge-
stellt:

p 1 0 0,6 0,8 1,0 1,2 1,5 2,0

i)

Q 100 133,6 162,3 200 | 2359 | 237,1 | 1581

Grad 0 10,9 82 0 [-148 | -432 | -71,6
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Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 5.1 bis 5.5

5.1

52

53

5.4

5.5

Fiir die Reihenschaltung eines ohmschen Widerstands R = 2002 und einer variablen Induk-
tivitdt L, =100 ... 300mH sind

1. die Ortskurve fiir die Spannung bei konstantem Strom [ = 10mA bei f=200Hz und

2. die Ortskurve fiir den Strom bei konstanter Spannung U = 10V bei f=200Hz zu ermitteln.

3. Kontrollieren Sie rechnerisch die Ortskurvenpunkte des Stroms fiir die Induktivititen
L= 100,200 und 300mH.

Mit Hilfe von Ortskurven soll die Frequenzabhéngigkeit der komplexen Widerstinde und
Leitwerte der Reihenschaltung und Parallelschaltung eines ohmschen Widerstandes und
einer Kapazitit untersucht werden.

1. Entwickeln Sie die Ortskurven des komplexen Widerstandes und komplexen Leitwerts
der Reihenschaltung von R =17,3Q und C, = 318uF.

2. Ermitteln Sie anschlieBend die Ortskurven des komplexen Leitwerts und des komplexen
Widerstandes der Parallelschaltung von Ry, = 23,1Q und C;, = 79,6UF.

Die Bezugsfrequenz f;, soll so gewihlt werden, dass fir p =1 die Reihenschaltung und
die Parallelschaltung dquivalent sind. Es ist also zu untersuchen, ob die Bedingungsglei-
chung fiir Aquivalenz bei einer bestimmten Frequenz erfiillbar ist.

3. Kontrollieren Sie anhand der Ortskurve, ob die Scheinwiderstinde und Scheinleitwerte
fir p=1 gleich sind.

1. Fur den Reihen- und Parallelschwingkreis sollen die Ortskurven fiir den komplexen
Widerstand und den komplexen Leitwert bei Variation der Frequenz ermittelt werden.
Die ohmschen Widerstinde, die Induktivititen und Kapazititen der Reihen- und Paral-
lelschaltung sollen gleich sein:

R, =R,=200Q L,=L;=0,04H C,=C,=I1pF
2. Lesen Sie aus der Ortskurve fiir den komplexen Leitwert des Reihenschwingkreises die
Strom-Resonanzkurve ab.

Fiir die Reihen- und Parallelschaltungen von Induktivitdt/ohmscher Widerstand und Kapazi-
tat/ohmscher Widerstand sind die Ortskurven fiir die Verhéltnisse der Teilspannungen zur
Gesamtspannung bzw. Teilstrome zum Gesamtstrom in Abhéngigkeit von der Frequenz zu
entwickeln, wobei die Bezugsfrequenz jeweils festgelegt ist:

@ =R/Ly, RyLy, 1/R,Cp, I/R,C,.

An den Eingang des gezeichneten Vierpols wird eine sinusférmige Spannung mit verédnder-
licher Frequenz angelegt.

Rip  jule
Uq R Uz
Bild 5.33
Ubungsaufgabe 5.5

1. Stellen Sie die Gleichung fiir das Spannungsverhiltnis U,/U; in Abhéngigkeit von Ry,
L;,Rund w auf.

2. Konstruieren Sie die Ortskurve des Spannungsverhéltnis in Abhéngigkeit von ® = p -,
nachdem Sie die Gleichung mit R =Ry, und ®, = R/L, vereinfacht haben. Geben Sie
mindestens fiinf Ortskurvenpunkte mit den entsprechenden p-Werten an.

3. Ergénzen Sie die Ortskurve durch entsprechende Ortskurven fiir

Ry /R=0,1/2 und 2.

4. Ermitteln Sie aus der Ortskurvenschar fiir p = 1 die Funktion

%:f Ry
R

Yy
und stellen Sie sie dar.
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5.6 Die Ortskurve des Spannungsverhiltnis Ugr/U des Reihenschwingkreises bei variabler Fre-
quenz ® = p * @y ist zu ermitteln.
Deuten Sie die Ortskurvenpunkte fiir p =0, 1 und oo.

o— | — -
Cr=2pF Lr=0,08H
u u
Rp=2009 R
Bild 5.34
o> ° Ubungsaufgabe 5.6

5.7 Fiir die gezeichnete Schaltung ist die Ortskurve fiir U,/U; in Abhdngigkeit von der Frequenz
zu konstruieren.
1. Leiten Sie zunichst die Ortskurvengleichung allgemein und dann mit den Zahlenwerten her.
2. Konstruieren Sie die Ortskurve mit den Ortskurvenpunkten p =0, 1/3, 1/2, 1, 2, 3 und oo.
3. Erkldren Sie den Ortskurvenpunkt firp = 1.

{3 ;
Ry=500Q ‘[
= =

1kQ

Y2 []

-[ ! Bild 5.35
4 . Ubungsaufgabe 5.7

100 nF

Uq

Lp=100m
Ry

Cp

5.8 1. Entwickeln Sie die Ortskurve fiir den komplexen Leitwert Y der skizzierten Schaltung
im Frequenzbereich

©=100s"! ... 1000s!
in Schritten von 100s~!.

Rur  jule
oO— ——o0
509 01H
R
Bild 5.36
1009 Ubungsaufgabe 5.8

2. Kontrollieren Sie rechnerisch die Ortskurvenpunkte fiir o = 0, 0= 500s ! und ® = .
Ermitteln Sie aus der Ortskurve den Graphen der Funktion Y = f (®) und stellen Sie ihn

dar.
Tragen Sie den Wert ein, den die Kurve fiir hohe Kreisfrequenzen anstrebt (Asymptote).

(98]
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59 1.

510 1.

511 1.

Fiir einen Reihenschwingkreis mit der Giite Q = 2, angeschlossen an eine Wechsel-
spannungsquelle, ist die Ortskurve des Spannungsverhéltnisses U/Up in Abhédngigkeit
von der Frequenz zu entwickeln.

U

= juwlr U
Z
_—1 0
) jwCr T Bild 5.37
Ubungsaufgabe 5.9

Anschliefend ist durch Inversion der Zeiger die Ortskurve des Spannungsverhéltnisses
Up/U zu ermitteln.

Die Ortskurvenpunkte fiir p =0, 1/2, 2/3, 1, 2 und e sind rechnerisch zu kontrollieren.
SchlieBlich sind die Betrage Uy /U fiir die unter 2. angegebenen Parameterwerte mit Hil-
fe der Formeln des Abschnitts 4.5.1 zu kontrollieren. Das Maximum des Spannungsver-
héltnisses ist zu berechnen. Die Ergebnisse sind mit der Resonanzkurve (Bild 4.95) zu
vergleichen.

Konstruieren Sie die Ortskurve des komplexen Leitwerts der skizzierten Schaltung in
einem Frequenzbereich o = 10000s~! ... 100000s~! im Abstand von 10000s~!, indem
Sie einfache Ortskurven tiberlagern.

f RLI'=SO kQ
A3 1]
O,ZnF-L Q Lr=1H
Bild 5.38

o— Ubungsaufgabe 5.10

Lesen Sie aus der Ortskurve die Frequenz m ab, bei der der komplexe Leitwert reell ist.
Weisen Sie die abgelesene Frequenz und den reellen Leitwert rechnerisch nach.

Bei welchen Kreisfrequenzen o ist der komplexe Widerstand der Schaltung reell?

1kQ  120mH
Rep JF Cp

o Ubungsaufgabe 5.11

Entwickeln Sie die Ortskurve des komplexen Widerstandes durch Uberlagerung einfa-
cher Ortskurven, indem Sie eine der Kreisfrequenzen unter 1. als Bezugsfrequenz wih-
len. Die Ortskurve ist fiir p =0, 1/2, 1, 1,5 und 2 zu konstruieren.

Kontrollieren Sie rechnerisch die Ortskurvenpunkte firp=0und p = 1.
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6 Der Transformator

6.1 Ubersicht iiber Transformatoren

Umspanner, Ubertrager und Hochfirequenz-Transformatoren

Werden Stromkreise magnetisch gekoppelt, dann wird diese Anordnung ,, Transformator*
genannt. Die Ausfithrungen von Transformatoren sind sehr vielfiltig, weil die Anforde-
rungen an Transformatoren sehr unterschiedlich sind. Grundsitzlich werden je nach Ver-
wendungszweck unterschieden:

1. Transformatoren der Starkstrom- oder Energietechnik — die ,,Umspanner*

2. Niederfrequenz-Transformatoren (NF-Transformatoren) — die ,,Ubertrager der Fern-
melde- und Verstérkertechnik

3. Hochfrequenz-Transformatoren (HF-Transformatoren) fiir Anpassungszwecke.

Transformatoren der Starkstromtechnik dienen der Transformation (Umwandlung)
von Wechselspannungen, um elektrische Energie iiber Strecken wirtschaftlich tibertragen
zu konnen. Bei hohen Spannungen sind die Verluste auf den Leitungen geringer als bei
niedrigen Spannungen (sieche Formel fiir die Verlustleistung Py, Gl. 4.259). Die fiir Leis-
tungstransformatoren verwendeten Bauformen sind im Bild 6.1 dargestellt. Fiir Einpha-
sensysteme werden Kerntransformatoren (a) und Manteltransformatoren (b) hergestellt. In
Dreiphasensystemen (Abschnitt 7) werden Dreiphasen-Leistungstransformatoren als Drei-
schenkelanordnungen (c), Fiinfschenkelanordnungen (d), Dreimanteltransformatoren (e)
und als Tempeltyp (f) ausgefiihrt, oder es werden drei Einphasentransformatoren (g) ver-
wandt. Im Bild 6.1 bedeutet ,,1* der Platz fiir die Primdrwicklung und ,,2* der Platz fiir die
Sekundarwicklung.

1 1 1 1 1 1 o =3 3
2@2@2 2 2 2 12 12 12
da O .

4 d e

Bild 6.1 Bauformen von Transformatoren der Starkstromtechnik

Fiir Prifzwecke gibt es in der Hochspannungstechnik Einphasentransformatoren und fiir
die Einspeisung von Hochspannungskaskaden fiir die Erzeugung von Stof3spannungswel-
len spezielle Transformatoren. Der Kern dieser Transformatoren besteht aus diinnen Ble-
chen, die durch Papier, Lack oder Ol voneinander isoliert sind.



6.1 Ubersicht iiber Transformatoren 219

NF-Transformatoren sind Ubertrager der Fernmelde- und Verstirkertechnik fiir einen
breiten Frequenzbereich. Sie dienen neben der Ubersetzung von Spannungen und Strémen
der Anpassung von Widerstinden, der galvanischen Trennung von Stromkreisen und zur
Phasenumkehr. Die Kerne bestehen aus diinnen Eisenblechen hoher Permeabilitit oder
aus Eisenpulverkernen.

AuBlerdem konnen Netz-Kleintransformatoren zur Versorgung von Gerdten und Gerite-
gruppen dieser Gruppe zugeordnet werden, die aus genormten Kernen und Spulenkérpern
bestehen.

HF-Transformatoren haben die Aufgabe, unterschiedliche Widerstinde reflexionsfrei
aneinander anzupassen. Ubliche Transformationsarten (siche Bild 6.2) sind der Wick-
lungstransformator mit getrennten Wicklungen (a) oder in Sparschaltung (b), der durch
Resonanztransformatoren als w-Glied (¢) oder als T-Glied (d) ersetzt werden kann:

1
[

a b c d

Bild 6.2 Hochfrequenz-Transformationsarten

Die Wicklungstransformatoren besitzen Kerne aus Spezialeisenpulver oder werden ohne
Kerne betrieben. Sie werden bei Frequenzen bis etwa 100MHz verwendet.

Weitere Transformationsarten sind die A/4-Leitung, die inhomogene Leitung und die auf
einem Ferritkern aufgewickelte Doppelleitung.

In den folgenden Ausfithrungen wird nur der Einphasen-Wicklungstransformator mit zwei
Wicklungen und in Sparschaltung und mit einem magnetischen Kreis mit konstanter Ge-
geninduktivitdit M behandelt. Dabei wird auf die grundsétzliche Behandlung des Trans-
formators im Band 1, Abschnitte 3.4.7.2 und 3.4.7.3 Bezug genommen.

Der Einphasen-Transformator stellt das Bindeglied zwischen zwei Spannungsebenen
eines Einphasensystems dar. Er besteht aus einem magnetischen Kreis mit geblechtem
Kern, Ferritkern oder Luft, durch den zwei Spulen magnetisch gekoppelt sind. An die
Primérspule 1 wird eine Spannung angelegt, wodurch sich in der Sekundirspule 2 auf-
grund der Kopplung eine Spannung anderer Gréf3e ergibt. Die Energieflussrichtung geht
also von der Primérspule zur Sekundirspule.

Bei allen Arten von Wicklungstransformatoren der Starkstromtechnik, der NF-und HF-
Technik gelten die grundsitzlichen GesetzmifBigkeiten, die sich aus dem Durchflutungs-
satz, dem Induktionsgesetz und den Kirchhoffschen Sitzen (siehe Band 1) ergeben.
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6.2 Transformatorgleichungen und Zeigerbild

Bei der Behandlung der Gegeninduktion im Band 1, Abschnitt 3.4.7.2 ist auch der Trans-
formator mit zwei Wicklungen fiir zeitlich veridnderliche Stréme und Spannungen be-
schrieben worden. In den meisten Anwendungsfillen sind die Strome und Spannungen im
Transformator sinusformig, so dass die allgemeinen Ausfithrungen im Band 1 auf sinus-
formige Vorgidnge iibertragen werden miissen. Die folgenden Herleitungen setzen die
Kenntnis der Gegeninduktionsvorgidnge im Transformator voraus.

Die Vorteile der Berechnung sinusférmiger Vorgidnge im Komplexen (Abschnitt 4.2)
werden selbstverstindlich auch bei der Behandlung des Transformators genutzt. Aus den
Gl. (3.353) bis (3.356) entstehen dann algebraische Gleichungen, die ,,Transformatoren-
gleichungen®, die in der Gau3schen Zahlenebene Zeigerbildern entsprechen.

Transformator mit gleichsinnigem Wickelsinn und Belastung mit einem beliebigen Wech-
selstromwiderstand, speziell bei induktiver Belastung

oder
%2 @y
i |
ot | — L
1 (PR
v o “mt\ [ LYy e
1 1 B s Qu‘\i\ I f‘——’ p §15
iy B uplu . u b
1 i . 3,7 L1 H11V/ xS
by ]| LT
U u 2 p¥2 J 225 »
LzfMa ‘1111 &
]
ol . 1
"2
§=§12'§21

Bild 6.3 Transformator mit gleichsinnigem Wickelsinn (vgl. Bild 3.205 im Band 1, S.333)

Die Maschengleichungen fiir den Primérkreis und Sekundérkreis und die Gleichung fiir
die Belastung des Transformators (siche GI. (3.353) und (3.354) im Band 1), hier flir in-
duktive Belastung,
+ Ry L Sy, B2
u;=u Uy, —uyg =R, -1 _
1 R1 L1 M1 11 1 dt 21 dt

di
diy
Uy =—Upy —Up, + Uy = =Ry iy — Lz d + M, — m

gehen dann in die folgenden algebraischen Gleichungen mit komplexen Effektivwerten
und komplexen Operatoren tiber, die dem Ersatzschaltbild (siehe Bild 6.4) entsprechen:

Ui =Upi + Uy~ Uw (6.1)
Uy =-Ups = U, + Uy (6.2)

L_IZ = (R + JO‘)L) . lz = Z : 12 (63)
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oder
U =R;-I,+joL, - I,—joM- L, (6.4)
U, =-R,-1,—-joL, L+ joM - I, (6.5)
Uy=R+joL) - I,=2-1 (6.6)
mit M =My =M
wegen | konstant
und

Z=R+joL=2Z-el®

mit Z = +/R2 + (oL)? 7

und Bild 6.4 Ersatzschaltbild des Transformators mit
_ gleichsinnigem Wickelsinn und Belastung mit einem
¢ =arctan (L /R). o ioen Wechselstromwiderstand (vel. Bild 3.206)

Das Zeigerbild des Transformators wird grundsitzlich beim passiven Zweipol der Belas-
tung begonnen, weil simtliche Strome und Spannungen von den Grofen der Belastung
abhingen. Dann werden die Spannungen des Sekundirkreises und schlieBlich der Strom
und die Spannungen des Primérkreises berechnet und gezeichnet.

Im gezeichneten Beispiel (Bild 6.5) ist der Belastungswiderstand Z induktiv.
Reihenfolge der Darstellung:

passiver Zweipol:
I, (ist gegeben oder wird gewéhlt)
U=Z-b=2-¢% D

Maschengleichung des Sekundérkreises:
Ura =Ry 1L, “jwttly

U, =joL, 'lz

Uy =U, +R,y ~12+j0)L2 -1,

Upp =joM - 1,

Primérstrom: Bild 6.5 Zeigerbild des Transformators mit
Uwno gleichsinnigem Wickelsinn und induktiver
L =" Belastung
joM

Maschengleichung des Priméarkreises:
“Uyy =—joM - 1,
Uri =Ry L
Uy =joL; - 1,
Uy=-joM-1,+R; -1+ joL, I,

Ist der Belastungswiderstand Z kapazitiv, dann eilt der Strom I, der Spannung U, voraus,
bei einer ohmschen Belastung sind sie in Phase. Besteht die Belastung aus ohmschen,
induktiven und kapazitiven Anteilen, hangt die Art der Belastung von der Frequenz ab.
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Transformator mit gegensinnigem Wickelsinn und Belastung mit einem beliebigen Wech-
selstromwiderstand, speziell bei induktiver Belastung

oder ?12 Qﬁ
. 1 /
1 .
[ | | i
vy “ul "mT PEEESUR R 3y, °-'l1—’- JINGE
| 4 I
- Uy [uyq v
2 r> & k i‘ T: L1t T
H— ]
Uy uolum,| 22/ T2 °
[:]1 2 L21 M2 :E . 372
iz *
§=§12-411

Bild 6.6 Transformator mit gegensinnigem Wickelsinn (vgl. Bild 3.207 im Band 1, S.334)

Die Maschengleichungen fiir den Primérkreis und Sekundirkreis und die Gleichung fiir
die Belastung des Transformators (sieche Gl. (3.355) und (3.356) im Band 1), hier eben-
falls fiir induktive Belastung, sind die gleichen wie bei gleichsinnigem Wickelsinn, wenn
die Sekundirspule gegensinnig zur Primérspule gewickelt wird. Die Richtungen sdmitli-
cher Spannungen und des Stroms im Sekundirkreis dndern sich im Vergleich zur gleich-
sinnigen Wicklungsanordnung.

Deshalb sind auch die algebraischen Gleichungen mit komplexen Effektivwerten und
komplexen Operatoren gleich:

Ur=Upi +Up - Uw (6.7)

Uy =-Ugpy Uy *Unpo (6.8)

Uy=(R+jol) 1,=Z2-1, 6.9)
oder

Uy =R, I +joL; I,—joM- 1, (6.10)

Uy =-Ry L= joL, - L+ joM - I, (6.11)

Up=R+jol) 1,=2-1, (6.12)

mit My, =My =M
wegen | konstant

URZ
Z=R+joL = Z-el® Yy
= ! Y- Um July r*’mz UL2 Uz
mit Z=+/R2 + (0L)?

und

und

N

Bild 6.7 Ersatzschaltbild des Transformators mit
¢ = arctan(wL / R). gegensinnigem Wickelsinn und Belastung mit einem
beliebigen Wechselstromwiderstand (vgl. Bild 3.208)

Sie entsprechen dem Ersatzschaltbild fiir den belasteten Transformator mit gegensinnigem
Wickelsinn, der durch die beiden Punkte gekennzeichnet ist (siche Bild 6.7).
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Um im Zeigerbild des Transformators mit gegensinnigem Wickelsinn den Unterschied
zum Zeigerbild des Transformators mit gleichsinnigem Wickelsinn zu verdeutlichen,
werden im Ersatzschaltbild der Sekundérstrom I, und die Sekundirspannung U, mit um-
gekehrten Vorzeichen in die gleiche Richtung gelegt wie im Ersatzschaltbild mit gleich-
sinnigem Wickelsinn. Diese Anderung im Ersatzschaltbild (siche Bild 6.8) bedeutet in den
Spannungsgleichungen negative SekundirgréBen:

Uy =Ur +Up = Uy =Ry -1+ joL, 1+ joM - (=1 (6.13)
(-Up)=Ugy + U, —Uyp =-Ry - (-1,) - joL, (=L - joM - I, (6.14)
(~Uy) = (R + joL) - (-1,) = Z-(~1,) (6.15)
L JwM (-1,
Y th lez G 112 Bild6s
Ersatzschaltbild des Transformators
mit gegensinnigem Wickelsinn und
(- 12) umgedrehten SekundirgroBen

Das Zeigerbild wird wieder beim passiven Zweipol der Belastung begonnen und hat im
gezeichneten Beispiel (Bild 6.9) einen induktiven Belastungswiderstand Z:

Reihenfolge der Darstellung:
passiver Zweipol:
(-Ip) (ist gegeben oder wird gewihlt)
(U =2 (1o)=Z&? (1)
Maschengleichung des Sekundarkreises:
“Ur2 =Ry (- L)
Uz =joly - (- L)
“Umz2 = (-U2) + Ry - (= Ip) +jols - (- 1)
UMz =—-joM-1;

Primérstrom:
_~Uwmo
T —joM
Maschengleichung des Primérkreises: Bild 6.9 Zeigerbild des Transforma-
. tors mit gegensinnigem Wickelsinn
~Umi =joM - (- o) und induktiver Belastung
Uri =Ry L
Upi =joL; -1

U =joM- () +Ry L1 +joLi-I;

Im Vergleich zum Zeigerbild des Transformators mit gleichsinnigem Wickelsinn ist das
Polygon der Maschengleichung des Sekundérkreises um 180° gedreht.
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Leerlauf eines Transformators
Bei Leerlauf am Ausgang eines Transformators ist der Ausgangsstrom I, gleich Null.
Damit vereinfachen sich die Spannungsgleichungen des Transformators fiir gleichsinnigen
und gegensinnigen Wickelsinn (Gl. (6.4) bis (6.6) bzw. (6.10) bis (6.12)):
Mit I, =0 ist

U, =R]~ll+j(;oL1 'llz(R1+j0)L1)'ll (6.16)

(6.17)

Bild 6.10
Ersatzschaltbild eines Transformators
bei Leerlauf am Ausgang

Entsprechend vereinfacht sich das Zeigerbild, das in Anlehnung an die Bilder 6.5 und 6.9
im Bild 6.11 gezeichnet ist. Aus dem ,,Spannungsdreieck® ldsst sich dann das ,,Wider-
standsdreieck® herleiten, das im Bild 6.11 neben das Zeigerbild gesetzt ist.

jUL1

Bild 6.11
Zeigerbild und Widerstandsdreieck des
Ry Transformators bei Leerlauf am Ausgang

Damit kann auch der Eingangwiderstand bei Leerlauf als Quotient der Eingangsspannung
zum Eingangsstrom angegeben werden (Index ,,in“ von input = Eingang):
U, ,
(Zin)lzzo = Zinl = I_ = R] + J(DL] . (618)
-1
Die Ersatzschaltung eines Transformators bei Leerlauf ist also die Reihenschaltung des
ohmschen Widerstands und der Induktivitit der Primérspule.

Aus den Spannungsgleichungen lésst sich dann das Ubersetzungsverhdltnis der Spannun-
gen als komplexer Operator angeben:

2 2
UL R [L_] [R_] ol arctanR ol (6.19)
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Der Betrag des Ubersetzungsverhiltnisses wird mit i bezeichnet:

2 2 2
U L R L R
ﬁ:—_lz ~1 + i ) 1+ il I S (6.20)
U, M oM M oL,
wobei
R
tan g = —- (6.21)
oL

Fehlwinkel genannt wird. Er kann aus dem Widerstandsdreieck im Bild 6.11 abgelesen
werden.

Werden die priméiren ohmschen Verluste R vernachlissigt, dann ist das Ubersetzungs-

verhiltnis reell:
U L
=1L -1 (6.22)
U, M

Wird zusitzlich angenommen, dass der Transformator keine Streuung besitzt, also der
Kopplungsfaktor k = 1 betrédgt, dann ist mit Gl. (3.370) (siche Band 1, S.339)

das Ubersetzungsverhiltnis gleich dem Verhiltnis der Windungszahlen der beiden Spu-
len:

U_ Lk (6.23)
U, JL,-L, VL,
und mit G1. (3.309) (sieche Band 1, S.305)
2 2
L, = —L und L, = b
m Rm
ist
U
=L W g (6.24)
U, wy W)

Ein Transformator, fiir den die Effektivwerte der Spannungen (U; Speisespannung,
U, geforderte Spannung) vorgegeben sind, kann also nur sehr ungenau mit Hilfe der
Gl. (6.24) dimensioniert werden, weil sich die Spannungen nur dann wie die Windungs-
zahlen verhalten, wenn der Transformator bei Leerlauf betrieben wird, wenn die ohm-
schen Verluste der Primirspule vernachlissigt werden und wenn der Transformator
mit k=1 fest gekoppelt ist.
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Spannungsverhdltis und Eingangswiderstand des Transformators

Das Spannungsverhiltnis der Ausgangsspannung zur Eingangsspannung hingt nicht nur
von den Ersatzschaltbildgroen Ry, L, M, Ry und L, ab, sondern auch von der Art und
GroBe der Belastung, wie durch Zeigerbilder und Berechnungen deutlich wird.
Entsprechendes gilt selbstverstandlich fiir den Primérstrom bei gegebener Primérspan-
nung, also fiir den Eingangswiderstand des belasteten Transformators.

Beispiel 1:

Fiir einen Transformator mit zwei gleichsinnig gewickelten Wicklungen, der mit einem ohm-
schen Widerstand R belastet ist, soll die Formel fiir das Spannungsverhéltnis U,/U; hergelei-

tet werden.

Losung:

Aus Gl. (6.6) ergibt sich mit Z =R
2 Z R

eingesetzt in Gl. (6.5)
. u, .
U, =—=(R, + J(DLz)'?"" joM .ll’

nach [; aufgelost

R, + joL
L= 1220 )y
1 R 2

joM ’
und mit [, = U,/R in GI. (6.4) eingesetzt
_K +JjoL; 1+R2+ij2
joM R

u U, — joM Yy
. e w o —
=1 =27 R

ergibt sich fur das Spannungsverhéltnis

U, _ 1
U Ry+joL, 1+ R, +joL, |  joM
joM R R
Y _ !
U, Ry + j(nLl N (R1 + ju)Ll) . (R2 + ijz) B joM
joM joM - R R
u, 1
Sh L, RiL+Ry L R1+R1-R2—m2L1L2+wM
M M-R oM oM - R R
Y _ !
U (R-L+R;'L,+R, L, L ’L,L, -R,-R-R, R, - 0*M?
M-R ! oM - R
v, 1

= (6.25)
U ((R+R,)-L +R, L, L o*(L,L, -M?)-(R+R,)-R,
M-R ! oM - R
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Beispiel 2:

Fiir einen Transformator mit zwei Wicklungen mit gleichsinnigem Wickelsinn soll rechne-
risch untersucht werden, bei welchem der folgenden Belastungstille

1. ohmsche Belastung Z =R =200£2,

2. Kurzschluss am Ausgang Z = R = 0Q oder

3. Leerlauf am Ausgang Z=R = oo

der Primirstrom I; bei gegebener Eingangsspannung U; = 100V, o = 10000s ! am groBten
ist. Gegeben sind die Ersatzschaltbildgroen des Transformators:

Ry =6Q,L;=20mH, M = 15mH, R, = 10Q und L, =45mH.
Losung:
Zul:

Der Primérstrom ist gleich dem Quotient von Eingangsspannung und Eingangswiderstand Z;,,,
der mit den GI. (6.4) bis (6.6) berechnet werden kann:

mit GI. (6.4), dividiert durch ;:

Y . .

=in
=1

mit G1. (6.5) und (6.6) und Z=R
U, =-(R, +jU)L2)‘12+jUJM‘11: R'lz

\»—4‘\'—'
— (\o]

joM

ist e —
R +R, + joL,

\»—4‘\'—'

1
und

w’M? (R +R,) - joL,
(R+R,)+joL, (R+R,)-joL,

Z, =R, +joL, +

I = %

B ®*M2(R +R,) , ®*M2L,
R, + +jo-| L, -
(R+R,)? + (0L,)? (R+R,)? + (0L,)?

(6.26)

und mit Zahlenwerten ist
®> M2 =10000%s2 - (15mH)? = 22,5 - 103 Q2

(R +Ry)? + (L)% = (200Q + 10Q)% + (10000s ! - 45mH)? = 246,6 - 103Q?

- 100V
=17 10302 . .103Q2 .
6Q+22,5 103Q2 -210Q 100005 - 2OmH_zz,s 103Q2 - 45mH
246,6-103Q2 246,6 -103Q2
100V

1. =
1 2516Q+j-158,9Q

und mit Zin= (25,16 Q) + (158,9 Q)% = 160,92 Q2 ist

U, 100V
[ =—t=—"""—=062A
Z_ 160,92Q

n
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Zu 2.
Mit Z=R =0 vereinfacht sich obige Gleichung fur I;:
LJ] LJ1
1= = (6.27)
Zink o’M?R, , o’M2L,
R +——=—|+jo-|L -—————=—
R,2 + (0L, )? R,2 + (0L, )?
und mit R,% + (0wL,)? = (10Q)? + (10000s~" - 45mH)? = 202,6 - 103Q?
100V
= 22,5-103Q2 - 10Q 22,5-103Q2 - 45mH
6Q+ " — 0 "4 7.10000s! | 20mH - =2
202,6-10°Q2 202,6 -10°Q2
[ 100 V
k7 11Q+§-150,02Q
und mit  Zj, = \/(7,1 1Q)% + (150,02 Q)% =150,19Q ist
U
o 0OV g6
Z. . 150,19Q
Zu 3.
Mit Z = R = oo ergibt sich nach GlI. (6.18)
U, U,
ly=0=c—7— (6.28)
Zy,;, Ry+jol,
. 100V B 100 V
1 6Q+j-10000s7 - 20mH  6Q+ j-200Q
und mit  Zi, ;= /(6 Q)2 + (200 Q)% = 200,1 € ist
1
11,=&= A =0,50 A
Zins  200,1Q
Bei sekundédrem Kurzschluss ist der Primérstrom am grof3ten.
Spartransformator

Ein Spartransformator besteht aus einer Spule mit einem Abgriff; die zweite Spule wird
also eingespart. Zwei Schaltungen mit jeweils gleichsinnigem Wickelsinn werden unter-
schieden, die auf die gleiche Weise beschrieben werden koénnen wie ein Transformator
mit zwei Wicklungen (siche Band 1, Abschnitt 3.4.7.2).

Die anliegende Spannung u; verursacht einen Strom i; der mit einem magnetischen Fluss
®;, verbunden ist. Dadurch wird in der Spule neben der Selbstinduktionsspannung auch
eine Gegeninduktionsspannung verursacht, die durch den belastenden Wechselstromwi-
derstand einen Strom i, bewirkt. Mit diesem Strom ist ein entgegengesetzt gerichteter
magnetischer Fluss @, verbunden, der wiederum neben einer Selbstinduktionsspannung
eine Gegeninduktionsspannung verursacht.
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Die Spannungsgleichungen fiir beide Schaltungen lassen sich nach der Regel fiir zwei
Spulen, die mit zwei Punkten und einem Doppelpfeil gekennzeichnet sind, aufstellen
(siche Band 1: S.328, Bild 3.197 und zugehoriger Text).

Angewendet werden die Spartransformator-Schaltungen bei Anpassung von Resonanz-
kreisen an Transistoren, Rohren und Antennen und zur Symmetrierung von unsymmetri-
schen Leitungen.

Spartransformator mit anliegender Spannung an der Gesamtspule

&, @ Ry
VA 7
|1 Ly X
o o1 LH July I
. —’/ =
i ge
Uy 7 : Ry
1 Z
quz s . n ()2
U Jsz
i =iz L I4-1, I

©

Bild 6.12 Spartransformator mit anliegender Spannung an der Gesamtspule und Belastung der
Teilspule mit einem beliebigen Wechselstromwiderstand, dazu Ersatzschaltung des belasteten
Spartransformators im Bildbereich

Die Spannungsgleichungen fiir das Ersatzschaltbild im Bild 6.12 lauten:
U =R, +joL))- I +joM-(L,-1)+U,

U, =(Ry +joL,)- (L, - L)+ joM - I,

und zusammengefasst zu den drei Transformatorgleichungen:

Uy =[R; +Ry +jo (L + L, +2M) |- I, = [R, + jo(L, + M) |- I, (6.29)
U, = [R, +jo(L, +M)]- I, — (R, + joLy) - 1, (6.30)
U,=2-1, (6.31)

Spartransformator mit anliegender Spannung an der Teilspule

3, 3 o
) 12 Y 21
. L ,/
'2
. __/’
y
L ; z
it __5 juM Y []—
u2 e
U1 { —’/
. ’,/
" i

Bild 6.13 Spartransformator mit anliegender Spannung an der Teilspule und Belastung der
Gesamtspule mit einem beliebigen Wechselstromwiderstand, dazu Ersatzschaltbild des be-
lasteten Spartransformators im Bildbereich
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Aus dem Ersatzschaltbild im Bild 6.13 lassen sich die Spannungsgleichungen ablesen:
U, =—(R;, + joL,)- 12"‘ JoM - (ll_ I)+y,
Uy =Ry +joL))(I,-1,) - joM- L,

und zusammengefasst in den drei Transformatorgleichungen:

U, = (Ry +joLy)- 1, —[Ry +jo (L + M) ]- 1, (6.32)
U, =[R; +jo (L +M)|-L-[R; + R, + jo(L; + Ly + 2M) |- I, (6.33)
U,=2-1, (6.34)

6.3 Ersatzschaltbilder mit galvanischer Kopplung

Fiir eine einfachere rechnerische Handhabung gekoppelter Kreise kénnen Ersatzschaltbil-
der mit galvanischer Kopplung aus den drei Spannungsgleichungen (Gl. 6.4 bis 6.6 bzw.
6.10 bis 6.12) entwickelt werden. Die Ersatzschaltungen sind im allgemeinen nicht mehr
physikalisch anschaulich oder technisch realisierbar; sie gentigen formal den umgewan-
delten Spannungsgleichungen und sind im allgemeinen nicht dazu geeignet, die Wir-
kungsweise der Kopplung, d. h. des Transformators, zu erklaren.

Ersatzschaltbild mit Ly — M und Ly — M:

Aus den Spannungsgleichungen des belasteten Transformators mit gleichsinnigem oder
gegensinnigem Wickelsinn mit konstanter Permeabilitidt (M, = My = M)

U =R L +joL;-1,- joM -1, (6.35)

Uy =-R,-L,—joL; - I, + joM - I, (6.36)

U,=2-1, (637)
entstehen durch Erweitern mit + joM - I} und + joM - I:

U =Ry - I+ jo(L; =M)- I+ joM - (I, - 1,) (6.38)

Uy = =Ry - L, = jo(Ly = M)+ L+ joM - (I, - 1) (639)

U,=2-1, (6.40)

Diese Gleichungen entsprechen dem Ersatzschaltbild mit den Induktivititen L; — M
und L, — M im Bild 6.14 und kénnen als Zeigerbilder dargestellt werden, wobei der
Zeiger joM - (I} — L) fiir beide Polygone gleich ist.

Bild 6.14
Ersatzschaltbild mit den Induktivi-
titen M, L; —Mund L, - M

)
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Ersatzschaltbild mit Ly — M' und L5 — M' bzw. mit Streuinduktivitdten

Die Langsinduktivitdten Ly — M und L, — M der Ersatzschaltung im Bild 6.14 kénnen
durch Streuinduktivitdten L;s und Ly ersetzt werden, indem GréBen der Sekundirseite
und die Gegeninduktivitit mit dem Ubersetzungsverhiltnis reduziert werden, das in vie-
len Fillen i = w/w, (siche Gl. 6.24) gew#hlt wird:

Zuniéchst werden die Spannungsgleichungen (Gl. 6.35 bis 6.37) mit i verdndert:

|
U = Ry -1 +jol; - 1; —jw(ﬁ'M)'[_,—.z] (6.41)
i
. " Ly . Ly, .
(i-Uy) = (@2 Ry)-| == |- jo (4% -Ly)-| == [+ jo (i-M)- I (6.42)
i i
" . 1
(i-Up) = (@?-2)-| == (6.43)
i
oder tbersichtlich geschrieben:
Uy =R -1 +joL; - I, - joM' - 1, (6.44)
U, = -R) 1, - joL, I+ joM' -1 (6.45)
Uy=2-1;. (6.46)
Die reduzierten GréfBen sind also:
Uy =ii-Up Ry =% Ry
. )
L=—1 Ly =1 L,
i
M =i-M Z =u%-Z

Die Spannungsgleichungen werden entsprechend mit + joM' - I; und + joM' 'lz' erwei-
tert:

Uy =Ry -1+ jo(Ly - M) 1+ joM (1, - 1) (6.47)
Uy =R, - 1= jo(L, - M) - 1+ joM (1, - 1) (6.48)
U,=Z 1. (6.49)

Das Ersatzschaltbild im Bild 6.15, das den Spannungsgleichungen mit reduzierten Gré3en
entspricht, hat das gleiche Aussehen wie das Ersatzschaltbild ohne Reduzierung; es geht
mit {1 = 1 in das Ersatzschaltbild im Bild 6.14 tiber:

Iy Ry JellyM) jully-M) Ry I

Bild 6.15
Ersatzschaltbild mit den
Induktivititen M, L; - M’
und Ez -M
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Mit dem Ersatzschaltbild mit reduzierten Grof3en lassen sich nur dann die Langsinduktivi-
tdten durch Streuinduktivititen ersetzen, die im Band 1, Abschnitt 3.4.7.3, S.337 und
S.340 definiert wurden (vgl. Gl. 3.366 und 3.367 mit M, = My; = M und GI. 3.373 und
3.374), wenn Ui = w/w festgelegt wird:

Wl ’ LlS

W2 S
oder
L =L, -M =0, L, (6.50)
und
W2

G,
2 2 2
[&j 1, :&.m[ﬂj €, :[ﬂj Lo
Wy Wy 2 Wy )
Ly =M + Ly, = 1;—22
oder
Ly, =L, -M =0, L,, (6.51)

wobei 6] und o, die Streufaktoren sind.
Mit den reduzierten Gré3en

2
U, =ii-Uy=2L.y, R,=i2R,=| 1| .R
=2 2 W, =2 2 2 W, 2
1 2
C ) ' 2 W
lz—a I, W_l L, L,=1 Lz—[_zj L,
2 2
, W) W , ) W)
M=i-M=——M Ly, =1Ly =] — | Ly Z =uc-Z=|— Z
Wa 2 Wa
lauten dann die Spannungsgleichungen mit Gl. (6.47) bis (6.49)
U =Ry I +joLy I+ joM' “(1,-L) (6.52)
Uy =R}y L= joL - L+ joM - (1, - 1) (6.53)
Uy=2-1;. (6.54)
wobei der Strom lll =1,- 12' Magnetisierungsstrom genannt wird:
U =R I +joL -1+ joM' -lp’l (6.55)
U, =-R,-I,-joL, - L+ joM -lu (6.56)

[
S~

715 (6.57)
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Diese Spannungsgleichungen entsprechen dem Ersatzschaltbild im Bild 6.16:

L R julyg juls Ry
jwogly jwoyly
Yy IjuM'

I1-Ip=1y

It
-

I
uz L] Z'
. Bild 6.16
Iz Ersatzschaltbild mit
Streuinduktivititen

©

A

Grafisch bedeuten die Spannungsgleichungen Zeigerbilder, die fiir einen induktiven und
einen kapazitiven Belastungswiderstand folgendes Aussehen haben:

Reihenfolge der Darstellung

beider Zeigerbilder:
1
uy=2-1;

mit Z' =7 -el®
(@ >0bzw.@ < 0)
Ry 1

1

joLy - 12

JoM'- 1) = Uy + R, - I+ joLy -

_ joM"- 1,

M joM’

’

L=1+1
jU)L]S ! ll

R, -1,

Up=joM - L +joL - L+R; -1,

Bild 6.17 Zeigerbild des Transformators
mit Streuinduktivititen und induktiver
Belastung

Bild 6.18 Zeigerbild des Transformators
mit Streuinduktivitdten und kapazitiver
Belastung
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Ersatzschaltbilder mit anderen Reduktionen ii

Die Spannungsgleichungen mit M, Ly - M' und E2 - M (Gl. 6.44 bis 6.46) sind nur
durch Erweitern mit i entstanden, ohne dass 1 einer besonderen Bedingung unterliegt
(siche Gl. 6.41 bis 6.43). Die Zahl i kann also beliebig gewéhlt werden, so dass sich be-
liebige Ersatzschaltbilder entwickeln lassen.

Beispiel:
Ersatzschaltbild ohne Léngsinduktivitéit L'2 -M:
Mit
L,-M=t’L,~i-M=0
ist
M
i=—. (6.58)
L,
Damit ergibt sich fiir die beiden restlichen Induktivitdten des Ersatzschaltbildes:

2
\ M:1\/[72:1<-L1-L2

M =i
L2 L2

M =k>-L =(-0) L (6.59)

und
. M2 k2L, -L
L,-M=L,-i-M=L,-—=L,-—1—2
L2 L2

L,-M =L, -(1-k*)=0"L, (6.60)

wobei

M=k-\L, - L, (Gl. 3.369, Band 1, S.338)
und

kKX=1-0 (Gl. 3.377, Band 1, S.340).

Das Ersatzschaltbild hat dann folgendes Aussehen :

. (n)?k L2
I, Ry Jwol /"2 ™+

Bild 6.19

Ersatzschaltbild des Trans-
formators mit nur einer
Langsinduktivitat
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Beispiel:

Von einem Transformator sind folgende Gréfen bekannt:

W1 =5000 W2:500 Rl =500Q R2: 15Q Ll =5H L2:0,1H k:0,6.
Mit Hilfe des Ersatzschaltbildes mit bezogenen GréBen und einem Zeigerbild sollen die Ein-
gangsspannung und der Eingangsstrom ermittelt werden, wenn der Transformator sekundér-

seitig mit der verlustbehafteten Kapazitdt (Ersatzschaltung: Reihenschaltung) C. = 100uF,
R, =20Q belastet wird und wenn die sekundire Spannung U, = 1kV, f=50Hz betragen soll.

1. Zunéchst soll das Ersatzschaltbild des belasteten Transformators gezeichnet und die Er-
satzbildgrofen berechnet werden.

2. Dann ist das Zeigerbild quantitativ zu entwickeln, wobei die einzelnen Schritte und die
Berechnungen anzugeben sind.

3. Aus den abgelesenen Groflen Eingangsspannung U;, Eingangsstrom I; und die Phasenver-
schiebung @ zwischen U; und I; ist der Ersatz-Zweipol in Reihenschaltung zu ermitteln.

Losung:
Zu 1:
Ersatzschaltbild siehe Bild 6.20 (nach Bild 6.16).

L Ry jwlss julys Ry I

Ot : e

Bild 6.20 Ersatzschaltbild des Transformators mit
Streuinduktivitéten fiir das Beispiel

ErsatzbildgroBen:
Mit

i =w/w, =5000/500 =10
sind

R, =500Q
M'=i-M=10-0,424 H =424 H
mit M =k-LL,
M =0,6-+5-0,1 H=0,424H
L =L -M =5H-424H=0,76H
Lyy=L,-M =i2-L,-M =100-0,1H-4,24H =576 H
R, =2 R, =100-15Q= 1500 Q
U, =i U, =10-1kV = 10kV
R, =2 R, =100-20Q = 2000Q

C, =C, /u? =100pF /100 = 1 uF
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Zu?2: Zeigerbild siche Bild 6.21.
U, =10kV

L= U, 10kv

= —2= =2,66 A
Z  3760Q

2
=,[(2000 Q)2 +[ ] =3760 Q

2m-50s7L - 1uF

1
— = —arctan =-57,8°

und ¢ = —arctan
21 -50s71 - 2000 Q - 1 uF

rr
R, I, =1500Q-2,66 A = 3,99 kV

L, I, =2m-50s7 -5,76 H - 2,66 A = 4,81kV
abgelesen: oM’ - ILL =10.2kV

poOML 102Ky
oM 21-50s7!-4,24H
abgelesen: 1, =7,2A

oL, -1, =21-50s"-0,76 H-7,2 A = 1,72kV

=7,66 A

R, -1, =500Q-7,2A =3,6kV
abgelesen: U, =13kVund ¢, = 57°

Bild 6.21
Zeigerbild fur das
Transformator-Beispiel

Zu 3:
Z, =R, +]joL, =Z -cos@, +j-Z, -sin@,

U 13kV
mit R. =7 -cos@, = — - cos@, = —— - cos57° = 983Q
roor 1 I MY
. U, .
und oL, =Z -sin@, = I—~s1n(p1
1

U 13kV
L =—1 ~sm(p1=3fl=4,82H
o1, 27150571 -7,2A
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6.4 Messung der Ersatzschaltbildgroflen des Transformators

Fiir einen Transformator mit gleichsinnigem und gegensinnigem Wickelsinn werden die
Groflen Ry, Ry, Ly, Ly und My = My; = M des Ersatzschaltbildes (Bild 6.22) durch
Gleichstrom- und Wechselstrommessungen ermittelt.

R
Rq jwM 2
-
° .

jwlq jwly

© ©

Bild 6.22
GroBen des Ersatzschaltbildes eines
Transformators

Messung der ohmschen Spulenwiderstinde Ry und Ry mittels Gleichspannung:

Der ohmsche Widerstand R der Primiér-
spule wird bestimmt, indem bei sekundi-
rem Leerlauf eine Gleichspannung U; an
die Primérspule angelegt und der Gleich-
strom I; durch die Primdrspule gemessen
wird (Bild 6.23). Der ohmsche Wider-
stand kann dann aus

_U

(6.61)

errechnet werden.

Uy

o 0

Bild 6.23 Messung des ohmschen
Widerstandes der Primérspule

Der ohmsche Widerstand R, der Se-
kundirspule wird ermittelt, indem die
Primirspule offen bleibt und an die Se-
kundirspule eine Gleichspannung U, an-
gelegt wird. Mit dem gemessenen
Gleichstrom I (Bild 6.24) kann der ohm-
sche Widerstand nach

U
R, = 1—2 (6.62)
2
berechnet werden.
11=0 12
Ry W . R
U2

o

Bild 6.24 Messung des ohmschen
Widerstandes der Sekundérspule

Fiir die Ermittlung der Gleichstromwiderstinde ist es gleichgiiltig, ob die beiden Spulen

gleichsinnig oder gegensinnig gewickelt sind.
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Messung des primdren Leerlaufwiderstandes Z)] (Leerlauf-Eingangswiderstand Z, |

und des sekunddren Leerlaufwiderstandes Z,j (Leerlauf-Ausgangswiderstand Zyyt])

und damit der ohmschen Widerstinde Ry und R,

und der Selbstinduktivititen Ly und Ly mittels Wechselspannung:

Bei sekunddrem Leerlauf wird an die
Primérspule eine sinusformige Wechsel-
spannung

up = 0, -sin (ot + @) angelegt,
und der sinusférmige Strom

1= il “sin (ot + ¢,;) und

die Phasenverschiebung

®, =9, —9; werden gemessen.

o

Bild 6.25 Leerlauf-Eingangswiderstand fiir die
Ermittlung von Ry und L

Im Bildbereich (Bild 6.25) kann der
primdre Leerlaufwiderstand oder Leer-
lauf-Eingangswiderstand als Quotient der
beiden komplexen Zeitfunktionen Span-
nung u; und Strom i; bzw. als Quotient
der beiden komplexen Effektivwerte U;
und I; gebildet werden:

u_U U
=1 =1 1

Bei primiarem Leerlauf wird an die Se-
kundérspule eine sinusformige Wechsel-
spannung

up = 0, -sin (0t + @) angelegt,
und der sinusférmige Strom

ip = 12 “sin (ot + ¢,,) und

die Phasenverschiebung

®, =9, — 9;, werden gemessen.

jwM Iz
R1 I i RZ
ij1 JULZ -

(e o

Bild 6.26 Leerlauf-Ausgangswiderstand fiir
die Ermittlung von R, und L,

Im Bildbereich (Bild 6.26) kann der se-
kunddre Leerlaufwiderstand oder Leer-
lauf-Ausgangswiderstand als Quotient
der beiden komplexen Zeitfunktionen
Spannung u, und Strom iy bzw. als Quo-
tient der beiden komplexen Effektivwerte
U, und [, gebildet werden:

L U, Uy
Ly =Zow=~ = = "
L L b
Z2] = Zoutl = R2 + jU)LZ (6~64)

U
d.h. R, = —2~COS(p2
5}

U
ol,

Die Gleichstrommessung fiir die ohmschen Widerstinde R; und R, wird also durch die

Wechselstrommessung bestitigt.

Ob die beiden Spulen gleichsinnig oder gegensinnig gewickelt sind, spielt fiir die Ermittlung
des Leerlauf-Eingangswiderstandes und Leerlauf-Ausgangswiderstandes keine Rolle.
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Messung der Gegeninduktivitit M bei konstanter Permeabilitiit |1 mittels Wechselspan-

nung:

Die Gegeninduktivitdt M kann auf verschiedene Weise messtechnisch ermittelt werden:

1. Messung der sekunddren Leerlauf Spannung und des Primérstroms
Bei sekundirem Leerlauf wird an die I
Primérspule eine Wechselspannung Ry
up = 0, - sin (0t + @) angelegt, Uq julg
und der sinusférmige Primédrstrom

= il “sin (@t + @)

Bild 6.27 Messung der Gegenin-
und die sinusformige sekundére Leerlaufspannung duktivitit bei sekunddrem Leerlauf
uy;= U,; -sin (ot + @yp) werden gemessen. des Transformators
Im Bildbereich (Bild 6.27) ergibt sich mit der Spannungsgleichung fiir den Sekundér-

kreis nach Gl. (6.5) bzw. (6.11) fiir ausgangsseitigem Leerlauf mit I, = 0:

U, = ij-ll. (6.65)
Damit ldsst sich die Gegeninduktivitit ermitteln:
M= —j- Uy _ Uy el =0T/ it = eiT2) (6.66)
- 11 -

2. Ermittlung der Gegeninduktivitit M durch Messung des Widerstandes der Reihen-
schaltung und Gegenreihenschaltung der beiden Spulen des Transformators

Bei der Behandlung der Zusammenschaltung gekoppelter Spulen im Abschnitt 3.4.7.2
(sieche Band 1, S.329, Bilder 3.199 und 3.200) wurden die Reihenschaltung und die
Gegen-Reihenschaltung bei gleichsinnigem Wickelsinn beider Spulen unterschieden.
Wird an die Reihenschaltung der beiden Spulen mit gleichsinnigem Wickelsinn eine
sinusférmige Spannung u = 0 - sin (0t + @) angelegt, dann stellt sich ein sinusformi-
ger Strom i =1 - sin(wt + @;) ein.

I

11
1<

Bild 6.28

juln Reihenschaltung
der beiden Spulen
des Transformators

Im Bildbereich (Bild 6.28) ldsst sich der komplexe Reihenwiderstand aus den komple-
xen Effektivwerten von Spannung U und Strom I angeben und durch einen Ersatz-
zweipol mit R und joL,; darstellen:

U U . o . .
Zr1=T=T,eJ((Pu (p1)=R+JXr1=R+J0)Lr1
Z,=R{+R, +jo(L; +L, +2M) (6.67)

mit R=R;y+Ry, und L j=L1+L,+2M (vgl. G1. 3.347, Band 1)
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Wird an die Gegen-Reihenschaltung der beiden Spulen mit gleichsinnigem Wickelsinn
eine sinusférmige Spannung u = 0 - sin (0t + @,) angelegt, dann stellt sich ein sinus-
formiger Strom i= 1 - sin (ot + @;) ein, der sich vom Strom der Reihenschaltung un-
terscheidet.

Bild 6.29
1 Gegen-Reihenschaltung
der beiden Spulen des
R Transformators
=
jwlr2

Im Bildbereich (Bild 6.29) lisst sich entsprechend ein komplexer Widerstand aus den
komplexen Effektivwerten von Spannung U und Strom [ angeben und durch einen Er-
satz-Zweipol mit R und joL,, darstellen:

U U 6 —o . .
Z, =T=T-eJ(‘Pu ®) =R +j X,=R+joL,
mit R=R;y+Ryund Lp=L;+L,-2M (vgl. G1. 3.348, Band 1)

Wird von den ermittelten komplexen Widerstinden die Differenz Z,; — Z;» gebildet,
dann heben sich die ohmschen Anteile R; + R, und induktiven Anteile jo(L; + Lj)
auf, und die Gegeninduktivitit 14sst sich mit der Formel

j 1
M =_E'(Zrl _Zrz)=a'(xr1 _Xr2) (6.69)

berechnen.

Bei einem Tranformator mit gegensinnigem Wickelsinn der Spulen handelt es sich um
die Reihenschaltung, wenn der Strom jeweils in die mit einem Punkt gekennzeichne-
ten Klemmen flieit; beide unteren Klemmen miissen dann wie im Bild 6.29 zusam-
mengeschlossen werden. Die Gegen-Reihenschaltung entsteht, wenn die beiden Spu-
len mit gegensinnigem Wickelsinn wie im Bild 6.28 in Reihe geschaltet sind; der
Strom flieit einmal in die gekennzeichnete Klemme und dann in die nicht gekenn-
zeichnete Klemme. Die Formeln fiir die komplexen Widerstinde Z;; und Z;, sind die
gleichen wie fiir einen Transformator mit gleichsinnigem Wickelsinn.

3. Ermittlung der Gegeninduktivitidt mit Hilfe einer Wechselstrom-Briickenschaltung

In der Ubungsaufgabe 4.31 im Abschnitt 4.6 ist eine Wechselstrombriicke dargestellt
(Bild 4.134), die die messtechnische Ermittlung der Gegeninduktivitit ermoglicht.
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Beispiel:

Um fiir einen Ubertrager die ErsatzschaltbildgroBen ermitteln zu konnen, wurde nacheinander
die sinusférmige Spannung u mit U = 200V und f= 100kHz an den Transformator ange-
legt, und zwar

an die Primérspule bei sekundédrem Leerlauf (Ergebnis: I1;=314mA, @;; = 85,5°),
an die Reihenschaltung beider Spulen (Ergebnis: I = 14,6mA, ¢, = 87,7°) und
an die Gegen-Reihenschaltung beider Spulen (Ergebnis: I, =32,3mA, ¢, = 84,9°).

1. Zunéchst sind die komplexen Widerstinde Zy;, Z;; und Z;, in algebraischer Form zu be-
rechnen.

2. Dann sind aus den komplexen Widerstdnden die ErsatzschaltbildgroBen zu bestimmen.

Losung:
200 V P .
Zul. ZU=£=07-GJ'85’5=50§2+J~635§2
I, 314-1073A
2 A ,
z,= =20V 9T _ 5500+ j- 136880
I, 146-103A
2  84.9° .
ZQ:IQ:L\;.@'W =550Q+j-6167Q
I, 323-103A
Zu?2.

Aus Z,, =R, +j-X,; =R, +joL, (nach Gl. 6.63) ergeben sich

RIZSOQ
und
X Q
Lo Xuo_ese gy
® 27100103571
aus
Z,=R+jX,=R/ +R, +jo(L, +L, +2M) (nach Gl. 6.67)

ergibt sich
R, =R—-R;=550Q-50 Q=500 Q,

und
X, - X 13688 Q2 — 6167 Q
M= X=X 13688Q-6167Q o L (nach Gl. 6.69)
4o 4-21-100-103s7!
aus
X, =ol, +L, +2M)
ergibt sich
X 13688 Q
L=2m L om=— P8Ry o 3mH = 148 mH
[0) 21100 - 10357
oder aus
Z,=R+j X, =R, +R,+jo(L, + L, — 2M) (nach Gl. 6.68)

ergibt sich
X 167 Q
R, SV 1L [
® 2m-100-103s7!

ImH+ 2-3mH = 14,8 mH
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6.5 Frequenzabhingigkeit der Spannungsiibersetzung
eines Transformators

Ortskurve des Spannungsverhdiltnisses eines Transformators
Unter den Voraussetzungen, dass

der sekundére Verlustwiderstand R, vernachléssigt wird und
der Belastungswiderstand Z ein ohmscher Widerstand ist,

kann das Spannungsverhiltnis des Transformators als ,,einfache Ortskurve™ im Sinne des
Abschnitts 5.1 dargestellt werden. Fiir die Ermittlung der Ortskurve eignet sich das Er-
satzschaltbild des Transformators mit dem Reduktionsfaktor it = M/L,, also mit nur einer
Langsinduktivitit (siehe Bild 6.19 im Abschnitt 6.3), das mit obigen Voraussetzungen
R, =0und Z = R im Bild 6.30 gezeichnet ist.

; L
I Ry Jjwoly _Hz I
& Bild 6.30
2 Vereinfachtes Ersatzschaltbild
(ﬂ) ‘R des Transformators mit einer
L Léngsinduktivitit

Die Herleitung der Ortskurvengleichung fiir I_J'Z /'U; und die Konstruktion der Ortskurve
erfolgt analog wie im Beispiel 8 im Abschnitt 5.3, S. 205-206, denn anstelle von Kapazi-
tdten (siehe Bild 5.22) sind im Ersatzschaltbild Induktivitdten zu beriicksichtigen:

v
1 1
|l ' + .
U, R ]mk2L1
U, .
R' jok’L,
U _ 1
U . 1 1
- 1+ Ry +jocly) | —+——5—
(R + jooLy) (R jmklej
Uz _ 1
U
=1 1+R}+—6L1 +j- coGL,I— Ry
R k2L1 R (,\)kle
U, 1

mit ® =p - ®y (6.70)

I_Jl - Rl GLI . GLI Rl
1+ -+t ——1|+]| PO P
R k2L1 R p0)0k2L1

Die Ortskurve [_J'Z /Uy ist ein Kreis durch den Nullpunkt mit dem Mittelpunkt auf der
reellen Achse.
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Die Bezugsfrequenz wg wird errechnet, indem der Imaginirteil der Nennergeraden mit
p = 1 Null gesetzt wird:

oL, R,
- _q (6.71)
YR k2L,

T
R’ Ry 1 R' ‘R4
oL, kL, L; \ 6-k2
1 R R,
. (6.72)
2n- L, o-k2
und mit

2
R'ZHZ‘R:[MJ -R

bzw. f, =

L,

ist

@y = M2 - R-R,

\/le ‘L,2 - 0-k?
und mit
M2

Ll-L2=k2 aus M=k-\/m

ist

(00:

1 R-R
ZW. =T .
bzw. f, ! 6.73

Bei der Konstruktion des ,,Kreises durch den Nullpunkt wird mit der Darstellung der
Nennergeraden

I_Jl R] GL] . 1 . 1
Loy S ot = A i B o,
U, R kle p p

begonnen, die eine Parallele zur imaginidren Achse ist. Der Ortskurvenpunkt mit p= 1
liegt auf der reellen Achse, die Parameterwerte fiir p > 1 liegen oberhalb und die fiir p < 1
unterhalb der reellen Achse.

Um die Bandbreite Af = fy; — f5; des Spannungsverhéltnisses (sieche Abschnitt 4.5.1,
Gl. 4.120) bei 45°-Verstimmung bestimmen zu kénnen, werden die Zeiger bei + 45°
und bei —45° an die Gerade gezeichnet. Der positive Imaginirteil und der negative Imagi-
nirteil sind dann jeweils gleich dem Realteil der beiden Zeiger:

Q 1 1+R1+GL1 b Q 1 1+R1+GL1
LN NS LT S L I BT
TPy R k2L, TPy R k2L,

Damit lassen sich der p-Wert fiir die obere Grenzfrequenz fg, der p-Wert fiir die untere
Grenzfrequenz fg) und die Bandbreite Af errechnen.
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Bei praktischen Berechnungen konnen fiir tiefe und hohe Frequenzen bestimmte Anteile
in

oL, R |_

R, oL,
= — —
R ok?L,

Q- ,
' R k2L,

1‘
p——|=o
P

vernachléssigt und damit fiir die Grenzfrequenzen Formeln angegeben werden:

Bei tiefen Frequenzen werden die Streuglieder woL{/R und GLl/kle vernachléssigt, so
dass sich fiir die untere Grenzfrequenz errechnen lésst:

Aus
R LR
o k2L R
ergibt sich
1 R,
W, = .
1 k2 . Ll L+ &
R'
o = 1 1
g k2. Ll L N L
R, R
bzw.
1 1
fgl = . (6.74)
mk?L; 11
R, R
und mit
M 2
R'=i2-R= [L—J R
2
P 1 1 _ 1 _ 1
gl = . = =
R, M2.R R, M2 .R R, L,-L,-R
mit
k2 1
— = aus M=k-,/L,L
_ 1
gl —
k<-L L
1,2
R, R
bzw.
1 1
(6.75)
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Bei hohen Frequenzen kann zunichst R/(wk?L,) vernachlissigt werden:
Aus
oL,
&£ R R KL,
ergibt sich
1 (R R R.o
Wy =— | —+—+—1|,
dann kann R’ - (5/(k2 - L) entfallen:
_R'+R

®
2 5.1

bzw.

1 R'+R;

2
2
R':ﬁz-R:[EJ -R und M =Kk2

1 (K2R R
f,, = . +—.

(6.76)

(6.77)

Bei Ubertragern mit geringer Streuung, genannt ,.fest gekoppelte Transformatoren®, kann
die obere Grenzfrequenz einige Hundert mal so grof3 sein wie die untere Grenzfrequenz.
Um den Durchlassbereich beurteilen zu kénnen, wird das Verhéltnis der oberen zur unte-

ren Grenzfrequenz berechnet:

O _ 1 [KR Ry} (KL Ly
s L L )| R R

®gr 1 (K’L;-R+R;-L,)?

(6.78)
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Der Mittelpunkt des Kreises durch den Nullpunkt fiir I_J'z /U; liegt auf der reellen Achse
im Abstand 1/(2A):

1 1 B 1
2-A R, oL ) L,-R, oL
21+ =Ly =L 21y 2L 4
R k2L, k?-L,-R k2L,

R R L,2-R L,2-R L, R

mit M 1 _ =2 1 _ 2 1 _ 2 1

“@2-R M2.R K L,-L,-R K2-L,-R

fgz
'
I
I Yy
l!z
U1 91| max
fo ' 1
2
fg1 fg1 fo fg2
f —s
Bild 6.31 Ortskurven der frequenzabhéngigen Bild 6.32 Betrag des frequenzabhéngigen
Spannungsverhéltnisse von Transformatoren Spannungsverhiltnisses eines Transformators
(Ubertragern) zur Ermittlung der Bandbreite (Ubertragers)

Aus der Ortskurve konnen dann die Betrige ‘[_Jz / [_Jl‘ in Abhéngigkeit von den Parame-
tern p, also von der Frequenz ® bzw. f, abgelesen und in einer Durchlasskurve dargestellt
werden (Bild 6.32).
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Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 6.1 bis 6.5

6.1

6.2

6.3

6.4

1.

Ermitteln Sie mittels quantitativem Zeigerbild die Effektivwerte der Eingangsspannung
U, und des Eingangsstroms I; fiir einen Transformator mit

Ri=6Q L;=20mH R,=10Q M = 15mH k=0,5

bei gegebener Ausgangsspannung U, = 40V, o = 10000s™! und ohmscher Belastung
R =2009.

Bestidtigen Sie die Ergebnisse rechnerisch.

Auf welchen Wert verdndert sich die Ausgangsspannung U,, wenn die Eingangsspannung
U, =220V betrégt?

Auf welchen Wert vermindert sich die Spannung U; bei geforderter Ausgangsspannung
U, = 40V, wenn die Streuung des Transformators vernachldssigt werden kann (,.feste
Kopplung*)?

Entwickeln Sie aus den Transformatorgleichungen eines verlustlosen Umkehriibertragers
(gegensinnige Wicklungsanordnung) die Formel fiir den Kurzschluss-Eingangswiderstand
in Abhéingigkeit von ®, c und L.

Bestitigen Sie das Ergebnis mit Hilfe eines Ersatzschaltbildes mit galvanischer Kopplung.

Berechnen Sie die Ersatzinduktivitit Lo, des Ubertragers, wenn L = 20mH, L, = 45mH
und M = 15mH betragen.

Fiir Widerstandstransformationen eignet sich der gezeichnete Spartransformator mit kapaziti-
ver Belastung, bei dem die Verluste vernachldssigt sind.

Bild 6.33
Ubungsaufgabe 6.3

Geben Sie die drei Spannungsgleichungen fiir den belasteten Spartransformator an.
Ermitteln Sie aus den Gleichungen den Eingangswiderstand Z;, in Abhéngigkeit von L,
Ly, M, o, R; und C,.

Wie grof} ist der Eingangswiderstand Z;, , wenn die Ersatzinduktivitit L =L + L, + 2M
mit der Kapazitit C, in Resonanz ist?

Sind L; =200mH L,=200mH k=0,6 R,=25Q  C,=62,5nF und L und C; in
Resonanz, dann ist der Eingangswiderstand induktiv. Berechnen Sie die Resonanzfre-
quenz ® und den induktiven Eingangswiderstand.

Die Ersatzschaltbildgrofen eines Transformators betragen R; = 60€2, R, = 100Q, L| = 20mH,
L, =45mH und k = 0,5. Bei einer Kreisfrequenz ® = 10000s! soll der Transformator mit
einer Spule belastet werden, deren Ersatzschaltung einer Reihenschaltung von R, = 50Q und
L, = 8,67mH entspricht, wobei die Spannung an der Spule U, =40V betragen soll.

Mit Hilfe des Ersatzschaltbildes mit Streuinduktivititen sollen das Zeigerbild und damit die
Eingangsgrofen Uy und I; ermittelt werden.

1.

Zeichnen Sie das Ersatzschaltbild mit Streuinduktivitdten flir den speziellen Belastungs-
fall und ermitteln Sie die Ersatzschaltbildgroflen mit it = 1,2.

Entwickeln Sie das Zeigerbild mit den gegebenen und berechneten Grofien, wobei Sie die
Reihenfolge der Darstellung angeben. Wie grof3 sind I und U;?

Wie éndern sich I, I, und U,, wenn die Eingangsspannung U = 500V betragt?
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6.5 Fir einen Transformator mit Eisenverlusten soll das Zeigerbild entwickelt werden. Die Eisen-
verluste werden durch den ohmschen Widerstand R, erfasst.
I R julys
Iy
U

2 Re
1 Bild 6.34
o Ubungsaufgabe 6.5

Die Belastung des Transformators ist induktiv:

R, =20Qund L, =95,5mH.

Gegeben sind:

U, =600V, f=50Hz w;=2500 R;=400Q Ls=0,8H M=1,2H

wy =500 R, =40Q L,s=0,12H R, =5kQ

1. Berechnen Sie die Ersatzschaltbildgroflen mit i = w/wy.

2. Entwickeln Sie das quantitative Zeigerbild und geben Sie Uy, I; und ¢, an.

6.6 1. Bei einer Kreisfrequenz @ = 10000s™' wurden an einem Ubertrager folgende Wechsel-
stromwiderstidnde gemessen:
Z1,=6Q+j-80Q Z; =42Q+j - 830Q Zp=42Q+j-230Q
Ermitteln Sie die Ersatzschaltbildgrofien des Transformators.

2. Geben Sie das Ersatzschaltbild mit nur einer Langsinduktivitit (il = M/L,) an und errech-
nen Sie mit den unter 1. ermittelten Werten die Ersatzschaltbildgrofen. Die Belastung be-
tragt R = 180Q.

3. Entwickeln Sie fur das Ersatzschaltbild ein quantitatives Zeigerbild, wenn der sekundére
Strom I, = 0,1A betrigt. Lesen Sie aus dem Zeigerbild U; und ¢, ab.

4. Berechnen Sie den Eingangswiderstand des Ubertragers aus den Ergebnissen des Zeiger-
bildes. Kontrollieren Sie das Ergebnis mit der Ersatzschaltung.

6.7 Fiir einen Ubertrager mit R; =50Q, L; =0,8mH, L, = 16mH, k = 0,995, R, =0 (vernachlés-

sigt) und einer ohmschen Belastung R = 1kQ soll das Spannungsverhiltnis U, /U; in Ab-

hangigkeit von der Frequenz berechnet werden.

1. Emmitteln Sie fiir die Ersatzschaltung mit nur einer Langsinduktivitat die Ersatzschaltbild-
grossen.

2. Fiir das Spannungsverhiltnis U, /U, ist die Ortskurvengleichung zu berechnen und die
Ortskurve zu zeichnen.

3. Tragen Sie in die Ortskurve fir U;/U, den 45°-Zeiger und den —45°-Zeiger ein und le-
sen Sie die beiden p-Werte fiir die Grenzfrequenzen ab. Weisen Sie die p-Werte rechne-
risch nach. Geben Sie die obere und die untere Grenzfrequenz und die Bandbreite an.

4. Kontrollieren Sie mit Hilfe der Ndherungsformeln die Ergebnisse fiir die Grenzfrequen-
zen.

5. Um wie viel mal hoher liegt die obere Grenzfrequenz gegeniiber der unteren Grenzfre-
quenz?

6. Berechnen Sie die Funktionswerte der Funktion | Uy / U | = f(p) und stellen Sie die Funk-
tion in Abhdngigkeit von der Frequenz f dar.

Kontrollieren Sie die p-Werte mit Hilfe der Ortskurve.
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7 Mehrphasensysteme

7.1 Die m-Phasensysteme

Einphasensystem

Durch Rotieren einer Spule in einem homogenen Magnetfeld wird in der Spule eine
Wechselspannung induziert, so dass sich beim AnschlieBen eines Verbrauchers an die
Spulenklemmen ein Wechselstrom einstellen kann (siche Band 1, S. 298-299, Abschnitt
3.4.6.1, Beispiel 2). Einphasensysteme sind Wechselstromsysteme mit je einer Strombahn
fiir Hin- und Riickleitung, in und entlang denen die elektrischen und magnetischen Gro-
Ben verlaufen (zitiert aus DIN 40 108). Sie wurden in den Kapiteln 4, 5 und 6 behandelt.

Mehrphasensysteme

Werden mehrere selbstindige gleich gestaltete Spulen (Anzahl m) um den gleichen Win-
kel o =2m/m versetzt angeordnet im homogenen, zeitlich konstanten Magnetfeld mit der
Winkelgeschwindigkeit ® gedreht, dann werden in jeder Wicklung sinusformige Wech-
selspannungen ugq, Ug, Ug3, --- , Ugm mit gleicher Frequenz und gleicher Amplitude indu-
ziert, die um den Phasenwinkel o = 2n/m zueinander phasenverschoben sind (vgl. Bild
3.154 im Band 1, S. 298).

Im Bild 7.1 sind drei Spulen gezeichnet, die um den Winkel o =2n/3 versetzt angeord-

net sind. Die in den drei Spulen induzierten Spannungen sind dann um o = 27/3 phasen-
verschoben, wie im Zeitbereich und im Zeigerbild ersichtlich ist.
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Bild 7.1 Spannungen von drei in einem Magnetfeld drehenden selbstindigen Spulen
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Praktisch angewendete Wechselstromgeneratoren besitzen keine drehenden Spulen, son-
dern liangs der Peripherie des Stators mehrere selbstindige Wicklungen mit einem dre-
henden Rotor, der als Dauermagnet oder mit einer Erregerwicklung ausgefiihrt ist.

Im Bild 7.2 sind drei Spulen an der Peripherie angeordnet, die sich relativ zu dem sich
drehenden Rotor ,bewegen®. Diese Relativbewegung fiihrt zu den gleichen induzierten
Quellspannungen wie im Bild 7.1.

Gleichstrom-
erregerwicklung

Ugqq

Stdnder -
wicklungen
(vgl. mit Bilder Bild 7.2

U3 7.8 und 7.11) Dreiphasengenerator

Werden die Generatorspulen durch Wechselstromwiderstinde belastet, dann liegen auf-
grund der Wechselstrom-Innenwiderstinde an den Spulen nur die sinusférmigen Klem-
menspannungen uj Uz, Us, ..., Uy an.

Die in Mehrphasengeneratoren induzierten, um den Winkel o versetzten sinusférmigen
Quellspannungen und die Klemmenspannungen gleicher Frequenz und gleicher Amplitu-
de konnen im Zeitbereich und durch Zeiger im Bildbereich dargestellt werden.

Symmetrisches Strom- und Spannungssystem

Die komplexen Effektivwerte der abgebildeten sinusformigen Spannungen an den Spulen
eines Mehrphasengenerators Uj, U,, ... , Uy, bilden einen symmetrischen Stern, weil die
Zeiger benachbarter Spannungen durch Drehung um den Winkel o= 2mt/m ineinander
tiberfiithrt werden konnen:

u; = G- sin ot U,

uy =1 - sin (Ot — ) Upy=U;-ed®
uz =0 - sin (0t—-20) Uz =U; -ei2a
ug =10 -sin (ot —-30) Uy =U; - ed30

Up =0 *sin[ot—(m—1) - o] Qm=Q1~e*j'(m*1)°‘
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Auch die abgebildeten komplexen Effektivwerte der Strome Iy, I, . . . I, die sich durch
Anschluss gleicher Wechselstromwiderstinde Z = R + j-X = Z-¢l® an die Spulen-
klemmen ergeben, bilden einen symmetrischen Stern, weil sie ebenfalls gleiche Effektiv-
werte und den gleichen Phasenwinkel o haben:

L R L
T Z Z-elo T
Le—Jo )
12 = & = Hl—e. =1.e-i(0+9)
h Z Z-el? N
Le—j2a .
I3 = % = L_Il; =1 e—J'(ZOH'(P)
h Z Z-¢el9 N
U4 U] N e_J o .
==_=l - _T. e—J(Ba+0) . . . . i
14 Z 7 ol 1 Bild 7.3 Zeigerbild fiir das sym

metrische Strom- und Spannungs-
system eines Sechsphasensystems
(m = 6)

.e—i(m-lo .
[ —ZYm_ Qe— = 1. e-il(m-Do+g]
mez Z-el® B

Sind die Wechselstromwiderstinde bzw. komplexen Widerstinde fiir alle Phasen gleich,
dann wird das Mehrphasensystem symmetrisch genannt. Fiir gleiche induktive Wechsel-
stromwiderstdnde in den einzelnen Stromkreisen ergibt sich dann das im Bild 7.3 darge-
stellte Zeigerbild fiir das symmetrische Strom- und Spannungssystem, hier fiir ein Sechs-
phasensystem mit m = 6.

Operator des m-Phasensystems

Mit dem Drehzeiger
a=¢ 10 =g J2Mm (7.1)

dem Operator des m-Phasensystems, lassen sich benachbarte Spannungszeiger und
Stromzeiger entsprechend der Nummerierung ineinander iiberfithren.
Fiir ein Dreiphasensystem ist der Operator

= 23 = o 120°

a=cos 120°—j-sin120°=—1/2—j-1/2- 3.

Mehrphasensysteme oder m-Phasensysteme

Mehrphasensysteme sind also die Mehrphasengeneratoren, die belastenden Widerstande und
die sie verbindenden Leitungen, also die Gesamtheit der Stromkreise.

Hinsichtlich der Anzahl der Phasen (Stringe) werden Mehrphasensysteme in Zweiphasen-
systeme, Dreiphasensysteme und Sechsphasensysteme unterschieden.
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Ein Mehrphasensystem ist also ein Wechselstromsystem mit mehr als zwei Strombah-
nen, in und entlang denen die elektrischen und magnetischen Grof3en mit gleicher Fre-
quenz, mit gleichen oder angendhert gleichen Amplituden, in vorgegebener Phasen-
folge mit gleichen oder angenihert gleichen Phasenverschiebungswinkeln verlaufen
(zitiert aus DIN 40108).

Balancierte Mehrphasensysteme

Ist die Augenblicksleistung p eines Mehrphasensystems zeitlich konstant, obwohl die
Leistungen der einzelnen Phasen verdnderlich sind, dann wird das Mehrphasensystem
abgeglichen oder balanciert genannt.

Ein m-Phasensystem kann fiir m > 3 balanciert sein, wenn die Belastung symmetrisch
ist. Die Augenblicksleistung ist dann gleich der Wirkleistung:

p=m-U-I-cos¢p=P.

Nichtverkettete Mehrphasensysteme

Werden die Enden der einzelnen Phasenwicklungen des Generators getrennt herausge-
fuhrt und mittels selbstdndiger Leitungen an die einzelnen Verbraucher angeschlossen,
dann ist das Mehrphasensystem nicht verkettet.

Verkettete Mehrphasensysteme

Bei verketteten Mehrphasensystemen sind die Phasenwicklungen des Generators mitein-
ander verbunden und zwar in Sternschaltung oder in Ringschaltung (Polygonschaltung).
Die Wechselstromwiderstdnde (Verbraucher) konnen ebenfalls in Sternschaltung und in
Ringschaltung (Polygonschaltung) geschaltet sein.

Nach DIN 40 108 ist der Begriff ,,Phase” durch den Begriff ,,Strang® ersetzt worden und
bedeutet die Strombahn, in der der Strom einer Phase flief3t.

Um eine Sternschaltung eines Mehrphasensystems handelt es sich, wenn sdmtliche Strén-
ge (Phasenwicklungen) an einem ihrer Enden in einem Sternpunkt N zusammengeschlos-
sen sind. Die an den Spulenklemmen anliegenden Spannungen uj, uj, ..., Uy heillen
Strangspannungen ugy, die im einzelnen mit u;y, uoN, ..., UyN bezeichnet werden.

Eine Ring- oder Polygonschaltung eines Mehrphasensystems liegt vor, wenn siamtliche
Strange (Phasenwicklungen) hintereinander geschaltet einen geschlossenen Ring ergeben.
Die an den Generatorspulen anliegenden Spannungen uj, U, ..., Uy, sind dann gleich
den AuBenleiterspannungen upy, die im einzelnen mit ujp, 23, U34, ..., Upm—l,m» Um,1
bezeichnet werden. Fiir ein Dreiphasensystem heil3t die Ring- oder Polygonschaltung
Dreieckschaltung.

Die Verbindungsleiter der AuBenpunkte des Generators und der AuBenpunkte des
Verbrauchers heillen Aufenleiter, die mit L1, L2, ... , Lm bezeichnet werden.

Zwischen einem Mehrphasengenerator in Sternschaltung und einem Mehrphasenverbrau-
cher in Sternschaltung heif3t der Verbindungsleiter zwischen den Sternpunkten Stern-
punktleiter oder Neutralleiter, der mit dem Buchstaben N gekennzeichnet wird.
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Spannungen und Strome des Mehrphasensystems

Strangspannungen (ehemals Phasenspannungen) ug; bzw. Ug; sind die Spannungen an
den Klemmen der Phasenwicklungen,

Strangstrome (chemals Phasenstrome) ig; bzw. Ig; sind die Strome, die durch die Pha-
senwicklungen flieen.

AuBenleiterspannungen (ehemals Leiterspannungen) up ¢ bzw Uy sind die Spannungen,
die zwischen zwei AuBlenleiter des verketteten Mehrphasensystems bestehen und

AuBenleiterstrome (ehemals Leiterstrome) ip; bzw. I sind die Stréme, die durch die
AuBenleiter flieBen.

Verkettete Mehrphasensysteme ersparen vor allem Leitermaterial hinsichtlich der Riick-
leiter. Bei symmetrischen Stern-Stern-Schaltungen (Generator und Verbraucher in Stern-
schaltung) kann der Sternpunktleiter (Neutralleiter) sogar ganz entfallen, weil der Strom
durch den Sternpunktleiter Null ist.

Strome und Spannungen der Stern-Stern-Schaltung

Bei einer Stern-Stern-Schaltung (Generator in Sternschaltung und Verbraucher in Stern-
schaltung) sind die Auflenleiterstrome gleich den Strangstromen:

I=lse mit I =Igy, (7.2)

d. h. durch die Phasenwicklungen und die komplexen Widerstinde treten die Strome
115 125 LR lm auf'
Der Strom durch den Sternpunktleiter Iy ist gleich der Summe der Stréme:

m
In=>L=L+L..+L, (7.3)
i=1

Die AuBenleiterspannungen zwischen zwei Aufenleiter hingegen sind jeweils gleich der
Differenz der Strangspannungen:

Ujj=Uin —Ujn, (7.4)

dh Up=Un-Un, U3x=Un-Usn,...

cees Qm—l,m=gm—1,N_QmNa Uni = Upn - Uine
Sie lassen sich durch Dreieckbeziehungen berechnen:

Aus

.o .
sin— = sin— =
2

Upr
n__2
m Uy

ergibt sich

Bild 7.4 Zusammenhang
zwischen Aullenleiter-

. T

Urt=2-Ugt - sin—. (7.5)
m

und Strangspannung
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Beispiel: 6-Phasensystem in Stern-Stern-Schaltung

Bild 7.5 6-Phasensystem in Stern-Stern-Schaltung

Durch die sechs Phasenwicklungen des Generators und durch die komplexen Widerstinde
2,2y, ..., Zs sind die Strome jeweils gleich: I}, L, ..., g .

Die AuBlenleiterspannungen U, Uss, ... , Uss, Ug; sind gleich der Differenz der Strangspan-
nungen QIN’ QZN’ P Q6N:

Up=Un-Un U =Unn-Usn, ..., Use = Usn—Usn. U = Ugn —Uyne

Die Effektivwerte der AuBenleiterspannungen des 6-Phasensystems sind genauso grof3 wie
die Effektivwerte der Strangspannungen:

ULt=2~USt~sing=2~U5t~0,5=USt zB. U, =Uy.

Strome und Spannungen der Polygon-Polygon-Schaltung

Bei einer Polygon-Polygon-Schaltung (Generator in Polygonschaltung und Verbraucher in
Polygonschaltung) sind die Auflenleiterspannungen gleich den Strangspannungen:

U= Us; mit ULt =Usgs, (7.6)

d. h. die an den Phasenwicklungen und an den komplexen Widerstinden anliegenden
Spannungen sind jeweils gleich:

Q12, Q23» cee s mel,m» Qm,b

Die AulBlenleiterstrome verzweigen sich jeweils in Strangstrome, sind also gleich der Dif-
ferenz von Strangstromen:

L =1Lk - L (7.7)
dh  Li=lp-In, L=hi-L ..., In=Lh —In-1m-
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Durch Addition des Gleichungssystems ergibt sich, dass die Summe der AuBlenleiterstro-
me Null ist:

i I, =0. (7.8)
i=1

Aus dem Effektivwert der Strangstrome l4sst sich der Effektivwert der AuBenleiterstrome
berechnen:

Aus
T
.o . T
sin— = sin— = —2-
2 m g,
ergibt sich lik 2.B.15g

(7.9) Bild 7.6 Zusammenhang
’ zwischen Aufenleiter-
strom und Strangstrom

i
I,, =2 -1g -sin—.
Lt St m

Beispiel: 6-Phasensystem in Polygon-Polygon-Schaltung

Bild 7.7 6-Phasensystem in Polygon-Polygon-Schaltung

An den sechs komplexen Verbraucherwiderstinden liegen die gleichen Spannungen an wie

an den Phasenwicklungen des Generators: Uj,, U3, ... ,Usq , Ugy.

Die AuBenleiterstrome I, I, ..., I sind gleich der Differenz der Strangstrome 15, I3,
s Ise Ler

L=lih-1s1, L=hs—1Ip ....Is=L—Ls Is=1Ig —Ise.

Die Effektivwerte der Au3enleiterstrome des 6-Phasensystems sind genauso grof3 wie die Ef-
fektivwerte der Strangstrome:

ILt=2~ISt~sing=2~ISt~0,5=ISt zB. =1Ly
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Wirkleistung des symmetrischen m-Phasensystems

Die Wirkleistung des m-Phasensystems ist gleich der Summe der einzelnen Phasen-
Wirkleistungen.

Fiir ein symmetrisches m-Phasensystem ist die Wirkleistung jeder Phase gleich, so dass
die gesamte Wirkleistung des m-Phasensystems gleich dem m-fachen einer Phasen-
Wirkleistung ist:
P=m " Ug; - Ig; - coso. (7.10)
Fiir die Sternschaltung und die Polygonschaltung ist die Wirkleistung gleich:
m

P=—— Uy, - Iy -coso, (7.11)
. T
2 -sin—
m
denn es gilt fiir die Sternschaltung: und fiir die Polygonschaltung:
U I
I =Ty Ug=—%1— Us=Upy  Ig=—H—
. T . T
2 -sin— 2 -sin—
m m
Beispiel: Wirkleistung des symmetrischen 6-Phasensystems
6
P= “Up - Ijicos@=6-Up -1 -cos@.
2-sin—
6

7.2 Symmetrische verkettete Dreiphasensysteme

Dreiphasensysteme

In der Energieversorgung werden am hiufigsten Dreiphasensysteme verwendet, weil bei
geringstem Leitungsaufwand ein balanciertes Mehrphasensystem verwirklicht werden
kann. Verkettete Dreiphasensysteme in Stern- und Dreieckschaltung heiflen auch Dreh-
stromsysteme, weil mit dem Mehrphasensystem ein rdumlich rotierendes Magnetfeld —
das Drehfeld — verbunden ist.

Die AuBenleiter werden mit L, Ly, L3 und der Sternpunktleiter oder Neutralleiter mit N
(ehemals M,, oder 0) bezeichnet. Nach DIN 40 108 sind die Bezeichnungen 1, 2, 3 und
R, S, T (fiir Betriebsmittel U, V, W) auch zuléssig. Oft werden auch die Farben gelb, griin
und violett fiir die Kennzeichnung der Phasen verwendet.

Entsprechend werden die Effektivwerte der

Strangspannungen Ug; der Sternschaltung (Sternspannungen) mit Uy, Uz, Usn
sonst Uy, Uy, Uz (wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind)
(fur Erweiterungen Urn, Usn, Un bzw. Ug, Usg, Ut)
Strangstrome Ig; der Dreieckschaltung (Dreieckstrome) mit I;,, I3, I35
(fur Erweiterungen auch Irg, IsT, ITR)
fur Generatoren, Motoren, Transformatoren Iy, Iyvw, Iwu
AuBenleiterspannungen Uy ; (Dreieckspannungen) mit Uy;, Upsz, Uz
(fur Erweiterungen auch Ugg, Ugt, UTR)
AuBenleiterstrome Iy (Sternstrome) mit [y, I, I3
(fur Erweiterungen auch Iy, Ig, I1)
fur Generatoren, Motoren, Transformatoren Iy, Iy, Iy
und der Sternpunktleiterstrom Iy benannt.
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Sternschaltung

Werden die Enden der drei Generatorspulen mit den Bezeichnungen U2, V2, W2 (che-
mals X, Y, Z) auf dem Klemmbrett des Generators zum Sternpunkt N zusammengeschlos-
sen, dann handelt es sich um die Sternschaltung des Generators. Der Verbraucher ist eben-
falls in Sternschaltung zusammengeschaltet und iiber die AufBenleiter L1, L2, L3 an die
Klemmen Ul, V1, W1 (ehemals U, V, W) des Generators angeschlossen. Die beiden
Sternpunkte N und N’ sind tiber dem Sternpunktleiter (Neutralleiter) miteinander verbun-
den:

Il
P

Ut vi wi
C——
w2 U2 V2

Bild 7.8 Stern-Stern-Schaltung eines Dreiphasensystems mit Klemmbrett des Dreiphasengenerators

Da der Dreiphasengenerator drei gleiche, um den Winkel o = 27/3 versetzte Wicklungen
besitzt, sind auch die sinusformigen Strangspannungen bei gleichem Effektivwert Ug; um
o =2m/3 = 120° phasenverschoben:

uiN = \/5 - Ugy - sin ot

usn = V2 - Us; - sin (0t - 271/3)

usn = V2 - Uy - sin (ot — 47/3).
Im komplexen Bereich werden die komplexen Effektivwerte der benachbarten Strang-
spannungen mit dem Drehzeiger fiir ein Dreiphasensystem a= e 3273 = ¢7120° jpeinan-

der tberfithrt. Dabei wird der komplexe Effektivwert Uy reell angenommen, also im
Zeigerbild auf die positive reelle Achse gelegt:

Uiy =Us;- &%= Uy
Upn = Usy-a=Us; - e323 = Ugy - e 71207 = Ug, - (—1/2 —j-12 \/5)

Usn = Ug; - a2 = Ug; - e 343 = Ug, - /'120° = Ug; - (—1/2 +j-172 -\/5)

i
UsN
Uzu’hrﬁw Uy *
Uy | UINTUaN* U3n=0 Bild 7.9
Zeigerbild der Strangspannungen
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Die Auflenleiterstrome Iy ; sind gleich den Strangstromen Ig; (vgl. Gl. 7.2):
It = Ist mit Ie=Igt (7.12)

das sind I;, I, und I5.

Die AuBenleiterspannungen Up; sind um das /3 -fache (x/g = 1,73) grofer als die
Strangspannungen Ug; (nach Gl. 7.5):

ULt:2~USt~sin§=x/§-USt (7.13)

das sind Ulz, U23 und U31.

Eine oft gebriuchliche Schreibweise fiir die Gleichung zwischen Aufenleiterspannung
und Strangspannung ist mit Up;=U und Ug;= U, (Sternspannung)

U=+3 U, (7.14)

Die Summe der Leiterstrome ist gleich dem Strom im Sternpunktleiter, wie sich nach dem
Kirchhoffschen Satz fiir komplexe Effektivwerte im Sternpunkt N ergibt:

IN=L+tL+1L (7.15)
Sind die Strangwiderstinde Z;, Z,, Z3 des Verbrauchers gleich groB3, dann sind die Effek-
tivwerte der Auenleiterstrome gleich

Iy=hL=h=I3=1 (7.16)
und der Strom im Sternpunktleiter Iy ist Null:

IN=LitL+13=0. (7.17)

Genauso wie das System der Leiterstrome ist dann das System der AuBenleiterspannun-
gen liber den Strangwiderstinden symmetrisch, wie im Zeitdiagramm und durch ein Zei-
gerbild dargestellt werden kann (Bild 7.10). Die AuB3enleiterspannungen sind /3 -mal so
groB wie die Strangspannungen und gegen diese um /6 £ 30° phasenverschoben.

”T U1z Y23 U3 Y12 U1y

Ugz=Uin-Uan

~
[ O —tper— Ol — b o —=
2n ! 4T = U3 Up3=Usy-
0 o 3 n U23=UzN-UsN

U3z1=U3N-Upy

Bild 7.10 Zeitdiagramm und Zeigerbild der Auflenleiterspannungen und Strangspannungen in
einem symmetrischen Dreiphasensystem



7.2 Symmetrische verkettete Dreiphasensysteme 259

Wird fiir ein Drehstromsystem eine Spannung angegeben, so handelt es sich stets um die
AuBenleiterspannung Uy = U. Eine 110kV-Leitung bedeutet zum Beispiel, dass der Ef-
fektivwert der Spannung zwischen zwei AuBlenleitern 110kV betrégt.

Nur in Ausnahmefillen wird zusitzlich zur AuBlenleiterspannung auch noch die Strang-
spannung genannt, zum Beispiel 220/380V-Netz.

Bei einem in Stern geschalteten Drehstromgenerator konnen also zwei Dreiphasensysteme
abgegriffen werden:

das symmetrische System der Aullenleiterspannungen und
das symmetrische System der Strangspannungen.

Dreieckschaltung

Werden die Generatorspulen in einen Ring geschaltet und zwar die Spulenanfange mit den
Spulenenden Ul — W2, V1 — U2, W1 — V2 (ehemals U — Z, V — X, W —Y) verbunden,
dann handelt es sich um die Dreieckschaltung des Generators. Der Verbraucher ist eben-
falls in Dreieckschaltung geschaltet und iiber die AuBlenleiter L1, L2, L3 an die Klemmen
Ul, V1, W1 (ehemals U, V, W) des Generators angeschlossen:

u2

2} L2 I,
u I LZI L3' Iz

Bild 7.11 Dreieck-Dreieck-Schaltung eines Dreiphasensystems mit Klemmbrett des Dreiphasenge-
nerators

Da der Dreiphasengenerator drei gleiche, um den Winkel o = 2m/3 versetzte Wicklun-
gen besitzt, sind auch die drei Aulenleiterspannungen bei gleichem Effektivwert Uy um
o = 2m/3 £ 120° phasenverschoben, wie durch ein Zeigerbild erlidutert werden kann
(Bild 7.12). Genauso wie die benachbarten Zeiger der Strangspannungen bei der Stern-
schaltung konnen benachbarte Zeiger der Aulenleiterspannungen mit Hilfe des Drehzei-
gers a = e 123 ineinander iiberfiihrt werden.

U oder U1z

Y23 Bild 7.12
Zeigerbild der Auf3enleiterspannungen
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Die AuBlenleiterspannungen Uy ; sind gleich den Strangspannungen Ug; (vgl. Gl. 7.6):
Upt=Ust mit  Upe=Usg; (7.18)

das sind le, Q23 und Q31.

In der Praxis wird die AuBlenleiterspannung auch Dreieckspannung Ua genannt:
Up=U. (7.19)

Die AuBenleiterstrome Iy sind um das V3 -fache (\/5 = 1,73) grofer als die Strangstro-
me Ig; (nach GI1. 7.9):

=2 Tg - sing -3 -1 (7.20)
das sind Iy, I, und I5.

Eine oft gebriauchliche Schreibweise fiir die Gleichung zwischen AuBenleiterstrom und
Strangstrom ist mit I; ;=1 und Ig =1x

1=3- 1, (7.21)

Sind die Strangwiderstinde Z;,, Z>3 und Z3; des Verbrauchers gleich grof3, dann bilden
die AuBenleiterstrome und die Strangstrome ebenfalls symmetrische Systeme, und die
Effektivwerte der AuBBenleiterstrome sind gleich:

Iu=l=L=1=L

Nach dem Kirchhoffschen Gesetz fiir komplexe Effektivwerte der Strome ergibt sich fiir
die Knotenpunkte 1, 2 und 3:

Li=l-1I5 L=Is-1 =131 - Ips. (7.22)

Diese Gleichungen im Zeitbereich und im Zeigerbild dargestellt bestitigen, dass die
AuBenleiterstrome in einem symmetrischen Drehstromsystem in Dreieckschaltung um den
Faktor /3 grofer sind als die Strangstrome und dass diese AuBenleiterstrome um den
Winkel n/6 £30° gegen die entsprechenden Strangstrdme phasenverschoben sind (siche
Bild 7.13).

-3
oder
AN Q«"',",
w
DO i
b B ek O ek O ord I=Iz-1p
0 nox b oon Iy 32131 -Ip3

Bild 7.13 Zeitdiagramm und Zeigerbild der AuBlenleiterstrome und Strangstrome
in einem symmetrischen Dreiphasensystem

Bei einer Dreieckschaltung kann nur ein Dreiphasensystem der Spannungen — das der
AuBenleiterspannungen — abgegriffen werden.
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Mehrphasengeneratoren werden meist in Sternschaltung verwendet, weil bei den Polygon-
schaltungen — speziell Dreieckschaltung — hoherfrequente Schwingungen auftreten, die
nicht erwiinscht sind.

Wirkleistung, Blindleistung und Scheinleistung der symmetrischen Dreiphasensysteme

Ist das symmetrische Dreiphasensystem des Generators in Stern- oder Dreieckschaltung
an einen symmetrischen Verbraucher mit gleichen Strangwiderstinden in Stern- bzw.
Dreieckschaltung angeschlossen, dann sind die Wirkleistung P, die Blindleistung Q und
die Scheinleistung S jeweils gleich dem Dreifachen der entsprechenden Phasenleistung.
Sie sind fiir die Sternschaltung und die Dreieckschaltung jeweils gleich:

P=3Us - Ig - cos @ = V3 Upg- Irg - cos @ (7.23)
Q=3-Us-Ige-sin@=3-Upy- Ip; - sin ¢ (7.24)
S=3-Usg T = 3 U Iy (7.25)
denn es gilt fiir die Sternschaltung: und fiir die Dreieckschaltung:

U I
I =T Ug=—F Usi=Up  Ig= &

V3 V3
Beispiel 1:

Die drei Wicklungen eines Drehstromgenerators sind einmal in Sternschaltung und zum ande-
ren in Dreieckschaltung zusammengeschaltet und symmetrisch belastet. An den Klemmen der
Phasenwicklungen liegt jeweils eine Spannung von 220V, und durch die Wicklungen flief3t
jeweils ein Strom von 9A mit einer Phasenverschiebung ¢ =20° gegeniiber der Spannung.

1. Anzugeben bzw. zu berechnen sind die Strangspannung und die Auflenleiterspannung, der
Strangstrom und der Auflenleiterstrom und die am Verbraucher abgegebene Wirkleistung
des Drehstromsystems in Sternschaltung.

2. Anzugeben bzw. zu berechnen sind die Strangspannung und die Auf3enleiterspannung, der
Strangstrom und der Auflenleiterstrom und die am Verbraucher abgegebene Wirkleistung
des Drehstromsystems in Dreieckschaltung.

3. Die Spannungen, Strome und Wirkleistungen der beiden Schaltungen sollen verglichen
werden.

Losung:
Zu 1. Sternschaltung (siche Bild 7.8):

Strangspannungen Uy, Uon, Uy AuBenleiterspannungen Uj,, Ujs, Us;

Ug, =220V Up= \3 - Ug (nach Gl.7.13)
U = \3-220V =381V

Strangstrome 1y, I, I3 AuBenleiterstrome 1y, I, I3
It =9A I =Is =9A (nach GI. 7.12)

Wirkleistung nach Gl. (7.23):
P=3-UgIg - cos@=3-220V -9A - cos 20° =5582W oder

P=+/3 - Up I, cos @ =+/3 - 381V - 9A - cos 20° = 558 1W
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Zu 2. Dreieckschaltung (siehe Bild 7.11):

Strangspannungen U, Uy3, U3z AuBenleiterspannungen Uj,, Ujs, Us;

Ug; =220V U= Ug =220V (nach Gl. 7.18)
Strangstrome 115, I3, I3; AuBenleiterstrome 1y, I, I3

Ist =94 =3I (nach Gl. 7.20)

I=v3-9A=156A
Wirkleistung nach Gl. (7.23):
P=3-UgIg - cos @=3-220V -9A - cos 20° =5582W oder

P=3 - Up I, cos @ =+/3 - 220V - 15,6A - cos 20° = 5586W

Zu 3.

Bei der Sternschaltung ist die Spannung zwischen den AuBenleitern hoch und der Strom in
den AuBenleitern niedrig,

bei der Dreieckschaltung ist die Spannung zwischen den AufBlenleitern niedrig und der Strom
in den Auflenleitern hoch.

Die Wirkleistung der Sternschaltung unterscheidet sich nicht von der Wirkleistung der Drei-
eckschaltung.

Beispiel 2:

Auf dem Leistungsschild eines alten Drehstrommotors ist zu lesen:
12PS n=286,7%
220VA 30A
cos @ = 0,89 2870U/min

1. Die Angaben auf dem Leistungsschild sind zu erldutern.
Dabei ist anzugeben, an welchem Dreiphasensystem in Sternschaltung und an welchem
Dreiphasensystem in Dreieckschaltung der Motor betrieben werden kann.

2. Zu berechnen sind die AuBlenleiterstrome bei Nennbetrieb fiir die Sternschaltung und fiir
die Dreieckschaltung.

3. Mit welchem Dreiphasensystem ist fiir den Motor eine Stern-Dreieck-Schaltung moglich?

4. Zu berechnen sind das Nennmoment und die Blind- und Scheinleistung, die das Dreipha-
sensystem dem Motor zufiihrt.

Losung:

Zul.

Auf dem Leistungsschild von Motoren werden Daten bei Nennbetrieb angegeben. Nennbe-

trieb bedeutet Betrieb des Motors bei Volllast.

12PS Die angegebene Leistung ist die an der Welle maximal mogliche Wirkleistung,
die fur eine Antriebsmaschine zur Verfugung steht. Die Nennleistung wird in
kW angegeben, PS-Angaben sind nicht mehr zuldssig. Fiir alte Motoren muss al-
so die Umrechnung 1PS = 735,5W bekannt sein. Die abgegebene Wirkleistung
betrigt fiir den speziellen Fall:

Piech = 12PS =12 - 735,5W = 8,826k W.

n=286,7% Der Wirkungsgrad n besagt, dass die vom Dreiphasennetz gelieferte Wirkleis-
tung P, auf Grund der Leistungsverluste im Motor hoher ist als die maximal
mogliche Wirkleistung P ecp:

Pe1 = Prnecn/M = 8,826k W/0,867 = 10,18kW
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220VA

cosp = 0,89

30A

2870U/min

Der Motor wird ordnungsgemil betrieben, wenn an jeder Wicklung (Strang) die
Wicklungsnennspannung anliegt. Da die drei Motorwicklungen in Sternschal-
tung und in Dreieckschaltung geschaltet werden konnen, miissen die Span-
nungsangaben auf dem Leistungsschild besonders beachtet werden, weil hohere
Spannungen zu einer Uberlastung der Wicklungen fithren. Bei doppelter Span-
nungsangabe ist der kleinere Wert die Wicklungsnennspannung,

z. B. 380/220V Wicklungsnennspannung: 220V.

Bei einfacher Spannungsangabe (wie hier im Beispiel) ist die Nennspannung pro
Strang angegeben, das ist die Spannung, die jeweils an die Wicklungen des Mo-
tors angelegt werden darf,

z. B. 220VA Wicklungsnennspannung: 220V.

In Sternschaltung des Motors ist also die Strangspannung Ug; = 220V; der Mo-
tor kann an ein 380/220V-Drehstromnetz angeschlossen werden (siche Bild
7.14, links).

Werden die Wicklungen des Motors in Dreieckschaltung geschaltet, dann darf
der Motor nur an ein 220/127V-Drehstromsystem angeschlossen werden, weil

die Strangspannung (Wicklungsnennspannung) gleich der AuBenleiterspannung
Up =220V ist (siehe Bild 7.14, rechts).

o—e o
Ugt =220V []
o O

Bild 7.14 Motor in Stern- und Dreieckschaltung

Der Leistungsfaktor cos ¢ gibt die Abweichung der Wirkleistung von der
Scheinleistung an:

cos ¢ = —el

S
Die Stromangabe ist der in den Zuleitungen zum Motor flieBende Nennstrom,
also der Auflenleiterstrom bei Dreieckschaltung des Motors, der aus der angege-
benen Nennleistung errechnet werden kann.
Sind zwei Strome genannt, z. B. 30/17A, dann sind die Angaben die Auf3enlei-
terstrome bei Dreieck- und bei Sternschaltung.

Die Drehzahl in Umdrehungen pro Minute ergibt mit der zur Verfiigung stehen-
den Wirkleistung bei Nennbetrieb das Nennmoment des Motors:

M= Pmech )
(O]
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Zu2. AusPq = \/5 ~Upg - It - cos @ = 10,18k W ergibt sich

Pei
I = s
\/g ~Up, -cos@
Sternschaltung: Uy =380V Dreieckschaltung: Uy =220V
10,18kW

M J3.380v - 0,89

=17,4A = 1OI8KW oA

M 3220V 089
Zu 3.

Beim Einschalten von Drehstrommotoren treten Anlaufstrome auf, die das sechs- bis achtfa-
che des Nennstroms betragen koénnen und zu Spannungsschwankungen im Netz fithren. Die
Anlaufzeit kann bei groleren Motoren so hohe Werte erreichen, dass die Wicklungen durch
den nur relativ langsam abklingenden Anlaufstrom geféhrdet sind.

Der Anlaufstrom wird jedoch vermindert, wenn jeder Motorwicklung wihrend des Anlauf-
vorgangs eine verminderte Spannung zugefiihrt wird.

Ein Drehstrommotor sollte deshalb in der Anlaufphase in Sternschaltung betrieben werden,
weil dann an den Wicklungen jeweils eine um +/3 verminderte Spannung anliegt, wenn die
Motorwicklungen nach dem Hochlauf in Dreieckschaltung geschaltet sind. Im Dauerbetrieb
liegen die Wicklungen an der hheren Spannung.

Wihrend der Anlaufphase in Sternschaltung vermindern sich der Anlaufstrom und damit das
Anlaufmoment.

In diesem Beispiel darf an den Motorwicklungen hochstens die Wicklungsnennspannung von
220V anliegen. Deshalb ist die Stern-Dreieck-Einschaltung fiir diesen Motor nur mit einem
220/127V-Drehstromsystem moglich.

Die Stern-Dreieck-Schalter sind Walzenschalter, fiir die die Kontaktbelegung und die An-
schlusse an das Drehstromsystem und an den Motor im Bild 7.15 gezeichnet sind. Die Klem-
menbezeichnungen sind vorgeschrieben und stimmen mit den Bezeichnungen in den Bildern
7.8 und 7.11 tiberein.

e sees) s s e YRR JAN
e B8 1 ] A
Ul L1 W2 vi L2 u2 Wi L3 V2 AUS
u
L2
L3
zum Motor
r
U1 u2 Vi v2 Wi W2
Generator Lo )—o
220/127V

Bild 7.15 Kontaktbelegung eines Stern-Dreieck-Schalters
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Zu 4.

Das Nennmoment ergibt sich aus der an der Antriebswelle des Motors abgegebenen Leistung
Pinech und den Umdrehungen pro Minute:

P
M = —mech. (7.26)
w

_ 8.826kW
21 - 2870 - (1/60s)

Die Blind- und Scheinleistung werden aus der elektrischen Wirkleistung P¢; mit dem Leis-
tungsfaktor cos¢@ = 0,89 berechnet:

Q=P -tanp =10,18kVA - tan 27,127° = 5,22k Var

P, _ 10,18kVA
cos@® 0,89

=29,4Nm .

S = =11,44kVA

Beispiel 3:

Ein Drehstrommotor mit einer Nennleistung von 8kW, einem Wirkungsgrad mn = 85% und
einem Leistungsfaktor cos ¢ = 0,9 wird an einem 380/220V-Drehstromnetz in Sternschaltung
betrieben. Der Leistungsfaktor soll durch Kondensatoren in Sternschaltung erh6ht werden,
d. h. es handelt sich um eine Blindleistungskompensation mit Parallelkapazitaten.

1. Zu berechnen sind die vom Netz gelieferte Wirkleistung und der Effektivwert der Au3en-
leiterstrome.

2. Die notwendigen Kapazititen in Sternschaltung, die also parallel zu den Motorwicklun-
gen geschaltet werden und damit den Leistungsfaktor auf 1 erhéhen, sollen berechnet
werden.

3. In vielen Fillen ist die Kompensation nur teilweise erwiinscht, weil Schaltvorgéinge mit
induktiven Wechselstromwiderstinden leichter beherrschbar sind als mit kapazitiven
Wechselstromwiderstdnden. Bei vollstindiger Kompensation wirkt der Motor mit den
Kompensationskapazititen wie ein ohmscher Verbraucher, der mit den im Netz verteilten
Kapazititen eine kapazitive Belastung bedeutet.

Der Leistungsfaktor des Motors soll durch Parallelkompensation von 0,9 auf 0,97 erhoht
werden. Die Parallelkapazitdten in Sternschaltung sollen ermittelt werden.

Losung:
P k
Zul. p, = -mech - —i ;Z = 9,41kW
n ,
P
I cl SAUW 15,9A .

U JBUy, cose V3-380V-0,9
Zu?2.

Bei Parallelkompensation miissen die induktiven komplexen Widerstdnde der drei Motorspu-
len durch dquivalente Parallelschaltungen mit R, und joL,, erfasst werden. Da der Motor ein
symmetrischer Verbraucher ist, braucht die Kompensation nur einphasig betrachtet zu wer-
den. Die einphasige Parallelkompensation ist im Abschnitt 4.7.3 behandelt worden. Im Bild
4.158 ist das einphasige Schaltbild gezeichnet und in den Bildern 4.160 und 4.162 sind die
Zeigerbilder fiir die teilweise und vollstindige Kompensation dargestellt.

Fiir die vollstandige Parallelkompensation, also fiir die Anhebung des Leistungsfaktors auf 1,
konnen die drei gleichen Kapazitidten nach der Gl. (4.265)berechnet werden:

_ P-tang
p o-U2

C
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Die in die Formel fiir Cj, eingehende Wirkleistung P ist ein Drittel der Wirkleistung Pe], denn
im symmetrischen Dreiphasensystem ist die Gesamtleistung gleich dem Dreifachen der
Phasenleistung:

P
P= ?el = 9’4;kw = 3,14kW .

Die Parallelschaltungen liegen an der Strangspannung U = Ug; =220V, d. h. mit cos ¢ = 0,9 ist

= 3,14kW - tan 25,84 100 uF
21 - 50571 - (220V)?2

Zu 3.

Um die Kapazititen der teilweisen Kompensation angeben zu konnen, ist der kapazitive
Blindstrom I mittels trigonometrischer Zusammenhénge im Zeigerbild (siche Bild 4.160) zu
berechnen.

An den Kapazititen liegt jeweils die Strangspannung U = Ug; =220V an:
Aus

1

U=—"1I¢
pr
ergibt sich
= IC .
P o-U

Gegeben sind cos @, = 0,97 und @ = 14,07°, aus dem Zeigerbild lésst sich ablesen:

I -1
tan@, = ¢

Ix
wodurch sich fiir I ergibt:
Ic=1p - Ig - tangy,
eingesetzt in die Formel fiir Cp, ergibt sich

S e 1
P o-U o-U

(Ip = Ii - tan@y),

mit [g=1-cos@=1I;, cos¢ und Ip=1-sin @ =1 sing
ist

I
=Lt (sino — .
CID =%.U (sing — cos@ - tan@, ) (7.27)

und mit Zahlenwerten

15,9A

= — . (sin25,84°- 0,9 - tan 14,07°) = 48 4yF.
P2r 50871220V

Mit dieser Formel ldsst sich das Ergebnis der vollstdndigen Kompensation bestitigen:

15,9A

C =— 7
P 2r 50871220V

-(sin25,84°— 0,9 - tan 0°) = 100yF.
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7.3 Unsymmetrische verkettete Dreiphasensysteme

Ubersicht iiber Dreiphasensysteme
Nach DIN 40 108 werden Dreiphasen-Stromsysteme unterschieden in

Drehstrom-Dreileitersysteme (mit drei Auflenleitern),

Drehstrom-Vierleitersysteme (mit drei Aulenleitern und einem Sternpunktleiter, der
auch Null-Leiter sein kann) und

Drehstrom-Fiinfleitersysteme (mit drei Auflenleitern, einem Sternpunktleiter und
einem Schutzleiter).

Schutzleiter ist ein Leiter, der bei Schutzmalinahmen gegen gefihrliche Berithrungsspan-
nungen verwendet wird, und ein Null-Leiter ist ein unmittelbar geerdeter Leiter, der die
Funktionen des Schutzleiters ibernehmen kann. Das Fiuinfleitersystem unterscheidet sich
also elektrotechnisch nicht vom Dreileiter- und Vierleitersystem, weil es nur zusétzliche
Schutzaufgaben iibernimmt.

Bei der Behandlung unsymmetrischer Dreiphasensysteme sind das Vierleiternetz mit dem
Generator in Sternschaltung und dem Verbraucher in Sternschaltung und das Dreileiter-
netz mit dem Generator in Stern- oder Dreieckschaltung und dem Verbraucher in Stern-
oder Dreieckschaltung zu unterscheiden.

Sind Generator und Verbraucher in Sternschaltung geschaltet, kann der Sternpunktleiter
vorhanden sein oder nicht. Diese Stern-Stern-Dreiphasensysteme konnen also als Vierlei-
ternetz oder als Dreileiternetz ausgefiihrt sein. Sind der Generator oder der Verbraucher in
Dreieckschaltung geschaltet, dann ist nur ein Dreileiternetz moglich, weil der Sternpunkt
entweder im Generator oder im Verbraucher nicht vorhanden ist. Fiir Messzwecke ist es
allerdings notwendig, mit Hilfe zusdtzlicher symmetrischer Verbraucher einen kiinstlichen
Sternpunkt zu schaffen.

Unsymmetrische Dreiphasensysteme enthalten einen Generator mit symmetrischem
Spannungssystem und einen Verbraucher mit verschiedenen Wechselstromwiderstinden.
Dadurch sind die Systeme der AuBBenleiterspannungen und Aufenleiterstrome unsym-
metrisch.
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Vierleiternetz mit Generator in Sternschaltung und Verbraucher in Sternschaltung

Bild 7.16 Vierleiternetz mit Generator in Stern und Verbraucher in Stern

Nach dem Kirchhoffschen Satz fiir komplexe Effektivwerte ist die Summe der Aullenlei-
terstrome gleich dem Sternpunktleiterstrom:

L+Lh+=IN (7.28)

Die Strangspannungen tiber den Generatorwicklungen unterscheiden sich von den Strang-
spannungen iiber den Verbraucherwiderstinden durch die Spannung Uy des Sternpunkt-
leiters zwischen den beiden Sternpunkten N und N” :

Uy =Un +Uy
Uy = Uy + Uy

Uiy = Uiy + Uy

oder
IJ]N = Q]N - QN (7.29)
Usy =Upy -~ Uy (7.30)
Usy = Usy - Uy (7.31)

Bild 7.17 Zeigerbild der Strangspannungen
im Vierleitersystem

Diese Spannungsgleichungen lassen sich durch das Zeigerbild im Bild 7.17 darstellen.
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Die AuBenleiterstrome, die bei der Sternschaltung gleich den Strangstrémen sind, kénnen
mit Hilfe der Spannung Uy berechnet werden:
_Un_Un Ux

1 = 7.32
oz Z  Z (732

U U U
lzzﬂ:ﬂ_ﬂ (733)
Z, Z, I
U U U
13:ﬂ:ﬂ_ﬂ (7.34)
Z; Zy Ly
und
U
[ = =N 7.35
=7, (7.35)

eingesetzt in die Knotenpunktgleichung (Gl. 7.28) ergibt die Formel fiir die Spannung
tiber dem Widerstand des Sternpunktleiters Uy:

Un _ Un | f8n Un) [Usn Un)_ Uy
Z, Z, Z, Z, Zy Z, VAN

U U U 1 1 1 1
—1N+—2N+—3N:gN. — e —+ —
Zl ZZ Z3 ZN Zl ZZ Z3

U U
=1IN + =2N + Q3N
Z Z, Zy
1 1 1 1
—
ZN Z] Zz ZS

Uy = (7.36)

Bei der Berechnung des Vierleiternetzes wird folgendermal3en vorgegangen:
Gegeben:

Strangspannungen des Generators Uy, Usn, Usn

komplexe Verbraucherwiderstinde Z;, Z», Z3

komplexer Widerstand des Sternpunktleiters Zy
Gesucht:

AulBenleiterstrome 1 Iy, I3 und Sternpunktleiterstrom Iy

Rechenschritte:
1. Berechnung der Spannung Uy tiber dem Sternpunktleiter nach Gl. (7.36).

2. Ermittlung der Strangspannungen I_J'IN, I_J'ZN, I_J'3N tiber den Verbraucherwiderstin-
den Z;, Z», Z3 nach den GlIn. (7.29) bis (7.31).
3. Ermittlung der AuBenleiterstrome I, I, I3 nach den Gln. (7.32) bis (7.34) und des

Sternpunktleiterstroms Iy nach der Gl. (7.35) oder (7.28).
4. Kontrolle der Rechenergebnisse mittels Zeigerbild.
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Beispiel 1:
Die Widerstiande
Z1 =R =200Q,
Zy = 1/joCy mit C, =15,9uF und

Z3=jol3 mit  Ly=318,5mH

sind in Sternschaltung an ein 380/220V-Drehstromnetz mit einem Sternpunktleiter mit
Zn = Ry = 100Q angeschlossen. Die Spannungen tiber den Widerstinden und die Strome
durch die Widerstdnde Z1, Z, Z3 und Zy sind zu errechnen. Mit Hilfe eines Zeigerbildes sind
die Ergebnisse zu kontrollieren.

Losung:
Zunichst wird mit GL. (7.36) die Spannung tiber dem Sternpunktleiter berechnet:
Mit

1
Z; =R, =200Q —=Y,=5mS
Z
1 1 , 1 .
Z,= - = =—]j-200Q —=Y,=j-5mS
joCy  j-2m-50s~! - 15,9uF Z,
1 .
Zi=joLy=j-2n-50s!-318,5mH=j-100Q Z—=X3=—J-10ms
43
1
Zn =Ry =100Q — =Yy =10mS
Zy

und nach Abschnitt 7.2 (Sternschaltung)
Ujn =220V - & 0" =220V
Upn =220V - a=220V - ¢ 120°=220V - (= 0,5—j - 0,866)=(— 110 —j - 190,5)V
Uz =220V - a2 =220V - e 120°= 220V - (= 0,5+ - 0,866) = (- 110 +] - 190,5)V
ist
Zy Zy Zy _ Xy Un+Yy Upn+Y5-Usy

gNz

L.q.i.q.i.q_i XN +Xl +X2 +X3

Zy 2y Z, Z4

5mS - 220V + j-5mS - (=110 — j-190,5)V — j- 10mS - (— 110 + j-190,5)V
=N 10mS + 5mS + j- 5mS — j- 10mS

_ 1100 - j-550 +952,5+ - 1100 +1905 39575+ j-550 15+-5
=N 15-j-5 15-j-5 15+-5

Uy =(226,45+ j-112,15)V = 252,7V - ¢ 12635,
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Dann werden die Spannungen tiber den Widersténden nach Gl. (7.29) bis (7.31) berechnet:
Uy = Uy — Uy =220V - (226,45 + j-112,15)V
Q'm =(-6,45-j-112,15)V=112,3V - e 933
U,y = U,y — Uy = (=110 - j-190,5V — (226,45 + j- 112,15)V
U,y = (-336,45— j-302,65)V = 452,5V - el - 222"
Uiy = Usy = Uy = (=110 + §-190,5)V = (226,45 + j- 112,15)V
Usy = (-336,45+ j-78,35)V = 345,5V - el 167"
Damit lassen sich die Strome nach den Gln. (7.32) bis (7.35) berechnen:

U, 112,3V - g73933° 4
1 == o T2V T g6 eni 033
Z, 200 Q

oder 1, = (~6,45 ;(;0.;12,15)\1  (0.03— . 0.56)A

U 4505V . 0 222° e . 480
1= 2N o B2IVIeTTT ) p6A ed 312 2 9 06 - o4
Z,  200Q-e7i90°
(336,45 — j-302,65)V

oder I, = S0 =(L,51-j-1,68) A

U 4 Caj167° s
13: Yi3N :3 5,5V eA . =3,45A'6J'77
Z, 100Q -9

(336,45 + j- 78,35)V

oder 1, = = (0,78 + j-3,36) A
3 71000 ( J )
und
U aj 26350 A .
Iy = =N _ w =2,53A - el"26.35
Zn 100Q
226,45+ j-112,1 .
oder Ty = G2OBHINLIOV_ 5 56 i 11y
100Q

SchlieBlich lassen sich die Ergebnisse mit Hilfe eines Zeigerbildes kontrollieren (siehe Bild
7.18).

Bild 7.18
Zeigerbild eines Vierleiternetzes
(Beispiel 1)
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Beispiel 2:
Der gleiche Verbraucher in Sternschaltung wie im Beispiel 1 wird an ein gleiches 380/220V-

Drehstromnetz angeschlossen, bei dem aber der Widerstand des Sternpunktleiters vernachlas-
sigt wird.

Losung:
Mit
Zn=0

ist auch die Spannung zwischen den beiden Sternpunkten N und N’ gleich Null:
Ux=0.

Damit sind die Strangspannungen des Generators und die Strangspannungen des Verbrau-
chers gleich:

Uy = Upy =220V
U,y = U,y =220V -e7120° = (=110 - j-190,5)V
Ul = Usy =220V el 120" = (=110 + j-190,5)V

Die Strome betragen dann:

2
I =ﬂ=1,lA
200Q
22 L e—J-120° e
72:()\/7".0:1,114.@*1‘30
200Q - =390
110 - j-190,5)V .
oder I, = CHO= 3190V _ 95— i.0,55)A
~§-200Q
200V - o) 120° -
1= 2N A e
100 Q2 - el 90
110+ -1 .
oder 1y = CHOFI0IV_ 1105y 1A
7-100Q

und mit Gl. (7.28) ist
Iy =0 +1L +1;=[(L1+0,95+1,91) + j- (<055 + L) | A

Iy =(3,96+j 0,55 A =4,04A-ei”%.
Im Bild 7.19 ist das Zeigerbild dargestellt, das die berechneten Ergebnisse bestitigt.

Bild 7.19
Zeigerbild eines Vierleiternetzes (Beispiel 2)
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Dreileiternetz mit Generator in Sternschaltung und Verbraucher in Sternschaltung

Bild 7.20 Dreileiternetz mit Generator in Stern und Verbraucher in Stern

Die Formeln fiir die Berechnung der Spannungen und Stréme des Dreileiternetzes mit
Generator und Verbraucher in Sternschaltung kénnen aus den entsprechenden Formeln
des Vierleiternetzes hergeleitet werden, weil dieses Dreileiternetz ein Spezialfall des Vier-
leiternetzes mit Zy = e und Iy = 0 ist. Deshalb sind die Rechenschritte die gleichen wie
beim Vierleiternetz:

1. Berechnung der Spannung Uy zwischen den Sternpunkten N und N' nach der Glei-
chung (7.36) mit 1/Zx =0

Un + Uon + Usn
Ue= 2 2y Z3
=N 1 1 1

7_}_7
Zy L, Iy

(7.37)

2. Ermittlung der Strangspannungen I_J'IN,I_J'ZNund I_J'3N tiber den Verbraucherwider-

stinden Z1, Z, und Z3 nach den Gl. (7.29) bis (7.31).
3. Ermittlung der AuBlenleiterstrome Iy, I, und I3 nach den GI. (7.32) bis (7.34) und Kon-

trolle der Auf3enleiterstrome mit
L+ +13=0.

4. Kontrolle der Rechenergebnisse mittels Zeigerbild.
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Beispiel:

Der gleiche Verbraucher in Sternschaltung wie im Beispiel 1 und 2 des Vierleiternetzes wird
an ein 380/220V-Drehstromnetz angeschlossen, das aber keine Verbindung zwischen den
Sternpunkten N und N' besitzt und damit ein Dreileiternetz ist. Da der Mittelpunktleiter fehlt,
ist auch der Mittelpunktleiterstrom Iy = 0.

Die Spannungen tiber den Widerstinden und die Strome durch die Widerstidnde Z1, Zp und Z3
sind zu errechnen und die Ergebnisse mittels eines Zeigerbildes zu kontrollieren.

Losung:
Mit
ZN:W ist I/ZN:XN:O

U, Ysn , Usn
U=l 2y Zy X, Un+ Y, Upn+¥5-Usy
=N 1 1 1 Y, +Y,+Y,

Der Zahler ist genauso grofl wie der Zahler fiir Uy im Beispiel 1, nur der Nenner unterschei-
det sich:

3957,5mS -V +j-550mS -V _3957,5+j-550 5+j-5
5mS+j-5mS—j-10mS 5-3-5 5435
Uy = (340,75 +j - 450,75)V = 565,06V - & 329",

QN:

Dann werden die Spannungen tiber den Widersténden nach Gl. (7.29) bis (7.31) berechnet:
Uy = Uy — Uy =220V — (340,75 + j- 450,75)V
Uy = (-120,75 - j-450,75)V=466,6V - el - 25"
Uy = Uy — Uy = (=110 = j-190,5)V — (340,75 + j- 450,75)V
U,y = (—450,75— j- 641,25)V = 7838V - el 23"
Uiy = Usy — Uy = (-110 - j-190,5)V — (340,75 + j- 450,75)V
Uy = (-450,75— j-260,25)V = 520,5V - ei - 210°

Damit lassen sich die Strome nach Gl. (7.32) bis (7.35) berechnen:

. Uy 466,6V - ei255°
1Tz 200Q

I, =2,33A -l 2%

(120,75 - j- 450,75V

oder I, = 2000

= (=0,60 — j- 2,25)A

_Ujy 7838V .ei B

Z, 200Q - e~§°90°

I

I, =3,92A -¢l"32%
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oder I, = (F430.75=J-64L2V _ 350 _i.225)A
~j-200Q

L= Ui _ 5205V ef 21"

2T Zy T 100Q el 900
Iy = 5,2A -l 120

oder I, = (450,75 = 260290V _ 600 asia
-100Q

Die Summe aller Stréme ist Null:

II+L+I3=0.

SchlieBlich lassen sich die Ergebnisse mit Hilfe eines Zeigerbildes kontrollieren (sieche Bild
7.21).

Bild 7.21 Zeigerbild eines Stern-Stern-Dreileiternetzes
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Dreileiternetz mit Generator in Dreieckschaltung und Verbraucher in Sternschaltung

Bild 7.22 Dreileiternetz mit Generator in Dreieck und Verbraucher in Stern

Nach dem Kirchhoffschen Satz fiir die komplexen Effektivwerte der Strome ist im Stern-
punkt N die Summe der AuBlenleiterstrome Null:

L+h+13=0 (7.38)
und in Strangspannungen {iber den Widerstinden ausgedriickt

Uy Uy U
=IN , 22N SN, (7.39)
Z, L, L

Die AuBlenleiterspannungen sind gleich der jeweiligen Differenz der Strangspannungen

Up =Un - Uy (7.40)
Uy = Uy — Uy (7.41)
Uy =Uspn - U (7.42)

Gegeben sind die AuBBenleiterspannungen, berechnet werden sollen die Strangspannungen
tiber den bekannten Widerstinden. Um die Formeln fiir die Strangspannungen entwickeln
zu konnen, werden in der Stromgleichung Gl. 7.39) jeweils zwei Strangspannungen mit
Hilfe der Spannungsgleichungen (Gl. 7.40 bis 7.42) ersetzt.

Die Gleichung fiir die Strangspannungen I_J'IN ergibt sich aus GI. (7.40) und (7.42):
U =Un-Up
Usy = Uy +Us

eingesetzt in die Gleichung (7.39) und nach I_J'IN aufgelost

U, Uy —-U U +U
U, oY Bty
Z Z, Zy
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' 1 1 1 U U
[—JIN )+ —+— | = —_12_—_31 =0
Z1 Zz Z3 Zz Z3
U, Uy
Z Z
U = %2 £ 7.43
UN=7"7 1 (7.43)
Z, 1, Z
Die Gleichung fiir die Strangspannung I_J'ZN entsteht, wenn die GI. (7.40) und (7.41) in
Gl. (7.39) berticksichtigt werden:
Uy Up
Z Z
U =23 £ 7.44
SINTTTTOT (7.44)
Z, Z, Z
Entsprechend lisst sich die Gleichung fiir I_J'3N entwickeln, wenn die Gl. (7.41) und (7.42)
in die Gl. (7.39) eingesetzt werden:
Us; Uy
Z, 4
1 1 1
Z, 1, Iy

Uiy = (7.45)

Das Zeigerbild der Spannungen bei unsymmetrischer Belastung zeigt, dass der ,,Mittel-
punkt“ des gleichseitigen Dreiecks im Vergleich zur symmetrischen Belastung verscho-
ben ist (Bild 7.23).

Bild 7.23 Zeigerbild des Dreileitersystems Dreieck/Stern

Mit den berechneten Strangspannungen konnen dann die AuBenleiterstrome ermittelt
werden:

U, U U’
Z Z, Zy

Da in einem Dreileiternetz mit Generator in Sternschaltung und Verbraucher in Stern-
schaltung die AuBlenleiterspannungen bekannt sind, konnen die Formeln (7.43) bis (7.46)
auch fiir die Berechnung dieses Dreileitersystems verwendet werden.
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Dreileiternetz mit Generator in Stern- oder Dreieckschaltung
und Verbraucher in Dreieckschaltung

Bild 7.25 Dreileiternetz mit Generator in Dreieck und Verbraucher in Dreieck

Von dem Generator in Sternschaltung oder in Dreieckschaltung sind die Auf3enleiterspan-
nungen bekannt, so dass sich die Strangstrome des Verbrauchers in Dreieckschaltung
errechnen lassen:

U u
I,==12 Iy ==2% I ==L, (7.47)

Die AuBlenleiterstrome ergeben sich dann nach der Knotenpunktregel in komplexen Effek-
tivwerten:

L+ =1 oder Li=l-1I5 (7.48)
L+lip=Ds L=Is-1Ip (7.49)
L+ =13 I=131 I3 (7.50)

Indem die Gleichungen (7.47) in die Gleichungen (7.48) bis (7.50) eingesetzt werden,
entstehen die Formeln fiir die AuBlenleiterstrome:

u U u u
I, ==12_33L (751 L==2_=12(75) [==31_=2 (753
VAL AY Zy Iy
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7.4 Messung der Leistungen des Dreiphasensystems

Leistungen des symmetrischen Dreiphasensystems

Die gesamte Leistung eines Dreiphasensystems ist gleich der Summe der Leistungen der
drei Einphasen-Wechselstromsysteme, die zu dem Dreiphasensystem zusammengeschaltet
sind. Die Scheinleistung je Strang ist gleich dem Produkt der Strangspannung und des
Strangstroms.

Bei Belastung des Generators mit einem symmetrischen Verbraucher ist deshalb die
Scheinleistung

S=3-Ug; - Ist, (7.54)
die Wirkleistung
P=3-Ug " Ig - cos@ (7.55)

und die Blindleistung
Q=3 Ug Ig - sing. (7.56)

Diese Formeln gelten sowohl fiir die Sternschaltung als auch fiir die Dreieckschaltung.
Allerdings ldsst sich bei einer Dreieckschaltung wegen Fehlens des Sternpunktes die
Spannung zwischen einem Auflenleiter und dem Sternpunkt nicht messen. Deshalb wer-
den die Leistungen fiir die Aufenleiterspannungen und Aufenleiterstrome angegeben,
weil diese fiir die Dreieck- und Sternschaltung gemessen werden kénnen:

Mit Gl. (7.12) und (7.13) fur die Sternschaltung
I=Ig und Up=3-Ug

oder Gl. (7.18) und (7.20) fiir die Dreieckschaltung
Up =Us und Ip= 31

lauten dann die Formeln fiir die Scheinleistung:

Uy Ipy

V3 V3

S=\3.U,, -1, (7.57)
fur die Wirkleistung:
P=v3Uy I}, cosq (7.58)

und fiir die Blindleistung:

Q=+3-U, 1, sing. (7.59)

Wie bei der Behandlung des m-Phasensystems und der symmetrischen Dreiphasensyste-
me (siehe GI. 7.23 bis 7.25) bereits ausgefiihrt, sind die Leistungen fiir die Sternschaltung
und die Dreieckschaltung gleich, wenn die AufBlenleiterstrome und die Aufenleiterspan-
nungen gleich sind.
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Messung der Leistungen im Dreiphasensystem

Bei symmetrischen Dreiphasensystemen, d. h. bei Dreiphasensystemen mit symmetri-
schen Verbrauchern, braucht nur eine Phasenleistung gemessen und diese mit 3 multipli-
ziert zu werden, weil die Gesamtleistung gleich dem Dreifachen einer Phasenleistung ist
(siehe Bild 7.26).

Bild 7.26 Messung der Phasenleistung bei symmetrischer Belastung

Falls der Sternpunkt nicht zugénglich ist oder in der Dreieckschaltung nicht zugeschaltet
werden darf, wird ein kiinstlicher Sternpunkt mit drei gleichen Widerstinden nachgebildet
(siehe Bild 7.27).

L2
T symmetrischer
L3 Verbraucher

Bild 7.27 Messung der Leistung mit kiinstlichem Sternpunkt
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Bei unsymmetrischer Belastung kann die Gesamtleistung mit drei Leistungsmessern ge-
messen werden. Die Phasenleistungen ergeben sich durch die AuBenleiterstrome und die
Strangspannungen, d. h. aus den Spannungen zwischen den AuBlenleitern und dem Stern-
punkt bzw. dem kiinstlichen Sternpunkt.

Anstelle von drei Leistungsmessern werden in der Aronschaltung nur zwei Leistungsmes-
ser benotigt. Der Nachweis, dass mit nur zwei Leistungsmessern die Wirkleistung des
unsymmetrischen Dreiphasensystems gemessen werden kann, wird {iber die komplexe
Leistung S=U - I gefiihrt (siehe Abschnitt 4.7.1, Gl. 4.239).

Sternschaltung mit Aronschaltung:

Bild 7.28 Aronschaltung in der unsymmetrischen Sternschaltung

Werden die Wirkleistungsmesser in die AuBBenleiter L1 und L2 geschaltet, dann werden
sie von den AuBenleiterstromen I; und I, durchflossen. An die Spannungspfade der bei-
den Leistungsmesser werden dann die AuBlenleiterspannungen U;3 und Uy3 angelegt. Die
komplexe Leistung des Dreiphasensystems ist dann
Al * ' * 1 *
S=Un-L+Un-L+Un 13
. * * *
mit Iy =—(I; +1,)

f * ' * ' * *
U L +Un L = Usy -y + 1)

%%
I

%%

= (U~ Usn) L+ (Upy - U+ I
mit Upy = Usy = Ujy und Upy — Uy = Uy

S=U;;-I; + Uy L, =8 +8,. (7.60)

Die beiden Wirkleistungsmesser zeigen dann die Wirkleistungen P; und P, an, deren
Summe der Wirkleistung des Dreiphasensystems entspricht.
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Dreieckschaltung mit Aronschaltung:

L2

P

L1

L3

Bild 7.29 Aronschaltung in der unsymmetrischen Dreieckschaltung

Werden die Wirkleistungsmesser genauso wie in der Sternschaltung in die Aullenleiter L1
und L2 geschaltet, so werden sie von den Strémen I; und I, durchflossen. An die Span-
nungspfade miissen dann die AuBlenleiterspannungen U;3 und U,z angelegt werden. Fiir
die komplexe Leistung des Dreiphasensystems ergibt sich dann:
* * *
S=Up Iip+tUp I+ Uz Iy
. * * * * * *
mit Iy =T +1 und I3 =1, -
* * * * *
S=Up Iy +Up U+ L)+ Uz -(Ip — )
* * *
S=Uy-I,-Us L +(912 +Uys + Uy ) I

mit —Uz; =Uj3 und Ujp + Uy + Uz, =0

S=Uj;-I; + Uy I, =8, +8, (7.61)

Die beiden Wirkleistungsmesser zeigen dann die Wirkleistungen P; und P, an, deren
Summe gleich der Wirkleistung des Dreiphasensystems ist.
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Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 7.1 bis 7.4

7.1 Ein ohmscher Verbraucher, der aus drei gleichen ohmschen Widersténden R besteht, kann in
Sternschaltung und in Dreieckschaltung geschaltet werden.

1. Leiten Sie die Formel fiir die Wirkleistung P fur die Stern- und Dreieckschaltung her, wenn
die Auflenleiterspannungen gegeben sind.

2. An ein 380/220V-Drehstromnetz (f = 50Hz) kann ein Heizofen mit 3 mal 40Q in Sternschal-
tung und in Dreieckschaltung angeschlossen werden, fiir die Sie die AuBenleiterstrome und
die Wirkleistungen berechnen sollen.

7.2 Folgende Daten enthilt das Leistungsschild eines Drehstrommotors:

1,2kW 220/380V cos @ =0,81 4,8/2,8A 1510U/min

1. Geben Sie an, welches Drehstromnetz fiir den Betrieb dieses Motors notwendig ist.

2. Berechnen Sie den Wirkungsgrad des Motors.

3. Die Blindleistung und die Scheinleistung, die die Drehstromnetze dem Motor liefern, sind
anschliefend zu berechnen.

Die Blindleistung soll durch jeweils drei Kompensationskondensatoren vollstdndig kompensiert

werden und zwar

4. die Sternschaltung des Motors mit der Sternschaltung von Kondensatoren,

5. die Dreieckschaltung des Motors mit der Sternschaltung von Kondensatoren,

6. die Sternschaltung des Motors mit der Dreieckschaltung von Kondensatoren,

7. die Dreieckschaltung des Motors mit der Dreieckschaltung der Kondensatoren.

Zeichnen Sie die vier Motorschaltungen mit den Kondensatoren, berechnen Sie jeweils samtli-

che Strome und die notwendigen Kapazitéten, kontrollieren Sie die Ergebnisse fiir die Kapaziti-

ten mit entwickelten Formeln und die Ergebnisse fur die Strome mit Zeigerbildern.

8. Kontrollieren Sie die Ergebnisse fur die Kapazititen mit den Umrechnungsformeln fiir Drei-
eck- und Sternwiderstande.

Vergleichen Sie die Kapazititen der vier Schaltungen, wobei Sie die Spannungen fiir die
Kondensatoren beriicksichtigen.

7.3 Ein unsymmetrischer Verbraucher mit den Widerstdnden Ry = 100€2, Ry = 71Q und R3 = 2202
ist in Sternschaltung an ein 380/220V-Drehstromnetz angeschlossen. Ermitteln Sie die Span-
nungen tber den Widerstinden, die AuBenleiterstrome und die Spannung und den Strom im
Sternpunktleiter, wenn
1. der Sternpunktleiter einen Widerstand von Ry = 50Q hat,

2. die beiden Sternpunkte N und N' kurzgeschlossen sind und

3. wenn der Sternpunktleiter fehlt.

Kontrollieren Sie die Ergebnisse rechnerisch und mit Hilfe von Zeigerbildern.

7.4 An ein 380/220V-Vierleiternetz ist ein symmetrischer Verbraucher mit gleichen ohmschen
Widerstanden von 1kQ in Sternschaltung angeschlossen. Der Sternpunktleiterwiderstand betréigt
100€2.

1. Berechnen Sie die Spannungen an den Widerstinden und die AufBenleiterstrome.
2. Auf welche Werte verdndern sich die Spannungen an den Widerstanden und die Aufenlei-
terstrome, wenn der Widerstand Z, durch einen verlustlosen Kondensator mit der Kapazitét
C, = 3,18UF ersetzt wird und die anderen Widerstdnde unveréndert 1kC betragen.
Bestidtigen Sie die Ergebnisse durch Zeigerbilder.
7.5 Der gleiche Verbraucher wie in der Aufgabe 7.4 Teil 2 mit Z; = Z3 = 1kQ und Zp =1/4jwC,
mit Cp =3,18 uF in Sternschaltung soll an ein 380/220V-Dreileiternetz angeschlossen werden.
1. Berechnen Sie die Strangspannungen an den Verbraucherwiderstéinden iiber die Spannung
am Sternpunktleiter.
2. Berechnen Sie dann die Strangspannungen an den Verbraucherwiderstanden mittels Aufien-
leiterspannungen.
3. Ermmitteln Sie schlieBlich die AuBlenleiterstrome.
7.6 An einem 380/220V-Dreileiternetz ist ein Verbraucher in Dreieckschaltung mit Zjp = Rjp =409,
Z>3=Rp3 =100, und Z3; = Rz = 80Q angeschlossen.
1. Berechnen Sie die Strangstrome 1,5, I3 und I5;.
2. Berechnen Sie dann die AuBenleiterstrome.
3. Bestitigen Sie die Ergebnisse durch ein Zeigerbild.
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Anhang: Losungen der Ubungsaufgaben

4 Wechselstromtechnik

4.1 bis 4.4 Wechselgrofien, Berechnung von sinusformigen Wechselgrofien mit Hilfe der kom-
plexen Rechnung, Wechselstromwiderstinde und Wechselstromleitwerte, praktische Berech-
nung von Wechselstromnetzen

Zu 1.

Mit

ist

mit

Zu 2.

4.2

Nach Abschnitt 3.4.6.2 (Band 1) Gl. (3.303) ist

u _W‘d;()
q dt

®=B-A und B=B-sinot

uq:W'A'd7B2W'A'M:W'w'A'B'COS(ﬂt
dt dt
i,=w-0-A-B

q
i, = 1000 - 27 - 50s~! - 100cm?2-5-1072 Vs / cm?

i, = 157mV

i, = 1000 -2m-5-10%s71 -100cm?2-5-1072 Vs / cm?

ﬁq =157V

Nach GL. (4.8) und (4.9) ist

vV, = ‘V‘ ==V arithmetischer Mittelwert der Zweiweggleichrichtung

V=— arithmetischer Mittelwert der Einweggleichrichtung
m

V=n-V' =n-40V =126V

a
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4.3
Zul. ug =g -sin(0t+@,) = \/5~Uq1 -sin ot

Ugy =gy - sin (0t +@yy) = \/§~Uq2 -sin (ot + 60°)

Nach Gl. (4.17) ¥, = \/\712 +9,2 429, -9, cos@, mite, =@, — ¢,

i 6 = 02402420, 0.,
ist uqr—\/uql +Ug, +2 Ugp - Ug - COSQ

~ ~ 2 ~ 2 ~ ~
u u u u u
d U :&: 7(11 +£ +2.—= . 1=
e e = \/[ﬁ 72 NN

Uy = JUgi2 + Ugp? +2- Uy, U, -cos @

U, = \/(IOOV)Z +(120V)2 +2-100V - 120V - cos 60°
Uy =191V

Nach Gl. (4.18) ist
V| - sin + ¥, -sin

., = arctan 1 Py Y2 Pv2

Vi - COS @y + Vy - COS Py

und

¢, = arctan llql - sin @y + uq2 -sin (0N}
T A
u

ql ~coslyy + g - COS @y

Uql -sin Oy + qu - sin (0N}
Uql - COS Py + qu - COS Qo

¢, = arctan

100V -sin 0° + 120V - sin 60° .
¢, = arctan =33
100V - cos 0° + 120V - cos 60°

Zu 2. Ugp = ﬁql . SiIl(O)t + (pul) = ﬁql - sin ot

gy = liga - sin (O + @yp) = Gy - sin (ot +60° +180°)

Ugp = Ugi2 + Ugp? 2 Uy Uy -cos (g +180°)

Uy, = \/(IOOV)Z +(120V)2 +2-100V - 120V - cos (60° + 180°)

mit cos (60° + 180°) =— cos 60°

Uy, = \/(IOOV)z +(120V)2 = 2-100V - 120V - cos 60°
Uy =111V

. . *
U, -sing, + qu -sinQ 5

ql

¥
Uql SCos @, + qu ©COS O,

*
¢, = arctan

mit %y = @y +180° = 60° +180°
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und  sin @}, = sin (60° +180°) = —sin 60°
cos (Pzz = cos (60° +180°) = —cos 60°

* 100V -sin 0° — 120V - sin 60° .
¢, = arctan =-069
100V - cos 0° — 120V - cos 60°

Zu 3.
Uq2 Ugr
¥r Ygy
Bild A-61 Ubungsaufgabe 4.3
4.4
Zul. AusGl (433)

%:XszL=2n~f~L

ergibt sich die Induktivitét
U 1 8] 1

[ 2nf 2A-2n f

Zu?2.
I,ﬁ £ L
t 3
Hz H
2
20 3,98
1 30 2,65
o 40 1,99
0 20 40 60 80Hz 50 1,59
f—e 60 1,33
. .. 70 1,14
Bild A-62 Ubungsaufgabe 4.4 30 0.99
90 0,88
100 0,80
4.5
Zu 1. Siehe Abschnitt 3.3.3 Beispiel 2 im Band 1: Kapazitit einer Doppelleitung nach Gl. (3.89)
C=m-g,-h- b T -8,8542 - 10—12& . 103m; = 6,05nF
a—R Vm 100 -1
In In
R 1
1 1 1
Zu2. -Xo=— = 526kQ

oC 2n-f-C 21505 -6,05-10° As/V
[=wC-U=21-f-C-U=21-505"-6,05-102As/V - 1000V = 1,9mA
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4.6

Zu 1.

U=100V I=5A 10ms £ 3cm, d.h. f=50Hz und ¢@=-30°

Der Wechselstromwiderstand des passiven Zweipols ist also kapazitiv, weil der Strom i der Span-
nung u voreilt.

Zu2. u= G-sin ot
abgebildet in 1 ‘
u=i-el® = 2. U et U r U 1 Rp U
und A julp
R I jwCp
i=1-sin (ot +30°)
abgebildet in Bild A-63 Ubungsaufgabe 4.6
iz e HO300)2 o e j(01+30°)
Zu 3. Reihenschaltung:
ZZEZAG&ZE,&HW)
- L i- ejwt . ejSOO 1
. . .1
Z= v, os30°—]Hsm30° R, +j-Xc=R,—j- —
I I oC,
4 1oov £_j‘ 100V 1_ 1250100
5A 2 SA 2
1 1
R, =173Q C,= = = 318uF
©-10Q  21-50s7! - 10Q
Parallelschaltung:
yod il eB T
T u Q- el U
Y—;-00530°+ '-i-sin30° =G,+j-B —L+ joC
*TU J U pt1bBp R, Jot,
g:ii i A1 =0,0433S + j-0,025S
100V 2 100V 2
-0 C, _ 00258 _ 0,0258 _ 79, 6uF
® 215057
Zu4. Nach Gl. (4.69) lassen sich die Ergebnisse kontrollieren:

1 1
RZ+—— (173Q)7 +

R - ®’C? (2505712 - (318 - 1076 F)2
P R, 17,3Q
1 1
c - 0’C, (2 -50s71)% - 318 - 10°F
)= =
R24+ 1 (17,3Q)% + !

T eic? (21-50s1)2 - (318 -100F)2

=231Q

= 79,6 uF
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4.7

du C

Zul. u=ug+uc=R,-i+uc, 1i= L u

|
duC . . . Cr 1Uc
u=R,C, e +uc (Differentialgleichung) |

Losung nach Verfahren 1 (Abschnitt 4.2.5): Bild A-64 Ubungsaufgabe 4.7

Ansatz: uc= U¢ - sin (©t+ @y),

differenziert: ‘%C = - fic - cos (Ot + Qyc)

in Dgl. eingesetzt:
0 -sin (ot + @) = OR,C, - G - cos (Ot + @) + U - sin (Ot + @)
mit cos o = sin(o+ 1/2)
- sin (0t + ¢, ) = G <[ @R,C, - sin (ot + T/2 + @) +sin (0t + @) |

mit @R, C, - sin(ot+ /2 + @, ) +sin(ot+@, )=V, sin(ot+q,)

nach. Gl. (4.17)

¥, = JOR,C)? + 142 0R,C, - 1-cos (1/2 + 0y — 0y)

Ve = J(0R,C)2 +1  mit cos/2=0
nach. Gl. (4.18)

®R,C; -sin (/2 + @) + sin @y
OR,C, - cos (/2 + @) + cos @y

¢, = arctan

®RC, - cos @ +sin Q¢
—0R,C, -sin @ +cos @

¢, = arctan

oR C, +tan @,

¢,, = arctan = arctan OR C, + @ .

—oR.C, -tang@ +1

d.h. G -sin (ot +@,) = ¢ - (OR,C,)? +1 - sin (@t + arctan ®R ,C, + @)

Uc = I S— Py = 9, —arctan R C,
J(@R,C,)? +1
duC . . .
Zu2. u=R,C, e +uc (Differentialgleichung)
abgebildet in

u=joR,C; uc+uc (algebraische Gleichung)
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gelost und umgeformt:
- el@t+o,)

fe 75 R%: 1 :
A G + \/(O‘)chr )2 +1- eJarctan oR C,

Q- ej (wt+@, —arctan ®R.C,)

J@R,C,)? +1

Uc =

riicktransformiert:
a .
-sin (ot + ¢, —arctan R .C,)

Uc = —fF7—7————
(0R,C,)? +1

Lp

4.8
Zul. u=R-i+ug
dip,
u, =L,—
L
1—1R+1L —7L+iL ZLLpdliL'i‘iL
w= g AR e,
Ry, dt dt
di
u=1L, R f R i
R, dt
. R
Zu2. u=joL,|—+1| i +R-1
Ry,
u=|joL,| —+1 |+R |- i
Lp
_ u
i =
R+ joL,| —+1
Lp
Zu 3. Stromteilerregel mit Bild A-65:
L_ Ry [ = 9]
1 RLp +j(oLp B R + RLP .J.(DLP
RLP +JU)Lp
I. = RLp'LJ
ES . .
Ry, R+ joL,R + joL Ry,
lL: Y
R + joL LH
JoL, R

o—

Bild A-65 Ubungsaufgabe 4.8
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mit /2 - eJ® erweitert:
i —_— E
- . R
R+joL,| —+1
Ry,
0 - el (@+0,)
Zud. i = e
2 aretan 2 | R
R jarctan R IR +1
R2+w2Lp2 —+1] e Lp
Lp
. il _ oL, [ R
i = -sin| ©t + ¢ — arctan —+1
2 R\ Ry,
R2 +002Lp2 R
Lp
dip,
Zus5. u, =L,—
T
u; = O Ly 0 -cos| ot + ¢, — ©Lp R
L= ¢, — arctan +1
2 RO Ry,
R? + L ? R
Lp
4.9
Losung mit Hilfe der Spannungsteilerregel I
Uc i "o R
=R R jwl
ch Lr J r _' ;
1 Jwp =C
Y
1 . - -
Ye _ Cp ) "
U 1 . Bild A-66 Ubungsaufgabe 4.9
- 1 + Ry, +joL Schaltung im Bildbereich
—+ joC
Rep p
Ue !
U Lr 2 Lr
1+ -o°L.C |+ jo| —+RC
Rep TP Re, TP
_Uc _ U
R Re (R +Rgp —0PLRe,Cp) + jo (L, + R, Re,Cp)
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U

le
1

. 1 .
joC, MRCP + joC j(RLr +joL)+Rep - ——

p joC,

U

I,= :
R (R, +Rep — @PLR,Cp) + jo (L, + R R, Cp)

Losung mit Hilfe der Kirchhoffschen Sétze:

1

I=1p+1¢ U=(R +joL,) - 1+R¢p-Ip Uc = lecz Rep - Ix
p

U=Ry, tjol) T+Re, Ip =Ry, +jol)(Ig+1o)+Re, Iy
U= (R +R¢p +joL;) - Ip+ Ry, +joL;) 1

mit 1= joC, Rep - Iy
U= [RLr +Re, + joL, + (R, + joL,)- ijpRCp} Ip

U

I,= :
R (R, +Rep — @PLR,Cp) + jo (L, + R Re,pCp)

Riicktransformation:
o (L, + RLrRCPCp)

2
Ry, +Rg, — 0LR,C,

G -sin| ot + @, — arctan

iR -
2 2 2 2
\/(RLr + R, — O?LRC)? + 0 (L, + R, R, C,)

4.10

Rip = Uy

- 1 + RLp . J(DLp
joC; Ry, +joL,

Zu 1.

| —
"_“:—

Ry, +joL,’

RCr +

RLp U

I =
=L

. 1 .
(RLp + JmLp)[RCr + _](Dcr] + RLP . J(,OLP
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joL
Zu?2. Q: J .p s l: LJIR oL
1 Ry, +joL, Rcer.1 + Lp'J.(Dp
JjoC, Ry, +joL,
_ ijp’gl
Ry, +joL,))| Rc, + —— |+ Ry, - joL
( LptJ p)[ Cr jmcrj Lp " JOLp
Ip= - Uy
e o4 RCr+¥ +Ryp,
joL, joC,
r= R < Ry R
Lp . Lp™Cr 1
SRS - P — Y e
[ S wZchr] J[ oL, mcr]
1 U
Uy =Ry, Ip=—R= !
[y Ra 1) R, ]
Rip R, oL,C | "o L, RpC
4.11
1
v
R oL
Zul. V=2 o 1%
Ui —————+Re + 1
1,1 joC,
RLp _](DLp
1
Yuf - | |
I+ ——+- Rep +-
Ry, JjoL, joC,
1
Yuf -
1+ RCr -— 1 _ l 1 + RCr
R, oL,C, | "o RC L,
Zu2. |Vy|= !

2
14 & — % + % 1 + &
RLp ® LpCr ® RLpCr Lp

‘Yuf‘ ist maximal, wenn der Nenner am kleinsten ist. Da der Realteil aus einer Differenz besteht,

kann dieser bei einer Kreisfrequenz o Null werden:
R, I 0 1 I+ Re,

1+ =
Ry, @L,C, o’L,C, Ry,

p

w=
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Zu 3. FEinidealer Kondensator bedeutet bei Reihenschaltung von R, und C,, dass R¢, =0, d. h.

1

‘yuf‘ =

Vur =
- 1 1 2
0L C, | ToR.,C P 41
pr Lptr 2 2p 202
[0 LpCr 0] RLp C
1 1 1
V, bei ]l-————=0 =1 w=
Vit @?L,C, @?L,C, JLCr
1 1 C 2 RLp
- por Lp™~r Lp
uf = R1 chr LpCr i
() LpCr C,
4.12
Zul. U, =Ug;—-Ug
Uri _ Ry Upg R 1T
U re U 2R 2
joC
1
R 2R -Ry T oC
U, =0~ 711—5 =U;- —1Jm
Ri+— 2/R +——
joC joC
. 1
R, —— ! 1+5-
&:l. ch :l' wRIC :l.ej~2<arctan(l/(nR]C)
U, 2R1+,1 21—j- 1
joC oR,C
= 2 -arctan
¢ R
zur Ui a1
Ul U 2
Upy
Zu3. tan e_ #
2 (DR]C
mit L =R Us/2 Uy/2
oC -
Yy
ist tan9 =1 ..
2 Bild A-67 Ubungsaufgabe 4.12
und 2 =45
2

und @ =90°
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4.13

Zu 1. Die transformierte Schaltung im Bildbereich mit komplexen Effektivwerten und komplexen

Operatoren ist im Bild A-68 dargestellt.

—
Ry

Ie
juLI Ro Y

9q11 () qul

I
LU
|-

—
€
m

Bild A-68 Ubungsaufgabe 4.13

Zuerst wird der Zweigstrom lCUq] berechnet, der von Uy verursacht wird (Bild A-69):

lcgql R2 "
Iy TRt L i lu‘" I
—Yq1 R2 + J(Dic . ’-ng1
Jwl R,
I, = Yal i
Uqi 1 = 1
2 e jut
. jo
R +joL + ] Ugy l ()
Ry +-
joC
| Ry -Ug
Lcyg oy ! (R, + 0L+ R, Bild A-69 Ubungsaufgabe 4.13
— [0)
2 joC ) joC
Dann wird der Zweigstrom lcgq , berechnet, der von Uy, hervorgerufen wird (Bild A-70):
Leuy,  Ry+joL -R—-
- 1 I
quz R; + joL +; g2 Vln:u 2
joC iwl q
Jw Ry
Ug2
lgq2 = 1 Q:
(R; +joL) -~ 1
Ro4_ JoC Jut
2 . 1 Yoz
R] + J(X)L +—
joC
Ry +joL)- Uy,

Leyy, =
—vYq2 . o
R, + jol + - 1 R, + (R + joL)- 1 Bild A-70 Ubungsaufgabe 4.13
joC joC
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Die Uberlagerung beider Teilstrome ergibt den gesamten Zweigstrom
Ry Uy +(Ry +jol)- Uy

Le= Loy + 1oy .=
=C 7qul *ng2
RiRy + 2 4oL r, - Rt R
C oC

Fiir die Riicktransformation ist die komplexe Zeitfunktion nétig, die durch Erweitern mit V2 - eiot
entsteht:

_ Ry -ug +(Ry +jol)-ugp

ic=
(Rle +é)+j~[o)L R, —R1+R2J

oC
Mit
ug = g - eI wegen ug =, -sin ot
und
ug, =1, - gdlot+n2) wegen ug, =0, - cos ot
Ugp =l -elot Uy, = - sin (ot + n/2)
ist
1 _ Ry -Gg e+ (Ry +joL) - j- Gy - eIt
1c=
RiR, + 2 |4 [ oLr, -1 R2
C oC
i (Ry —oL)+j-R, o
RR,+ 2]+ or, - RF R !
1R ]| OLR,
C oC
JR, —oL)? + R 2 -el? .
io= (R, ) 1 g - el
2
LY R,+R, )
R1R2 + E + (L)LRZ - T . eJ‘pn
I(R. — wL)2 2
i = (R, oLy + R, - elote, —ey)
1 U, e
2
LY R, +R,
R1R2 + E + (1)LR2 - T
. J(R, —oL)? + R} o
ic = ; 2~uq-sm(0)t+(pz—(pn)
L R, +R,
RR,+~ | +|0LR, -~ =2
C oC
R;+R,
OLRy ——=
. R 2
mit ¢, = arctan———— und @, = arctan—“ﬁC
Ry oL RR,+

C
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Zu?2. Maschenstromverfahren:

Nach den im Bild A-71 festgelegten Maschenumldufen (begonnen wird mit dem Zweigstrom
Ic =1j) werden folgende Maschengleichungen aufgestellt:

Masche I: {1}

1
Up=I1|Ry+——|-1;-R
Yq2 1[ 2 ijJ 1 Ry j“Li Ry []
@ A1
Masche II: -

JjwC
Ug—Ugp = —I Ry + Iy (R +Ry +jol)  Yan 1C> Ygy ld)

P
”

Bild A-71 Ubungsaufgabe 4.13

I} ist gesucht, deshalb wird Ij; eliminiert:

. 1 . .
Ugp(Ry+Ry +joL) = I [Rz +ijJ(R1 +Ry +joL) - IRy - (Ry + Ry + joL)

(Ugt ~Ug) Ry =-1 Ry + 1Ry (R + R,y + jol)

B qu “(R; +R, + joL) + (gql - qu) ‘R,
=1

1 .
(Rz + J(DCJ (R, + R, + joL) - R,?

Ry Uy + Ry +joLl)- Uy 3

=1c
(RIRZ + éj+ i (u)LRz —RI“LRZJ

ll =
oC

Zu 3. Haben die sinusformigen Quellspannungen ug; und ug, verschiedene Amplituden und ver-
schiedene Anfangsphasenwinkel ¢@,; und @, dann soﬂten die Teilstrome ic; und i, durch
Riicktransformation von ic; und i, ermittelt und nach den Formeln 4.17 und 4.18 zum Ge-
samtstrom ic tiberlagert werden.

4.14

Zul. Da der Strom I3 gesucht ist, wird der Widerstand Z; zum AuBenwiderstand Z, ¢rs. Die Auf-
trennung der Schaltung in aktiven und passiven Zweipol ist im Bild A-72 zu sehen.

—<—]} —— -
I L' r Tjur L
jwC | 23 |
I
12 Ll3_ -4 | 11 Jzuers
- L —1—1’—-4-—
JwC
‘e
U

Bild A-72 Ubungsaufgabe 4.14
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Bestimmung von Uy s =U;  (Bild A-73): Uy Y,
U =4 -0, "
1 L jwC jwl o Ip
joC joL u
U=y U L= U 1' Uy
Lt jeL —+ joL p— —
joC ! joC 1 : I 1 b3
1 lZ juwl Ju( Bl
——— —JjoL de ¢
gl — L ‘U U
1 .
joC
Ermittlung von Z; ;s (Bild A-74):
1
ol joL
Lo = 2 =
1 .
joC
AulBenwiderstand: :
. Jwl
Zyers =Z3 =R3+j-X;3
Bild A-74 Ubungsaufgabe 4.14
Berechnung des Stroms I3 im Grundstromkreis:
el
—+ joL —— —JjoL |-U
l.= qu ers _ j(.l)C ! _ [ch ]
13= = - = -
Ziers ¥ Zoers 2.% 2'J.(DL+Z3 ij_,'_-l
JO + Z?} _](X)C _](l)C
——+ joL
joC
3 (1+®?LC)-U 3 (1+w?LC)-U
2. oL+ (Ry +jX3)(1-@?LC)  Ry(1- 0?LC) + j(02L + X5 — ®*LCX;)
U
Iy= —
1-’LC . @2L + X; — 0’LCX;
Nrotc ! 1+ @?LC

Zu 2. Netzberechnung nach den Kirchhoffschen Sitzen (Bild A-75):
k —1 =1 (Knotenpunktgleichung)

I,=1,+1,
Masche I:
1
—— I, —joL-1,-2Z,-1,=0
joC J 1274313

Bild A-75 jub

Ubungsaufgabe 4.14
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die Maschengleichung I mit der Knotenpunktgleichung ergibt

1 . . joL +Z
[.C—Jij'Ilz(J@L+Z3)'I3 =2
jo ———joL
joC

Masche II:
1 . . 1
-U+— I ,+joL-1,=0 bzw. U=joL-1,+— 1,
joC joC
U = joL (I+I)+L [,=joL- I+ 'mL+L I
v=] i3+ 1 oC 1= 13T oC 1

I; eingesetzt in die Maschengleichung 11

[ij+.1C](ij+z3)
U =|joL+ Jo

e
—— — joL
joC

1= S

3
1 1
joL| — — joL [+ | joL + — | (joL + Z
: [jmc : ) (J ijJ(J “

1

—— —JjoL
joC
13: Y
joL (1+ 0?LC) + (1 - ©?LC) (joL + Ry + jX;)
1+ ®?LC
l3= g
1-02LC | . ®2L+ X; - 0?LCX,
PRSI 1+ 02 LC

Zu3. Wenn der Strom im Diagonalzweig i; gegeniiber der Spannung u um 90° phasenver-
schoben sein soll, dann muss der Operator zwischen den komplexen Effektivwerten I3 und
U imagindr sein, d. h. der Realteil des Operators muss Null sein:
2
AT LC ) 4 1-02C=0 und oL=—-.
1+ 0’LC oC
Der induktive Widerstand X; = oL muss gleich dem kapazitiven Widerstand — X = 1/oC
sein. Sind L und C gegeben, dann wird die Bedingung bei einer Kreisfrequenz
o =1/J/LC erreicht.

4.15
1 Ip R
o—»——.—_{:}_
—_—
Iy W

=
1L
—
|
€ |_.
| (=
[al)
-

Bild A-76 Ubungsaufgabe 4.15 Bild A-77 Ubungsaufgabe 4.15
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Reihenfolge der Darstellung (qualitatives Zeigerbild A-77).

L Iey=joC, - Uc U=Uc+Ug
U, =Re - I Ig =1+l Ie; =joC, - U
Up=joL-I Ur=R"Ix I=Ig +Ic
Uc=Ug, *UL

4.16
Zu 1. Schaltbild im Bildbereich:

Reihenfolge der Darstellung:
Ly

Ljp = ij'lu

To=1,+1,

Ucu =Rey - 1o

Us = j(DLO' I

U= Ljp +Ucu +Us

Zu 2. Berechnung der Effektivwerte:

I, =03A £ 3cm
Uu =L - Iu

U, = 2m-50s71 - 1,5H - 0,3A
U, =141V 23 5cm

Uy 14v

* TRy 708Q
I, =0,2A £2cm

I, = /qu +1,2
Iy = J(0,3A)% + (0,2A)?

I, = 0,36A 2 3,6cm

I\
I\

I

| \
\
L?“\

Bild A-79 Ubungsaufgabe 4.16
(qualitatives Zeigerbild)

Ug

Y

N Up U

I\ Yo

I\

| \
lpl \ Io

| \

L \

=
1q

Bild A-80 Ubungsaufgabe 4.16
(quantitatives Zeigerbild)



300 Anhang: Lésungen der Ubungsaufgaben

Uy = Rey -1

Ug, =120Q-0,36A
Ug, =432V £ Llem
U, = oL, -1, =56,5V £ L,4cm

abgelesen aus dem Zeigerbild:
U =216V £5,4cm

4.17

Die Umwandlung der m-Schaltung in die dquivalente T-Schaltung entspricht einer Dreieck-Stern-
Transformation nach Bild 4.67.

° L7 o 0 o—— - -
jwC Tju[z jwC
o & 0 © 0
Ao - C A o—F——L 33—
Z, Z4 Z3
Z3 Z4 g )
Bild A-81
: Ubungsaufgabe
B o—dt — o8B Bo ¢ °B 4.17
Nach den Gleichungen (4.100) bis (4.102) ist
oL |
Z - Zy-Zy  _ joC, _ JoL
Zy+Zy+Zs ;JFJ'(DL_F; e ijJr_LCl"'Cz
joC, JoC, jo C;-C,
C L . L-C .
Zi=jo ¢ =0 o — ol
R T 10—l
2
1 . 1
7,-- 54 joc, joC, !
T LivLtL 1 ol + - 1 JOL(-0?C,C,y) + jo(C; + C,)
JjoC, joC,
Z'z _ 1 1

jo(C, +C, —0?LC,C,)  joC
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g LiZy _ joCy _ joL
£3 = - -
Zi+Z2,+7Z 1 . 1
LtLts - Gjel+t oG] joL+ o St C
JoC, joC, jo C;-C,
o L , L- .
Z =)0 = Cl =_](J)L2

Cl + CZ _ (l)zLCZ Cl + Cz - (DZLCICZ
1

Die Bauelemente der T-Schaltung betragen:

- L-C
Cy +Cy — 02LC,C,

B L-C
C, +Cy — 0?LCC,

L L,

und

C=C;+Cy —w?LC,C,.

4.18
Zu 1. Dreieck-Stern-Transformation in der Anderson-Briicke:

Bild A-82 Ubungsaufgabe 4.18

: Z,-Z R; R i '
4= 722 ~ AR — ergibt  Z3 =Ry +Z,
Lyt 4yt 4, —+Rs+R,
joC
Z;-Z R %
2, =B84 _ 1 JO ergibt  Zy =27,
Zi+Zy + 24 —+R5+Ry
joC
VARYA % s
/LY %) _ jO Z'3 liegt im Diagonalzweig (ist bei Abgleich stromlos)

£3 — -
Z]+ZZ+Z3 ;+R5+R4
joC
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Stern-Dreieck-Transformation in der Anderson-Briicke:

 ——

-

——} —
Re1 julret R2
1
JwC
r =D —
1A rl-—==-- oj-—=--
—
| 1 ry m
yA 4
I £ A
| A 2 23 8
| | 7
| ]
Bild A-83 Ubungsaufgabe 4.18
L=+ 2+ 2B R v+ BB agine 2= L g
Z R; joC
L=2+ 2+ BB o ry v+ B3R agine z,-7;
Z 4
Zi=21+2Z, + Z "Zz =R3+Ry+ % Z5 liegt parallel zur Briicke
43 5
- Z5
Zu2. Zy =Ry +joly =2y ==
Zy
Dreieck-Stern-Transformation:
Zy=R3+Zy und Z;=2,
Ry +— Rs Ry
—  +Rs5+Ry
joC
Ry +joly =R, I
‘ joC
L Rs+Ry
joC
1
Ry;-| ——+Rs+Ry [+Rs5 Ry
. joC
Ry +joLy =R, I
Ry ——
joC
R, + joL, Ry, Ry +joC Ry | Rs+Ry + RsRq
4 R3
R, +joL, = RoRs +joC R,R; - 1+ R Rs
4 4 Ry
dh. Ry =&-R3 und L, = CR,R;- 1+Rs R
Ry R, R,
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Stern-Dreieck-Transformation:
" 1 . 1
Zy=2, und ——=joC+—;
Zy Z;
. . 1 . } Z,
Ry+joLy =Ry -Z;- J(DC+? = JoR,C- Z, +R2?
Z 4
R
Ry +Rs+ 22
. . R;R R,
R, +joL, = joR,C| Ry +Rs + +R,-
R, 4Rs
R, + Ry +
R;
R;R
Ry + R+ 22
. . R;R; Rs Ry
R, +joL, = joR,C-| Ry + Ry + +R, —-
Ry Re g, Rs g Ra (RaRs Ry
5
R, R, R; R,
R
Ry + Ry + 22
. . R3R; R,R,4 R,
R, +joL, = joR,C-| Ry + Ry + + :
Ra Ra R ery+ 38
3 5
R,
. R2R3 . RS RS
R, +joL, = =22+ joCR,R; | 1+—>+ 2
R, R, R,
dh. Ry =&-R3 und L, = CR,R;- 1+Rs  Rs
R, R, R,
4.19
Zul. Z;=02-j-0,6 Y =05+j-1,5
Z,=04-j-08 Y, =0,5+j-1,0
75 =0,4
. , 1,0-1,5
B =G,(B,-B,)=—"-—"=-10,83mS
p =GB =B =000
1 1
= = 955nH

P 0B, 271-200-106s7-0,83-1078
X, = Ry(X; — X3) = 600Q (0 + 0,8) = 480Q

X 480Q
L=tro B9 s
®  2m-200-10%s71



304

Anhang: Lésungen der Ubungsaufgaben

Zu 2. Kontrollrechnung:

Z, =120Q - j-360Q Y, = 0,833mS + j- 2,5mS

Y, =G, +j(B, + Bp) =0,833mS + j- (2,5 0,833)mS = 0,833mS + j- 1,67mS

Z, = 240Q — j-479,4Q Z; = 240Q

4.5 Die Reihenschaltung und Parallelschaltung von ohmschen Widerstinden,

Induktivititen und Kapazititen

4.20
1 1

JLC  \Jo2H 5-10F

nach Gl. (4.115)

L 2H
Xy = | == = 0280 o600
C, 5-107°F

nach GI. (4.118)

Zul. o=

X 200Q
Q, = w2009 10
R,  20Q
Zu2. Nach Gl (4.132)
1 1 1

=1000s!

UR, [l4Q2 v \1+(10-v,)?

® 1 I
() X = ;0 V=X — ; TRI
sl 1 1 1
250 1/4 -3,75 0,0267
500 12 -1,50 0,0665
750 3/4 -0,583 0,169
900 9/10 0,211 0,428
1000 1 0 1
1111 10/9 +0,211 0,428
1333 4/3 +0,583 0,169
2000 2 +1,50 0,0665
4000 4 +3,75 0,0267
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1,0 4
0,9 1
0,8 1 Ax = % =0,125
0,707
_1_07;
U/R;
0,6
0,54
0.4+ Bild A-84
' Ubungsaufgabe 4.20
0,3 1
0,21
0,1
0 T T T T T T T L'
? W 172 316 1 413 2 % 1
0 250 500 750 1000 1333 2000 40005
W —
Zu 3.
Bandbreite: Grenzfrequenzen: rechnerisch:
Ax = 0,125 Wy = 95057 Ax=1/Q; = 0,1
Ao = o - Ax 1
fgl =151Hz ng’l:xgz,l -——=x 0,1
Am =1000s71-0,125 Xg2,1
g =1075s7! ,
Aw =125 S_l Xg2,l +0’1'Xg2,1 -1=0
f o =171H
0, - Ax g z Xg2 =101 xg = 0,951
Af = —— =20Hz
21

0y =1051s71 @y = 951571
421

Zul. Nach Gl (4.124)

fo .
Q, = A—"f ist f, = Q, - Af =100 - 5kHz = 500kHz

Zu2. Nach Gl (4.115)

Xjg = 0+ L = —— = 5000

L= e M 20082 = 160uH
Yoo, 2nfy,  2m-500-103s7!

1 1 1
T 0pXy 21 fy-500Q  21-500- 10357 - 500Q
nach Gl. (4.118)

= 637pF

X
Qr — kr

X
st R = ke 3002 o

R, TTQ, 100
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4.22
Zu 1. RLr ES Rcr

L 1H
R, 2=10-103Q? < L = O 5 32
C, 2-10°°F
2 2 Lr 302
R¢,2 =100Q <L =50-103Q
Cr
nach Gl. (4.152)
0=1\/ I R2-L/C _ 0y
2
2n\|L,C, Re, -L,./C, 21
1 1 10-103Q2 —50-10°Q2 2,002 -103s!
=L 10-10 50-10 _2,002-10%7 o
2r\0,1H-2-10°F  100Q2 —50-103Q2 2n
1
nach Gl. (4.150) und oC, =——
oL,
yo Ll L Re R
Rep Ry Re2 + 1 R;,~+ o)L,
OJOZCrZ
10Q 100Q
Yo = 1 * 302 31 2
10002 + 10-103Q2 + (2,002 - 1035~ - 0,1H)

(2,002 -103s7! - 2. 1070F)2

Y, =2,157-10738  Z, = 464Q
Zu?2. Nach Gl. (4.155)

2 2
* 1 R 1 100Q
o) = B [ B3 - =2,000-103s7!
LC (L 0,1H-2-10°F \ 0,1H

o, = 2,002 10371 £100%

u)a =2,000-10%s7! £ 99,9% , das ist eine um 0,1% niedrigere Kreisfrequenz.
4.23

joC
Zul. bt Y

i
! ‘
-

1
R, +joL_ + R; +joL ) ——
Lt T j(,l)C ( Lr J r) j(DCr

r R +

R, +joL, +

joC,
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1

—Uu
joC,
lLr = 1 1
R-|R, +joL + — [+(R;, +]joL ) ——
[ Lr J T j(l)cr] ( Lr J r) j(l)Cr
Lo U
M R+R, -0?RL.C)+jo(L, +RRC,)
1 joC . .
=€ = % = J(’)Cr : (RLr + .](DLr)
lLr ;
RLr+ijr
1 . .
7[; : JwCr : (RLr +Jer)
JoC,
Ic= 1 )
R- RLr+j“)Lr+ . +(RLr+ijr)'.7
joC, joC,
U
Ic= =
R + R_ - ! + - !
Ry, +joL, joC, joC,
Le= 1 - R
R +- +
joC, - w’L.C, + joR,,C,
. U
- 2L C. + joR, C
R 4+ 1 R 0°L .G+ joRk, G

joC,  ©’L.C, - joR,C, ©’L,C, + joR,,C,

U

i
R.[l_ ®’L.C, J‘j'[ L, OR R, ,C, ]
0'L,2C2 + w?R | 2C,2 oC,  ©'L,2C2 +w’R,2C,2

joC;
Jua. % Ry, + Jerl _ 1
= R+ 1 — +joC, |{R+1
—+ joC Ry, + joL;
RLI‘ + _](DLr

Ue _ 1 B 1

U R . R(R

= —sjere, +1 SR IO e 4

Ry, + joL R, 2 +0°L?
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Anhang: Losungen der Ubungsaufgaben

Zu 3. uc und u sind in Phase, wenn der
Operator zwischen U und U reell ist, d. h.
wenn der Imaginérteil des Operators Null ist:

L R

RG22, 4270
R “+o°L,

C Ly

r T 2. 27 2
RLr + o Lr

L
2 21 2 _
R;,* +o°L, —C—r

ic und u sind um 90° phasenverschoben, wenn
der Operator imaginér ist, d. h. wenn der Real-
teil des Operators Null ist:

o2l C
1- Lt =
47 20 2 2R 20 2
®"LC.~ + w°Ry “C,

41 2002 2 2¢ 2 2 _
®"LC*+0°R “C~-w°LC =0

21 202 _ 2 2
® Lr Cr - chr - RLr Cr

20 2

0)2 _ 1 _ RLr Cr
2c 2

LTC Lr Cr

T

Bei der gleichen Kreisfrequenz o, das ist die Resonanzkreisfrequenz o, des Praktischen Parallel-
Resonanzkreises (Gl. 4.155), sind die genannten Bedingungen erfiillt.

Wenn uc und u in Phase sind, muss auch ug mit u in Phase sein, und da ug =R -1 ist, muss der
Strom i mit u in Phase sein.

Wenn uc und u in Phase sind, dann muss auch i gegeniiber u um 90° phasenverschoben sein.

4.24

Zul.

Reihenfolge der
Zeigerdarstellung

lLr
Ur =Ry, I,

Up =joL, I,
U=Uc=Ur+UL
lCzijr'Q

I=I,+Ic

Zeigerbild fiir © = 1000s~!: (Bild A-85)

I, = 10mA

Up =R, I ,=100Q- 10 103A =1V

UL= oL, -1, =1000s7!-0,IH-10-103A = 1V
U= Ug = U2+ U2 =2V = 1,414V
Ic=0C; -U=1000s"1-2-10F .+/2 V=2,83mA
[=82mA ¢;=31°

Y, =G, +jBy = l~cos - '-i-sin

Lpl pl 7 J Ppl1 U ¢ -] U ¢

Yp1 =4,97mS - j 2,99mS

(induktiver komplexer Leitwert)
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1. w=1000s""

Zeigerbild fiir o =2000 s!:

I;, = 10mA
Up=1V Up =2V
U=Uc=+5 V=224V
Ic=2000s"-2-106F- 5V
Ic = 8,94mA

[=4,3mA @, =0°

I
U 2,24V

XpZ = QpZ +]J Bp2 =

XPZ = sz = 1,92mS mit sz =0

(ohmscher komplexer Leitwert)

Zeigerbild fiir o = 3000 s~!:

I, = 10mA

Ug=1V Up =3V
U=Uc= 10 V=316V
Ic=3000s"1-2-106F- 10V
Ic=18,97mA

I=10mA @3=—71°
Y3=Gp3 +jBps

Y =lcos —'Lsin

Xp3 U P3 JU P3
Y3 =1,03mS +j 2,99mS

—Pp
(kapazitiver komplexer Leitwert)

Bild A-85 Ubungsaufgabe 4.24
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Zu2. Nach Gl. (4.156)
R
Y. = Lr +jleC, -
p Ruz +0)2Lr2 [ r
R; 2 +®°L2 = (100Q)? + (1000s~" - 0,1H)? = 20 - 103Q?
-1
v, - 100Q i 1000s-! 2. 10-6F — 1000s™" -0,1H
PL 2010302 20-103Q2

oL, ]
2, 27 2
R, +o°L,

® =1000s""! :

Ypl =5mS+ j-(2mS — 5SmS) = SmS — j- 3mS
®=2000s"": R %+ L2 =(100Q)% +(2000s7" - 0,1H)? = 50 - 103Q?
p2 = 2mS + j- (4mS — 4mS) = 2mS

Y,
R; 2+ ®’L 2 = (100Q)% + (3000s~! - 0,1H)? = 50 - 103Q?

© =3000s"" :
Y3 = 1mS + j-(6mS — 3mS) = ImS + j- 3mS
4.25
: ] 100Q Y
Zul. = - [ J =2000s7!
0,JH-2-10°F { 0,1H
L 1H
R, =— - 0, =500Q C, =C, = 2uF
R, -C, 100Q-2-107°F
R, +@y2L,2 2 1 0,1H)?
LR o'Le” _ (100Q)” + (20005 -0,1H)* _ .
p ®,’L, (2000s~1)% - 0,1H
L 0,1H
Q, - L= ’ —1= s. Gl (4.157)
R, 2C, (100Q)% - 2-10°F
Zu2. 1= Y U= I
1Y Y
oo (-1 Josmi [+
I
U U=

mit Q, = 2k mit Q, = —2
R, »
I 1 U 1
U/R, 12 I/Gp 12
1+Q2 | x—— 1+Q2 | x——
p X
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4 Wechselstromtechnik
m2 2 - ! mit X = — @, = 2000s"!
I/Gp 1 (0
1+4- (X - j
X
0 ins! 500 1000 1500 2000 2666 4000 8000
X in 1 1/4 12 3/4 1 4/3 2 4
U
W in 1 0,132 | 0,316 0,651 1 0,651 0,316 0,132
p
1,0
0,9 1
0,8 -
U 0,7
IIGP°,6 o
0,5 1
04 1
0,3 1
0,2
0,1 4
0 12 31 b3 2 el S
0 1000 2000 4000 w — 8000
Bild A-86 Ubungsaufgabe 4.25
4.6 Spezielle Schaltungen der Wechselstromtechnik
4.26
1
oC
Zu 1. % = 10 mit  I,= I g
=2 N + er + ijrl .7(er + ijrl)
JoC, joC, .
+ er + ](Der
. + er + j(DLrl
joC,
L
joC, ~

+ er + ijrl ](Rﬂ + ijr2)

[ —
=
Il

1 .
Ry +joLy) +| -
p JotLp
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U
Rr] + ijrl +(1+ ijpRrI - (cherl) (Rr2 + ijrZ)

L

U
(er+ Rr2 - co2Cer1Rr2 - (cher2Rr1) + jo) ’ (Lr1+ Lr2+ CperRr2 - (cherlLrZ)

L

U

[Ry + Ry, - wch(LrerZ + LRI+ jo-[Ly + L, +CRyR, — wchLrlLrZ]

71_

Zu 2. Die Phasenverschiebung zwischen i; und u betrdgt 90° , wenn der Realteil des Widerstands-
operators gleich Null ist:

Ry +Ryy —0?Cy(LyRyp + LioRyy) =0,
nach C, aufgeldst;
~ R, +R,
P @ (LyRpp + LipRyy)

Zu 3. Strom i; und Spannung u sind in Phase bzw. um 180° phasenverschoben, wenn der Wider-
standsoperator reell ist, d. h. wenn der Imaginérteil Null gesetzt wird:

2 _
O[Ly + Ly + C,RRy —02C L L,]=0

1. bei ® = 0 (Gleichspannung)

11=L, Z=Ry+Rp
er + Rr2
; 2 _
2.mit Ly + Ly, + CR4R, - 02C LL, =0
bei ©= Lrl + Lr2 + CperRrZ _ 1[1 + 1] + erRrZ
CerlLrZ Cp Ly Lp LiLi2
11: Y
1 1 1 R, R
er + Rr2 - [ + J + St ] Cp(LrerZ + LrZer)
Cp Lrl Lr2 LrlLr2
U
= 11 i CpR, R
1™ r2
er +Rr2 - |:[+]Lrer2+{ + J:|Lr2Rr1 +M(Lrer2+Lr2Rﬂ)
rl Lr2 Lrl r2 LrILrZ
11: U
L L R R
Ry +Rpy —|Rpp + R, + 2R, + Ry + C,RyR 12, il
rl r2 |: r2 er r2 Lrl rl rl poorltr2 er Lrl

11: u

_|:L1”1Rr2 + er er + CperRr2 [er + I{le:|

Lr2 Lrl Lr2 Lrl

. L L R,, R
mit  Z= { TRy + 2R, + chﬂRQ( 2 4 ﬂﬂ
Lr2 Lrl Lr2 Lrl
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4.27

R, +R, _ 200Q + 100Q
o?(L, R, +L,R,)  (2m-200s71)? - (0,4H - 100Q + 0,2H - 200Q)

Zul. Cp=

Cp = 2,375uF = 2,4uF

Zu 2. Reihenfolge der Zeigerdarstellung:

L I, =20mA R2

Uri=Rp L Ug; =4V

Up =joL, - I Uy = 10,05V Upq

U;=Ugr; +Up, U; =10,82V

I,=joC, U, I,=323mA _
L=L+I I =15mA .

Yre = Re b Vo= 1V Bild A-87 Ubungsaufgabe 4.27
U =joly I U, =3,77V

Uy =Uga + Ups Uy =42V

U=U, + U, U=838V

Zu 3. nach Aufgabe 4.26:
1.bei =0 (Gleichspannung): Z =R ; + R, =200Q + 100€2 = 300€2

1 1 1 200Q - 100Q .
2. bei w—\/ [ + ]+ 00€2 - 100 = 1,837 - 103s~! mit ©2=3,375-100s2

2,4-10°6F( 0,4H 0,2H ) 0,4H-0,2H
Z=R, +R,, - mch(Lrerz +L,Ry)

Z = 200Q+100Q — 3,375-10%s72 - 2,4 -107°F - (0,4H - 100Q+0,2H - 200Q) = —348Q
Effektivwerte fiir das Zeigerbild:
I, =20 mA
Ug; =4V
Up, =147V
U, =152V
I,=67mA
I, =48mA
Ug, = 4,8V
U, = 17,6V
U, =183V
U=17vV Bild A-88 Ubungsaufgabe 4.27
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4.28
Zul., EL== Ry Rr2  JjwCp2
Zy, Zy —
7, = Zi-Zy4
Z,
R i R
' R, R, r3  jwle3 4
Rz +joLl; = 1
Ry +-
JwCrZ o] i
U
o Fij ! Bild A-89 Ubungsaufgabe 4.28
. 1-Ry oCyy
Rz +joLl,; = 1 1
Rio—j—— Rpp+]
T T Q)Crz
. 1
Rl ‘R4 'Rr2+_]'F'R1 'R4
. r2
R+ joL; = I
ot PCPEY
o-C,
2 2 :
, ®?-C,>R,-R,-R,+j-®-C, R, -R,
RI‘3 + Jer3 = s 2 2r C 2 s
®°-R,7-C,h+1
2 2
dh R _e C” Ry -Ry Ry, und L. = Crp "Ry "Ry .
P @2 R,2CL2 1 ® 02 R,2-C2 41

Der Abgleich der Briicke ist frequenzabhéngig, weil ® in der Abgleich-Bedingung vorkommt.
Zu 2. nachGl. (4.178)

2 2
R R =2 C” Ry Ry Ry

R,=—
" p2 ! ®? R,?ChP 1
daraus folgt
2 2.2 Rr22 + 21 2
07 -R,7-Ch+1 o°C,, o
p2 = > 5 = (vgl. GL. (4.69), dquivalente Schaltungen)
= - CrZ ' Rr2 Rl'z
und aus
Co Ri-Ry

L,=R,-R, -C., =
r3 1 4 p2 2 2 2
®°-R,7-C,~+1

folgt
1
2
5= Cr2 — ® Cr2
P 2 2 2
®° - R,7-C,” +1

C (vgl. GL. (4.69), dquivalente Schaltungen)

1
0’C,,?

2
R, +
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Zu3. Mit o - Rr2 . Cr2 =1 bzw. ®2- erz . Cr22 =1
ergeben sich fiir
Ry=RiRa g g, 2 S RisRe
2R 2

Der Abgleich der Briicke ist dann frequenzunabhéngig.

4.29
L Ly, Z2y-24=2y-Z4
Z, Z4
Zu 1. siehe Bild A-90
. | Re1 jU[ﬂ Rr2 jhllirz
Riy+—— 'Ry =R + R
[ 1l j(DCrlJ 4 [ r2 jmcrzj 3
RiRy + .R =RpHR3 + L
J(Dcrl JmCrZ
d.h. Bild A-90 Ubungsaufgabe 4.29 (1)
Rr1R4 = Rr2R3 bZW. & = &
2 Ry
und Ry = Rs bzw. € _Rs
Ci 2 Ci Ry

Die Briicke ist frequenzunabhingig.
Anwendung: Messung von verlustbehafteten Kondensatoren (vgl. Bild 4.123 und Gl. 4.172).
Zu?2. siehe Bild A-19

1 1 L

. R4 = . R3 NE 1
—+ _](DC 1 L + _](DC 2
ol p sz p Rp1 L
1. 1 R3
——+joCy  ———+joCy — ::|—--
Ropi _ Rp2 l
R, R; . ’
Bild A-91 Ubungsaufgabe 4.29 (2)
C C
+ j(,) . 7')1 — 1 + jO) . Lz
R iRy R, RR4 R,
R
d. h. Rle4 = Rp2R3 bzw. 7})1 = &
p2 Ry
und
G G2 G2 Ry
R, R, Cy Ry

Die Briicke ist frequenzunabhingig.
Anwendung: Messung von verlustbehafteten Kondensatoren.
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Zu 3. siehe Bild A-92

1
1 1 -
’R4=[Rr2+jmc ]R:; jU(1 1
—+joC 12 jwCry
R, P Pz
R4= Rr2+. 1 L+ju)Cp1 'R3 ]R—a "
JoCpy Rpl 1
C (]
Ry _Rop ; + joR,Cpy + —pt Bild A-92 Ubungsaufgabe 4.29 (3)
R; Ry joCRy Cro
d. h.
Ry Ry, Sot
R3 Rpl Cr2
und
1
0=—j + joR,C , bzw =R ,C
mCrZ pl e wCrZRpl e
bzw.
_ 1
\/RplclerZCrZ
Die Bricke ist frequenzabhéngig.
Anwendung: Frequenzmessung (vgl. Bild 4.131 und Gl. (4.186))
4.30
Zul. Bei Abgleich sind
U =U ——{__ - :
=1 =3 I Rt juLg  |C R, I
. -_—
Ry +joLy)- 1= Ry - I3+ Rs - 15
und U, =1,
Ry -I,=Ry4-14
Beide Gleichungen dividiert, ergibt
(Ry +jola) -1 _ Ry L+ Rs I 4 5 <
Ry -1 Ry -1y

Bild A-93 Ubungsaufgabe 4.29 (2)
und mit I;=1, und I4=I5

Ry +joly _Rs I3 Rs
R, Ry Is Ry
mit der Stromteilerregel
L
Is joC

LR, +rg+
joC
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1
R 1 . L 1 R3 R4 +R5 * J(DC R5 R3 R3 R5
R TR, T T TR, R e TROIOCT R
2 2 4 - 4 4 4 4
joC
R R
R, =—2(R3+Rs) und L, =CR,R;|1+—> (vgl. G1. 4.182)
R4 R4

Der Abgleich der Briicke ist nicht frequenzabhingig, weil in der Abgleichsbedingung die
Frequenz nicht vorkommt.

Ry jwlly-M) Rp2

Bild A-94 Ubungsaufgabe 4.31

Ry +joL)) - L—joM -1 =R3-1; mit [ =1+1;,
Ry +joL)) - Ij=joM - I} - joM - 1= R3 - 15

(R; + joL; - joM) - I, = (Ry + joM) - I,

1
R, + L,=Ry- 14
[r2 ijrZJZ 4" L

und mit I;=1, und I3=14

Rl + _](l)(Ll —M) _ R3 + _](DM
1 R,
j(DCrZ

Ry +

. Mo R,
R, R, +jo(L;, - M)R, =R ,R, +—+j-| oOMR , —
1Ry +jo(L; IRy 2R3 C, J [ 2 wCer

M
R1R4 = Rr2R3 +C7 bzw. M = Crz(R1R4 - RT2R3)
r2
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R
oL, ~M)R, = oL;R4 —oMR, = oMR, - —>
(DCrZ

bzw.
oL R, +——
oC,, o°L,C,R, + Ry

M = = .
R, + 0R, ?C,(R,, +R,)

Aus beiden Gleichungen lasst sich M nach dem Abgleich der Briicke berechnen. Der Abgleich der
Briicke ist frequenzabhingig, weil in der Abgleichbedingung die Frequenz enthalten ist.

Zu2. Aus (R;+joL; - joM) I =(R3+ joM) I,

(Rr2+. 1 ]'12:R4'14
joCpy

ergeben sich

Zy =Ry + jo(L; - M) Z3 = Ry + joM
Zy, =Ry +- Z4 =Ry (siehe Bild A-94)
J(DCrZ
4.32
Ip; Rp2
1. B_L W, R
Zy 1y
I
-— . 22
1 Yy 1c_2'_! 1
Ly =224 —- Uz = Jwlpz
Zy -— ._U_p..
22
mit Rp3 | S
Z1=Ry Zp=—F—"—"— ! 1 jwly
—+ _](DC 2 chlﬁ
Rpo ’ c=
u
1 1 ..
Z; = 1 == C Bild A-95 Ubungsaufgabe 4.32
—+ jO)Cp3 Joly
Rp3
ergibt sich
i ! = .Rl -[1+j0)Cp3]
— jeCy, J0C4 (Rps
Rpo
—JjoCp3
1 . j R
—+joCpy, = JoCy .2p3

1
p2 1 . — —joC
R|| — +joC JOLp3

I[Rp3 . ng Rp3
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. 1 . c,C
JOC,| 1= joCyy | joC, —— + @? 03
R P *RR R
1 . p3 1%p3 1
R +joCy, = = 1
2 1 L w2C 2
p R, 72-“”2(:1932 +0°Cp3
Rp3 p3
d. h.
1 5 1
—— + ®%C_,? C,——
R 32 » ! RiRp;
R,=—" und C_, = P
p2 C.C p2
(02 4~p3 5 +032Cp32
R Rp3
Zu?2. Im Zeigerbild fur Leitwerte ist der Tangens des Verlustwinkels abzulesen:
b j
tan 8, = p2
(l)sz
.I.Z ltz Y iwC
1 <2 Jwlp2
tan 8, =
OR;»Cpo op bp
\L %p r
Bild A-96 Ing Uy =
Ubungsaufgabe 4.32 P2
tand = ! =oR ;C
and = ] 1 = OR300
2 ¥ m2Cp32 Gy
. Ro; , RiR
w2 CaCps 1 e 2
R 2 p3
R p3
Zu 3. Ist die Parallelschaltung der Reihenschaltung &dquivalent, dann sind die Phasenverschie-

bungswinkel und die Verlustwinkel gleich:
¢, =0, =¢ und § =3,=0
Mit Gl. (4.184)

tand = Q)ercrz

und mit Gl. (4.77) der Transformation der Parallelschaltung in die dquivalente Reihenschaltung

1
b +02C 2
2 p2
Rp2 sz
R, = und oC, =
oC_,
2 2
5 to°Ch P
p2
ist
1 200 2
— +0°C,,
R 22 p 1
2
tan d = P £ C = R.C = erZCrZ
5 +0)2Cp22 ® p2 ® p2-p2

P2
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4.7 Die Leistung im Wechselstromkreis

433
Zu 1. Nach Gl. (4.202) ist die Wirkleistung
P=U":1-cos@ =2kVA - cos(—n/3) = 2kVA - 0,5 = 1kW
und nach Gl. (4.206) die Blindleistung
Q=U-I-sin@=S-sing = 2kVA - sin(-n/3) = — 2kVA - 0,5 - \/7 = —1,73kVar
Nach Gl. (4.205) ergibt sich dann fiir die Augenblicksleistung
p=P(0—-cos2mt)—Q-sin2mt = 1kVA - (1 —cos2 wt) + 1,73kVA - sin 2 wt

ot 1 0 /6 /3 /2 2m/3 Sm/6 T
P(I1—cos2mt)| kVA 0 0,5 1,5 2,0 1,5 0,5 0
+Q - sin 2mt kVA 0 1,5 1,5 0 -1,5 -1,5 0
p kVA 0 2,0 3,0 2,0 0 -1,0 0

Die Verlédufe der Leistungen sind im Bild A-97 dargestellt.

2 N 2P
P1-cos2ut) A1 N A1 N ) A1 N 4.p
TV NTVITTY TV Y \
0 4 0
e
wt
2 B -H4x =111 T 73 ---7d~-—-0
Qsin 2wt ! / \\ A /D wt
0 Al
4 \ \ \ .
_z-ﬁ_\,_--___vé__..Su..b_....p_ __-u/-u
3
p=P(1-cos 2wt) 2
+Q-sin 2wt /
1 P
0 Tof 0
-1
-2

-n -m/2 0 wm/2 ®™ 3/2m 2nm 52w
Bild A-97 Ubungsaufgabe 4.33
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4.34

Zu 1. Die Ersatzschaltungen sind wegen ¢ > 0 die Reihenschaltung von R; und L; und die Paral-

lelschaltung von R, und Lj;:

. || i
Zr:Rr"'.](’)]-'rzzr'ejlp Xszip_J(i)Lpz P'ej(p
U .U I A S
Z =—-cos@+j-—-sin Y =—-cos@—j-—-sin
7 ¢+ I ¢ H=0 - U ¢
22 U 220V
RI:E~cos@=ﬂ~cos60° R, = =
1 9,1A [-cos@ 9,1A - cos 60°
R, =12,1Q R, = 48,4Q
U .
L. =—-sing LP:L
ol ol-sin@
L = 220V - sin 60° L = 220V
©o2m-50s71-9,1A P 27m-5057-9,1A - sin 60°
L, = 66,6mH L, =88,9mH
Zu?2. P=U:1-cos@ =220V -9,1A - cos 60° = IkW
2
P= 12 . Rr P= Ui
Ry
(220V)2
_ 2, — =——=1kW
P =(9,1A)” - 12,1Q = kW 18,40
Q=U:-1-sin@ =220V -9,1A -sin 60° = 1,73kVar
Q=12-X,=1%2-0L, Q=-U2-B :_Uz.[_ 1 J
p
oL,
Q = (9,1A)% - 21 - 505! - 66,6mH _ (220V)?
21 - 505! - 88,9mH
Q = 173kVar Q = 1,73kVar
S=U-1=220V-9,1A = 2kVA
S=12-R2+w’L2 S=U2. %_,_ 21 5
Rp (0] Lp
mit mit
1 1

©?-L2?=(2mn-50s"" - 66,6mH)>

02 L2 =438Q2

S = (9,1A) - /(12,1Q)2 + 438Q2

S =2kVA

© L2 (2m-50s7! 88,9 mH)?

N 1,282 107382
w? - Lp2

S = (220V)? - 1 . 1,282 -107382
(48,4Q)2

>

S =2kVA
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4.35
Zul S=U-1=110V-52A=572VA
P=U-T1-cose=110V-52A-0,25=143W
Q= /S2 - P2 = \[(572VA)? — (143VA)? = 554Var
Zu2. Nach Gl (4.66) ist

Iz =T-cos@=352A-0,25=13A

und nach GI. (4.67)

Zu 3.

4.36

Zu 1.

und

Zu 2.

und

Mit

Iy =—1-sing=-52A-0,97 = -5,0A

1
7, =2 -1V 5120 R =7 cosg=2120-025=53Q
1 52A

X, =22 -R2 ={(21,2Q)? - (5,3Q)? =20,5Q

X, _ 20,50

L = =
®  2m-50s7!

T

= 65,3mH

Nach GI (4.225) und Gl. (4.214) sind

P, 12VA
Qi = tandc; = \71 = Is2va
Q|

=6,6-1073

mit  Q, =-U2 “oCy =~ (220V)2 - 21 - 505! - 12uF = —182Var

0,8VA

B =13,15-1073
Q,| 6tva T

de, = tandp, =

mit  Q, =-U2 “oCpy =~ (220V)? - 21 - 505! - 4uF = —61Var
Nach Gl. (4.238) ist

1
de =——
OR ¢, C,

1
und dcz =

dCl = E——
wRCplel O)chchz

1 1 1

=+
Rep  Rept Repo

ergibt sich

con . dc = G)Cpl . dc1 + (Dcpz . dCZ
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_Gpidar + 6y dey

mit C, =C 1+C 2
Cp1+Cp2 p p p

de

L10-0F . 103 10-0F . 103
_12-10°F-6,6-107 +4-107°F - 13,15-10 —8.24.10°
(12 +4)-107°F

Zu3. de=tande = o= PFP _(L2FOBVA _oq s
Q] Qi +Qa (182+61HVA

437
Zul. Nach Gl (4.243)ist S=Y"- U2
Y — jwcr + 1 . — (1 - merCr).'"ijLrCr
RLr + _](l)Lr RLr + _](l)Lr

. (- ®’L,C,) — joR,C, Ry, +joL,

- R;, —joL, R, +joL,
2 : 21 2 2
S R, —o°(R,L.C -R; LC)+jol, -—w°LC -R *C) 02
B R, 2 +0’L2
21 2 2
:|: Ry, +jm.Lr_erCr_RLrCr:|.U2
= 2 21 2 2 21 2
R~ +o°L, R~ +o°L,
21 2 2
:[ R, +,.[ oL, . OLZ+R, H‘Uz
2 21 2 2 21 2 roo2r 2 2
R~ +o°L, R, +o°L, oL+ R,
S=P+j-Q
R, -U? oL
mit P = Lr nd Q= L -oC, |-U?
R; 2 +0°L? R, 2 +w2L2
Zu2. Mit Gl. (4.70) sind
R 1 oL 1
2 er 2 und 2 r2 2
R, ,* + L, Ry, R, +’L? oL,

und

U2 1 ) )
pP=—— und  Q=-|wC, -—— | U?=-B,-U
Ry,

. 2
7u3 P 10092 - (20V) Cow
(1002)% + (1000s~! - 0,1H)?

1 -1.0,1H
_ 000s™" - 0, —1000s™! - 2-1076F |- (20V)2 = 1,2Var
(1002)2 + (1000s~" - 0,1H)?



324 Anhang: Lésungen der Ubungsaufgaben

4.38
Zu 1. Die Parallelschaltung wird nach GI. (4.77) in die d4quivalente Reihenschaltung transformiert:

1 1

R L
R, = o _ 1009 — 200

T
ro2c? L (2m - 5057 - 60 - 107 F)?
Re,? P 100Q)2

die Reihenschaltung der beiden ohmschen Widersténde ergibt dann

R + R, = 20Q +22Q = 42Q

und
1 oC, B 215057 - 60 - 10°F
1 2
oG, R (2n -50s71 - 601076 F)
Re,? (100€2)?
L e S AL R : = T7uF .
oC ®-4L4Q  21-50s7! - 41,4Q

r

Nach GL. (4.243) ist

U2
S= mit Z=R+R¢)— j—
> Z* <] ( Cr) J(J)Cr
;*:(R+I{Cr)+j—1 =(42+j-41,49HQ

oC,

S - (220V)2 (42— j-41,4)Q

T O424-4L,4)Q (42-j-41,4)Q

2. (40— ;.
§:(220\/) (42 J41,4)Q:584W_j'577var

(42Q)% + (41,4Q)?
S=P+j-Q dh P=584W und Q=-577Var
Zu2. Nach Gl. (4.243) ist

2
S:U*
z
LH +JORC,
. 1 Rep
mit Z=R+ =

= 1 . 1 .

——+JoC, —+joC,

Rep Rep
Z:(R+ch)+j0)‘R‘ch'Cp _— . :(R+ch)—jm~R-RCp~Cp
- 1+ju)-ch~Cp - l—ju)-RCp~Cp
S U2 1—J0)~ch-Cp

(R+R¢,) - jo-R-Re, - C,
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, 1+ jo- — P )
g = U2 ) 1- _](DRCP . Cp ) R+ RCP
= R-R
R+Rep l—jm~7CpCp 1+ jo— P »
R + R, R +Rcp
R R,
- joR -C )| 1+ jo-—C
U2 (1= JoRe, ~Cp)| 1+] R+Re, °
§: .
R+RCp R R 2
1+ m-ipcp
R +Re,
R-R R-R
1407 Rey ———P2C2 |- joC, | Rey - ———
. v R+R¢, R +R,
- R+RCp R R 2
I+|o ——PC
R+ R, p
S=P+j-Q
mit
R-R .
cp _ 20Q-100Q 16,60
R+Rc, 20Q+100Q
und
0=2n-50"" =314,1657!
ergibt sich fiir die Wirkleistung
2 2.2, . . 10-6F)\2
p_ (220V)? 14314,16%572-100Q-16,6Q-(60-10F) _ o
120 Q 1+(314,16571 16,6 Q- 60-1076F)2
und fur die Blindleistung
220 V)2 314,16571-60-10°F- (100 Q - 16,6 Q
0= (220 V)? 314,1657"-60-10°F - (100 6,6Q) <oy
120 Q 1+(314,16571-16,6 Q- 60 - 107°F)2
4.39
Wirkleistung fiir den komplexen Widerstand Z:
P=U-I3-cos¢ 1!R3 mit Ip3=I3cos
mit ~u
12 =1,2+12 -2-1, - I, - cos (180° — ¢) s
nd mit -Ig3=Igsiny

cos (180° — @) = —cos @
und Bild A-98 Ubungsaufgabe 4.39
12— (1,2 +177)

I, -coso =
376089 21,
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Y3

und
U=Rp'12
12 - (1,2 + 152
PZRP 12 1 (2 3)
2-1,
12 - (12 +12)
1 2 3
P=R, >
Leistungsfaktor:
12 - (17 +17)
cos p =
21,1
Blindleistung:
2
12 - (12 +12)
=U-Iy-sin¢g=R_-1, -1, |l -| ——*
Q e 21, - 1
mit sin ¢ = y/1—cos2¢ und U=R, I
4.40
Zul. Ugy =8IV  U;, =138V
U
1= 2= 454
R, 200Q
U 1
zu2. R =R = 8V 400 Yq
I 0,45A Y
§] 8]
oL, = L3 L, = L3
I o-1
U2 Up3
138V
L =———————=0,98H . .
" 2m 50571 - 0,45A Bild A-99 Ubungsaufgabe 4.40
U2-(U2+U2)  (220v) - (90V) - (160V)
Zu3. cosp=— (U2 3)=( J -~ (o) - )=0,51
2-U, Uy 290V -160V
U, - cos 1 . ©
0=59.3 R,= 3 ¢ _ 60V - cos 59,3 — 1310

I 0,45A

Lo U;-sing 160V -sin 59,3°
' -1 21 - 507! - 0,45A

=0,97H
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441
Zul. Q=P - tan ¢=5000VA - 0,62 =3100Var
Nach GL. (4.263) ist

c,- P-tang _ 5000V - 0,62 — 204uF
o-U2  2;m-50s7!-(220V)2
Zu 2. vorder Kompensation: cos ¢ =0,85
aus P=U-I-coso
_ P _ _5000vA 26.7A
U-cosg 220V-0,85
nach der Kompensation: cos ¢ =1
I _B_SOOOVA_227A
Ky 22v ’ Bild A-100 Ubungsaufgabe 4.41
Zu 3. Bild A-100.
Zu4. Nach Gl. (4.270) ist
P 5000VA
C, = v = 734uF .

@ U2-sing-cos@  2m-50s! - (220V)2 - 0,527 - 0,85
Nach GI. (4.272) ist

Ue = U-tan @ = 220V - 0,620 = 136V.
Kontrolle mit GI. (4.271):

C, = C, -sin” ¢ = 734uF - 0,2775 = 204pF.
4.42

P 150 -103VA

Zul. S =—L—= 20-T07VA _ 50kvA > 200kVA,
cos ¢, 0,6

der Transformator ist iiberlastet.

Zu 2. Die Summe der Blindleistungen beider Motoren miissen kompensiert werden, denn dann ist
die gesamte Wirkleistung P = 190kW < 200kVA. Der Leistungsfaktor cos¢ der beiden
kompensierten Motoren ist dann gleich 1.

Motor 1:
Q=P - tan @; = 150kVA - 1,33 =200k Var
mit @) = arc cos 0,6 =53,13°

Motor 2:
Q, =P, - tan ¢, =40kVA - 0,75 =30kVar
mit @, = arc cos 0,8 =36,87°.

Mit der gesamten Blindleistung Q = 230kVar und mit der gesamten Wirkleistung P = 190kW ergibt
sich der Leistungstaktor beider Motoren:

Q 230kVA
tanQp=—=———=
P 190kVA

Die notwendige Parallelkapazitit kann tiber die zu kompensierende Blindleistung oder nach
Gl. (4.263) berechnet werden:

L,21 ¢ =50,44° und cos @ = 0,64.
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Aus
Q¢ :—U2~me =-Q
ergibt sich
c - Q _ 230kVA
Pw-U2 2150571 (220V)2
Die Reihenkapazitit betrégt nach Gl. (4.271)
C 15mF
C,=—1" L
SIn“e - (0,771)
4.43
Zul. Z,=7; oder Z; =7, Zi=R;+joL;
e,
. RCp
Z, =Ry, +joL, + :
b + joC L joC
Rep p o p
1
R C
Za:RLr+ = - jo- 5 _Lr
20 2 20 2
+ o Cp + o Cp
Cp Cp
1
R C
=R + L 4o B - L,
20 2 20 2
+ o Cp St Cp
Cp Cp
b
R C
Ri = RLr + t Li = 5 - Lr
+02C 2 + 02C 2
2 p R 2 p
Cp Cp
Zu 2. Nach Gl. (4.77) ist
1 20 2
. R 2 + o Cp
Re, = 1 & und C. = = 5
o+ u)Zsz ®°C,
ch
. 1
Za :RLr+RCr+J' er_i
oC,
1
R oC
Z, =R, + Cp +j| oL, - P
20 2 202
,to Cp ;o Cp
Cp
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4.44
Zul.  Zy = Zie
. 1
(Ri + Ry, + J(J)Lr)'
Zi = <
Sers 1
R, + R, + oL, +
—— + joC
ch P
R; + R, + joL,
Ziers = |
(Ry+R +joL) | —+joC  |+]1
ch P
Ri + RLr + _](,l)Lr
Ziers = R 1R L
14 S8 021 0y [+ jo- | Ry +Rp,)Cy +
Rep Rep
. R. + R, - joL
Z21:Ra-+—j'Xa:Ziers: : L~ I
R.+R L
[1+1Lr—m2L C ]—juy[(R +R;,)C +r}
R rp i 7p R
Cp Cp
Ri + RLr 2 . Lr
1+ —-0 LGC +jo| (R; +Rl_r)Cp + —
R, +R,, — joL, Re, Rep

Cp Cp

[1+Ri+RLr—u)2LC]—ju)|:(R +R,)C +L':|[1+Ri+RL'—w2LCJ+jw[(R +R)C +Lr]
p i Le/~p rp i Lr™p
RCp RCp Re R

R +Rp)| 1+ RitRyr ’L,C, |+ 0L, | (R; +R,)C, + L,
R = Cp Rep
’ R; +R ’ L [
14220 |+ 0P| (R +Rp,)C + -
Rep Re,
R, +R »’L 2
(Ri+RLr)[1+ i Lr]+ r
R = Cp RCp

2 2
R. +R L
[1+‘Lr—w2LrC ] +m2l(R'+RL)C e 1
R P ! TP R

Cp Cp
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L, R; + Ry, )
Ry +R;)-oL |1+ ———-0°LC
RC RCp P

{(R + RLr)C + —

p
T R. +R ’ L ’
4
I+ =t —@’L,C | +0?|(R;+R[,)C, L
R, Rep
o (R; +R,)*C, - oL, (1-’L,C,)
Xa = 2 2
14 Rit Ry @’L,C, | +@?|(R; +Ry,)C, L,
Rep Rep
2
Zu2. P, =—21_ nachGl(4.281)
4 Riers
§] 1
qu ers = Uy = 1 1 T
R; + Ry, +joL, e —+juC,
—+joC, Rep
Cp
Ugers = Za

=qers

(Ri +R, + joL, [+ joC ]

R, + Ry, _ L
1+ == 2L, C |+ jo | (R + R, )C, + =
Rey

Uq
R R, ’ L ’
+
———Lr _ 2L C J +m2{ ! }
P R
Cp
U 2
P, nax = 1 P mit R; =R, (siche unter 1.)
R; + R, oL,
4 (R; +R )| 1+ +
Rep, Rep
1
Zu3. R;=4Q R,;=6Q oL, =8Q T=SQ Rep =500Q
(O]

p

7q ers

q ers

Lr

10Q-(1+10Q/500 Q) + 64 Q2/500 Q

A= =2,35Q
(1+10Q/500Q-8Q/5Q)2 +(10Q/5Q +8Q/500 Q)2
B 100Q2/5Q-8Q-(1-8Q/5Q) Cs610
T 1+10Q/500Q-8Q/5Q)2 +(10Q/5Q+8Q/500Q)2
2
P, max = Y =19 W

4-110Q (1+10/500 Q) + 64 Q2 /500 Q]
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5 Ortskurven

51

Zul.

Zu?2.

Zu 3.

U=(R, +j X,) 1 - -
U=(R, +joL,)-1 j p=3
U=R,-I+jopLy-1
_ j3v
mit L, =p-L,, =p-100mH p=2
und p=1..3 v 2u1.
U = 200Q - 0,01A +
. 1 g "1
j-2m-200s7! - p-0,1H-0,01A p=
U=2V+p-j-1,257V Yo
.U v 0 YR .
T ORHX, R oL, v 1=10mA
1= U = !
" R, +jopL, R, oL, j p=3
U U LG
1= L L p=2 Zu2.
T 200Q _2n.200s—1.0,1H \
10V 10V j20A°
I= .1 p=1
T (20+p-j-12,57)A7!
B
mit 0 25mA |p=0 r
L,=p-Ly=p-100mH M 20[a7" u=10v
-j10 1
und 2
-]
=1...3 =ip=1
P -j3°< "l? ‘:: "
und mA & a e
— -1 —i. -1
A=20A"" B=j-12,57A p=2
1/(2A) = 0,025A = 25mA
LG"
p=3
Bild A-101 Ubungsaufgabe 5.1
Kontrolle:
1 20— j-12 .
p=1: I=—— 20231257 ) 358 22,5 mA
20+ j-12,57 20— j-12,57
1 20— j-25,1 .
p=2 I=—— 202025 1953-j. 244 mA
20+ j-251 20— j-25,1
1 20— j- .
p=3 Lj=—— 02 3T A (41,0 - .20, mA
20+ j-37,7 20-j-37,7
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5.2
Zu 1.
°_'T_"_"1_'°
r JPwofr

Bild A-102 Reihenschaltung
Ubungsaufgabe 5.2

L
p-o, - C
1

Z. =173Q-j. ——
p- g - 318uF

Zu?2.
Rp
1

JPwoCp

Bild A-103 Parallelschaltung
Ubungsaufgabe 5.2

1 .
XP=R7+J'P'(’30'C10
p

1
Y. =
P 7 23.1Q

+j pr, - 79,6uF

Die Bedingungsgleichung fiir die Aquivalenz der Reihen- und Parallelschaltung bei p = 1 lautet:

1

Z 1=
T Xpl
1 1
R, -] = -
0y -C, IR +j -0, -C
R, C 1
—L+L4jloRC, =1
R, C, oR,C,
d.h und
1
&_}.&_1 (DORGC: R.C
R, C, ptr
1
17,3Q  79,6uF 0y = ————
=1 /
23,12 318uF ReGRpCp
0,7489 +0,2503 =1 o, !

O 17.3Q  318uF - 23,1Q - 79,6uF

®, =314s7!  und fy=50Hz

Bei f) = 50 Hz sind die beiden Schaltungen dquivalent (vgl. Aufgabe 4.6).

Die Ortskurvengleichungen lauten dann
. 1
Z.=113Q-j ———
p-314s71 - 318uF
1.
Z, =173Q—-—-7-10Q
p

1 1

Z 1730-1.000
p

mit A=17,3Q und 1/(2A)=28,9m$S

Y, =43,3mS + j-p-314s7 - 79,6uF

Y, =433mS +p-j-25mS

Z - 1 -
Py, 433mS+p-j-25mS

mit A=433mS und 1/2A)=11,5Q
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j Zut. p=1/3 j Zu2
’Zr* p=3
|y
j60 p=1/2 j60 =P
mS mS
p=2
) p=1/2 JXr .
30 1. p=1 j30 ¢
JmS p=13 mS p=1
Yr1 p=2
p=0 30mS p=|e r 0 r
100 p=o
=2
Zr1 P
-j10Q L p=1 -jtoRt
-j20Q} p=1/2 -j20Q R
L Yp
- Zr p=3
p=1/3

Bild A-104 Ortskurven der Reihen- und Parallelschaltung der Ubungsaufgabe 5.2

Zu3  Z,; =+17,3Q)2 +(10Q)? =20Q ‘ Y, = \/(43,3mS)2 +(25mS)? = 50mS

d. h.

1 1
Zrl =S - < - Zpl
le Ypl
53
Zu 1. Reihenschaltung Parallelschaltung
. 1 1
Z.=R,+j | poyL, — = i -
r = Re ) (P oL+ el ) Yp=Gpt]j [prCp pouL ]
mit Wy = L ! mit 0y = ! = !
0 JL.C;  J0,04H - 1pF 0 JCpL,  |JIUF-0,04H
0y =5000s"! 0y = 50005 !
. 1 . 1
Z=Ri+j Xy | P—— Yp:Gp+J'ka' p——
p p
it X,. = h = [0.04H _ 200Q mit By, = & = ILF =5mS
MRS e TV TE AL, V0.04H




334

Anhang: Lésungen der Ubungsaufgaben

z = 2009+j~200§2~[p—1

p

|

T 200Q+ j-200Q -(p - IJ
p

‘ -

1

Y,

IN

mit A=200Q und 1/(2A)=2,5m$S

Y, :SmS+j‘5mS-[p—1]
p
1

Y . 1
—P 5mS+J-5mS-(p—j
p

Z,

mit A=5mS und 1/(2A)= 100Q

Werden fiir 2,5mS und 100Q gleiche Langen gewihlt, sind die Ortskurven fiir Z; und Y, Y; und Z

identisch.

j

2009 +j5mS

-j 2009 $-jSmS

p=0,83
p=077

p=0,71
p=0,67
p=0625
p=0,59

p:o,Sﬁ

p=053

Bild A-105 Ortskurve der Reihen- und Parallelschaltung der Ubungsaufgabe 5.3
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Zu?2. Aus der Leitwert-Ortskurve des Reihenschwingkreises lassen sich die Zeigerldngen Y, in
Abhingigkeit von p ablesen:

| Ll 2 1,3 14 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 (20
p 091 (0,83 [0,77 |o0,71 0,67 |063 (0,59 [056 [053 [0,5

3,6 3.4 3.2 3,0 2,7

Y, |[mS |5 (49 |47 4.4 4,1 3.9

Werden die abgelesenen Y, -Werte mit R, multipliziert,
T 1
U U/R;

dann ergeben sich die bezogenen Stromwerte der Gleichung 4.132, die mit

Y. R =

_ X 200Q
R 200Q

T

Qr

im Bild 4.98 der obersten Kurve entsprechen. Die abgelesenen Y, -Werte konnen also mit der Glei-
chung (4.132) mit x =p rechnerisch kontrolliert werden:

5.4
I R
I Rr juwle R L
o} —mmm——— I
o——9 . pb———o
-QT’ T I Jjwlp
u U "

Bild A-106 RL-Schaltungen im Bildbereich der Ubungsaufgabe 5.4

Yo R 1 L__ %/
U R, +joL e ; B
U Rerjol, o B I R, +joL, 1+jmi
! p
R
Wy =—+ _Ry
b “=T
p
U I 1 1 .
=R _ZL_ = - mit ®=p-o,
18] 0] I+jp
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U o, 1 Ip ok, 1
U R, +joL, - R, I —Rp+ijp = R,
joL, 1+ -
]mLp
U 1 L _ 1
U R I - R
- 1*’]'1'*r - 1_j.l,7p
o L, o L
P
— Rl’ R
@ = L (O =P
T Lp
U _1I 1 1 , 1
?L:%: - 1 1-3-p* mit  ®=p-0, p*=—
- 1—j~& 1— I'p p
0
lR RD 1
I L 1 R juCr
lc julp — —
Ur Ye
Y - u
Bild A-107 RC-Schaltungen im Bildbereich der Ubungsaufgabe 5.4
: R
I joC, 1 Ue __joC,  _ 1
I gy b I+jeRGC, U g4+ L 1+joRC
b J(DCP Jmcr
1 @ =1
Rpcp r~r
1 U 1 ]
h - 1+_]-£ P
@
IL - RP — 1 giR - R, — 1
g o oo L U P
P jeC joR C, joC joR C,
Ie 1 Ur _ 1
T u 11
= 1_j.f.L = I_J.i'RC
® RPCP ® rr
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o] o]
o =——— o =———
R,C, R,C,
1 U 1 1 1 . 1
€ -=R_ = = : mit ®=p-®, und p*=-—
I U 0 I 1-jp*

-9 1—j-—
J o P
Wie aus den Ortskurvengleichungen ersichtlich, sind die Ortskurven von jeweils vier Strom- und

Spannungsverhéltnissen identisch; die GroBen Ry, Ly, Cy, Rp, L, und C, , gehen nur in die jeweili-
gen Bezugsfrequenzen o ein.

it I L iT #5o-14 1 P!
G=1+jp - —2P ]
\ ﬁ=1 A
-jllp
=1
p=1/2 p=1/ P p=2 tp=2
, p:o p =0 " p=®
0 12 1Jp=0 0 12 1|p=®
=] = Lp=1/2 4p=2
p 7 p=1/21P P
K==
e, | /1 Bild A-108
-it \§= -ip p=1 -j+ §=1'J—p' 4p=1 Ortskurven der
Ubungsaufgabe 5.4
5.5
U
Zul., =%= R - = !
Hl R+RLr+.](0Lr (1+RLr +j0)Lr)
R
Zu?2. Mit W=p- W und (.l)():R/Lr und RLr:R
U, _ 1 1
U, R L 2+jp
- 1+ L +i1-D-O, - r
[ R J J-P-® R
Die Ortskurve ist ein Kreis durch den Nullpunkt mit L = %
Zu 3.
Ri /R 0 12 1 2
/U, 1/ +jp) /(1,5 +jp) 1/2 + jp) /(3 +jp)
1/(2A) 12 1/3 1/4 1/6
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%I-Z %L[:1
o s 3 a2z 1 15 2
Rir.a
R "7 &[.0
R
p= AP LR A TR p=1/2
(p=1 fir
RLr/R=2)
p=1 1p=1 1p=1
N N N
1-jp 1.5-jp 2-jp
0,1
T ~ [P=? p=2 p=2 Bild A-109
0 1/2 1&5 2 Ortskurven und Betragsfunk-
R —»

tion der Ubungsaufgabe 5.5

Zu4. Die Betridge von U,/U; lassen sich sowohl aus der Ortskurvenschar ablesen als auch rechne-
risch ermitteln durch

6]
1772 = % (Darstellung siehe Bild A-109)
=1
(1+R“j +1
R
5.6
U _ R, o—{— -y
uo 1 B
R, +j- mr_TQ u julp Rr Up
Ur _ ! °
U _1 . [er 1 ] Bild A-110 Schaltung im Bildbereich
+1- - der Ubungsaufgabe 5.6
R, ©R,C, gsaute
Mitow=p - oy
Ug _ 1 B 1 B 1
v 1+ W, —— — ! 1 Q .[p—J 1+j~[p—}
PPP0R T pogR.C, '
mit
o ! ! = 2500571

JL.C, ) J0,08H -2 - 106F
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X L 1 1L 1 H
Q=2kr - Q0% _ b1 JO08H _, (vgl. GL 4.118)
R, R, RoC R, \C 200Q\2-10°F

Die Ortskurve ist ein Kreis durch den Nullpunkt mit 1/(2A) = 1/2.

Bei p = 1, also bei Resonanzfrequenz ist Ug = U, denn die induktive und kapazitive Spannung kom-
pensieren sich: Uy + Uc=0.

Bei p = 0, d. h. bei Gleichspannung, flieBt kein Strom, weil der Kondensator einen unendlichen
Widerstand bedeutet. Die Spannung Uy, ist also Null.

Bei p = o, d. h. bei unendlich hoher Frequenz, ist der Wechselstrom ebenfalls Null, weil der induk-
tive Widerstand unendlich grof ist. Die Spannung Uy, ist also ebenfalls Null.

und

4p=2
Y
J - Ug
L]
p=tr2 / Y
p=|1/3
=0 p=1
p=o )0 1
p={3
p=2
-]
p=1/2 Bild A-111
Ortskurve der Ubungsaufgabe 5.6
5.7
1 o—{_ 31— ? 1
R
T 1 . 1 1 a
—+—+joC, +- U a ‘_UJ_ a
a1, 2R R "ol - _3_'.+ |1'l‘ <] % LIF2
U ri+ : [ 1!
—+ +joCy +——
R, R, joL, Bild A-112 Schaltung im Bildbereich
U, _ 1 der Ubungsaufgabe 5.7
U
= Ry L+L+jo)Cp +; +1
Rp 2 _](,OLp
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U, 1 .
= mit® = p- o,

U (R R , R,

—+—+1|+]- (1)R1Cp -

. R, u)Lp
oy = L ! =10000s7"!
JCoLy  V100-109F-100-103H

Y _ !
U
=1 [1+1+1)+j- p-10000s!-500Q-100-10~° F — S00€

2 2 p-10000s~1-100-103 H
Y _ 1
U

: 2+j~0,5~(p—1]
p

das ist die Gleichung eines Kreises durch den Nullpunkt mit dem Mittelpunkt auf der reellen Achse
mit 1/(2A) = 1/4.

Zu?2.
-p=3
Yy
it U T
4p=2
V]
il ==
J Uy
p=1/3
p=1/2
p=0 X p=1 , p=1
p=of0 /4 112 1 2
p=2
p=3 P Y/
0,0 |23
-jrn 1/3, 3|27 1,34
1/2, 2| 2%j-0,75
1|2 p=1/2
Bild A-113 Ortskurve der Ubungsaufgabe 5.7

Zu 3.

Bei p = 1 herrscht Resonanz zwischen Cp und Lp, d. h. der Leitwert der Parallelschaltung
von Cp und L, ist Null und der Widerstand ist entsprechend unendlich groB. Dadurch blei-
ben von der Schaltung nur zwei in Reihe geschaltete, gleich grole ohmsche Widerstinde
von je 5002 tibrig, so dass die Spannung U; halbiert wird.
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5.8
Zul. z=l+71, =1y 1. L
R Ry +joL, R Ry +p-jogly, = E+p-F
wy=100s"L,p=1,2,..,10
-1, ! =0,01s+—1,
100Q  50Q+p-j-100s! - 0,1H 50Q+p-j-10Q

das ist ein verschobener Kreis durch den Nullpunkt mit 1/(2A) =1/(2 - 50Q) = 0,01S

j —+
0
0,03
S
di
0,02
.p=7 .
————G*=500-p-j109
0014——————————— = L p=8
Lp=9
..p:10
0 ——r——
0 200 400 600 800 1000 s~*
W —

Bild A-114 Ortskurve der Ubungsaufgabe 5.8

Zu 2.
p=0 und w=0: X=;+L=i=0,03s
1002 50  100Q
p=cc und ®=oo: X=;=0,0IS
100Q2
1 1 1 1 1

p=5und ® =500s1: Y=

Y + m— + - =(0,02—j-0,01)S
100Q * 50Q+-50Q 100Q  100Q

000

Zu 3.
siche Bild A-114 mit Asymptote Y =0,01S.
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5.9
. 1
R, +joL, + C R .
®
Zu 1. Y _ L=—j—L 41—
U JoL, oL o’L,C,
gz_ Ry +1 5 ; =1—jp* r p*z, 21
QL p'OJOLr pr®o chr 030Lr (O] LrCr
1 1
mit ®=p-oy=—0, und — =p*
p
Mit
o= und LK 5 (vel GL4.118)
JL.C, R, R,
ist
u . 1 ] . p*
= - ip*— —p*2 =] —p*.L_p*¥2 =]_p*2 .2
U, Ip Q. p p > p P -] >

Bei Resonanz des Reihenschwingkreises ist @ = ay, also p* = 1/p = 1, und das Spannungsverhltnis
ist imagindr:
Uu__J j u_1

L it —=—

U Q 2 U Q

Die Ortskurve ist eine Parabel, die spiegelsymmetrisch zu der Ortskurve von U/Uc (Bild 5.30) an
der reellen Achse ist. Das Vorzeichen des Imaginérteils ist umgekehrt, und bei den Parameterwerten
steht anstelle von p der Kehrwert 1/p.

1 UL
=— bzw. —=Q, =2 vgl. Gl. 4.125).
5 U Q; (vg )

=1,07
p=1 |2
Uy
B..)
! Y lnax
p=1/1,5 p=2
-3 -2 -1 1/p=o0
. , ———
I PE0.p=o  Bilg A-115
YU =1 phst, p=1 Ortskurve der
J— B . =05 Ubungsaufgabe 5.9
5=0.5 =5 ) P
..1_p'._%.
Zu 2. Inversion:
U _ 1 3 1 B 1
Ul il e i e , . p*
> 1_ Nk ek 1_ k., J ik 1_ %2 _ .
P Q; P PP Py
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U
=0, p'=e° =L=o0
p p U
. u 1 , o
p—l, p =2 =L=— =-03+]0,1=0,316-¢i 1616
2 U -3-j
* U 1 ) . .
p=g, p =15 =L =-0,59+-0,35=0,686-¢i 1493
3 U -1,25-j-0,75
U 1 .
=1, p'=1 =L =j2=2.e9
P=np U 1-1-j2 }
* U 1 , oo
p=2, p'= = =L =12+j.0,4=1,26-¢l 184
2 U 0,75-j-0,25
U
=0, p=0: =L
p p U

Zu 3. Mit Hilfe der GI. (4.127) mit x = p und Q; = 2 lassen sich fiir p = 0, ..., 2 obige Ergebnisse
bestétigen:

1
Nach GI. (4.129) ist das Maximum bei x; =p; = ——==1,07
( ) LTPL T =
und betragt
ULmax 2
—max = —___=2,066.
U J1-1/16
5.10
1 . 1 1 ) 1
Zul. X=—+J(0Cp+7,=—+pg(oocp+7,
ch Ry, +joL, ch R, +p-joyL,

mit ®=p-®y, und wy=10-103"! und den gegebenen GroBen ist

X=;+p-j-10-103s_1-0,2-10_9F+ !
100-103Q 50-103Q+p-j-10-103s~1-1H
1

Y=10pS+p-j2uS+——- .
L T T S ki Q p- 10kQ

Die Ortskurve kann durch Uberlagerung einer Geraden und eines Kreises durch den Nullpunkt mit
1/(2A) = 1/(2 -50k€2) = 10uS ermittelt werden (siehe Bild A-116).
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1 +10
19
- 18 50kQ+pj10kQ
7 10pS+pj-2uS
+ L p=10 4.6
j10+ j10450 p=9 L5
s s kR 14
p=8 3
Y -+
Y p=7
42
| 1 p=6 11 30
0 104 12_? 20,0\ p=5 20uS
SOk N\ P =4 0
i 10 » pe3 p=1
L2 P=2 44
i X 13
. 2
. . N 3 1
o -yt Te |5 & S0KQ +pJ-10kR
16
L7
i 50kQ-p-j-10kQ
9
110

Bild A-116 Ortskurve der Ubungsaufgabe 5.10

Der parametrierte Kreis miisste wegen des Realteils der Geraden nach rechts um 10uS verschoben
werden. Einfacher ist jedoch eine Verschiebung des Koordinatenursprungs um —10uS, also nach
links; der Kreis bleibt dann unverdndert. Selbstverstindlich miissen dann die uS-Werte der reellen
Achse um 10uS verdndert werden. AnschlieBend lassen sich die Imaginérteile des Kreises mit denen

der Geraden tiberlagern.

Zu?2. Beip=3,alsobei m=350000s" ist der komplexe Leitwert reell: Y5 = 20uS.

Nachweis fiir m:

Nach der Abhandlung tiiber ,Parallelschaltung verlustbehafteter Blindwiderstinde* im Abschnitt
4.5.2 ist nach Gl. (4.150)

1 RLr : (DLr
R 2w 2 % 2y 2 || Y
Re, R Z+0%L, R, “+o°L,
Bei Resonanz ist der Imaginérteil des Leitwertoperators Null:

oL L
PS5 55 bzw. R, Z+0’L2=—"
R, >+w’L2 .
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Die Formel fiir die Resonanzfrequenz lautet dann und ergibt

R, 2 1030)2
o= | er _ 1 - _(50-10 2Q) ~50.103¢-!
LGC L, 1H-0,2-10F (1 H)

Nachweis fiir den reellen Leitwert mit Hilfe der Ortskurvengleichung mit p = 5:

! o
Y =10uS+5- - 248+ —————10uS+j-10uS+ L
AT T g s a0k T TS 00 1

XS=10uS+j~10uS+20uS%-(1—j)=20uS

5.11
1
Zul. Z=Ry,+joL.+
—+jcon
Cp
1. ®=0 mit Z:RLr+RCp
1 .
——joC
. 1 RCp
2. Z=Ry,+joL,+
1 . 1 .
—+J03Cp ——joC
RCp Cp
1
R C
Z= RLr+¢ +jo L.~ P
——+®3C 2 ——+02C 2
R p 2 P
Cp Cp

Der komplexe Widerstand ist reell, wenn der Imaginérteil Null gesetzt wird:

C C
L.= P bzw. ! 5 +(1)02Cp2 =L—p

1 R
20 2 C r
) Cp P

1 1 1 1 O
o) = - = - =5000s
L.C RCpZCp2 120-103H-0,12-107°F  (1,25-103Q-0,12-107°F)?

1
202 Z=Ryptpjolet —————— mit 0=p-ay,

TP jo,C,
Cp
Mit @y = 5000s ! (g = 0 scheidet als Bezugsfrequenz aus) und den gegebenen GroBen ist

1

Z=1kQ+p-j5000s '-120- 10 3H +
+p-j-5000s71.0,12-10°° F

1,25kQ
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1
0,8mS +p-j-0,6mS

Z=1kQ+p-j 0,6kQ +

Die Ortskurve ist eine Uberlagerung einer Geraden und eines Kreises durch den Nullpunkt mit
1/2A)=1/(2 - 0,8 mS) = 625Q = 0,625kQ (siche Bild A-117).

15

1kQ +pj-0,6 kQ
Ay

Lj05KQ

0 0,5kQ

-j0,8 1
L_j0,5kR ms

1
15 1 0,8mS+p; 0,6mS

- 0,8mS-pj0,6mS
4 34

R

p=1: Z=Ry + = =R + 1
! 2¢ 2 L (w C )

+ — :
P Cp \70~p

RCp2 RCp
1
Z=1kQ+ 1
————+1,25kQ-(5000571-0,12-1070F)2
1,25kQ

Z=1,8kQ.
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6 Transformator

6.1
Zu 1. Quantitatives Zeigerbild

Bild A-118
Ubungsaufgabe 6.1

Reihenfolge der Darstellung und Berechnung der Eftektivwerte:
U, U, =40V
L=UR I, =UyR
I, =40V/200Q = 0,2A

R D R, I, =10Q-02A =2V
joL, L, oL, - I, =10%"1-45mH - 0,2A
OJL2 . 12 =90V
M2 15mH)?
mit L= — (SmA”

k2L, 0,5%-20mH

aus k M (Gl. 3.369,Band 1)

JLiLa
joM - I; joM - I; = 100V (abgelesen)
oM -1 1
I I = L 00V =0,67A

oM 10%s!-15mH
—joM - I, oM - I, =10%"1-15mH - 0,2A =30V

Rl : 11 Rl . Il =6Q - 0,67A = 4,02V
joL, - I; oL; - I; =10%1-20mH - 0,67A = 133,3V
U U; =107V mit ¢, =80° (abgelesen)

Zu2. Nach Gl (6.25)

Y _ !
Ul ((R+R,) L, +R, L, L 0% (L L, ~M?)=(R+R,)-R,
M R ! oM -R
Y_ !
Ul 5100 20mH +6Q- 45mH j 10000252 [ 20mH - 45mH — (15mH)? |- 2100262
15mH - 2009 10000s™" - 15mH - 200
Y_ !

= mit U,=40VistU; = (1,49 +j-2,208) - 40V = (59,6 + j -88,32)V
U, 149+j-2,208

U; = 41,492 +2,2082 -40V =2,66-40V =106,5V

und
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U
Zu3. U =—1=m:82,7v
2,66 2,66

M2  (15mH)?
Zud, Mit 1,= M _(1SmiD7

=11,25mH  (GL 3.370, Band 1)
L, 20mH

U, 1

Ul 2100 20mH + 60.11,25mH N 10000252 20mH - 11,25mH — (15mH)?* |- 2100-60
15mH -200Q 10000s™" - 15mH - 200

U, 1 .U, 1 1
2= mit —== =—— und U;=1423 40V =569V
U, 1,4225-j-0,042 U, 2,025 1423

6.2
Zu 1. Die Gleichungen (6.10) bis (6.12) vereinfachen sich mit R; =0, Ry, =0,Z=0in

Uj=joL; - I —joM - I
Upy=—joly L +joM -1} =0
Damit ist

M M2
ILL=—-1 und U;=joL; I} —jo—:-1
9] L 4 Yy =)ok 1=y L, 4
und
U, . M? .
Zink_Ilz.lw'[Ll —LJ (vgl. Gl. 6.27 mit Ry =0 und R, = 0)
11 2

und mit M2=k%-L; L,

k?L,L,

Zink—jw[Ll - ]=ij1 “(1-k)=jo- oL, (GL.3.377, Band 1)

2
Zu?2. Im Bild 6.19 (Ersatzschaltbild des Transformators mit nur einer Langsinduktivitit) werden

R; =0, R, =0 und U, = 0 gesetzt, wodurch sich das Ergebnis bestétigt.

4 M2 |
Zu 3. Zink = J(J)'[Ll _j:JwLers
L,

2

(15mH)

Zik = jo-| 20mH - ~——
Link = J 45 mH

=jo-15mH, d.h. L= 15mH

6.3

ist

Zu 1. Mitden Gleichungen (6.32) bis (6.34)und R; =0, Rp=0und Z=R,+

joC,
Uj=joL; L —joL; + M) I
Uy =jol; + M) I —jolL; +L +2M) - I,

1
U= | R, + ‘1
22 [ r ijr] 12
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u I
Zu 2. Zin: ?IZJO)LI_Jw(LlJFM)%
11 =1

1
mit Up =jo (L + M) L —jo (L) + Ly +2M) - L, = (RT +'CJ'12
Jol,

I jo-(L,+M
und ’I—zz jo- (L, )
1 .
o-(L,+L, +2M)+R_+
J ( 1 2 ) T J(Dcr
ist
. ?(L,;+M)?
Zp=JjoL +
1
R +j|o(L,+L,+2M)———
r 1) (L +L, ) mCr]
L, +M2) . 1
Zu3. Zj= M+J(DL1 wegen O(L; +L,+2M)= ——
T o T

1

Zud., o= s
J@Li+Ly +2M)-C,

mit M=k /L;L, =0,6 - 200mH = 120mH

0= ! =5000s""
\/(ZOOmH +200mH +2-120mH)- 62,5nF

-1.(200mH +120mH)]? .
ZmJSOOOS (ogsmg *120mH)] +-500051-200mH

Zin =102 400Q +j - 1000Q

6.4
Zul. NachBild 6.16 istmit ti=1,2

M=1i-M=12"-15mH= 18mH
mit

M=k-JL,L,

M=0,5 v20-45mH =15mH
R1:6OQ

Lis=L;—M'=20mH—-18mH=2mH

Lys=L,~M =ii2-L,-M

Ly =1,22-45mH —18mH = 46,8mH

R, =ii2-R, =1,22-100Q=144Q
U, =ii-Uy =1,2-40V =48V

R, =2 R, =1,22-50Q=720Q

L =t L ,=1,22867mH=12,5mH  Bild A-120 Ubungsaufgabe 6.4
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Zu 2. Reihenfolge der Zeigerbilddarstellung und Berechnung der Effektivwerte:

U, U, =48V
1'2 = !? 1'2 = U2
L= p

' U
[ = =2 Lo I )
T mit Z = /R.7+(oL,)

Z'= J(72Q)2 +(10000s~! -12,5mH)? =144Q

und @ = arc tan (0L, /R})=arc tan (125Q/72 Q) = 60°

.4
Izzﬂzo,ssA
144Q
RS-, R, -1, =144Q- 0,33A = 48V
JOLog -1, oL, T, = 10000 s~ - 46,8mH - 0,33A = 156V
JOM'-1, = joM - (I - 1) oM -1, =206V
. jeM' L : oM’ -1
L= =h-] S S—L) S VYN
Jo P oM 10000s7!-18mH
L=I+1 I, =1,46A
JoLs-L oL -1;=10000s""-2mH 1,46 A =29,2V
Ry L R;-1;,=60Q-1,46A=87,6V
U U; =256V
Zu 3. Malstabsinderung des Zeigerbildes: EZM: 1,953
U, 256V

Damit éndern sich:

I} =1,953-1,46 A =2,85A
15=1,953-1,2-0,33A=0,761A

U5 =1,953-40V="78,1V
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6.5
Zul.

Zu 2.

ErsatzschaltbildgréBen mit i = wi/w, = 2500/500 = 5

R; =400Q
Ly =08H
R, =5kQ

R, =ii? - Ry, =52 - 40Q = 1kQ

Ly=ii2 - Lyy=5%2-0,12H=3H

M =i-M=5-12H=6H
U, =ii- Uy =5 - 600V =3kV

R, =ii? - R,=5%-20Q = 500Q

L, =i L,=5%-955mH=2,39H Bild A-121 Ubungsaufgabe 6.5

Reihenfolge der Zeigerdarstellung und Berechnung der Effektivwerte:

U, U, =3kV
.U , !
L==2 L= l;z
Z
L= mit Z' =[R2 + (0L, )?
=2 Z' .ej(P

z =\/(500£2)2 +(2m-50s7"-2,39H)? =901,4Q

und @ = arc tan (oL, /R}) = arc tan (7500/500Q)

¢ =563°

I = 90311,(4\179 =334
joLog T oL, 1y =2m-50s"1 -3H 3,334 =3,14kV
R) I R, Ty =1kQ-3,33A =3,33kV

Quzgz"'joﬂ:zs'lz"'R'z'lz Uy =7,5kV

.U .U
= qu—“,:imkv =3,98A
oM oM 2m-50s7!-6H

U U k
I=—% =MDV s

R, R, 5kQ
L =0 +1,+I 1,=7,5A
weil I +1, =1, -1,
JjoLis-L oL -1, =2n-50s71-0,8 H-7,5 A=1,88 kV
Ri-L R,-1;,=400Q-7,5A=3kV

U =UrRi-L+jolis I U, =10,8kV und @ =52°
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6.6
Zul. Z;;=R;+joL;=6Q+j80Q
ﬁz—w]dl __ s 8mH

R1:6Q L1: = =
® o 10000s7!

Zrl:R+j 'Xrl:Rl+R2+j(D(L1+L2+2M):4ZQ+j - 830Q
R=R, +R,=42Q R,=R-R;=42Q - 6Q=36Q

X Q
L, +L,+2M S LU B
®  10000s~!

Zo=R+j - Xp=R;i+Ry+jo(L; +L,—2M)=42Q +j-230Q
L1+L2—2M=&=ﬂ=23m}1
®  10000s!
Durch Addition und Subtraktion von X;;/® und X,»/®
Ly+Ly+2M)+ (L + Ly, —2M) =83mH + 23mH = 106mH =2 (L; + L,)
Ly +Ly+2M)—(L; +Ly—2M)=83mH-23mH =60mH=4M

ergeben sich L, und M:
+
_ 2L - Ly L

RE6Q  juoly Rp=4Q L

L,
]R'= 20Q

p,=106mH g H—4smH

SR

Zu?2. Mit Bild A-122 Ubungsaufgabe 6.6
M 15mH 1

L, 45mH 3
ergeben sich die Ersatzschaltbildgroen nach Bild 6.19:

R1:6Q

M'=u~M=% 15mH=5mH  oder M =k>-L;=0,79"-8mH = 5mH

mit
k=M __ Dm0 und K2=0,625
JLL, +8-45 mH
Li-M=8mH-5mH=3mH oder L;—M =6"-L;=0,375-8mH =3mH
mit

o=1-k*=1- 0,792=0375

R'2=u2~R2=é~36Q=4Q

R'=u2~R=é~l8OQ=ZOQ
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Zu 3. Reihenfolge der Zeigerbilddarstellung und Berechnung der Effektivwerte:

L=5-1,
L=I+1,
Ugri=R; 1,
Ups=jo-oL, -1,

U;=U, +Upy +Ugr +Up g

18} .

Zu 4. Zinzilzg'eﬂp1
L 0

15,4V . 0

Zinzs’i.eyﬁ
0,33A

Zin=46,7Q - &I 37"

Kontrolle mit Hilfe des Schaltbildes:

Zin =R, +jo-oL, +

Zin=6Q+j-10000s ' -3-103H +

Zi=6Q+j-30Q +

(Ry+R)- jok2L,
R, +R'+ jok’L,

I, =%=0,1A -3=03A
U,=R"1,=20Q-0,3A =6V
R, 1,=4Q- 0,3A=1,2V
U, +URy=6V+12V=72V
. Uy+Ug,
T oM
I - 7,2V

10 000s~! - 5mH
I,=0,33A

I

=0,144A

R,-1,=6Q-0,33A=2V
oL, -1, =10000s™" -3mH-0,33A =10V

U =154V  und @ =57°

Bild A-123 Ubungsaufgabe 6.6

24Q-j-10000s~!-5-1073H

24Q+j-10000s~!-5-1073H

24Qj:50Q 24Q--50Q

24Q+-50Q 24Q—j-50Q

Zin=6Q+j-30Q+19,51Q+j-936Q=2551Q+j-39,36Q =46,9Q¢l 57°
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6.7

Zu 1. Ersatzschaltbild siehe Bild 6.30
R; =50Q
6-Li=(1-k%" L;=(1-0,995%)-0,8mH =0,01 - 0,8mH = 8uH
mit k?=0,9952=0,990 und 6=1-k*>=1-0,995%=0,01

(1-06)-L;=k?-L;=0,9952-0,8mH = 0,990 - 0,8mH = 792uH =~ 800pH

2 2
R'—[M] R —(3’56mHJ 1kQ=49,50Q

L, 16mH

mit M = k-/L1L, =0,995-4/0,8-16 mH = 3,56mH

Zu 2. Ortskurvengleichung nach Gl. (6.70) mit Gl. (6.71):

U, 1 B 1
U R, oL . 1
Dol % g pot] 2024500 p-—
R k2L, p P
mit
_oL R
Q=g wok?L;
und
R'-R )
0, = L [ 495509 _ ) g3
oL, k2L, \SuH -792uH
und
o 1031
=20 0231057 _ 59 47Ktz = 100kHz
2 2
d.h.
H Q
Qp=625-10%1. SMH__ 50 0,1
49,5Q  625-103s7!-800uH
und
R oL
e, Oy 509 SuH G o
R KL, 49,5Q  800uH
und

1/2 A) = 1/(2 - 2,02) = 0,2475 = 0,25.
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2j 4

-2j 4

p=1/20 Y fg1

Bild A-124 Ortskurven der
Ubungsaufgabe 6.7

Zu 3.

Obere Grenzfrequenz:
aus der Ortskurve abgelesen: p = 20

berechnet:

Q 1 1+R1+ oL,
TP~ |7 \
P R" k2L,

0,1 p—l =2,02
P

o,1p-0’1—2,02:0
P
p?-202p—1=0

pr2 =10,1£410,12 +1

p=p;=2025 p;=-0,05 entfillt
fyo=p - fp=20,25 - 99,47 kHz

fg, = 2014kHz ~ 2MHz

£')
051 |4
0,451
0.4 1
0,35
03 / \
0,251
111111 5 10 15 20 25
1 1 1 1.1 9 5 4
' REE 01522
b 5 67 10 20 100 500 1000 1500 2000 kHz
f —e
gy fo fgy

]}ild A-125 Durchlasskurve der
Ubungsaufgabe 6.7

Untere Grenzfrequenz:

aus

der Ortskurve abgelesen: p = 2—10 =0,05

berechnet:

Q 1 1+R1+ oL,
—Qr | P~ |7 \
P R" k2L,

~0,1 p—l =2,02
P

0,1

~0,l p+—-=2,02=0
p

p2+202p—1=0

P1> =-10,1++/10,12 +1

p=p; =005  py=-20,25 entfillt
fy1 =p - fp=0,05 99,47 kHz

fg =4,97kHz = 5kHz

nach (Gl. 4.120) ist die Bandbreite: Af= fg, — fg; =2MHz - 5kHz
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Zu 4. Nach (Gl. 6.76) errechnet sich die obere Grenzfrequenz

1 R+R, 1 49,50+50Q
f=c 1o L 8950+30Q ) gev i, ~ oMz
& 2 oL, 2n SuH

und nach Gl. (6.74) betrégt die untere Grenzfrequenz

1 1 1 1
£, = . = .
¢ omk’L, 1, 1 2m-800uH 1

=4,95kHz =~ 5kHz

R R, 50Q  49,5Q
Zu5. Nach Gl (6.78) ist

@y 1 (KL -R+R;-Ly)? 1 (800pH - 1kQ+50Q-16mH)>

— =400
®y O© L,L,RR 0,01  0,8mH-16mH -50Q-1kQ
U, 1 -
Zu6. === (siehe Bild A-125)
Y, 1y
2,022 40,12 p——
P
2 5 8 10 12 15 18 20 22 25
A A R A O A B R I
2 5 8 10 12 15 18 20 22 25
U,
0 0,495 | 0,494 | 0,482 | 0,461 | 0,445 | 0,426 | 0,398 | 0,370 | 0,352 | 0,335 | 0,311
&

Fiir die Bestimmung der Grenzfrequenzen ist der Maximalwert durch V2 zu dividieren:

0,495

V2

=0,35 (vgl. Bild 4.98)
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7 Mehrphasensysteme

7.1
Zul. Nach Gl (7.23) ist P=3-Ug " Ig - coso
P= \/§~ULt~ILt'cosq)
und mit cos ¢ =1 P=x/§~ULt'ILt
. . U Uy, 1
bei Sternschaltung ist I = —St_ Lt
Jg R
U 2
und damit P= \/7 3-Uy,e 1 Lt
f R
. . . U
bei Dreieckschaltung ist \/_ 31 = NCE R
U U2
und damit P=\/§-ULt~\/§-i:3-i
R R
Zu 2. Sternschaltung:
Ug 220V
I =Ig=—t= =5,5A
HOSUTR T 400

P=3-Up, If, -cosp=+/3-380V-5,5A-1=3,6kW

U2 2
oder p=—t -G8V 5 Gy
R 40Q2
Dreieckschaltung:

U 380V
=3 I =3~ 3.2 6 5A
Lu=V3 s R 400
P=\/§-ULt'ILt-COS(p=x/—-380V‘16,5A-l=10,8kW

U, (380\/)2
R 40Q

oder P=3.—— =10,8kW

7.2
Zu 1. Wicklungsnennspannung: 220V
Sternschaltung des Motors an ein 380/220V-Drehstrom-Netz
Dreieckschaltung des Motors an ein 220/127V-Drehstrom-Netz
_ Pcch _ L,2kW
P 1,5kW

el
mit Py =3 Upt - I coso
Sternschaltung des Motors:
Py= V3 -380V - 2,8A - 0,81 = 1,493kW ~ 1,5kW
Dreieckschaltung des Motors:
Py= V3220V - 4,8A - 0,81 = 1,482kW ~ 1,5kW
Zu3. S =i: LSKVA
cos @ 0,81
Q=P - tan ¢ = 1,5kVA - tan 35,9° = 1,08k Var

Zu 2.

=0,8 dassind 80 %

=185kVA
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Zu 4. Sternschaltung des Motors mit Sternschaltung der Kondensatoren:

Usn
U3 N Uz
NG I3
L
Ry
1 ZIN
I lsc N ,
Ior [l A
Uzn
Uz3
Bild A-126 Schaltbild (Stern/Stern) Bild A-127 Zeigerbild (Stern/Stern)
U =380V und Ug; =220V
vor der Kompensation:
Il 212213 :2,8A IlR:IZR:I3R:2’8A 0,81 :2,27A

IlL = IZL = I3L = 2,8A - sin ¢ = 2,8A - sin 35,90 = 2,8 . 0,59 = 1,64A
nach der Kompensation:

Iik=Lr, bx=Dhr, Lx=hLr mit Lic=-ILir, he=-hy Lc=-Ip

Sternwiderstinde:
220V 220V
R =R, =R3=———=97Q X=X = X3 =—=134Q
1 2 3 2.27A 1L 2L 3L L64A
1 1

XlC:X2C2X3C:XC:7 134Q d.h. C=- :23,7HF

o Xe 215057 134Q

Die kapazitiven Strome I¢ und die Parallelkapazitéiten C, sollten mit Hilfe von Formeln berechnet
werden konnen, in die die angegebenen Daten des Leistungsschildes eingesetzt werden:
Nach Gl. (7.24) Q=3 -Ug; - Ig; - sin @ =3 - Ug; - I mit [ =g - sin @ ist

Q Py-tang 15kVA-tan359° 1,08kVA

Io= -
3-Ug, 3-Ug 3-220V 3-220V

=1,64A .

Mit Ic=C, - Us, ist

I L64A
o-Ug  27-50s7!-220V
oder I eingesetzt ist
_ Py-tang@ 1 5kVA-tan35,9°
C3.0-Ug? 3:2m-5051-(220V)2

p

=23,7uF

P 23,7uF

(vgl. GI. 4.265 mit P = P/3).
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Zu 5. Dreieckschaltung des Motors mit Sternschaltung der Kondensatoren:

Bild A-128 Schaltbild Dreieck/Stern Bild A-129 Zeigerbild Dreieck/Stern

Up¢=220V und Ug =127V
vor der Kompensation:
Il = 12 = I3 = 4,8A IIZR = 123R = I3lR = 2,8A . 0,81 = 2,27A

4,8A
112 = 123 = 131 = :/85 = Z,SA IlZL = 123L = I3lL = 2,8A - sin 35,90 = 1,64A

nach der Kompensation:

Lic=hLi-Law o=l —hs Le=haL - Lo
mit IlC = Izc = I3C = \/§ . 1,64A = 2,8A
Iik=Ipr — L3R br=hsr— IR Lr=Lir—Dhsr

mit Ty =y = I3 = V3 - 2,27A =3,9A = 4,8A - 0,81

Dreieckwidersténde: Sternkapazitéten:
220V 127V
Rihn=Rhx=Ryi=——=97Q Xirc=Xrr=Xar=Xr=—=45Q
12 = Rp3 =Rz 2.27A 1c=&2c=A3¢c = AC 2.8A
220V 1 1
X12L:X23L:X31L:70:134Q Cp= = =71uF
1,64A 0-Xe  21-50571-45Q

Die Formeln fur die kapazitiven Strome I¢ und die Parallelkapazititen C; sind die gleichen wie
unter 4.:

Q P, -tan¢@ 1,5kVA-tan35,9°

Io= = =2,8A
3-Ug,  3-Ug, 3-127V
I 2,8A
c =—C _ 8 =T7IuF
P o-Ug 21505127V
oder
_ Py tan@  1,5kVA-tan 35,9° 71F

P 30-Ug?  3-21-50s71-(127V)2
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Zu 6. Sternschaltung des Motors mit Dreieckschaltung der Kondensatoren

Usn
lr} 2 ’ I U
U3 I3 3 =12
I
L
XK :
IR UN
I
L/ &
Uzn
I
. %m
A0
g
231C Uz3
Bild A-130 Schaltbild Stern/Dreieck Bild A-131 Zeigerbild Stern/Dreieck
U=380V  und Ug =220V
vor der Kompensation:
Il :IZ 213 :2,8A IlR:IZR:I3R:2’8A : 0,81 :2,27A
IlL = IZL = I3L = 2,8A - sin ¢ = 2,8A - sin 35,90 = 2,8A . 0,59 = 1,64A
nach der Kompensation:
Lik=Iig, Dy =L, Ly = I
L =ILic-Liac Ly =Ic-Dbsc Ly =Dhic-Lic
1,64A
mit Ijpc=Tp3c=I3c="—==0,95
V3
Sternwidersténde: Dreieckkapazititen:
220V 380V
R =R;=R3=—-—=97Q X=X =X31c=Xc=—7-=401Q
1=Ry=R3 2.27A 12¢ = &23¢ = A31C = AC 0.95A
22 1 1
XlL:X2L2X3L:ﬂ: 134Q Cp: = :7,9HF
1,64A o- X 2r-50s71-401Q

Die kapazitiven Strome der Dreieckkompensation sind um das 1/\/5 -fache kleiner als die kapaziti-
ven Strome der Sternkompensation unter 4.:

1 Q _ Pytang P,-tang [,5kVA-tan35,9°
IC: - = = =
33Uy 343Uy 3 U 3380V

=0,95A

. . I . .
Mit Ic = 0C, - Uy ist Cp= m: 7,9 UF oder I eingesetzt ist

C = P -tan@  1,5kVA-tan35,9°

p= = =7,9uF
30-Up? 3-2m-50s7!-(380V)?
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Zu 7. Dreieckschaltung des Motors mit Dreieckschaltung der Kondensatoren

2
Izag
= (Y23

1231

I3

3 41
S =3k
Bild A-132 Schaltbild Dreieck/Dreieck Bild A-133 Zeigerbild Dreieck/Dreieck

Uy, =220V und Ug =127V

vor der Kompensation:

I, =1, =1; =4,8A Ior = Lsg = I3 =2,8A-0,81=2,27A
4,8A .
I, =1y =1 =——=28A Iy =Ly =13 =2,8A -5in35,9° = 1,64A
3
nach der Kompensation:
Lpe=-1 Lose="Ly Lye=-1,

mit I, = 30 =130 = 1,64A

Lyp=1r =Lk, Ly =Lig— I L= L= Lo
mit T, = Ly, = Iy = 3-2,27A = 3,9A = 4,84 -0,81
Dreieckwiderstiande:
220V 220V
R, =Ry =Ry, = 72 27A =97Q X =Xy =Xy = 71 A = 134Q
1 1
Xlzc = X23C = X31C = XC =134Q d. h. Cp = = 23,7uF.

®-Xe  2m-50s7!-134Q

Die kapazitiven Strome der Dreieckkompensation sind um das 1/\/5 -fache kleiner als die kapaziti-
ven Strome der Sternkompensation unter 5.:

L_Q Py tang _Py-tan@ 1,5kVA - tan359°
le=7" = = = = 1,64A
V33U 3.3.u, 3 Uy 3.220V
: . I . ‘
Mit e = (”Cp “Up, st Cp =———————=237uF oder I eingesetzt ist

25071220V

Py-tang  15kVA - tan35,9°

C = =
P 30-U2 3215057 (220V)?

= 23,7uF



362

Anhang: Lésungen der Ubungsaufgaben

Zu 8.

Mit Hilfe der Umrechnungsformeln fiir die Umwandlung einer Sternschaltung in eine dqui-
valente Dreieckschaltung lassen sich die Ergebnisse fiir die Kompensationskondensatoren
kontrollieren:

] ] _ . '2
Y, Y, (on

Y Y, +Yy 3 joC

=1

JoC, = jw& oder C, = gb
3 3
d. h 7,9uF = 23’Z“F baw. 23,7uF = g
(analog zu den Gln. (4.100) bis (4.102) oder Gln. (2.157) bis (2.159) im Abschnitt (2.2.10) im Band 1).
Kompensationskondensatoren in
Sternschaltung Dreieckschaltung
Motor Sternschaltung 380/220V 23,7uF/220V 7,9uF/380V
in Dreieckschaltung 220/127V T1uF/127V 23,7uF/220V

Die Kondensatoren miissen fiir den Maximalwert der anliegenden Spannung J2-u ausgelegt sein,
d. h. fir 2380V =538V, 42220V =311V und /2 127V = 180V. Bei der Kompensation in
Sternschaltung sind hohe Kapazitéten bei niedrigen Spannungen und bei der Kompensation in Drei-
eckschaltung niedrige Kapazititen bei hohen Spannungen erforderlich.

7.3
Zu 1.

Zy = Ry = 50Q
R, = 100Q R, = 71Q R, = 220Q Ry = 50Q

G,=1/R,=10mS G,=1R,=14,ImS  G;=1/R;=4,546mS  Gy=1/R=20mS

nach Gl. (7.36) ist

Un | Uon |, Usn
Ri Ry Ry _Gi Un+Gy-Usn+G3-Usn
L T T Gy +G;+G, +G;

10mS - 220V + 14,1mS - (~110 — j-190,5)V + 4,546mS - (~110 + j-190,5)V
20mS + 10mS + 14,1mS + 4,546mS

_ 2200—1549—j~2683—500+j~866v_ 151-j-1817

U
=N 48,63 48,63

Uy = (3,11-j-37,4)V =37,5V . ¢ i"85.24
Uy = Uy — Uy =220V - (3,11 - j-37,4)V

Lj'1N =217+ j-37)V =220V - i %7

U,y = U,y = Uy = (<110 j-190,5)V — (3,11 - j-37,4)V
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Zu 2.

U,y = (-113-j-153)V = 190V - el 2335

Usn = Usy = Uy = (<1104 -190,5)V — 3,11 - j- 37,4)V

ULy = (=113 + j-228)V = 254V . ¢l 1164 -Uy
Ui 220V el .
R 100Q -

1,=22A-¢197 =(2,17+j-0,31)A

_Ujy 190V - el 2335

2 R, 71Q
e U
1.=2,7A e 335 = (C1,6— j- 2,15)A 2N
2 - Uy
- Usy 254V . el 1164
3Ry 220Q . o
Bild A-134 Zeigerbild
13: L15A - ei 116.4° _ (= 0,5+ j-1,04)A Ubungsaufgabe 7.3/1
U L a—j-85,24° i .
L= =N =3V | 5a eI 8524 2 (0,06 - §-0,75)A
Ry 50Q

Kontrolle:

I+l + =1y

[(2,17 - 1,6 =0,5) + j- (0,37 — 2,15+ 1,04)] = (0,06 — j- 0,75)A

Zy =Ry =0, dhUg=0
UlN = Uy =220V

o B o
U,y = Uy =220V ¢!

o B 120e
Ujy = Uy =220V -el'!

U 22
=== 20V 504
R,  100Q
I3
.- Upn _ 220V e=jr120° Bild A-135 Zeigerbild
-2 R, 71Q Ubungsaufgabe 7.3/2

1,=31A ¢ 120" = (-1,55 - j- 2,68)A

U 220V - el 120° e
1= }fN - 0\2/2 eg =1,0A-el120 = (= 0,5+ -0,87)A
3 0

Iy=1+ 1L+ 1, =[(2.2-155-05)+ j- (2,68 + 0.87)]A

I,=(0,15-j-18)A = 1,8A - ¢ 185
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Zu 3.

7.4
Zu 1.

ZN = oo nach Gl. (7.37) ist

L’TIN +g2N +L’TSN
_ R R, Ry _151—j-1817
=N 1 1 1 28,63

R, R, R,

Uy = (5,27 — j-63,5)V = 63,7V - 718524

Uy = Uy - Uy =220V — (5,27 - j- 63,5V

Ul = 2147+ - 63.5)V = 224V - i 16,5 ]}ild A-136 Zeigerbild
IN /)05, Ubungsaufgabe 7.3/3

Uy = Uy = Uy= (=110 - j-190,5)V = (5,27 - j- 63,5)V
U,y = (-1153 - j-127)V = 171,5V - el 2278
Uiy = Usy = U= (=110 + - 190,5)V = (5,27 - j- 63,5)V
Ul = (11527 + j- 254)V = 279V . ¢l 1144

U 224V . ¢l 165 e
1= =N 2V s oga i 165
R, 100Q

! j-227,8°
_ UZN _ 171,5V - el 227, _2.40A i 2278
2 R, 71Q

Ui 279V . i 1144° o
1= = o OV e = 127A el 1144
R, 2200

Z, =Ry =1kQ, Z,=R,=1kQ, Z3=Rj3=1kQ, da symmetrische Belastung sind Iy =0
und QN =0

Uiy = Upy =220V
N _ —j-120°
U,y = U,y =220V -e™)

! — — j-120°
Ujy = Upy = 220V -

_ 220V = 220mA

I:UA_
1R, kQ
zgzN

220V - e7i 1207 i 120°
= = 220mA - ¢~i'120 Bild A-137 Zeigerbild

=2 -
R, 1kQ Ubungsaufgabe 7.4/1

U. 220V - e 120° -
1= =N BV T oogma e 120
R, 1kQ
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Zu 2.

ZIZRIZ le, G1: 1/R1: ImS
1 1 . .
Z, =~ = =—j- 1kQ Y,=1/Z,=j- 1mS
joCy  j-2m-50s7! - 3,18uF
Z3:R3: le, G3: 1/R3: ImS
ZN = RN = IOOQ, GN = I/RN =10mS

nach Gl. (7.36) ist

Un | Uon |, Usn

Zy  Zy, Zy _Gi-Un+joC, Upn+G3-Usy

Un = -
L+L+L+L GN+G1+JO‘)C2+G3
In Ly Z, Z3
U _ ImS-220V + j-ImS - (-110 — j-190.5)V +ImS - (110 + j- 190.5)V
=N 10mS + ImS + j- ImS + ImS
_220-j-110+190,5-110+-190.5, _ 300,5+-80.5 12—
=N 12+ 12+ 12—
3686,5+ j- 665,5 . 0 e
Uy = %V = (25,4 + - 4,6)V = 25,8V - ¢i102

Uy =Ujy - Uy =220V - (254 +j-4,6)V

Uy =(194,6 — j-4,6)V =194,7V - eI 14

U,y = Uy = Uy = (=110 = j-190,5)V — (25,4 + j- 4,6)V

I;]'ZN = (-135,4-3-195,1)V = 237,5V - ei235.2°
Uy = Usy — Uy = (=110 + - 190,5)V — (25,4 + j - 4,6)V
ULy = (<1354 + j-185,9)V = 230V - el 126"

U, 194,7V - =314 e
== DRIV g5 et

R, 1kQ
237,5V - el 2352

1,=joC, 'UzN = ;
2 1kQ - ¢=3-90°

1,=238mA e i348

_Upy 230V el 126

3R, 1kQ

1,=230mA - el 126

Bild A-138 Zeigerbild
U 2 . e 10,2 o Ubungsaufgabe 7.4/2
lN - =N _ 5’8\/76: = 258mA - el 10,2
Ry 10002



366 Anhang: Lésungen der Ubungsaufgaben

7.5
Zu 1. Nach GI. (7.37) ist

U U U
IN , =2N , =3N

Z, Z, Zy Gy Uy oG, - Uy +G5-Usy

Uy .
1r 1.1 Gy +joC, +G;

Z, Z, Z
mit den Ergebnissen von Aufgabe 7.4 ist

300,5+80,5 2-j,, _ 681,5-139,5
2+ 2-j 5

\%

Uy =

Uy =(136,3-j-27,9)V = 139,1V - eI 116"
Uy = Uy - Uy =220V —(136,3— j-27,9)V

Uy =(83,7+j-27,9)V = 88,2V - el 184

Uyn = Upy — Uy = (=110 - j-190,5)V - (136,3 — j- 27,9)V
U,y = (-246,3— j-162,6)V = 295,1V - el 2134

Uy = Usy — Uy = (=110 +j-190,5)V = (136,3 - j- 27,9)V
ULy = (-246,3+ j- 218,4)V = 329,2V . ¢l 1384

Zu?2. Wird die Strangspannung Uy in die reelle Achse der Gaullschen Zahlenebene gelegt, dann
hat die AuBenleiterspannung U;, den Anfangsphasenwinkel von 30° (siche Bild 7.10). Die
AuBlenleiterspannungen betragen dann

U, =380V el 30" = (329 + j-190)V
U,, =380V - e 39" = (0-j-380)V

Uy, =380V - el 150" = (=329 + j-190)V .

Nach Gl. (7.43) bis (7.45) ergeben sich dann die Strangspannungen

Un  Us
Un =20 Zy _JjoC Up-Gs-Us
YIN — 1 1 1 - G N
[ S T 1+J('0C2+G3
Zy Z, Zy
U de1mS (3294 j-190)V — ImS - (=329 + j- 190)V
=IN ImS + j- ImS + ImS
, 29-1 i-(329-1 1 i1 2—3 .
Uy = (329-190) + j- (329 90)V= 39+ 39_ J,V=(83,4+J-27,8)V

24 24 2—j
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= (-245,6 — j-162,2)V

IV = (<2456 + j- 217,8)V

= (162,4 — j- 246,0)mA = 295mA - ¢~i-56.6"

Uy U
Uy = Zy Zy _G3-Uxp=Gi-Up
- L, b, b Gi+joC+Gs
Zy Z, Z3
U - ImS - (=j-380V) — ImS - (329 + j- 190)V
=2N ImS + j- ImS + ImS
. 3294 j-(-380—1 -329—j- 2-j
Ul = 329+ (380-190) 329570 2
2+] 2+ 2—]
Usi _ Uns
Ul = Z,  Z, _ Gy U3 —joC, - Uy
N L, 11T G e, +G;
Z, Z, 1
Ul - ImS (=329 +j-190)V — - ImS - (- 380)V
=3N ImS + j- ImS + ImS
U o (F329-380)+-190 ~709+-190 2-
=3N 2+ 2+ 2-j
U, i-2 e
Zu3. I=—N= 835+ 279V _ 835+ j.27,8)mA = 88mA - i 154
Z 1kQ
I_Q;N_(—246,0—j-162,4)v
2z —j- 1kQ

= Usn _ (2460 -2181)V
3z, 1kQ

7.6
Zul. Nach Gl. (7.47) sind
= U = Uss
T Zp T Iy
Mit

U, =380V -el3” U,, =380V - e
U, =(329+j-190)V

ergibt sich

Uy, = (0— j-380)V

(329 + j-190)V
- 40Q
_ —j-380V
=27 100Q

1, =(8,225+ j-4,75)A

~j-3,8A

(=329 + j-190)V

=(=4,114j-2,375A
200 ( J )

=31

= (=246,0 + j- 218,)mA = 329mA

i 1384

Iy =

U,, =380V -l 150°

Uy, = (-329+ j-190)V
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Zu 2. Nach Gl. (7.48) bis (7.50) betragen die AuB3enleiterstrome:

L=l -I5
Uy
I, =(8225+j-475)A - (- 4,11 +j - 2,375)A
I, =(12,335+]-2375)A=12,6A-¢ 1"
L=l -lip=-j 3.8A-(8,225+]j-475)A
I =(—8225—j8,55A=119A ¢ 226°
=13 —Iy=(411+j-2375A+j-3,8A
L=(411+j-6175A=74A ¢ 124 Bild A-139 Zeigerbilder

Ubungsaufgabe 7.6/3
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